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RESUMO

Apresentamos uma nova classe de modelos cosmold
gicos inomogeéneos, cuja fonte de curvatura € uma mistura de um
fluido de poeira com uma radiacio isotropica que nao interagem
entre si e um campo eletromagnético que também ndc interage com
os fluidos. Mostramos que esta classe evoluli para homogeneidade
e isotropia, no limite de grandes valores da coordenada temporal.
Estudamos o comportamento assintético, proximo a singularidade ,
de dois modelos da classe e exibimos que o campo magnético alte-
ra o tipo de singularidade, podendo diminuir a anisotropia na fa
se inicial. As equacgoes de Killing sdo integradas e demonstramos
que o espago-tempo apresenta um grupo de isometrias de trés para
metros cujas orbitas sdo superficles bidimensionais do tipo-espa
co. Mostramos que os modelos s3ao expansionistas, geodeticos, ir-
rotacionais e do tipo D da classificacao de Petrov com secoes es

pacials tridimensionais conformalmente planas.
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NOTACAO E CONVENCOES

Assinatura da métrica: (+,-,-,-)

Indices latinos e gregos, em geral, variam de 1 a 3 e 0 a 3, res

pectivamente.

Tndices repetidos sao somados, a menos que seja indicado o con -

trario.

Um ponto sobre qualquer quantidade denota derivada parcial em re

lacao ao tempo.

Derivada parcial: ¢ - 99
e ax ™
i ; A
Derivada covarilante: A = A - T A
ovar uiv T fu,v T tuw T

: . . 1
Simetrizacao de tensores: A(uv) = 5 (A + A )

Anti-simetrizacao de tensores: A[uv] = % (Auv - Avu)

Tensor de Riemann:

1 | WY opHopY
R"vkd - Fkv,c de,x * FyoFRv Fykrdv

$imbolo de Christoffel:

i o

1
w -z & (gxd,v * Egu,n T gvk,d)



INTRODUCAO GERAL

> > X
To B or not to B: that 1is

the question...QLHy

Em 1958, foi sugerido originalmente por Hoyle,
a existéncia de um campo magnético primordial. Tal hipotese sur-
giu, historicamente, em virtude das dificuldades de se explicar
satisfatoriamente a origem do campo magnético galdctico. Desde
entao, esta idéia foi objeto de wuma série de publicacoes e em
1965, Zel'dovich(gé) construiu os primeiros modelos cosmologi -
cos relativisticos com matéria e campo magnético™. Ele admitiu
que o campo magnético teria sido wuniforme e permearia todo o
universo durante uma fase hipotética, mna qual a matéria tambem
estaria distribuida uniformemente. Em uma fase subsequente, quan
do do processo de formagao de galaxias, haveria uma modificacao
das linhas de campo pela matéria, que produziria a intensifica -

(96)

ciao e o emaranhado do campo na galaxia Contudo, Zel'dovich

limitou~se a discutir aspectos qualitativos dos modelos e foi

Doroshkevich quem apresentou, pela primeira vez, as solugoes

exatas das equacoes de Einstein—MaxwellcEg). Esses modelos fo-

(50)

ram ainda reobtidos por Shikin e independentemente por Thor-

ne (5L

Além de explicar a origem do campo magnético

galactico, as consequéncias da existencia de tal campo primordi-

al seriam(gg):

*
Anteriormente ja haviam sido considerados modelos com um campo magnetico pu

ro(ééfél).



1) Dependendo de sua intensidade, poderia produzir uma anisotro
pia na distribuicao de temperatura da radiacio cosmica de fundo;
embora, seja dificil distinguir este efeito daquele decorrente
do nosso movimento em relacdo ao referencial onde a radiacao

seria isotropica.

2) Ele poderia ter influenciado a nucleosintese nos instantes
iniciais do universo, através de uma expansdo anisotropica e/ou

alterando a taxa de decaimento de neutrons(108)

3) Ele poderia desempenhar um papel importante na formacao de
galéxias(gz), na evolucdo de fontes de radio e quasares, bem co
mo, explicar a anisotropia observada na orientacao de gala -

xlas espirais(lgg).

(98) 4.

Além disso, segundo Reinhardt e Thiel
mitindo-se que ocorreram pequenas turbulencias na explosdo ini-
cial e no plasma intergalactico, é provavel que o campo primor-
dial, em média, tenha permanecido uniforme até hoje. Consideran
do essa possibilidade Giznburg e Syrovatskil sugeriram um méto-

do de deteccao desse campo através do efeito Faraday(gg)

0 efeito Faraday foi o primeiro efeito magné-
tico-optico descoberto e consiste, basicamente, na rotacao do
plano de polari;agao de uma onda eletromagnética a0 atraves
sar um meio material submetido a um campo magnético intenso. A
intensidade do campo magnético em um meio intergalactico, po-
de ser estimada atraveés das chamadas medidas de rotacao de
Faraday. Estas medidas dependem essencialmente da componente do
campo na direcdo da linha de visada, da densidade média de ele

trons e do comprimento do percurso da onda no meio (uma de



finicao precisa pode ser encontrada na ref.(122)).

Admitindo-se uma quantidade, ndo desprezivel,de
matéria ionizada no meio intergalactico, se existe um campo in -
tergalactico, deve-se observar alguma medida de rotacao de Fara-
day para fontes extragalacticas de ondas polarizadas. Ha dificul
dades nessas medidas. E dificil separar as contribuic¢bes da nos-
sa galaxia e da propria fonte. Contudo, se atribuimos esse efei-
to inteiramente a nossa galaxia, nao deve haver nenhuma diferen-
ca sistematica em medidas de objetos extragalacticos com diferen
tes "red shifts'. Caso contrario, tais diferencas constituem um
forte argumento a favor da existéncia do campo extragalactico .
Pode-se ainda argumentar que as diferencas decorrem de uma depen
dencia intrinseca dessas medidas com a ¢poca cosmica. No entanto,
se for observada uma dependencia diferente com o "red shift" pa-
ra diferentes regioes no espaco, este resultado nos garantiria

uma contribuicfo intergaldctica anisotropica as medidas de rota-
0 (98,100)

Diversos trabalhos sobre interpretacdo de medi
das de rotacdo de Faraday para fontes extragalacticas, tem sido

publicados nos ultimos anos(g§flgéj. Dentre esses destacamos 0

(105) que estudaram 157 fon-

artigo de Sofue, Fujimoto e Kawabata
tes com medidas de rotacao e "red shift'" conhecidos. Eles conciu
itam que efetivamente hi a dependéncia anisotropica  mencionada
acima e que esta nao pode ser explicada pelo campo galactico nem

pela evolucdo das fontes. A anisotropia € interpretada como sen-.

do devida a um campo magnético intergaldctico uniforme até z = 2

"

e que estaria apontando na direcao 2 100% ¢ b = 159%. A fim de

produzir os efeitos observados, considerando a densidade do uni-



verso igual a densidade critica, eles estimaram a intensidade

do campo em 2,7 % 1077 ¢.

Alguns autores, contudo, colocam em davida a

(iﬂi)_ Outros acreditam que,

existeéncia desse campo intergalactico
como a direcdao do campo € muito proxima ao campo galactico lo -
cal, & provavel que Sofue e colaboradores mediram um efeito que

tem origem na nossa galéxia(lggj.

Modelos cosmologicos espacialmente homogeneos
com campo magnético, tem sido exaustivamente investigados.Entre
varios trabalhos, além dos ja mencionados, apontamos os artigos

de Jacobs(EEJ, Stewart--Ellis(zEJ e Vajk~E1trgr0th(§z)

. No en-
tanto, ndao conhecemos na literatura nenhum trabalho de modelos
com campo magnético espacialmente inomogeéneos; uma excecdo se -

ria talvez o trabalho de Stewart-Ellis, porém neste caso oS au-

tores estio mais interessados na classificacao de modelos.

Os modelos de Szekeres constituem o conjunto
mais geral de solucoes das equacOes de Einstein com matéria. Em
particular, suas métricas da classe II tem tido um enorme inte-
resse em Cosmologia. Algumas generali;agﬁes desses modelos po -
dem ser encontradas na literatura (veja capitulo 2). Dentre es
sas destacamos o trabalho de Caderni e PdUockpég) que introduzi

ram uma radiacdo cosmica de fundo isotropica nas solucgdes de

Szekeres.

A radiacdo cosmica de fundo (RCF), descoberta
(113)

3

por Penzias e Wilson ¢ considerada uma das contribuicoes
mais importantes, em cosmologia observacional, para a compreen-

sao do universo em larga escala. Esta descoberta, bem como as



indicacdes observacionais de que a radiacado tem um espectro tér-

mico, & interpretada como uma confirmacao da hipotese de Ga-
(112) .

mov -2’ de que o universo teve um passado extremamente denso ¢

quente.

(111) . pcp & importante  por

Segundo Partridge
duas razoes: em primeiro lugar porque seus parametros essenciais
(temperatura e isotropia) podem ser medidos com alta precisao .

Em segundo, ela pode nos fornecer dados de uma época do universo

que ate agora nenhuma outra observacao oferece.

Desde sua descoberta ha um enorme interesse em
detectar anisotropias nessa radiacao. Tais anisotropias fornece-
riam, em principio, informacoes valiosas sobre a origem e o cres
cimento de perturbacoes primordials na matéria, que poderiam ter

gerado as galaxias e os aglomerados de galaxias hoje observados.

Medidas na RCF indicam que ela & altamente iso-

tropica (1 parte em 103)(1l9), mas anisotropias de dipolo e qua
drupolo foram detectadas(lli). A existencia do termo de dipolo ,
ja €& bem estabelecida observacionalmente(llg). Uma questao ,

ainda em aberto, & se esta anisotropia seria ou nao uma proprie-
dade intrinseca do Universo. Alguns resultados recentes, se ben

que nao definitivos, indicam que ela e, em sua quase totalidade,

devida ao nosso movimento em relacdo a radiagéo(llg). Contudo ,

o termo de quadrupolo nido pode ser atribuido a uma anisotropia in

duzida (este termo nao depende da velocidade relativa(llé)),

se constituiria em uma prova de que o universo fol e possivelmen

= . = 117 - . .
te sera 1nomogeneo(—ww). 0s ultimos resultados observacionals na

RCF nao confirmam; no entanto, a existencia desse termo(llg’igg)



Cabe observar que, segundo Partridge(lll),o al-

to grau de isotropia da RCF nao constitui-se em uma prova de
que o universo € do tipo Friedman-Robertson-Walker; este resulta
do eliminaria apenas alguns modelos cosmologicos compativeis tan
to com a Relatividade Geral quanto com outras observacoes astro-

nomicas.

Neste trabalbo introduzimos aos modelos de Sze-
keres (classe II), uma radiacdao de fundo isotropica e um campo
magnético que teria uma origem primordial. Situamos nossa tese co
mo uma extensao ao trabalho de Caderni e Pollock na linha inicia

da por Zel'dovich.

No capitulo 1, descrevemos, em linhas gerais,os
principios fundamentais da Relatividade Geral e apreSentamos as
equacoes de campo da teoria. Definimos © objetivo da Cosmologia
Relativistica e discutimos as hipéteses usualmente utilizadas na
construcao de modelos cosmologicos. Em seguida desenvolvemos 0
formalismo matematico para o estabelecimento de isometrias e exi
bimos um critério para existéncia de homogeneidade espacial.Apre
sentamos a classificacado das variedades homogeneas tridimensio -
nais e discutimos algumas proprieades das métricas de Bianchi .
Examinamos ainda os modelos de Friedman-Robertson-Walker e tres
classes de modelos espacialmente homogeéneos e anisotrdpicos, que

guardam grande semelhanca geométrica com nossas solucoes.

No capitulo 2, apresentamos uma motivacio para
o estudo de cosmologias espacialmente inomogeneas. Estudamos, em
seguida, algumas propriedades dos modelos espacialmente inomogé-

neos com simetria esférica e, com detalhes, os modelos de Szekeres.



Uma nova classe de modelos cosmologicos inomo-
geneos, tendo como fonte de curvatura um fluido perfeito comsti
tuido de uma mistura de poeira com uma radiacdo isotropica, que
nio interagem entre si, e um campo eletromagnético, que também
nao interage com os fluidos, € apresentada no capitulo 3. Esta
classe inclui uma generalizacao simples de um dos modelos encon

hcig) e tambem um caso particular dos mo-
1 (39)

trados por Doroshkevic
delos de Caderni-Polloc Mostramos que a classe evolui, no
limite de grandes valores da coordenada temporal, para homoge -
neidade e isotropia. Estudamos o comportamento assintotico, prd
ximo 34 singularidade, de dois modelos dessa classe e concluimos
que o campo magnético altera o tipo de singularidade e, no caso
estudado, diminui a anisotropla na fase 1nicial. As equacoes
de Killing sao integradas e demonstramos que o espa¢o-tempo apre
senta um grupo de isometrias de trés parametros cujas  Orbitas
sao superficies bidimensionais do tipo-espago. Mostramos que 0s
modelos sao expansionistas, geodeticos, irrotacionails, do tipo

D da classificacao de Petrov e com secoes espacials tridimensio

nals conformalmente planas.



CAPITULO 1
Modelos Cosmologicos Homogeneos

1.1) Cosmologia Relativistica

0 objetivo da Cosmologia pode ser definido co
mo sendo o de determinar e investigar a estrutura do universo
em larga escala. Por larga escala entendemos as distancias dos
super-aglomerados de galaxias, isto €, distancias da ordem de

108 anos lu;.

Neste trabalho nac adotaremos nenhum tipo de
"Principio Cosmol6gic0”(ll). Partiremos apenas de uma hipotese
de trabalho basica, adotada em Cosmologia desde Newton: as leis
fisicas validas na Terra, que explicam satisfatoriamente os fe-
nomenos observados no sistema solar podem ser extrapoladas para
regioes mais distantes. A hipotese formulada € apenas um aspec-
to do chamado "Principio Cosmolégico', que € mais restritivo e,
como discutiremos adiante, € a base dos modelos cosmologicos es
pacialmente homogéneos. Uma segunda hipotese que adotaremos &
de que a astronomia "local'" do universo € razoavelmente bem co-
nhecida. Isto €, vamos supor que a matéria no universo esta or-
ganizada em estrelas, grupos de estrelas, galaxias, aglomerados
de galaxias etc., e que esta estrutura € essencialmente a mesma

em larga escala(ﬁéj.



Das quatro interacoes fundamentais da natureza
a gravitacional € a dominante em larga escala. Isto se deve ao
fato de que as forcas fracas e fortes sao de curto alcance e os
grandes agregados de materia s3o eletricamente neutros. Portan-
to, devemos usar uma teoria de gravitacao em Cosmologia e adota
remos a Relatividade GCeral que parece ser a mais simples dentre
as teorias de gravitacoes adequadas a descricao dos fenomenos

fisicos na escala do sistema solar.

A Relatividade Geral € uma teoria ndo euclidi-
ana da gravitacao que tem sua origem historica a partir de
dois principios fundamentais: por um lado o "Principio da Rela
tividade Generalizada" e por outro o "Principio de Equivalén

cia™.

Einstein formulou o "Principio da Relativida-
de Generalizada", estabelecendo que as leis fisicas devem ter
uma estrutura tal, que sejam validas em sistemas de referén -

cias animados de qualquer movimento(ﬁg).

Sabemos que tanto a teoria da Relatividade Res
trita quanto a Mecanica Classica assentam suas bases na equiva-
lencia, para descricdo das leis fisicas, de todos os referen-
ciais animados de movimento retilineo e uniforme. Assim, se
adotamos o "Principio da Relatividade Generalizada'", ou seja ,
se desejamos estender esta equivaléncia a observadores acelera
dos, necessitamos de uma nova descricao, tal que nela movimen

tos acelerados também possam ser considerados "livres',

Einstein resolveu esse problema introduzindo

uma estrutura nao euclidiana para o espaco-tempo, de tal forma
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gue 0os movimentos acelerados no espago-tempo euclidiano passam
a ser considerados como movimentos livres descrevendo geodési
cas nesse espaco-tempo curvo. [sto se mostra possivel devido a
propriedade de que as forcas de inércia, associadas aos referen
ciais acelerados, imprimem as particulas-teste aceleracdes que
independem da massa destas particulas, permitindo entao a absor-
cao dessas aceleracOes por uma estrutura nao euclidiana para o

espaco-tempo (1) (ZE),

E conhecido desde Galileu que a aceleracao so
frida por um corpo em um campo gravitacional independe de sua
natureza. Esta propriedade decorre da igualdade comprovada ex
perimentalmente com grande precisao por EBtvos e Dicke, entre a
massa inercial e a massa gravitacional. A teoria da Relativida
de Geral, como teoria do campo gravitacional, fundamenta-se es

. P - 31
sencialmente sobre esta correspondencia numerica (-—),

Tendo as forcas gravitacionals essa proprie
dade comum as forcas de inércia, de provocarem aceleracdes que
independem da massa d@ particula-teste, podemos compensar uma
forca pela outra. No entanto, devido a convergencia das linhas
de forca do campo gravitacional esta compensacao sO pode ser

local.

Esta equivalencia permitiu a Einstein formu
lar o "Principio de Equivalencia' estabelecendo que dentro de
uma regiao suficientemente pequena do espaco, um campo gravita
cional € equivalente a um campo de forgas criado por um movi-

mento acelerado.
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0 "Principio de Equivaléncia" nos assegura a
existencia, em todos os pontos do espagd—tempo de sistemas 1o
calmente inerciais, onde os efeitos de um campo de gravitacao
sdo eliminados utilizando-se um sistema de referencias apropria
do (sistema em queda livre). Temos entdo uma nova definicao de
sistemas de inércia na teoria da Relatividade Geral, que tem
uma correspondéncia na teoria de superficies de Gauss e Riemann
na qual podemos sempre identificar uma pequena regiao de uma va
riedade ndo euclidiana com o espaco euclidiano tangente em um

ponto daquela regiao (723,

Combinando-se o '"Principio da Relatividade Ge
neralizada' e o "Principio de Equivaléncia" podemos concluir que,
da mesma forma que as forcas de inercia, as forcas gravitacio
nais podem ser absorvidas por uma estrutura nao euclidiana para
o universo. Isto nos permite pensar que o efeito de uma massa,
nessa nova teoria da gravitacdo, ndo €& mais o de criar uma for
ca em um espaco euclidiano mas o de modificar a estrutura do es

pag¢o-tempo, encurvando-o.

Como as variedades riemannianas sao as de es

trutura mais simples depois do espaco euclidiano, Einstein su

pos que o espaco-tempo da fisica tem estrutura de uma variedade
: : - o . WA), . .

riemanniam quadridimensional™™—.0 passo seguinte foli obter as

equacoes de campo da teoria, isto €, substituir a lei newtonia

na por dez condigoes a que devem satisfazer o tensor metrico,

guv, e suas derivadas de primeira e segunda ordem.

A fim de garantir gque as equag¢oes de campo se

jam invariantes sob qualquer transformacao continua de coordena
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das elas devem ser escritas sob a forma tensorial,

Luv = - k Tuv (1.1.1)

onde Luv e Tuv sao dois tensores simétricos de segunda ordem

e k uma constante de proporcionalidade, igual a 8w G/c*® , esco-
lhida de tal forma a obtermos a lei newtoniana da gravitacao co
mo uma aproximag¢ao de campo fraco. Tﬁv € o tensor momento-
energia e representa o conteldo energético do universo, nao in
cluindo no entanto a energia gravitacional. Ele esta relacio

nado as acdes que nao tém uma origem geométrica sendo o respon

savel pela curvatura do universo, a qual esta ligado o tensor

L@
RY

A expressao para Liv € construida com © tensor métrico
e suas derivadas até segunda ordem. Esta ultima imposicao e
feita para manter uma analogia qualitativa com a mecanica new
toniana e parece bastante razoavel, ja que a maioria das equa
¢oes diferenciais na fisica classica sao de segunda ordem GQ(l@.
Afimde garantir matematicamente que, para certas condigoes de

contorno, tenhamos solucdo Unica, imporemos as equag¢des de cam

po que elas sejam lineares nas derivadas segundas de 8y

Em Relatividade Restrita, quando utilizamos
sistemas inerciais, o tensor momento-energia obedece a lei de

conservacao.

™Y ,v = 0. (1.1.2)

Assim, em um sistema de coordenadas arbitra-
rio a lei de conservacdo deve assumir sua forma covariante,isto

e
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_ 0, (1.1.3)

onde || designa derivada covariante.

A eq. (1.1.1)impde que devemos ter também
=0 . (1.1.4)

E. Cartan(gg) demonstrou que o tensor simétrico de segunda or
dem que satisfaz as condicdes acima (€ funcao de g, © de suas
derivadas até segunda ordem, € linear nas derivadas de segunda
ordem e tem divergéncia nula)é Unico e pode ser expresso na sua

forma mais geral como:

1

- R -
L a ( Ny

v v T B (R + 22)). (1.1.5)

Na eq.1.1.5)a & uma constante que tomaremos igual a 1 (ja que
pode ser embutida na constante k da eq.1.1.1), Ruv € 0 tensor
de Ricci, R o escalar de curvatura e A ¢ denominada constan

te cosmologica.

A constante cosmologica € muito pequena expe

'rimentalmenfe e s6 poderia se manifestar para fenomenos em lar
ga escala. Ela foi introduzida pela primeira vez nas equacoes
de campo por Einstein, que procurava equilibrar as forcgas de
atracao gravitacional e assim compatibilizar as equacgoes na
construcao de seu modelo cosmologico estatico.Posteriormente sua
utilizacio foi considerada desnecessaria pelo proprio Eins-
. (17) . ~ . . ~
teln . De qualquer forma, sua importancia em Cosmologia e
ainda bastante discutida. Neste trabalho consideraremos a cons

tante cosmoldgica igual a zero. Assim, a eq. (1.1.1)¢ reescrita

como
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uv 2 uv uv

onde utilizamos unidades, tais que G = ¢ = 1.

As eqs. (1.1.€)sao as equacoes de Einstein, e
constituem um conjunto de dez equacoes diferenciais parciails
acopladas, ndo lineares e de segunda ordem na metrica. Elas ser

virao para determinar os dez coeficientes métricos, g , desco

uv
nhecidos, produzidos por uma dada distribuicao de energia, Tuv'
No entanto, temos ainda mais quatro relagoes suplementares pro
venientes do fato da divergéncia covariante de ambos os lados
da eq{1.1.6) ser identicamente nula. EHEstas identidades valem
independentemente das equacoes de campo e reduzem a seis o nume
ro de equagdes diferenciais independentes para a métrica. Este
€ o nimero correto de equacoes necessarias para determinar o es
paco-tempo ja que a quatro,das dez componentes do tensor métri
co, podemos dar valores arbitrarios usando os quatro graus de

liberdade que temos para fazer transformacoes de coordenadas (§1

Ate aqui, descrevemos em linhas gerais 0s
principios fundamentais da Relatividade Geral e apresentamos as
equacoes de campo da teoria. No que se segue procuraremos for
mular o objetivo da Cosmologia nesse novo contexto e em seguida
discutir as hipoteses usualmente utilizadas na construcao de mo

delos cosmologicos.

No ambito da Relatividade Geral, o  problema
cosmologico consiste em encontrar uma estrutura riemanniana com
pativel com o conteUdo material do universo como um todo € com

os fenomenos fisicos que ai ocorrem. Posto desta forma,o obje
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tivo da Cosmologia € determinar um modelo cosmoldgico que este
ja de acordo com os resultados das observacoes astronomicas de
natureza global. Fenomenos, tais como formacdo de galaxias, evo
lucao de estrelas etc., sao considerados de pequena escala e
estao, pelo menos em'primeira aproximacao} fora do problema cos

mologico.

Na construcao de modelos cosmologicos relati
visticos algumas hipoteses simplificadoras devem ser estabele-

cidas.

Em primeiro lugar, vamos considerar que o uni
verso real constituido de estrelas, galaxias ¢ aglomerados de ga
laxias, pode ser representado por um fluido de particulas de
massa ndo nula, o qual sera descrito por sua densidade,pressao,
pressao anisotropica, e outras grandezas termodinamicas que ca

racterizam um fluido.*

Introduzimos entao os observadores  fundamen
tais do modelo, como aqueles que movem-se com um elemento infi
nitesimal de volume do fluido e em relagdo aos quais sao medi
das localmente as grandezas termodinamicas ja mencionadas. Es
tes observadores sdao chamados de co-moventes e tém suas linhas

de universo determinadas pelo campo de velocidades u¥ (x%) das

particulas que constituem o fluido cosmoldgico.

*No casoc em gque o fluido & constituidoc de particulas de massa
nula, supomos a existéncia de um substrato material gue serve
como suporte para os observadores fundamentais mas nac contri
bui para a curvatura(79). o
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Faremos ainda a hip6tese de que o movimento
da mateéria no universo se da ao longo de uma congruencia de 1i-
nhas de universo tipo-tempo que ndo se interceptam. Esta hipo-
tese foi introduzida pela primeira vez por Weyl e significa que
o fluido cosmologico € um fluido hidrodinamico, isto €, ele nao
admite intersecao de linhas de corrente (salvo em eventuals pon

tos singulares)(Z’Zl).

Como consequéncia da hipotese de Weyl, pode -
mos sempre escolher um sistema de coordenadas no qual a quadri-

velocidade das particulas do fluido tenha componentes,
u’ = FxcMyst (1.1.7)

Tal sistema de coordenadas & denominado co-movente porque 0S
diversos elementos de volume do fluido estao em repouso relati-
vamente a um observador ligado a essa rede de coordenadas., Nesse

sistema de coordenadas
u = E(x") (1.1.8)
us guo 1.

e da condicgao de normalizacgao (uvuv = 1) teremos

_ 1 ) (1.1.9)

g

No esquema de fluido perfeito, como conse -
glléencia da hipotese de homogeneidade espacial, devemos ter

p = plt) e p = p(t). Assim, ndo ha gradiente de pressiao e o

movimento das particulas do fluido & geodético. Neste caso, €
possivel mostrarpzl) que teremos nas eqs. (1.1.7)—(1.1.9),
9F _ o , i=1,2,3 . (1.1.10)
ax?t

Assim, podemos redefinir a coordenada temporal tal que
F =1 . (1.1.171)

A escolha de um sistema de coordenadas co-mo-
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ventes, com g = 1, € sempre possivel também em modelos  espa
cialmente n8o homogéneos, desde que nao haja gradiente de pres
sao. Este sera sempre o caso dos modelos que abresentaremos mnos

capitulo 2 e 3.

Um outro sistema de coordenadas usualmente uti

lizado em Cosmologia € o sistema sincrono(l):
g, =0
e ot (1.1.12)
8oo = 1.
A condigao 8 - 0 permite a sincronizacdo dos reldgios em to
dos os pontos do espago e a condigao €00 = 1 €& equivalente a

escolhermos a coordenada temporal igual ao tempo proprio em ca
da ponto do espago (dT=VgOd dt).
Pode-se mostrar ainda que, em um sistema de

V_ gV . -
coordenadas co-movente, u =80, a condigao de que o movimento

. . . . : . 7
do fluido seja irrotacional implica em &i = o(—). Neste
caso,o sistema de coordenadas € sincrono e co-movente. Como
neste trabalho trataremos apenas de modelos cosmoldgicos em

que o fluxo de matéria e geodético e irrotacional este sistema
de coordenadas € o mais adequado e portanto,o adotaremos na

discussao de todos os modelos cosmoldgicos que apresentaremos.

1.2) Isometrias

Como vimos, as equagoes de campo da Relativi
dade Geral formam um conjunto complexo de equacoes diferenciais
nao lineares acopladas. Em Cosmologia, uma forma de simplificar
mos estas equacoes € através da imposicdo de simetrias sobre as
soluQSes(g). Assim, como estamos tratandocomvariedades espa
¢o-tempo riemannianas, devemos procurar transformacoes que pre

servem toda ou pelo menos parte da estrutura riemanniana. Nes

ta secao vamos dirigir nossa atencao a isometrias.
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Chamamos de isometria a uma transformacao que

deixa invariante a métrica g, ou seja,

L g=20 : (1.2.1)

Isometrias infinitesimais sao descritaspelosvetores ¢, chamados

de vetores de Killing, que sao os seus geradores.

Se usamos a equacao de definicao da derivada

de Lie de um campo tensorial T em relacao a um campo vetorial

X,Q§ ) 4 eq.(1.2.0€ equivalente a

¢ [gX,M] - gL, X, VD - g K, LY =0. (1.2.2)

Admitiremos que nossa variedade € sem torcao,

portanto

- — i = J _
VXY— VYX—LXY (XY) =Y HJ X X
(1.2.3)

Assim a eq. (1.2.2) & reescrita como

glg X, Y] - g (VCX, Y) + g (W ¢, Y) - g(X, VCY) +
Ny X = 0 . 1-2.4
+ g(X ch) ( )

Se impomos a preservacao do produto escalar

sob um transporte paralelo, isto &€, se usamos uma conexao metri

ca,

(% g) (Y,2) =0, (1.2.5)
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para todo X, Y, Z € Zé (M), onde Zé € o fibrado tensorial de ten

sores do tipo (0;1), a equagao de definicao da derivada covari-
ante de um campo tensorial(2§) nos permite escrever que a condi

cao expressa pela eq. (1.2.5) € equivalente a

X[g(Y,2)] - g(VyY,2) - g(Y,Vy,2) = 0 . (1.2.6)
Assim, a eq. (1.2.4) & reescrita como

g(Vyr,Y) + g(X,Vyz) =0 . (1.2.7)

A eq. (1.2.7), que & equivalente a eq. (1.2.1),
¢ denominada equacao de Killing e as suas solugoes, os campos

vetoriais de Killing.

Numa base de coordenadas a eq. (1.2.7) pode

ser escrita como

. - S = 0 2 1.2.8
i3t fgf ( )
que € a forma mais conhecida da equagao de Killing.

Cabe observar que se Ly € Ly sao dois vetores

de Killing entao wuma combinacdo linear ag, + bcz, a e b re

(12)

ais, também & um vetor de Killing. Pode-se mostrar tambem '—=

que se ¢, € ¢ sao vetores de Killing entao o comutador

2
-
e

[;1,§2] também € um vetor de Killing. Portanto o conjunto das
solucoes das equacgoes de Killing formam um espago vetorial
e tem estrutura de algebra com a operacao de produto defini

da pelo comutador.
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Sejam {n;, 1 = 1,...,m}, elementos de uma base
de uma algebra de Lie. A estrutura algébrica de um grupo abstra-
to de Lie G pode ser descrita em termos desta base, formando-se
todos os comutadores de n.. Desde que uma algebra de Lie é  por

definicao, fechada devemos ter:
[n:,n:] = Ck n (1.2.9)
i = by e - e

onde C?j sao constantes, conhecidos como constantes de estrutura
de algebra de Lie. Devido as propriedades (anticomutatividade e
identidade de Jacobi) do comutador, as constantes de estrutu-

ra tem as seguintes propriedades

k
Cij = _le
(1.2.10)
k -m k -m k m
1jckn * Cjncki * O kj ~ 0
0 conjunto de todas as isometrias de uma varie-
dade constituem um grupo de Lie(gj, que € usualmente denominado

grupo de isometrias ou de movimento. O conjunto de todos os veto
res de Killing formam a algebra de Lie associada ao grupo de iso
metrias, onde o comutador, eq. (1.2.9), & substituido pelo comu-

tador dos vetores de Killing.

Se temos p vetores de Killing ¢; eles obede-

cem a algebra

[ei,25] = €55 2y , i,j,k=1,...,p (1.2.11)
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. k ~ . .
Os coeficiente Cij sao constantes e iguals as constantes de

estrutura do grupo abstrato de Lie isomorfo a este.

Nao & nosso objetivo discutir definicdes, pro

priedades e relacdes entre grupos e algebras de Lie. Esta dis

(84) (85)

cussao pode ser encontrada em varios textos Apresenta

remos apenas alguns dos resultados mais importantes:(ag) (72)

1) 0Os grupos de Lie constituem uma classe especial de varieda
des diferenciaveis, que sao variedade e grupo simultaneamente com

a operacao de grupo sendo diferenciavel.

2) Cada grupo de Lie esta associado com uma Unica algebra de
Lie.
3) A cada algebra de Lie podem correspondeT varios grupos de

Lie, mas apenas um grupo de Lie € simplesmente conexo e € deno

minado grupo de cobertura universal desta algebra.

4) As dimensionalidades da variedade do grupo e da algebra de

Lie associada sao as mesmas.

Numa variedade riemannidna de dimensionalidade

n, a eq. (1.2.8) & uma equacao diferencial com n(n+1}/2 condi
¢Oes iniciais (n condicdes iniciais gi(xo) e n(n-1}/2 condi
oes . (x .= - .{x .}. Portanto esta variedade admi
coes ty (Xodypy = - 5 odyyi 1

te um nimero maximo de n{n+1)/2 vetores de Killing linearmente
independentes. Quando este nimero € maximo dizemos que a varieda
de & maximalmente simétrica. Neste caso o espago tem curvatura cons

. -~ (15)
tante e as componentes do tensor de Riemann sao =~ :
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(g .. 8o, - gy ) (1.2.12)

onde

R = RuDt = constante (1.2.13)

& 0 escalar de curvatura.
Portanto, se p € o nimero de vetores de Kil-

ling linearmente independentes de uma variedade M de dimensiona-

lidade n entdo

nin+t)
0 £ps — ’ (1.2.14)
2
A 6rbita de um dado ponto P de uma variedade
M, sob o grupo de isometrias G, € o conjunto de pontos Q, . tal

que A(P) = Q, onde A & algum elemento de G. A Gorbita € uma sub

variedade H de M.

O grupo G €& dito ser transitivo sobre M, se
dados dois pontos quaisquer P e Q de M, existe pelo menos um
A £ G tal que A(P) = Q. Se A €& Unico entdo o grupo & dito ser
simplesmente transitivo, se A nfo € {nico entdo o grupo & dito
ser multiplamente transitivo. Mostra-se que(gg) um grupo mul

tiplamente transitivo contém transformacoes que deixam algum

ponto fixo.

Chamamos de grupo de isotropia, Ip, ou grupo
de estabilidade de P ao conjunto de todas as A =« G, tal que

A(P) = P.
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Sejam r, d e s as dimensionalidades do grupo
de isometria, da orbita H e do grupo de isotropia respectivamen

te, entao:

T =d + s . (1.2.15)

Quando d = r, o grupo € simplesmente transiti-
to, ou seja, a dimensionalidade de G € igual a da Orbita H. E
claro que se a dimensionalidade de G € maior que a de H, en-
tdo G € multiplamente transitivo e neste caso existe um sub-
grupo de 1isotropila.

(20)

1.3) Homogeneidade e Isotropia —

Desenvolvemos, até aqui, o formalismo matema-
tico para o estabelecimento de isometrias. Observamos que as
simetrias de uma variedade (em particular uma variedade espaco
-tempo riemanniana) sdo expressas pela invariancia do tensor
métrico sob o transporte de Lie. Se exlste uma isometria, en-
tao dois pontos relacionados por ela nao serao distinglliiveis em
termos de qualquer teoria geométrica da fisica, em particular
da Relatividade Geral(zg). 0 conjunto de todas as isometrias
formam um grupo de Lie, e os vetores de Killing, geradores des-

tas isometrias, tém estrutura de algebra de Lie, tendo o comu

tador como produto.

0 numero maximo de vetores de Killing linear -
mente independentes de um espaco-tempo quadridimensional, &, se

gundo a equagdo (1.2.14), igual a dez. Diz-se entao que a varig

dade tem um Gqg de movimento, ou seja, um grupo de isometria
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de dimensionalidade dez. Este € o caso do espacgo-tempo plano

que tem simetria maxima.

Definimos anteriormente grupo de isotropia ,
Ip’ como o grupo de movimento que deixa o ponto P fixo. O gru-
po de isotropla de maior dimensionalidade que um espaco-tempo po

(9)

de ter € o grupo de rotacoes de Lorentz (G6). Mostra-se que
todo grupo de isotropia, deve ser um subgrupo do grupo homoge -

neo de Lorentz.

Dizemos que existe simetria esférica em tormo
de um ponto P; se existe uma direcao tipo-tempo neste ponto tal
que todas as direcdes espaciais perpendiculares a ela sejamequi
Valentes(gg).

Dada uma direcao tipo-tempo em P, se existe
uma diregao tipo-espaco, tal que todas as direcdes espaclais
em uma superficie bidimensional, perpendicular a ambas as dire

¢coes tipo-espaco e tipo-tempo, sejam equivalentes, dizemos que
(20)

0 espaco tem simetria rotacional em P ——-". Este € 0 caso dos
universos de Tolman-Bondi e Kantowski-Sachs. Sendo que o uni
verso de Tolman-Bondi € esfericamente simetrico na origem, Um

universo que € esfericamente simétrico em relacdo a qualquer
ponto & dito ser isotropico. E o caso do universo de

Friedman.

Um espaco que tem simetria rotacional em re-
lacdo a qualquer ponto €& dito ter simetria de rotacao lo-

cal (LRS) (37,

Se existe uma superficie bidimensional tipo-tempo, tal
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que em todo ponto da superficie tem-se simetria de rotacao em
torno de diregOes tipo-tempo e tipo-espaco na superficie) entao
0 espaco-tempo € dito ter simetria ‘axial. Um espaco com
simetria axial e simetria de translacao ao longo do eixo e

) ] s . ) 20
dito ter simetria cilindrica )-

Na linguagem de grupos estas definicoes que-
rem dizer que um G1 de isotropia em um ponto P deixando um ve
tor tipo-tempo fixo implica em simetria rotacional. Um G3 atuan
do da mesma forma implica em simetria esférica. Simetria axial
ocorre quando existe um G1 de rotacoes espaciais deixando todo

(20)

ponto de alguma superficie bidimensional tipo-tempo fixa .

Dizemos que um espaco-tempo € homogéneo quan
do um grupo de transformacles isomeétricas atua transitivamente
sobre €le. Em Cosmologia, estamos, em geral, interessados em
homogeneidade espacial. Homogeneidade espacial ocorre quando
um grupo atua transitivamente sobre as secoes espaciais tridi
mensionais. E preciso observar que um espaco-tempo homogéneo
nio implica em espaco homogéneo. Um exemplo € o universo de
G8del, que & homogéneo no espaco-tempo, com um G5 atuando sobre

(75)

toda a variedade, mas nio € homogéneo espacialmente

Pela equacdo (1.2.14), o numero maximo de ve
tores de Killing em uma variedade tridimensional € seis. Portan
to, para analisar variedades espacialmente homogéneas devemos

considerar apenas os casos T = 3,4,5 e 6.

Se r = 3 o grupo & simplesmente transitivo so

bre as hipersuperficies tridimensionais. Quando r = tfl,Egorov(z—QJ
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mostrou gque exliste sempre um subgrupo G- Este subgrupo pode
atuar em hipersuperficies tipo-espaco tri ou bidimensionais. Na
primeira hipotese, recaimos no caso de r = 3. Na segunda hipo-
tese, quando ele atua em superficies tipo-espaco bidimensionais,
sabemos que estas superficies deverdao ter curvatura constante
ja que admitem um numero maximo de vetores de Killing linearmen
te independentes. Modelos cosmologicos deste tipo foram estuda-
dos pela primeira vez por Kompaneets e Chernov(gg) para o ca-
so de poeira (p=0) e radiacaoc (p=p/3) mas sao conhecidos como
modelos de Kantowski-Sachs que independentemente o estudaram pa

(42)

ra 0 caso de poeira —" .

O caso r = 5 € impossivel, pois 1sto nos con-
duziria a um subgrupo de isotropia G, e como duas rotacOes em
torno de eixos diferentes geram uma rotacao em torno de um ter-

ceiro eixo nao ha subgrupo G, -

Quando r = 6, temos um namero maximo de
vetores de Killing 1linearmente independentes para a Orbi-
ta (d = 3), o espaco tem simetria maxima e deve ter curvatura
escalar constante. Este € o caso das métricas tipo Robertson
~-Walker em que o0 espago € homogéneo e isotropico em torno de
qualquer ponto. Assim, o espaco € esfericamente simetrico
em torno de qualquer ponto. Na linguagem de grupos, dizemos que
ha um subgrupo de isotropia GS’ que € o grupo de rotagbes em

torno de um eixo qualquer, que passa por um ponto arbitrario P.

Do que foi discutido até aqui, podemos adotar
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um critério para a existeéncia de homogeneidade espacial. Dire
mos que ha homogeneidade espacial quando existe um G3 simples-
mente transitivo atuando sobre as secoOes espaciais tridimensig
nais. O Gnico caso excepcional, que nio & considerado nesta de

finicdo, € o de Kantowski-Sachs onde ha um G,-

0 que restaria fazer entao, seria examinar to
dos os possiveis G3 e classificar as variedades tridimensionais

que os admitem.
1.4) A (Classificacdo de Bianchi(l), (79)

A classificacao de todas as variedades tridi
mensionais que admitem um grupo de isometria simplesmente tran-
sitivo foi feita originalmente por L.Bianchi(Z§), que encontrou
nove tipos diferentes. Estes nove tipos de espacos de Bianchi
correspondem a nove conjuntos nac equivalentes de constantes de
estrutura e a obtencao destes € o método que utilizaremos. Este
método € devido a C.G.Behr que introduziu ainda algumas modifi

cacoes na classificacao de Bianchi(Zj).

Sejam ¢; (i = 1,2,3), os trés vetores de
Killing linearmente independentes de uma variedade tridimensio

nal.

Da condicao de algebra temos

k o
[Ei: CJ] = Cl] Tx (i,3,k = 1,2,3) (1.4.1)

onde C?j 530 as constantes de estrutura.
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Como sabemos, as constantes de estrutura além

de anti-simétricas em seus indices inferiores

ck - _ck (1.4.2)

satisfazem a identidade de Jacobi,

k e _gijm ke 4
Crij Cmjx = E Cij Cmx = O (1.4.3)
onde EM™ - € o "pseudo tensor" totalmente antisimétrico

Eijm’
1.

i

com E12 3

A eq. (1.4.2) implica que para uma variedade
tridimensional temos C?j com nove componentes independentes.Cons

truimos entdo a matriz

1) pimn Aj
M™ = E Con (1.4.4)

‘que tem 0 mesmo nimero de componentes que ng.

. ij
Podemos sempre decompor a matriz M J em suas

partes simétrica e antisimétrica,
VR VIS DR VI (1.4.5)
A matriz antisimétrica M) tem tras compo

nentes independentes que podem ser expressas na forma do vetor

_ [ij]
ay = Ekij M (1.4.6)

ou ainda
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Assim,

il - q(33) |, glikg X (1.4.8)

Invertendo a eq. (1.4.4) obtemos que

cd e . M-k . (230, Eljkak) (1.4.9)
ou ainda

cd g . onUiY ! (s a2 - st a) (1.4.10)

mn ~ “mni 5 m 2n ~ °n %m ' Pt

Da identidade de Jacobi, eq. (1.4.3), e daegq.

(1.4.4) -temos que

il ck o . (1.4.11)

Substituindo (1.4.8) e (1.4.10) em (1.4.11) obtemos

m(13) aj =0 . (1.4.12)

Observamos entao, da eq.(1.4.1] que as seis componentes da ma

triz simétrica M(IJ) e as trés componentes do vetor ay, que des

k ~ ~ - -
crevem Cij’ nao sao independentes entre si.

Por uma transformacio linear a  coeficientes

constantes dos vetores de base podemos reduzir a matriz M(lj)

a forma diagonal. Sejam n,, N, & Nz Seus autovalores. A eq.
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(1.4.12) nos mostra entao que se o "vetor ay existe, ele encon
tra-se ao longo de uma das direcoes principais da matriz MUJ)

aquela correspondente ao autovalor. zero.

Sem perda de generalidade, podemos tomar ak=(a,0,0) e a

eq. (1.4.12) reduz-se a
amn, = 0 (1.4.13)
ou seja, uma das quantidades a ou n4 deve ser nula.

Assim, observamos que as relacoes de comuta

cao, eq. (1.4.1), tomam a forma.

a ‘
zq.2,1 = - 7 T, + Nz Lo,
[§2,C3] = n1C1: (1-4-14)
- a
[C3, T:-E] = nZ Cz + E §3-

Temos ainda a liberdade de mudar o sinal dos t; e estes podem
sofrer uma transformacdo de escala arbitraria (multiplicacao por
constantes). Podemos assim escolher a sempre positivo (quando
diferente de zero) e mudar, simultaneamente, o sinal dos n. .
As constantes de estrutura podem ser feitas iguais 0 e + 1, ex

ceto nos casos em que an, n. # 0 (tipos III, VI e VII). Nesses

casos, pode-se mostrar que a existéncia, ou nao, de um subgrupo

az -
que € 0 que caracte

abeliano G1 depende do valor de h =
4n,n
172

riza a diferenca entre os tipos III e VI (EE[
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Assim, numa base para o espaco vetorial das

solugbes das equacoes de Killing, que permita expressar M(ij)
na forma diagonal e ay = (a,0,0 ), a escolha original de Bianchi
pode ser apresentada na tabela abaixo.

TIPO a n, n, Ny

I 0 0 0 0

I1 0 + 0 0

IT1 + 0 + -

IV + 0 0 +

v + 0 0 0

VI(h#1) + 0 + -

VII + 0 + +

VIII 0 + + -

IX 0 + + +
Tabela 1.4.1 - Possiveis escolhas independentes para os sinais

das constantes de estrutura na eq. (1.4.14).

@z ) (23)

1.5) Notas sobre as mé€tricas de Bianchi

Como vimos, um espaco-tempo apresenta homoge-
neidade espacial se ele admite um grupc de isometria, G, que
atua transitivamente sobre as segoes espaciais tridimensionais.
Quando este grupo tem dimensao r = 3, ele € simplesmente transi
tivo e cosmologias que apresentam estas caracteristicas sf@o co

nhecidas como modelos de Bianchi, ja que podem ser classifica

das de acordo com o tipo de Bianchi de seu grupo de movimento.
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Em todos os modelos espacialmente homogéneos,
os vetores unitarios, n, normais as orbitas do grupo, formam um
campo vetorial, geodésico e invariante sob a acao do grupo. Is
to pode ser visto da seguinte forma: Seja{ca} uma base qualquer
de campos de Killing, geradores do grupo de isometria cujas or
bitas sao as hipersuperficies espaciais tridimensionais. A con

dicao de ortogonalidade implica que
gln,z) = 0, a=1,2,3 (1.5.1)
em todos os pontos da érbita,

Portanto,

ch(ﬂséb) = (Lcag) (n,gb) + g(L
a

Can,zb) + g(n’L%;;b) = 0.

(1.5.2)

C
Como Lca g =0ce Lcagb = Cab Les devemos ter

g(Lcan, ﬁb)'= 0. (1.5.3)

E como os vetores da base geram o espago tangente em cada ponto

P da GOrbita, LC n € normal a orbita em cada ponto.

Como g(n,n) € constante, € facil verificar que,

L g(n,n) = 0 = L n=10 (1.5.4)

d Ca
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_ H Vo
Vng(n,n) = (= p "l v n =0. (1.5.5)

A Equacao (1.5.4) nos mostra que o campo vetorial n, € invarian
te sob a acao do grupo. Para mostrar que ele & também geodési-

co, observe que

- _ v o_u ; vVoouo_ v_ U

0 Vng(n,ca) Tl o™ Ca*{ca)u||v non Tully " Fa t

1 v ou v o_u

- = . .5.6

+ . Kca)u||v (Ca)v|]u] n n nu||v noz, (1 )

Portanto, de (1.5.5) e (1.5.6), obtemos que

iy nt =0 (1.5.7)
Podemos assim escolher a coordenada t como sendo o parametro
afim ao longo desta geodésica e com

U
ﬂu =t’u > n T]u = 1 ) (1.5.8)

as orbitas, H(t), sao hipersuperficies {t = constante }.

A métrica sera escrita na forma:*

ds?z = dtz - g wl Wj ) i’J = 1’ 2, 3 (1.5-9)

ij
i - -
onde w sao as 1-formas nas orbitas.

A base dos vetores espaciais pode ser escolhi

* Consideramos apenas modelos ndo inclinados. Nesse caso a 4-velocidade do
fluido, u, pode ser escolhida igual a normal, n, em cada ponto.
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da de diversas formas. No entanto, a descricao das segoes de ho
mogeneidade e simplificada se usamos uma base {Ba}’ a=1, 2, 3
denominada base invariante. Seu emprego € util pois, como vere-
mos, cada componente do tensor métrico nesta base & constante
em toda secao de homogeneidade gerada pelo grupo. Alem disso ,
os coeficientes de estrutura de Ba sdo constantes em cada Or-
bita e podem, por uma escolha apropriada, ser feitos a menos
de um sinal, iguais as constantes de estrutura do grupo de iso-

metria. Passemos entao a definicao desta base.

Sejam {c } a =1, 2, 3 os campos de Killing ja definidos ante
riormente. Vamos construir, em cada orbita, a partir destes
vetores, tres campos vetoriais tangentes {B_ }, denominados cam

pos de base invariante, de acordo com

ch B, = [B,gpl =0 (1.5.10)

para todo a, b.

A condicao de integrabilidade para estas equa-
coes esta garantida pelas identidades de Jacobi aplicadas a
CasCp  © Ba’ que sao automaticamente satisfeitas se ng sao as

constantes de estrutura do grupo de isometria.

Para fixar os B, completamente devemos especi-
ficar seus valores em pelo menos um ponto P de cada o6rbita do
grupo. O campo vetorial €& entdo construido pelo transporte de
Lie, isto €, exigindo que seja valida a eq. (1.5.10). Uma esco-

lha inicial e Ba(PO) = ;a(PO).
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Definindo fungGesrbg, o campo de base inva

escrito como

{029

Tlante Bb

Definindo ng por

€ B

[B ab “c

a» Bpl =D

(1.5.11)

(1.5.12)

(1.5.13)

e substituindo (1.5.13) e (1.5.10) nas identidades de Jacobi pa

ra Ba’ Bb € L., obtemos que os coeficientes ng sao constantes

na orbita.

Substituindo (1.5.11) em (1.5.13) e (1.5.10), obtemos que

a ,c e . m
¥, ¢q Cqc = -~ Dpg ¢

e portanto em PO

; (1.5.14)

(1.5.15)
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Assim, como ch sdo constantes em cada Orbita,
a estrutura algébrica da algebra de Lie associada a {B_} é a
mesma que a dos campos de Killing. © campo de bases invarian
tes {Ba} € usualmente dito ser o gerador do grupo de transfor-
macoes reciprocas do grupo de isometria. E importante observar
que o grupo reciproco de um grupo de isometria ndo € em geral
(23)

um grupo de isometria Observe ainda que:

(L, ) By, B) =L, g(By, By - g (LB, B) - g(By, L B) =1Lgy =

E[gdﬂ -0 . (1.5.16)

Portanto nesta base a derivada das funcoes g,p Na direcao ¢ €
nula, isto €, elas sdo constantes em cada orbita. Assim, rees-

crevemos eq. {1.5.9)'na forma,
dsz =  dtz - (t) B® BP (1.5.17)
= Eab , e
onde B? sio agora as 1-formas duais invariantes,

a a
B [Bb] = 8y . (1.5.18)

Numa base de coordenadas, os vetores da base

invariante sao escritos como
1
B = Aa — {(1.5.19)

onde A;, a matriz de transformacdo entre as duas bases, € uma

matriz 3x3 nao singular.
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As 1-formas invariantes sao

B* = AY ax’ (1.5.20)
onde

N S 1.5.21

a j ( )
Assim, reescrevemos o elemento da linha eq. (1.5.17) como

_ a ,b i i i J

ds2z = dt? - 8.b Ai Aj dx™ dx’ = dt2? - gijdx dx-(1.5.22)
onde

g =g, A% AD (1.5.23)

ij ab i 7j

Como descrevemos na sec¢ao anterior, podemos,
dado um elemento de linha de certo espaco-tempo espacialmente
homogeneo, saber a que tipo de Bianchi ele pertence. No entan
to, € comum estarmos muitas vezes interessados no problema in
verso, ou seja, conhecido o tipo de Bianchi, qual &€ a formamais
geral do elemento de linha que esse admite?

Para responder esta pergunta, partimos dauni
ca informacdo que dispomos, ou seja, a algebra dos campos de
Killing associada a um dos tipos de Bianchi. Devemos entao, ini
cialmente, encontrar uma possivel representacao desta algebra
De posse deste resultado, construimos a base invariante atraves
da eq. (1.5.10) e determinamos a matriz A;. Invertendo esta ma
triz obtemos as 1-formas invariantes atraves da eq.(1.5.20) e
teremos, substituindo este resultado na eq. (1.5.17), a forma
mais geral do elemento de linha para o tipo de Bianchi desejado.

Este procedimento esta desenvolvido com detalhes na ref.(zg)

(9, 70)

» P2
ra os tipos I e II de Bianchi. Nas refs. sao encontradas
tabeladas todas as 1-formas invariantes para os nove tipos de

Bianchi.
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1.6) Modeleos de Friedman-Robertson-Walker

Os universos de Friedman-Robertson-Walker (FRW)
sao certamente os modelos cosmologicos relativisticos mais dim-
portantes que ja surgiram até o momento. Eles se caracterizam
por serem espacialmente homogeneos e isotropicos. Esta hipote-
se permite a escolha de uma forma particular para o elemento de
linha, que simplifica enormemente as equagoes de Einstein, tor
nando possiveis solucoes explicitas. Os modelos de FRW apresen-
tam apenas a expansao de volume (8) diferente de zero, sendo nu
los o tensor de rotacgao (va) e o tensor de distorcao (Guv).TaE
restricoes sobre o campo dé velocidades do fluido e a escolha
de um sistema de coordenadas co-movente implicam em um elemen-

to de linha para o espaco-tempo na forma

2 2

ds® - dt® - R% (v Yij(xk)dxidxj . i,i,k = 1,2,3 . (1.6.1)

O fato do fluido ser irrotacional nos permite entao a separacgao
unica do espaco-tempo em "tempo cosmoldgice" e secles espaciais
.(xk), em (1.6.1) descrevem

J
a forma da hipersuperficie de homogeneidade em cada instante

de homogeneidade. Os coeficientes Y5

t. Podemos assim pensar que as coordenadas dos pontos (aglome
rados de galaxias) sdo fixas e que o que muda na geometria de
uma hipersuperficie para a outra € a escala de distancia. Isto
e, todas as dista@ncias entre pontos do espaco expandem-se ( nio
dizemos que contraem-s¢ pois observa-se experimentalmente um des
locamento para o vermelho nas bandas de absorcgao) do mesmo fa-
tor R(t), deixando a forma da hipersuperficie inalterada(é). 0

termo R(t) que aparece na eq. (1.6.1) e chamado de fator de ex-

pansao ou fator de escala.
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Os modelos espacialmente homogéneos e isotré
picos, como os de FRW, tem secoes espaciais de maxima simetria,
com sels vetores de Killing, e portanto, com curvatura constan-
te, podendo ser esta positiva, negativa ou nula. Neste caso,

mostra-se (1-5)

que podemos sempre escolher um sistema de coor-
denadas apropriado tal que a métrica da hipersuperficie de homo
geneidade toma a forma abaixo, conhecida como metrica de Rober
tson-Walker,

(dx')?® + (dx?)? + (dx?*)*

k >
(T + — [(xM)? + (x*)?% + (xH)?1)>
4

de?= Re(t) (1.6.2)

onde k, € constante e estd relacionada ao tensor de Riemann da

seCao . espacial por:

k
*
leke =R:'(_t‘)(Ylk 'Yje - Yie 'ij) s (1.6.3)
0 tensor de Ricci sera entao ( *R.. = sk L)
iJ 1kj
* Z*k (1.6.4)
ij © TRa2(t) Yij T
e 0 escalar de curvatura
6k
R o= == . (1.6.5)
Rz (t)
Adotando o sistema de coordenadas polares

(r, 9, ¢) o elemento infinitesimal de linha de um espaco-tem
po espacialmente homogeneo e isotropice, em coordenadas co-mo-

ventes, toma a forma:
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2
2
ds2 = dt2 - R (t) (drztr2d62+r sen29d¢2) , (1.6.6)
2
(1+k£)
na qual a constante k pode assumir tres valores distintos: k =

= +1 (curvatura espacial positiva), k = 0 (curvatura espacial nu

la) ¢ k = -1 (curvatura espaclal negativa).

Ateé aqui descrevemos algumas propriedades geome
tricas e cinematicas dos modelos FRW. A fim de dinvestigar su-
as propriedades dinamicas, devemos fazer hipoteses sobre o ten-

sor momento-energia, T a ser usado nas equacoes de Einstein.

uv?

Faremos a hipotese de que TU € o tensor momen

AV

to-energia de um fluido perfeito, ou seja,

T = puu. - P h (1.6.7)

uv u Hv ?

onde p & a densidade de energia e p a pressdo isotropica medi-

dos por um observador com quadrivelocidade u", definida tal

b QM
que u" = 60

, © huv = g - uu, e o tensor de projecao. A
homogeneidade do modelo impoe que a densidade de energia e a

pressao sejam fungoes apenas do tempo.

Com o elemento de 1linha da equacdao (1.6.6)
e com o tensor momento-energia definido mna equacao (1.6.7),

as equacgoes de Einstein se reduzem a duas equacoes
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R, 3k

gup =3( — ) + — (1.6.8)
R R?
R R k

S8rp o= 2 —+ ()P s — (1.6.9)
R R R?

onde . significa derivada parcial em relagao ao tempo.
Podemos simplificar a resolucao destas equa

cdes fazendo uso da equacio que expressa a COnservacao,local de

energia,
™V, =0, (1.6.10)

que, no casg, escreve-se cComo
o + (p +p)o =0 . (1.6.11)
Lembrando que

) (1.6.12)

reescrevemos (1.6.11) como

p o+ 3(p +p) —=0 . (1.6.13)

5o | e

A eq. (1.6.8) & resolvida conhecendo-se a fun

obtida de (1.6.13) se dispusermos

[QAY

cao p(R) que, por sua vez,
de uma equacdo de estado, p = p(p). As egs. (1.6.8), (1.6.13)
e a eq. de estado, sao as equagoes fundamentais da dinamica de

modelo.
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A hipdtese mais simples que podemos fazer pa

ra a equacao de estado € uma relacadao linear

1A
P
1A
-

p = Ap 0 (1.6.14)

Assim obtemos de (1.6.13) a dependéncia de o com o fator

de expansao

R—3(1+?\)

0 ) {1.6.15)

onde o, >0 € uma constante arbitraria de integracao.

As solucoes mais conhecidas para as equacoes
dinamicas do modelo, com equacao de estado linear, sdo as que
tem como fonte, poeira (x=0) e radiacao (x=1/3). Um fluido de
poeira € geralmente usado para representar o estagio atual do
universo, onde a pressao ¢ praticamente nula. Radiacdo & utili
zada para descrever os estigios iniciais do universo, pois para
gases extremamente quentes ¢ frequente o uso . * desta equa

cao de estado.

Para estes dois casos, a eq. (1.6.15) nos da

a) » =0 =+ = pg R 7, {(1.6.16)
1 °a _4

b) » = 1/3 =—=p =—- p = —R {(1.6.17)
3 3

Para os modelos de FRW, J.Peter Vajk(gé) Teu

niu vinte e cinco solucoes exatas em forma fechada. Além das
mencionadas acima, €le apresenta solucdes para matéria ultra
densa(gi) (*=1), para equacao de estado com A=2/3, para X arbi
trario e combinacbes (dois ou trés fluidos que nao interagem en

tre si). Para o caso de apenas um fluido, solucdes paramétricas,
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em termos de funcoes elementares, sao encontradas para: poeira
(k = 0, + 1), radiacao (k = 0, + 1), » = E (k = 0), matéria ul
tra densa (k = 0) e » arbitrario (k = 0).3 Nos casos restantes
as solucoes sao exibidas sob a forma integral. Pode-se mostrar
no entanto, que pelo menos algumas destas integrals podem ser

~ . .. 16
expressas na forma de fungoes hipergeometricas de GHUSS(“).

Neste trabalho, apresentaremos apenas as solu

cbes para o caso : = 0 (poeira), pois serao Oteis no cap. 3.
1) k = 0, secao enclidiana.

Substituindo a eq. (1.6.16) em (1.6.8) . esta

reduz-se a

R

3 ()2 = 8up_ R (1.6.18)
R [8)
Assim,
R(t) = Ro t2/3 (1.6.19)
e
R?3 1
b=p R2 - 0 g3 _ __ -2 (1.6.20)
8]
or 6

2) k = 1, secao esferica

Neste caso a eq. (1.06.8) reduz-se a

ZR
o

y (1.6.21)
R

—

cuja solugdo na forma paramétrica (dt = Rdy,), &

R R (1 - cosn), (1.6.22)

o

t = R0 {(n - senn). (1.6.23)
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A expressdo para a densidade é:

3 3

b =p R°-_ R R = ¢ (1.6.24)
0 ay  ° 4R’ (1-cosn)?
3) k = -1, seclo pseudo-esférica
A equacao (1.6.8) reduz-se a
) ZRO
R™ = T + ! (1.6.25)
R
cuja solucdo na forma paramétrica (dt = Rdn) &
R = RO (cosh n -1}, (1.6.26)
t = RO (senh n - n)} » (1.6.27)
A expressao para a densidade toma a forma
3 3
p=p  RP = — R R e - (1.6.28)
4 4wR_ (coshn-1)°

Podemos observar que, para t-+ 0, ou seja,n<<l],

0os trés modelos apresentam a mesma taxa de expansao,

RS %3 (1.6.29)
A densidade também apresenta a mesma dependéncia com o tempo
para oS trés casos,
—~ _2-
e = t . (1.6.30)
Estes ‘fatos trazem, portanto, o problema de que para as solu

coes obtidas existe um estado no qual a métrica torna-se singu

lar (R=0), e a densidade infinita.
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k == R (p - p.) . (1.6.33)

Podemos assim caracterizar a topologia usual do modelo pelo si-

nal de p - p..

C

Portanto,
p>p. 7 k>0 -+~ k=1 (1.6.34)
o= p. 7 k=0 (1.6.35)
p<p. T k<0 - k=-1 (1.6.36)

Podemos ilustrar estes resultados atraves de
uma analogia simples. O movimento de uma galaxia tiIpica dos mo-
delos de FRW & anialogo ao de uma pedra lancada na superficie da

(4)

Terra Caso a pedra seja lancada com uma velocidade su-
ficientemente grande, ou o que da no mesmo, a massa da Terra
seja suficientemente pequena para esta velocidade, a pedra ape-
sar de retardando seguira indefinidamente afastando-se da Terra.
Por outro lado, se a velocidade com que a pedra for lancada € pe
quena ela atingira uma altura maxima e retornara em seguida. O
primeiro exemplo € analogo ao de um universo cuja densidade é
menor que a densidade critica, o segundo ao de um universo cuja
densidade & maior que p.. A situacao intermediaria € justamen-
te aquela em que a pedra ¢ lancada com a velocidade de es -
cape, ou ahalogamente em que a densidade do universo
€ igual a densidade critica. Do exposto entendemos  tam-
bem que, nestes modelos, o movimento das galaxias se da nao

porque alguma forga as impulsiona, pelo contrario, a forca gra
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Com o objetivo de resolver o problema,poderia

mos tentar modificar a hipotese de que a matéria que constitui

o fluido cosmico € uma poeira. Poderiamos substitui-la, por
exemplo, por um fluido com pressao. Einstein(lz) mostrou  que
tal modificagao nao altera em nada o carater principal das so
lugoes. Elas continuam singulares. E justamente essa, uma
das caracteristicas mais intrigantes dos modelos de FRW. Ela

implica que houve um "nascimento'" do universo em um passado re
moto seguido de uma expansao. Esta € a razao pela qual as cos
mologias baseadas nesses modelos sao chamadas de teorias da

grande explosao ("big bang™).

Embora para t+ 0 os tres modelos apresentem a
mesma taxa de expansao €les terdao evolucdes distintas. O mode
lo de curvatura positiva descreve um universo que expande-se
até um raio finito maximo em t=R0ﬁ e depois contrai-se. O0s ou
tros dois casos descrevem universos que expandem-se continua e

indefinidamente.

Vamos mostrar agpora que, no caso em estudo,po

demos caracterizar a topologia do modelo, através da medida da

densidade de energia contida no universo (Lﬂ)‘

A eq. (1.6.8) pode ser reescrita como:

8 .
k = —1p R - R, (1.6.31)
3

Definindo uma densidade critica p. pela relacao

3 R
p. = —(—)°? , (1.6.32)

c 87 R

podemos reescrever eq. (1.6.31) como:



47

vitacional & atrativa. Usualmente, no contexto destes modelos |,
interpreta-se o movimento como consequéncia de um certo tipo de

explosao no passado.

Apesar dos modelos de FRW serem os que melhor
se ajustam aos dados observacionais que dispomos (radiacao de
fundo, ''red shift'), nao podemos afirmar, com certeza, que na
atualidade o comportamento do universo em larga escala seja
efetivamente o dos modelos de FRW. Nao podemos garantir, tampou
co, qual dos tres tipos de universos FRW melhor descreveria o

universo real.

Sobre os problemas que apresentam os modelos
espacialmente homogeneos, e os de FRW em particular, discutire

mos um pouco no proximo capitulo.

Quanto a qual dos tipos de universos de FRW
escolher para a descriciao do universo em larga escala as difi -

(9,

culdades sdao as seguintes como vimos anteriormente, conheci
da a equag¢dao de estado p{(p) podemos integrar as eqs. (1.6.8)
e (1.6.13) para cada valor de k. As quantidades tedricas que
aparecem, p_ ou R, e R(to), onde t ¢ o tempo atual, podem ser

relacionadas com quantidades observadas.

As quantidades mensurdveis usualmente utiliza-

das sao;

1) a densidade de matéria atualmente presente, p(to), que nos

p 3
da p_/(R(t ))”.

2) A constante de Hubble, H = (ﬁ/R)t .
0]
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3) (ﬁ/R)to, ou outra medida equivalente da aceleracgao, por exem

plo, o parametro de desaceleracio q = (R f2 ﬁ)to

A terceira quantidade € redundante ja que,por

exemplo, para poeira, - %? = 8w po/RB. No entanto esta relacdo

nos fornece uma forma eficaz de confirmar as observacoes fei
tas. Se a observacao redundante nio esta de acordo com as ou
tras duas € porque alguma coisa deve estar errada na obser

vagao ou na teoria, ou mesmo nos modelos.

Na verdade, estas trés medidas estao em desacordo e acre

dita-se que a razao seja a seguinte.

Embora (ﬁ/R)tO parece ter um resultado ja bem
estabelecido, o mesmo nhido ocorre com p(to) e (ﬁ/R)to. A incer
teza em p(to) provém do fato de que apenas matéria radiante &
medida, podendo haver grandes quantidades de matéria nio radian
te que nao sao computadas. A incerteza na desaceleracio advénm
de erros experimentais em medidas de objetos de grandes "red
shifts". No momento atual medidas do parametro de desacelera
¢ao implicam em k = +1, enquanto que medidas da densidade de ma

téria luminosa implicam em k = -1 (2 l

Para Einstein dificilmente poderiamos provar
que a secdo espacial € pseudo-esférica, isto porque necessita-
riamos de estabelecer um limite superior para a densidade de e-

nergia e, com seguran¢a, apehas um limite inferior parece ser

(17 y

possivel — 7. No entanto para que tivéssemos um universo de

secao esférica a quantidade de matéria nao radiante deveria ex

ceder por um fator =10 a quantidade de matéria radiante. Exis

E 3

Veja no entanto a ref. n? 10, pg. 386.
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tem indicios de que as galaxias possuem halos constituidos de

matéria nao luminosa cuja densidade excederia -~ justamente

por este fator a densidade luminosa da galaxia. Este fato tem

sugerido que a matéria no universo estaria, predominantemente ,

sob forma niao luminosa. Trabalhos recentes tem dirigido sua
- ©6)67) i

atencao para este fato— '—_ Quem sabe estaria certa a raposa no Pe

queno Principe de S.Exuperie para quem o essencial € invisivel

68
para os olhos?(—-)

1.7) Trés classes de modelos espacialmente homogéneos e aniso-

tropicos.

Como vimos, um espaco-tempo & dito ser espa
cialmente homogéneo se ele admite um grupo de isometrias atuan
do transitivamente sobre hipersuperficies tipo-espaco tridi
mensionais. Quando o grupo de isometria € de quatro parametros,
(22)

estabelece que este admite um

G o teorema de Egorov

4,
subgrupo de tres parametros, G, cujas orbitas podem ser bl ou
tridimensionais. Quando as orbitas.sao tridimensionais temos um
dos tipos de Bianchi pois o G; ¢ simplesmente transitivo. Por
outro lado, se as orbitas sdo bidimensionais, estas terao sime
tria maxima e curvatura constante. Este € o caso das tres clas

ses de modelos, espacialmente homogéneos € anisotropicos que

pretendemos analisar nesta secao.

A curvatura K do 2-espago pode ser positiva ,

negativa ou nula e o espaco-tempo tem métrica na forma:
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do2
ds2 = de2 - Az (t) dx2 - B2(t) d1:z ' (1.7.1)
dg2

onde

a) K » 0 dn=

It

de> + sen? b d¢?

b) K = 0 djiz

1l
[ah

=
X3

+

dn2

c) ¥ <0 dre

dez + sen hze d¢2

As simetrias de cada um desses espagos-tempo,
podem ser descritas por quatro campos de vetores de Killing, ti

po-espaco, que, em termos do sistema de coordenadas wutilizado

em (1.7.1), serao escritos como:(éz)
a) K= 0
3 3 3
X = — ; X = sen¢ — + ctg v CoOSP —
(1) 30 (2) 28 34
(1.7.2)
3 a 3
X = €cos¢ — - cotg 8 sen¢ — ; X = —
S (3) 50 34 (4) 3 x
b) K = 0
3 3 3
Y =N—- - H] Y = 2
(1 =" . (2) = ]
5 5 (1.7.3)
Y = ;Y =
(3) 773, (4 =

c) K <0



As

a)

b)

c)

-51-

3 s

Z(T) = ~ cos¢ — + (ctg he sen¢ -1) — ;
20 3¢
3 3
Z(Z) = sen¢ — + ctg ho cos¢ — 7/ (1.7.4)
36 30
3 3
Z(zy = OS¢ — - (ctg he sen ¢+ 1) —
30 : 2
d
Z - —
(4) 9%
algebras de Lie correspondentes sao:

K s g

Xqys Xyl = X3y 5 Xy, Xl = Xas Wy Xand = X
[Xgy» X(gy] = 0, & = 1,2,3. (1.7.5)

K= 0

0 .

[Y gy, Yeiy1 = 0, 0 = 1,2,3. (1.7.6)
K< 0

[Z(1)a Z(Z)] = Z(T); [Z(Z)’ Z(S)] = 2(3); [Z(S)’ Z(l)]=ZZ(3)

[Z4y> Zgiy) = 0 1= 1,2,3. (1.7.7)
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Nos modelos apresentados acima, X(d)’ Y(4) e
2(4) sao geradores de translacoes espaciais paralelo ao eixo de

simetria ({(direcao x).

Os vetores de Killing, X(1), X(Z)’ X(B);Y(1)’
Y(Z)’ Y(S); Z(1), Z(Z)’ Z(S)’ sao geradores de rotacao em torno
do eixo x e/ou translacoes espacials perpendiculares a este ei

x0, sendo tangentes ao sub-espaco bidimensional {t = constante,

X = constantel.

Quando a curvatura € nula € facil observar

ue o grupo G, admite um subgrupo G,, gerado por Y ,
q P 4 grup 3 (2)

Y(S) e Y(d)’ cujas orbitas sao tridimensionais, e que o espaco-

tempo pertence ao tipo I de Bianchi. No caso em que a curvatu
ra € negativa, o G4 admite um outro GS’ gerado por Z(T)’ Z(Z) e
Zigys cujas Orbitas sdo também hipersuperficies tipo-espago tri
dimensionais. Pode-se mostrar ainda, por um calculo direto,que
2(1), 2(2) e 2(4) formam um grupo simplesmente transitivo, o

_ . . (21
tipo TII de Bianchi ;

Assim, a classe de modelos em que a curvatura
é positiva € o Gnico tipo de universo espacialmente  homogeneo
com um G, gque nao ¢ simplesmente transitivo. Estes modelos sao

3
. . . 42

conhecidos na literatura como modelos de Kantowskl-Sachs(_m) ,
que os estudaram para o caso em que o contetudo material € poei
ra (p = 0). . Narverdade estes modelos foram estuda

50
dos pela primeira vez por Kompanecets and Chernov’(gi)

que , no
entanto, nao observaram esta propriedade do modelo. Kantowski-
Sachs incluiram erroncamente em seu trabalho, o caso K < 0 como

de modelos homogeneos nao tendo um G, simplesmente transitivo ,
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22)

mas isto foi corrigido posteriormente por Kantowski .

Uma 1ista razoavelmente completa de todas as
solucoes exatas conhecidas pode ser encontrada em Vajk e Elt
groth(ig), para os trés valores de K. Sdo conhecidas solugdes
exatas tendo como fonte poeira, radiagdo, constante cosmologica,
materia ultra densa (p = p), combinacbes de poeira e campo mag
netico e poeira carregada com campo magnetico. As referencias

para as solucoes citadas acima podem ser encontradas tambem

¢ Mac Callum(zg)-

As componentes do tensor momento-energia cor

respondentes ao clemento de linha (1.7.1) podem ser facilmente

computadas usando-se as formulas obtidas por Dingle (§§)‘
Teremos:
B Be K
8n TY = 2 — + — + — (1.7.8)
: B B2 B2
A B AB
811 TZ2 -—-811 T33 = — 4+ — + - 1 (1.7.9)
A B AB
0 AB Bk
81‘[ TO= 2 — 4 — + — (1.7.10)
AB B2 B2
Ty = 0 (v £ v) , (1.7.11)

onde k = +1, 0, - 1se x> 0, K = 0, XK <0 (K= k/B2)sponto sig

nifica derivada parcial em relagao ao tempo ¢ as coordenadas
(xt, x2, x3, x°) sao (x, o, ¢, t) para k = + 1 e (x, n, z, t)
para k = 0.

Apresentaremos, agora, as solugoes das equa-
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coes de campo para os trés valores de k, no caso em que o  con
telido material & poeira (p = 0). Usando um sistema de coordena

das co-movente, teremos

TDD =p € T j = 0 (i,j = 1’2,3)- (1.7-12)

Para integrarmos as equacoes de campo, obser
vamos que,com a condicao dada pela eq. (1.7.12), a eq. (1.7.8 )
apresenta a mesma forma das equacoes diferencials que governam
o fator de expansdo nos modelos deFriedman . Estas equacoes sao
chamadas de equacGes de Friedman e tem solucao conhecida. Obte-
mos, entdo, a expressao de B(t) integrando a eq. (1.7.8), o re
sultado & substituido em (1.7.9) e integrando determinamos a

expressao para A(t). A expressao da densidade ¢ obtida usando-

se os resultados para A(t) e B(t) na eq. (1.7.10).

Apresentamos a seguir os resultados na forma

paramétrica (dt = B dn).

a) k = + 1 (Modelo de Kantowski-Sachs).

b
B(n) = — (1 - cos n) (1.7.13)
2
L
t=— (n - sen n), (1.7.14)
2
e
onde ¢t>0¢e 0 < t <« —
2
e
1
A(n) =M (1 - — ctg n/2) + e ctg n/2, (1.7.15)
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onde € = 0,1 e M 20 sao constantes de integracao.

A expressao para a densidade resulta:

Mcsc® W2 M
8np = = . (1.7.16)
22 (M - Mn/2 +e)ctgn/2 AB2

Podemos observar que para M = 0 (p = 0) o elemento infinitesi
mal de linha reduz-se a
dsz = - ctgz "2 dx?z - B2(t) (de> + sen?® d¢2]+dt2)
(1.7.17)
que, com a transformacao
B=%k (1 -cosnn) g T, (1.7.18)
assume a forma:
2k 2k _1
ds2 = - (—— - 1) dx2 - T2 (dez + sen?® d¢ 2)+ (— - 1) dT=
T T

(1.7.19)

que € a extensao analitica do espaco-tempo de Schwarzschild den

tro do horizonte (regiao T) (18) (12).

De fato, talvez o espaco-tempo mais conhecido,
que admite em grupo de Lie de quatro parametros, cuja algebra
¢ dada pela eq. (1.7.5), seja a solucao de Schwarzschild, S0
que neste caso o campo vetorilal X(4) ¢ tipo-tempo fora do hori-
zonte. No entanto, dentro da esfera de Schwarzschild X(4) ¢

tipo-espaco, a solucdo nao € estatica, € espacialmente homogenea
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e possui localmente, as mesmas simetrias que os modelos de Kan

towski-Sachs.

b) k =0
B(t) = t 5, (1.7.20)
- %
Alt) = et B + M t?, (1.7.21)

onde € e M sao constantes de integracao.
A expressao para a densidade resulta:
4 M 4 M

8§ mp= — = - b (1.7.22)
3 Mt? + et 3 AB?2

Esta ‘soligao (Bianchi I) obtida por Kompa
neets e Chernov, € caso particular de um modelo estudado por
Heckman e Shucking.(sgj Observamos também que quando a constan-
te de integracdo € € igual a zero o modelo € isotropico para to
do t,.e reduz-se as solucoes de Friedman com secao euclidiana.

Observe ainda que para M=0 (p=0) obtemos as solugcoes de Kasner

com expoentes (- 1/3, 2/3, 2/3).

c) k = -1
B(n) = —= (cosh n - 1), (1.7.23)
2
t = 2 (senh n-%), (1.7.24)
2
A(M) = € ctg h n/2 -~ M(1 - n/2 ctg h n/2), (1.7.25)

onde € = 0,1 e M 2 0 sao constantes de integragao.
A expressao para a densidade resulta:
u
8§ o= M csch® n/2 . o _ .M (1.7.26)
22(Mn/2 + g) ctgh n/2 - M A B?




CAPITULO 2

MODELOS COSMOLOGICOS INOMOGENEOS

2.1) Introducao

Durante muitos anos a cosmologia relativistica teve sua
atencao dirigida, essencialmente, para os modelos homogéneos e
isotropicos de Friedman. Mas, até que ponto o universo real po
de ser descrito por estes modelos ou, dito de outra forma, ‘em
que medida as hipoteses de homogeneidade e isotropia tém uma ba

se observacional?

A hipotese de homogeneidade espacial tem sua origem his
torica com Copérnico que sugeriu, no Século XVI, que a Terra
nio ocupa o centro do universo. Essa idéia de que nZo ocupamos
um lugar privilegiado no universo, teve um grande reforgo ne
inicio deste século com uma série de descobertas. Em 1918,Sha-
pley mostrou que o Sol nio estd no centro da galaxia. Nos anos
20, confirmou-se que as nebulosas eram outras galdxias e, poste
riormente, em 1952, atraves de uma revisdo de medidas de distan

cias, Baade provou que a nossa nao &€ a maior de todas as gala

. 9
x1as(~1) 23

Efetivamente, a hipotese de Copérnico, tem sido confirma
da ao longo dos anos. No entanto, ela nao permite extrapola

coes como as do chamado "Principio Cosmologico, segundo o qual
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o universo apresenta 0 mesmo aspecto para todos os observadores
em um dado instante. Como garantir que, se nos observamos 1iso
tropia, entdao todos a observam ou, Se nds observamos uma lei de
Hubble linear, entao todos devem observa-la também? Ou ainda,
como verificar observacionalmente que regioces fora do nosso ho
rizonte de particulas sdo espacialmente homogéneas? Se nao con
seguimos responder estas perguntas, nao nos resta outra alterna
tiva senaoc a de admitir que a suposicdao de homogeneidade espa
cial & uma extrapolacdo, em escala cosmoldgica, da hipotese de

Copérnicd (85) (90)

Embora a homogeneidade, em larga escala, nao possa ser

observada diretamente, a isotropia pode. Algumas evidencias

concernentes a isotropia ou possiveis anisotropias sdo as se
guintes:(gg)
1) A distribuicdo de galaxias, segundo alguns autores,

especialmente G. de Vaucouleurs ¢ anisotrépica.

2) A constante de Hubble & isotropica dentro de uma fai

xa de erro de 25 por cento.

3) A distribuicdo de fontes de rddio & isotrodpica, poden

do haver anisotropias numa faixa inferior a 5 por cento.

4) A radiacdo de fundo & altamente isotropica, mas uma
anisotropia de dipolo e uma possivel anisotropia de quadrupolo

foram detectadas.

5) Ha possibilidade de existéncia de um campo magnético

intergalactico  que quebraria a isotropia.
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Os resultados acima nao constituem ainda indicadores de
finitivos de anisotropia. No entanto, se algum deles for con
firmado, a consequéncia € que a visdo tradicional de um univer

so homogéneo e isotrdpico deve ser abandonada.

0Os modelos de FRW apresentam ainda outras + dificulda-
2
dos. (2) (&)
1) Segundo esses modelos, estariamos recebendo informa

cdo de regiodes com as quais nao temos relacao causal.

2) Pequenas flutuacdes estatisticas nesses modelos  nao
crescem em tempo suficiente para propiciar a formacao de gala

xias.

3) Esses modelos parecem nao ser suficientemente gerais
para descrever adequadamente a singularidade e ¢ universo em

sua fase inicial.

Como conciliar entao o alto grau de isotropia observa-
do na radiacao de fundo e os problemas apresentados pelos mode
los de FRW? Motivado por esta indagacao € que Misner propds o
chamado programa de "Cosmologia Cadtica'. Este programa sugere
que o universo iniciou-se em um estado caotico, com a presenca
de todo tipo de anisotropias e inomogeneidades, sendo estas eli
minadas por virios processos dissipativos restando apenas peque
nas parcelas que sdo hoje observadas. Misner deu inicio a esse
programa construindo um modelo anisotropico do tipo I de Bianchi
onde a anisotropia seria dissipada nos estigios iniciais de evo

(87

lucdo do universo por processos viscosos na radiacdo de neutrinos —

Os argumentos de Misner foram severamente criticados por



-60-

varios autores; dentre estes destacamos Collins e Hawking
que mostraram que dentre todos os modelos homogéneos apenas
uma classe (aquela que tem exatamente a velocidade de escape)peo
deria tender a isotropia. Esta classe € de medida nula no espa
co de todos os modelos homogéneos e, portanto, so teriamos iso
tropia assintoticamente se condicoes particulares iniciais fos
sem postuladas(§§). No entanto, estas consideragcoes, como 0s
proprios autores reconhecem, ndo sdo valtidas para os modelos
espacialmente ndao homogeéneos. Acreditavam eles que inomogenei-
dades devem produzir anisotropias, o que aparentemente é bastan
te razoavel. Contudo, no estudo da evolucao dos modelos inomo
géneos de Tolman-Bondi, Bonnor mostrou que, por exemplo, a clas
se hiperb6lica (velocidade maior que a de escape) tende, para
grandes valores da coordenada temporal, a homogeneidade e iso
tropia (251 Bonnor e Tomimura confirmaram esses resultados pa
~ra a classe II dos modelos de Szekeres e recentemente Goode e

Wainwright para a classe p(41) GEDN

Como vimos no capitulo anterior, no estudo de cosmolo
gias espacialmente homogéneas a utilizacaoc de grupos de isome
tria tem uma enorme aplicagdao. Primeiro, porque a imposicao
de um grupo de isometria torna as equacoes mais faceis de serem
integradas e novas solucoes exatas podem ser encontradas; segun
do, porque assim podemos classificar de forma invariante os es
pagos-tempo conhecides. No entanto, para alguns autores, esta
mos chegando a um ponto, em cosmologia relativistica, em que os

(22). A razao

grupos de isometria estdo perdendo sua utilidade
deve-se a que os modelos de FRW e os de Bianchi de uma forma

mais geral apresentam uma série de defeitos; fato que tem incen
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tivado, nestes Ultimos anos, uma crescente investigacdo de mode

los espacialmente ndo homogéneos.

Em contraposicdo a definicio de homogeneidade espacial ,
definimos os modelos espacialmente ndo homogéneos como aqueles
cujas hipersuperficies espaciais tridimensionais ndo sao Orbi-

tas de um grupo de isometrias.

Como entao tratar de inomogeneidades? O primeiro passo,
ainda utilizando a técnica de grupos de isometria, seria o de
examinar modelos postulando, por exemplo, a existéncia de um na
mero menor (um, dois ou mesmo trés) de vetores de Killing. Den
tre essas, talvez a situacao mais simples seja aquela em que te

mos um G, cujas orbitas sio superficies bidimensionais tipo-

3
espaco. Neste caso, os modelos formam uma subclasse dos mode

(73)  (74)

los com simetria de rotacao local (LRS) no qual o

espaco-tempo ¢ invariante sob uma rotacao espacial em torno de

um eixo de simetria tipo-espaco em cada ponto(gg). Esse € 0
caso dos modelos de Tolman-Bondi, Ruban e Eardley-Liang-Sachs , que se
enquadram nos casos IIai, IIb e III biii da classificacao de

Ellis. Esse sera também o caso dos modelos que -apresentaremos

- - -
no proximo capitulo.

No entanto, nido podemos usar a técnica de grupos de iso

metria quando temos variedades que nao admitem nenhum vetor de

(35)

Killing, como € o caso do espaco-tempo de Szekeres . Contudo,
as solucoes de Szekers apresentam um outro tipo de simetria.Foi
mostrado por Berger, Eardley e Olson e por Collins e Szafron que
as secOes espaciais tridimensionais destes modelos, sao confor
(635) (gﬂ)_

malmente planas Além disso, tanto a segunda forma
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fundamental dessas hipersuperficies, quanto seu tensor de Ricci,
possuem dois autovalores iguais.

Esses exemplos mostram a necessidade de se
partir para o que Collins denominou de estudo das '"simetrias in
trinsecas". Ou seja, em vez de pensarmos em termos de sime
trias do espaco-tempo, devemos concentrar nossa atencao em sime
trias de subvariedades(gg).

Finalmente tem-se colocado a questao de co
mo classificar os modelos espacialmente inomogéneos. Um progra
ma desta natureza fol iniciado por Collins e Szafron para os mo
delos de Szekeres. Esses modelos tém a caracteristica de que o
fluxo de matéria € ortogonal as hipersuperficies {t = constan
te}, que sao conformalmente planas. Este resultado permite uma
caracterizacdo invariante desses modelos em termos da congruén
cia do fluido. Além disso, pode-se classificar esses  mode
los hierarquicamente de acordo com a anulacZo ou ndo de varios

(94),(85), (96) .

invariantes Wainwright ampliou este estudo de

senvolvendo um método de classificac@o para modelos cosmologi
cos inomogéneos e irrotacionais 8. seu esquema € baseado na
estrutura algébrica de trés tensores de segunda ordem; o tensor
de distorcao da congruéncia do fluido, o tensor de Cotton-York
e o tensor de Ricci de traco nulo, estes Ultimos associados as
hipersuperficies ortogonais ao fluxo do fluido.

Neste capitulo apresentaremos inicialmente
os modelos espacialmente inomogéneos com simetria esférica; em
primeiro lugar dada sua importancia historica e em segundo pois
nos permitir@o uma compreensao melhor dos modelos de Szekeres .
Em seguida apresentaremos, com detalhes, estes ultimos

onde procuramos enfatizar sua importancia como generalizacao de

uma série de modelos conhecidos.
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2.2)Modelos espacialmente  inomogeneos com simetria esférica.

Provavelmente o primeiro modelo cosmoldgice espacial-
mente nio homogéneo tenha sido o investigado por R.C.Tolman em
1934(32). Tolman procurou estudar o efeito de inomogeneidades nos
modelos de Finstein e Lemaitre. Para isto ele supBs um modelo em
que part{culas de poeira sdo distribuidas nac uniformemente com
simetria esférica em torno de uma origem. Ao encontrar as solucgoes
das equagoes de campo, Tolman tinha em menfe a necessidade de es
tabelecer limites para conclusoes sobre modelos homogéneos.As pro
priedades investigadas permitiram que ele concluisse que nio h3
nenhuma acfio gravitacional que, necessariamente, implique no desa
parecimento de inomogeneidades com o tempo. Isto & demonstrado pe
1a descoberta de casos em que uma perturbacfo sobre a densidade ,
tanto no caso estitico como nio estitico, tende a crescer com ©
tempo.

Posteriormente, W.B.Bonnor mostrou que duas classes
de solucdes do modelo de Tolman (parabdlica e hiperbolica) poden
evoluir de inomogeneidades e anisctropias para os modelos de Frie
dman(28) . No entanto, Bonnor partiu de restrigoes bem mals seve
ras: por exemplo, considerou que a densidade & diferente de zero
em qualquer ponto do espaco, em qualquer instante, ou seja,seu mo
delo nic admite buracos. Mesmo assim, o resultado obtido & extre~
mamente valioso pois seriamos tentados a pensar que inomogeneida-
des devem produzir anisotropia ao invés de isotropia.

0s modelos espacialmente inomogéneos com simetria ‘es
férica em torno de um ponto sio também conhecidos na literatura

como modelos de Tolman-Bondi. Bondi em 1947 estudou propriedades
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de um sistema id8ntico ao de Tolman e obteve equag¢des de movimen-
to equivalentes (27) | No entanto, as propriedades do modelo in
vestigadas por Bondi sao distintas: ao encontrar as equagdes de
movimento, observou que estas por uma interpretacdo diferente de
constantes,sZo idénticas as equagdes newtonianas da energia. Ana-
lisou também a conexdo entre a geometria do tri-espaco e a energia
de camadas esféricas de matéria, além de encontrar o deslocamento
espectral de linhas previsto pelo modelo.

A forma mais geral do elemento de linha para sistemas

3)

que apresentam simetria esférica espacial pode ser escrita como =

ds2= -A2dr?-B2(de2+sen?0 d¢2)+C2dtZ+2Ddrdt , (2.2.1)
onde A, B, C e D sZo funcdes apenas de t e t.
Usando-se um sistema de coordenadas co-movente e

considerando sistemas sem pressio e, consequentemente sem gradien
te de pressdo pode-se mostrar que o elemento de linha, eq. (2.2.1),

pode ser reduzido a forma:{12)

ds? = dt2-A2dr2-B?(de’+sen?0dé?) , (2.2.2)

onde agora A e B sZo fungdes de novas varidveis r e t.

Como, por hipdtese, o sistema ndo tem pressdo,

THV = puliyy (2.2.3)

b

. Y] AY)
e, em um sistema de coordenadas co-movente u- =84 teremos

l=0= __=..
. 3 5 T 0 (i,j= 1,2,3). (2.2.4)
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As componentes do tensor momento-energia, corresponden
tes ao elemento de linha (2.22)podem ser computadas usando-se as
férmulas obtidas por Dingléggﬁ : combinando esses resultados com

(2.2.4), teremos

\
- . 52 e -t D ot
8t T® =2 E » L¥BZ _]:_(2 B, K _ ZA'B )= 8wp (2.2.5)
0 AB B2 A2 B B2 AB !
. " 1
8uT) = B, LFBT B2 - g (2.2.6)
B Bz AZBZ }
. R 1t -9 t
g1 = gord =B+ B, A L B_ABYy o (2.2.7)
A B AR A2 B AR
1 B! '
8rTy= -87AZ T = 28 - AB'y . 0, (2.2.8)
© B AB

onde linha significa derivada parcial em relagao % coordenada r e
o ponto derivada parcial em relagio a coordenada t.

Tolman e Bondi ao integrarem as equacdoes de campoconsi
deraram que Gi = 0 nio poderia degenerar em uma identidade. Para

isto, impuseram que

pr = 28 20 . (2.2.9)

ar
Esta restricdo ndo advém das equacdes de campo nem da hipotese de
simetria esférica e portanto os modelos de Tolman-Bondi ndo repre-
sentam todas as solucdes possiveis de modelos esfericamente sime -
tricos, com poeira, sem pressaoqgﬁﬁil Assim, a solucdo geral deve
incluir também o caso em que B'=0, ou seja, em que o elemento de

1inha escreve-se como
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ds? = dt? - AZ2(r,t) dr?- B?(t)(do?+sen?0 d¢?). (2.2.10)

(43.44)s s30 uma gene-

Estes modelos foram estudados por V.A.Ruban
ralizacao inomogénea simples dos modelos de KanNtowski-Sachs. Na
literatura russa estes modelos sao chamados de modelos T da esfe-
ra, enquanto os de Tolman-Bondi sdo também conhecidos como centro
simétricos. Os modelos T da esfera, ao contrdrio dos de‘Tolmaanqg
di, n3o tem anilogo classico e¢ sua existé@ncia bem como certas
propriedades nido usuais (massa ativa constante, maximo defeito de
massa possivel em Relatividade Geral) s3ao devidas fundamentalmen-
te a nao linearidade da teoria e a topologia do modelo(ié).

Como dissemos, estes modelos sac generalizagdes inomo
géneas simples dos modelos de Kantowski-Sachs (vide cap.l). Além
disso, como veremos, sdao obtidos como caso particular dos modelos
de classe II (EI) de Szekeres quando p =p(r,t). No capftulo 3 vé
rias propriedades geométricas destes modelos serdo discutidas e

para evitar repeticOes nao o apresentaremos com detalhes aqui.

Impondo entao que B' # 0 (Tolman-Bondi), obtemos da

eq. (2.2.8)
B A (2.2.11)
B! A
Integrando a eq.(2.2.11) | teremos
Alr,t) = —— 2B(r.t) (2.2.12)

w(r) ar
onde w(r) & uma funcdo arbitraria de r tal que

w(r) >0 - (2.2.13)
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Substituindo a eq. (2.2.12) na eq. (2.2.6), teremos

B(l-w?) + %;(BBZ) = 0, (2.2.14)

integrando, obtemos

2m(r)
B

R2= w2- 1 + , (2.2.15)
onde m(r) &€ uma segunda funcao arbitraria de r.
Substituindo as equacles (2.2.15) € (2.2.12) em (2.2.5)
obtemos para a densidade
m' (r)
4 = . L L]
mp - (2.2.16)
A fim de investigar certas propriedades do modelo , & mais vanta-
joso trabalhar com M, a soma das massas de todas as particulascon
coordenada radial menor que r, do que com a densidade op.
Temos,entao,
T ™ f T
M(x) = J dr J de { dopv/-g = 4anABzdr , (2.2.17)
o] o} J0 o]

ou ainda, usando (2.2,12) e (2.2.16)

T
M(r) = J w m'(r) dr ., (2.2.18)
o

Desde que a massa € positiva, devemos ter it >0 e portanto a

dr
eq.(2.2.18) requer que

m'(r) 3 O (2.2,19)
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e € claro tamb&m de (2.2.18) ,que

(T
m(r) =J M'(r) w(r) dr .

o]

(2.2.20)

Desde que m = 0 em v = 0, usando a equagao (2.2.15) , temos:

"2
B

T
J M'(r) w(r) dr . (2.2.21)

Q

B2 = w2- 1 +

Equacoes (2.2.21) ou (2.2.15) podem ser integradas e apresentam

trés solucSes distintas conforme w? %1.

Antes de apresentar estes resultados, faremos algumas
observacdes acerca de propriedades da eq. (2.2.21) . Queremos com
para-la com a aproximacdo newtoniana: para isto, deve-

. . . . (1,27
mos considerar baixas velocidades e pequenas massas. Assunf—’——)

w(r) ~1 (2.2.22)

w2(r) = 1 + 2E(1), (2.2.23)

onde E € pequeno.

Pode-se mostrar(EZJ ainda que, se um observador no ¢en
tro 0 da esfera do fluido mede a distancia de um objeto de tama-
nho conhecido localizado em (t,r,0,¢) atraves do seu tamanho apa-
rente, o resultado que ele obterd € B(r,t). Portanto, podemos con
siderar B(r,t) como a dist8ncia da origem a uma particula P em
(r,0,4) no instante t. Este resultado & baseado ainda no fato de
que a superffcie esférical r= constante, t = constante} tem Aarea
igual a 4wB2(r,t). Como t mede o tempp proprio da particula;'ig
pode ser consdiderada a sua velocidade. Com estas interpretagai:

de velocidade e distincia, substituindo (2.2.23) em (2.2.21) e

desprezando o produto de E por M’, obtemos
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';lﬂ'(ig)Z; M(r)

‘ = E(r), (2.2,24)
2 ot B :

que & id8ntica a equacdo newtoniana da energia, onde E representa
ria a energia total por unidade de massa.
Se nio desprezamos em (2.2.21) o produto de E por M’

teremos:

" 1,5B 1 (" V2

1Ryee L[ ey «28@))? ar = B, 2.2.25)

293t R 0 T
e, portanto, com as definicdes de distancia e velocidade a inica
diferenca entre (2.2.24) e (2.2.25) @& que, no segundo caso, a

massa gravitacional ativa depende da energia total.

A aceleragio pode ser obtida derivando-se a equagio
(2.2.25) e novamente obhtemzs que a aceleracao g€ inversamente pro

porcional a distincia., O resultado é:

- 8 2R 1 (T, 172
E{ = - JM (r) (1+2E(r)) / dr. (2,2,26)
at2 RZ /o
S6 que nio podemos mais obter a eq. (2.2.25) de (2.2.26) sem

ambiguidade na medida em que a constante de integracao E(r) esta
contida em (2.2.26).
Uma outra semelhanca importante entre estas equacgdes
- - v - - ™~ -
e as newtonianas & que as camadas de matéria tendo uma distancia
maior da origem do que a de uma particula P nio afetam seu movimento, .
0 sistema estudado nio apresenta rotaglo e neste sen

tido\podemos separar o espaco-tempo em uma parte €spacial e outra
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temporal.
Neste modelo o tri-espaco tem a métrica
dg?= A%2dr? + B2(doZ+sen®o d¢?) | (2.2.27)
onde
A = 1‘ BB . (2.2.28)
w{r) ar

Como estamos considerando as sec8es {t = constante! , podemos con
siderar B como uma funcio de r apenas. E como B(r) & uma funcio mo
notdnica crescente pode ser considerada como uma coordenada.

Assim,

~ dB?
HZ

dg2= + B2{de?+ sen?e d¢?), (2.2.29)

onde H(B) = w(r)

0 tensor de Riemann da segdo espacial & facilmente calculado e ob

temos
" 1 dH
Rip12=*Ryz1’s - — — ,
HR dB
*Rpg,3= 1 - H? e (2.2.30)

* - . —
Ri23="Ryp13="Ry3p3= 0,

0 tensor de Ricci & entdo

*RI = 2= = |, *R2=*R3 = = - (2.2.31)
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e 0 escalar de curvatura

’;R - 2 _d_ (B(Hz-l)) ) (2,2.32)
dB

B2

Portanto, das equacdes acima , obtemos que o tri-es-
paco & plano se H=1, ou o que di no mesmo, w = 1. Se B(H%*-1) e
uma funcio crescente de B, a curvatura do tri-espaco & positiva .
No caso contriario, a curvatura do tri-espaco € negativa,

0 significado da fungdo w(r) & claro quando interpre
tamos B(r,t) como a distincia da origem de uma particula P em
(r,0,$) no instante t.~Observamos da eq.(2.2.15) que quando w?=1 ,
a velocidade da particula 3B g jgual a zero para B=e ., Esta situ
acio na teoria newtoniana %tchamada de movimento parabélico  das
particulas. Se w2>1, teremos da eq.(2.2,.15) que 3B #0 para B ==,
isto &, as particulas escapam de seu prdprio campgtgravitacional(
movimento hiperbdlico). Por outro lado se w2<1 as particulas atin
gem uma distancia mixima da origem determinada por:

2m (1)
B = S
max 1ew? ! (2.2.33)

a partir da qual cessa a expansdo e inicia-se uma contragdo. Es
te caso & conhecido como movimento eliptico (13),

Assim podemos associar a fungdo w(r) a energia total
das partfculas e da eq. (2.2.,32) observamos que a curvatura do
tri-espaco esta inteiramente determinada por ela.

Como vimos, a eq. (2.2.15) apresenta diversas solucoes

de acordo com w22 1. Apresentamos a seguir os resultados. No caso
- p g

w2 21 as solugdes estdio expressas na forma param&trica.
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a) wa 1 (modelos parabdolicos)

A equacao (2.2.15) toma a forma

. Zm(r)
Be = —— (2.2.34)
B
cuja solugao e:
i
9m " /3 2
B - (—)  (t«8) 1P (2.2.35)
2

em que 8 (r) €& uma funcao arbitraria de r.
Observamos que se fizermos
mir) = - 135 e & =0 (2.2.36)
obtemos a solucao de Friedman de secao euclidiana. Para m=cons-
tante £ 0, de (2.2.16), obtemos que p = 0. Portanto esta solu

cao aplica-se ao espaco vazio, isto €, ela pode descrever o cam

po gerado por uma massa pontual,

Considerando

m=5%k, B=r1T (2.2.37)

onde k & uma constante, reobtemos a solucao de Schwarzschiléﬁj.

b) w2 > 1 (modelos hiperbolicos).

A solucdo de (2.2.15) é escrita na forma para

métrica como:

B = — (coshn - 1) (2.2.38)
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t+p= m (senhn-n) ) (2.2.39)
(w2-1)%/2
onde g=g(r) & uma funcio arbitraria.
Observamos que com 4 escolha
w2= 1412, m=a,0r3 e g=0 (2.2.40)
y

onde a, & uma constante positiva, reobtemos os modelos abertos de

(k=-1) de Friedman.

¢) w2<1 (modelos elipticos).

A solucdo de (2.2.15) escrita na forma paramétrica & para

n>0,
B= —3 _ (l-cosn) , (2.2.41)
(1-w2)
t +g= S (n-senn) , (2.2.42)‘
(1_W2)3/2

onde B € uma funcio arbitrdria de r.

Observamos também que tomando

w?= 1+ r? , m=a r® e =0 (2.2,43)
onde &, & uma constante positiva, obtemos os modelos fechados de
Friedman.

Finalizando, € importante ressaltar que, embora nas solu-
cBes apresentadas aparecam tr@s fungOes arbitririas de r, a saber ,
w, Be m, podemos por uma transformacdo de coordenadas eliminar uma
destas funcdes. Assim, a solucdo geral depende de apenas duas fun
¢des arbitririas com significado fisico, as quais podem ser determi
nadas fornecendo-se a densidade e a distribuicdo de velocidades da

matéria em algum instante t.
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2.3) MODELOS DE SZEKERES

0s modelos de Szekeres sao usualmente definidos co
mo solucoes das equacoes de Einstein, tendo como fonte de curvatu
ra um fluido perfeito,

'
Ruv - E g, R = —8ﬂKD+p)Uqu - p guv], (2.3.1)

cujo fluxo & irrotacional, geodético, normal as hipersuperficies
{t = constantel}, e para o qual a métrica pode ser escrita na for

ma

ds? = dt2 - e2®dzz - e2P(dxz + dy?); (2.3.2)

Ond.e, o = Of-(t,X,y,Z) c B = B(t,X,Y,Z)-

0 sistema de coordenadas empregado € co-movente,
u' = GE,uv & a quadrivelocidade do fluido, ¢ a densidade de ener-
gia medida por um observador movendo-se com o fluido € p a pres-
sao isotropica.

(31)

Seguindo Szekeres , sera conveniente in

troduzir um par de variaveis complexas ¢ ¢ ¢t definidos por:
g = X + 1y e = x - ivy. ' (2.3.3)
Assim a métrica toma a forma

ds? = dt? - e2% gz2 _ e2f g az. (2.3.4)

As equac¢oes de campo reduzem-se entao a:
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0 1 ‘e .. .
8 (Tp - ZTE - T)) = -2(5 + 28 +6%4262) = 8n(p + 3p) , (2.3.5)
1) =-f 48 G-8) =0 (2.3.6)

1 - -2 . .
8 T, = -4 e 2" g e” @2+ 28 + 367 = -gmp (2.3.7)

w? 2] [N ) -2 ’ . e .
81 TE = e U6+ 0B - B2 ) - 267 (ayp Hoar) ¢ 6+ G2, (2.5.8)
(4 [

+é2 + dB.= "S'HP ?

0 . . S
8w T, = -G, = BC + aC(B -a)=0 , (2.3.9)

286 7l - o LA -
81 e TC BC R % 0 , (2.3.10)

28 18 - 2_ -
dn e T; L. + (OLE) ZBcotc 0, (2,.3.11)
onde

y - 9 ) _da -1 da da
"_.__1 'EHH—_QG‘E"'_.—-L_(—_ -/
3z 3t g 2 ax dy
g,z 20 =1 33 5 34,
Y sz 2 ax 3y

Observe-se que as equagoes (2.3.9), (2.3.10) e 2,3,11) sio complexas
e portanto, temos ao todo 10 equacgdes de campo.

Como por hipotese o fluxo & geodético, as equagoes de
conservacgao de energia e momento, eq.(1.1.3) impoem que a pressao
deva ser funcgao apenas do tempo: p=p(t). No entanto, a densidade de
energia nac estd sujeita 4 mnenhuma restric¢do e no caso geral, como

veremos adiante, sera uma fungac das coordenadas espaciais e do tem

po: p = p(t, z, ¢, 7).
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E possivel mostrar que as equacles de campo

(2.3.5) a (2.3.11) implicam que(ég)

E =0 . (2.3.12)

Para prosseguir na integracao das equacoes de
campo, devemos dividir as solucoes em duas classes. As solucoOes

ditas de classe I se g' £ 0 e as solucoes de classe Il se g' =0

Analisemos inicialmente, as solucoes de clas-

se I.
I) Solucoes de classe I (8" # O)(ég)’ (1)
Usando a equacao (2.3.12) e o fato de que B
€ uma funcdo real e portanto éi = 0, podemos escrever B na for
ma

B = log $(t,z) + v(z,z,z). (2.3.13)
Como g8'# 0, a eq. (2.3.6) & integrada e obtemos

o = log(h(z,z,z) ¢ + hiz,z,7) $v'). (2.3.14)

A equacao (2.3.10), para ser satisfeita, implica em:

hy = 0 ~ hE =0 (2.3.15)

e,portanto,
h = h(z). (2.3.16)

Assim ¢ pode ser redefinida como ¢ h ¢ v como
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v=log h de tal forma que B permanece inalterado e

a = log(e' + ¢v') . (2.3.17)

A equagdo (2.3.9) & assim identicamente satisfeita e a equacdo
(2,3,7) 1implica em:

467 v e+ 1= 47+ 29 + 8wpe? . (2.3.18)

Note que do lado esquerdo temos fungdes de z,; e L e do lado direi-

to funcdes de z e t; portanto, podemos escrever

=Yy e+ 1 = -k(2) (2.3.19)

4e 7

266 + 32 + 8mpd? = -k(z) (2.3.20)

para alguma funcdo real «(z).

Observe que a métrica bidimensional

de? = e2” dr dT v(t,T,2) | (2.3.21)

<
u

tem curvatura gaussiana dada por(él)

K= -4 e~ = 3 (2.3.22)

 portanto, a equacdo (2.3.19) expressa o fato de que as secbes {t =
constante e z = constantel}, tem curvatura constante. Além disso,co

mo K = K(z), derivando eq. (2.3.22) em relagdo a & obtemos

(vpp = g =0 (2.3.23)

e, integrando, teremos
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va—(vg)2 = v(z,z). (2.3.24)

Uma transformacao do tipo

¢ = f£(z")

z = T(z") (2,3.25)
preservara a forma da métrica (2.3.21) ; mas, agora, com a nova
funcio,

v'(z',2',2) = v(z,C ,2) + 1 log £ |4:;1— log f=r (2.3.26)
‘9 ’ ’ ’ 7‘ g r 5 g rh . D]

Assim, a funcio t, em (2.3.24) | sofre a transformacdo

' (z',2) = 1(g,z) (fC,)z * %(log f&}gfcf - %[Ilog ftfhf]Z_

Podemos Sempre escolher esta transformacdo tal que (2.3.27)
vet,z) = 0. 2 .3.28)
Desse modo, sem perda de generalidade, podemos tomar
(€™M, =7 (vt (b)?) =0 (2.3.29)
e, integrando, obtemos
eV = a(z)t T + B(z)z + B(z) T +S(z) . o (2.3.30)

Substituindo o resultado acima na equacao (2.3.22), teremos
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K _  1+x(z) (2.3.31)

onde a(z) e c(z) sao funcdes reais e B(z) € complexa.

A equacdo (2.3.20) pode ser escrita na forma

’

2N LI «(z) _ (2.3.32)

N 42
e observamos que, para cada valor fixo de z, esta € justamente
a equacio que governa o fator de expansao nos modelos de Fried

man (vide eq.1.6.9).

As equacdes que necessitam ser resolvidas, a fim de deter
minarmos p,e € ¢ , S3o as eqs.(2.3.32) e (2.3.5) . 0 siste-
ma & indeterminado, mas solucdes exatas podem ser obtidas a par
tir do seguinte algoritimo:(ég) devemos | jnicialmente, es
pecificar explicitamente p=p(t) e resolver a eq.(2.3.32) ,Assim
a métrica estard determinada ja que o e B podem ser obtidos di
retamente das equacoes (2.3.13) ,(2.3.17) e (2.3.30) . Final-
mente, usamos a eq.(2.3.5) como a equacao de definicdo de p .
E claro que com este procedimento as solucbes: encontradas nao
sio necessariamente fisicamente aceitdveis, para sé-lo, elas de
verfo satisfazer condig¢Ses zfundamentais de energia.

0 modelo mais simples foi obtido originalmente por Sze
keres (31) e consiste em tomar p = ¢, Com esta escolha a equa-

cao (2.3.32) reduz-se a : _ -

266+ §%= -« (2) (2.3.33)

que tem como primeira integral
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2= —p(z) + 222 (2,3.34)
¢

onde ¢ (z) & uma funcado arbitraria de =z,

A solucgdo geral desta equacgao e
¢ = F(e(z), 2(z)}, t - ty(2z)), (2.3.35)
onde ty(z) & uma nova funcdo arbitraria de z e F(x,%,t) sao as

fungdoes de Friedman, definidas da seguinte forma:

. =1 . o -3
(1) «»o, >0, F(k,2,t) =2 sen?n/2 , t = 2 /%n-sen nJ.
2

- : -3/2
(iia) k<o, 2<o0;F{x,2,t) Lk Icoshzu/Z, t =« 2'-(-~1<) / (ntsenhn),
Z

Il

-1 -3/2
(iib) k<o; 2>0;3;F (k,2,t) -2K lsenhzn/z, t = A (-x) / (-n+senhn) .
Z

(2.3.36)

- . 1/2
(iic) k<o ; t=6.3 F(x,0,t) = (=x) t.

O¢

/320
4

)

(iiia)k=0 , 203 F(o,2,t) =(

(iiib) k=0 , 2=0 ; F(o,0,t) = constante.

Estas funcbes sio definidas como solugdes da eq.
(2.3.34) que se anulamem t = @ (exceto no caso iiib), e que sao po
sitivas para algum intervalo t> 0. Isto elimina a consideracao
dos casosk >0 ,4c0 € Kk=0,8 <0 4

Observamos que a solucao de Szekeres de classe I con
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tém sete funcoes arbitririas de z. No sistema de coordenadas empre
gado, temos cinco funcbées reais, a,c,k,%,tp, e uma complexa B, 0
que totaliza sete funcdes arbitrarias. No entanto, apenas cinco
destas func¢des tém significado fisico, ja que existe uma relacio
entre elas, a eq. (2.3.31) , e uma pode ser igualada a %1 por uma
transformacao de coordenadas do tipo z' = F(z).

A expressdo para a densidade € obtida diretamente da

eq. (2.3.5) e, usando a eq. (2.3.34) , toma a forma

8mp= _"_'__*_Zl&_‘i (2.3.37)
6%(¢"+¢v")

A fim de discutir certas propriedades dos modelos de classe
I serid conveniente uma mudanca na notacdo até aqui empregada. A
nmodificacdo consiste no seguinte:

- A equacao (2.3.31) sera reescrita como

ac - BE';II¥KCZ) - E e2f[Z); CZ.S.ES)
4 4
onde
e = 0, para «(z) = -1,
(2.3.39)

m
]

1, para x(z) > -1,

e = -1, para x(z) < -1,

Redefinindo entio

a(z) = a*(z) e .,

C*(Z) ef ) (2.3.40)

c(z)

1l

B(z) = B*(z) e~ ,
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teremos a eq. (2.3.30) reescrita como

- 2.3.41
eV = P/w , ( )
onde
P = a% t"i + B*r + E= E + C* , (2.3.4—2)
com
a*c* - B*E* - £ (2.3.43)
4
e
w(z) = e £(2), (2.3.44)
Assim,
ek = peV = pw (2.3.45)
P
Definindo
R =¢w , (2.3.46)
a eq. (2.3.45) fica
eB = (2.3.47)

CRE”

As egs.(2.3.41) e (2.3.46) substituldas em (2.3.17)  fornecem
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o 2.3.48
o = log B(—B—}' ( )
w P
e, portanto,
%= £ By ) (2.3.49)
W p

Usando as eqs. (2.3.46) e (2.3.38) | g eq. (2.3.20) & reescri-

ta como
B2 = w2- ¢+ 2 (2.3.50)
R
onde
S(z) = w3(z) a(z) , (2.3.51)

A expressao para a densidade resulta:

ot o zapl - Dol TeD '
8rp = £§““'a§§£ - _PS" - 3sP' (2.3.52)
Piw e”e2f RZ(PR'-RP")
Vamos resumir nossos resultados até aqui. A solucdo &
a métrica, eq. (2.3.4) com e® dado pela eq.(2.3.49) ¢ gf pela

eq. (2.3.47) . P & expresso pela eq.(2.3.42) , com a condiciao

(2.3.43) e R satisfaz a eq. (2.3.50) ., Temos ao todo sete funcodes
arbitrarias dependentes apenas de z: cinco reais w,a,c,S, uma prove
niente'da integracao da eq.(2.3.50) , e uma complexa B. Destas,ape-
nas cinco tem significado fisico. A expressiao para a densidade &. a

eq. (2.3.52).

Podemos g¢bservar, pela expressao da densidade, que esta depen
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Z a menos que

a) — = G(z) (2,3.53)
P
ou
by S° = RL (2.3.54)
35 R
No caso (a) teremos, da eq. (2.3.49) , que
a = alz,t) (2.3.55)

e a- eq. (2‘3'53)

que

onde a; e ¢; $ao
No
(2.3.43),devemos ter

absorvemos eg(Z)

mos P' = 0, isto
a* = a,
L —
B* = By
c* = ¢y

& equivalente a existéncia de uma fungdo g(z) tal

31 . B* = eg(z) B]_ C* = eg(Z)CI (203.56)

£

constantes reais e B; complexa.
entanto, devido a restricio imposta pela eq.
glz) = 0

em w enao hd perda de generalidade em considerar

em (2.3.56) parae =+'1 e no casoe = 0

e,

(2.3.57)
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Mostra-se ainda (51) , que por uma transformagao

bilinear de coordenadas do tipo.

rvo=Mmt * 0 , {2,3.58)
pc + q

onde m, n, p € q sao constantes complexas, podemos tomar, sem per

da de generalidade,

Bj=0 ,¢,=1/2 e a; =e/2. (2.3.59)
Assim
. :
P = *-'2—" (1 +ezT) , (2.3.60)

Analisemos agora a forma do elemento de linha para os di

versos valores de e, com P dado pela eq. (2,3.60) -

a) Se€ =1, o elemento de 1inha,eq.(z.3.4), toma a forma
as2 =at2- B2 922 - ar?2 (1erEy @ dt (2.3.61)
W ’

que, com a introducdo de coordenadas polares
iy

r = e ctg /2 T = e HV ctg o/2 , {(2.3.62)

& reescrito como

ds: = g¢2 ;(;Bl)z dz? - RZ(de?+ senzedwz) , (2.3.63)
w
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que &€ o mesmo dos modelos esfericamente simétricos de Tolman-Bondi

ii) Se €= 0, o elemento de linha (2.3.4) toma a forma

ds2= dt? -(-R.)2dz? - 4R2df 4T (2.3.64)

w

e, com a introducdo das coordenadas

¢ = —2{x+iy) z =-’-;-— (x-iy) » (2.3.65)
A

pode ser reescrito como

dSz = dtz - (_R'_‘_
W

)2dz? - RZ(dx?+dy?) (2.3.66)

que € a métrica dos modelos plano-simétricos de D.Eardley,E.Liang

e R.Sachsfégl
(iii) Se e =-1 o elemento de linha, eq. (2.3.4) , toma a forma
R -, =2 -
ds? = dt2- (——)2dz2 - 4R2(1- rz) =~ dr dg (2.3.67)

W

que, com a transformagdao de coordenadas

iy

= e ¥ ctg h 8/2 T = e ¥ ctgh o/2, (2.3.68)
toma a forma
ds? = dt? -~ (FBL)Z dz2- R2(de? + senh?0dy?) . (2.3.69)

w
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que & a métrica de uma classe de modelos ndo homogéneos com sime-
tria pseudo-esférica, isto &, modelos com um grupo de simetria de

trés parimetros cujas oOrbitas sfo pseudo-esferas.

P : r
No caso (b}, isto &, se R . —§—, devemos ter R como um
R 38

produto de uma funcio de z por uma funcao de t. Assim, das equa -
coes (2.3.52) e (2.3.50) , devemos ter p=p(t) e podemos escrever
o elemento de linha como

ds? = dt? - F(t) h dx 1t dxJ, (2.3.70)

onde i,j= 1,2,3 e hij € independente de t.

A solucdo neste caso € Friedman, o que decorre de um teo-
rema de Szekeres estabelecendo que todo modelo de poeira cujo flu
xo é irrotacional sera Friedman se, em coordenadas co-moventes,as
secBes espaciais da métrica sdo conformalmente estéticas. Este ¢&
um resultado parﬁicular de um teorema mais geralﬁii) que garante
que todos os espagos~-tempo de Szekeres com p=p(t), o#0, sdo espa
cialmente homogéneos.

No caso geral, nao devemos ter a, ¢ e B constantes e obtg
remos generalizagSes das solugdes apresentadas anteriormente(vide
equacdes (2.3.63), (2.3.66) e (2.3.69).

Se e£=1 , obtemos entdo a generalizacdo dos modelos de
Tolman-Bondi. Observamos que as propriedades dindmicas do modelo
sfo governadas pela eq.(2.3.34) , que & também a que aparece nos
modelos esfericamente simétricos de Tolman-Bondi. Assim, teremos
generalizacBes dos modelos hiperbolicos se w2>1, dos modelos para
bolicos se w2=1 e dos modelos elipticos se w?< 1.

Note que as superficies bidimensionais {z=constante e t=

constante} sdo esféricas pois a, ¢ € B s3o constantes sobre as mes
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mas. Portanto, como dissemos anteriormente, sob uma transformacdo
bilinear, eq.(2.3.58) , o elemento de linha da segdo pode ser es

crito na forma
do?2 = R2(do2 + sen?p dp2) | (2.3.71)

No entanto, para diferentes valores de z a trans -
formacao muda e, consequentemente, a posicdo do centro da esfera.
Alem disso, Se z ndo € constante nic podemos tomar B = 0, ¢ = 1/2
e a = 1/2 sem perda de generalidade. Assim, no caso geral, as es
feras ndo estdo uma dentro da outra de forma a termos simetria es
férica, mas o centro de uma esfera esta deslocado do da outra por
uma translacio infinitesimal em uma direcdo arbitraria. Szekeres
denominou estes modelos de modelos quase-esféricos, por razdes
evidentes.(ig)

Uma propriedade dos modelos quase-esféricos & que

a soma das massas de todas as particulas com coordenada radial me

nor que z em um dado instante t independe do tempo. Isto é&:

Z I _ Z _
M(z,t) = J dzJ Jdcdc p/-g = J dzJJ drd? e%e2fp=

o] o]

=8m " JZ dzjj drd? (—S— - 35 51y =

o wP2 wP3 (2.3.72)
1 (z . ' . g~ A 31"
- (81) 1[ dz _S___” dedz 35 4 (“ dedzy ||
W p2 w dz p2

o]

Mas, dzdz € sempre a métrica de uma esfera unitaria e, portanto ,

”i&éﬁ: A , (2.3.73)
J p2
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Assim,

M(z,t) = M(z) = E J S dz (2.3.74)
2z W
0
que € uma expressdo idéntica a que obtivemos no estudo dos modelos
esfericamente simétricos de Tolman-Bondi.

Observe que a massa total pode ser escolhida tenden
do a zero tdo rapidamente quanto se deseje, para isso basta esco -
lher S'(z)/w(z)> 0 suficientemente rapido quando z-+« . Mas, no ca
so geral, nao podemos fazer p = 0 para z<z, pois isto implicariaem
§'(z) = 0 e, como veremos neste caso, a solucao obtida e a de
Schwarzschild ou entdo o espacgo-tempo & plano.Entretanto,Bonnor(éﬂ
mostrou que € possivel a juncdao de uma parte destes modelos tendo
um volume espacial finito com a métrica de Schwarzschild externa -
mente, Como a solucdo de Schwarzschild &€ estatica concluimos que
uma particula em queda livre ndo irradia ondas gravitacionais. A
importincia deste resultado pode ser percebida se lembramos que ele
€ obtido para uma densidade limitada e positiva em todo espaco .
Ainda - , pode-se mostrar que as solucOes de Szekeres nao tem
vetores de Killing(éél

Supondo a massa sempre positiva (o caso S'=0 sera analisg
do posteriormente), devemos ter é%%—.>0 e a eq.(2,.3.74) requer

que

S'> 0 . (2.3.75)

Além desta, como veremos a seguir, outras restricoes devem ser impostas

as funcoes a,c, B, w, S e t, a fim de que tenhamos solugoes fisica

.. . . (386)
mente aceitaveis —
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Primelramente vamos considerar que em t=0 a fungdo
Ro(z) = R(z,0) seja uma funcdo monctoNicamente crescente com z,tal

que uma transformacao z'= f(z) pode ser efetuada de forma que

Ro(z) =z . (2.3.76)
Assim para que a métrica, eq. (2.3.4) , seja de
classe C1 em todo espaco as funcdes a(z), c(z) e B(z) deven ser

continuas e diferencidveis para z+ 0, com primeira derivada nula
em z = 0, E para que a métrica seja localmente euclidiana em z = 0

devemos ter

w(Q) =1 (2.3.77)

Da eq. (2.3.50) segue que, a fim de que R(z,0) seja
limitada quando z+ 0, devemos ter S({z)/z limitado, isto g,5(z)> ¢ quan-

de z +0. Por outro lado, a densidade seri limitada para z-+0 se

l;%% € limitado quando z - 0 (2.3.78)
j& que da equacfo (2.3.52) e das restricdes acima
p -3 quando z - 0 (2.3.79)
-2
Assim,
S' = 0(z2) , S = 0(z3) quando z+ 0 . (2.3.80)
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(36)

Pode-se mostrar ainda —/que a condicado de que a den

sidade inicial o _(z)=p(z,0) seja regular em todo espaco implica em

0sa'c' - B'B4 > - L pin (L, (-2y2y. (2.3.81)
4 z2 38
Os casos ¢ = 0 e ¢ = -1 podem também ser estudados e
obtemos resultados semelhantes, isto &€, solugdes quase-planas e

quase-pseudo-esféricas, respectivamente; as superficies {z = cons -
tante, t = constante}l sao planas ou psSeudo-esferas de raio R. Uma
diferencga importante, no entanto, € que nestes casos a massa hao
€ limitada.

Para encerrar nossa analise dos modelos de Szekeres
de classe I, faltaria apenas considerar o caso p=0, Apesar da nao
linearidade das equagdes de campo, neste caso, pode-se mostrar que
nio hd perda de generalidade em tomar p=0 na eq.(2.3.52) . Esta con

digao implica em:

1) —— = = 2 (2.3.82)
P 30§
ou
2) S =10 . | (2.3.83)

Na primeira hipdtese ndo KA perda de generalidade em
tomar P'=0 e recaimos em elementos de linha ji analisados anterior
mente, eqs. (2.3.63) , (2.3.66) e (2.3.69) ,s0 que devemos ter Ry

0. Devemos entao considerar cada caso, isto &, em principio teremos

solugdes distintas para cada valor de ©. Se ¢ = 1, obtemos a solu-
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¢3o de Schwarzschild em coordenadas co-moventes. Para c=-1, obtemos
uma solugdo com simetria pseudo-esférica que pode ser obtida da 50
lucdo de Schwarzschild pela transformacio complexa €>io, ds®s-ds?,
enquanto que o caso ¢=0 & obtido de Schwarzschild por um processo
1imi te (31).

Faltaria analisar a segunda hipdtese, isto &, S=0, E fa
cil observar que com esta condigaoc recaimos no elemento de linha
expresso na eq. (2.3.70) , sd que devemos ter agora Ruv=0' Pode -
se mostrar que neste caso o tensor de Riemapn se anula e portanto

0 espago-tempo € plano‘fél).

(37), (30), (35)
1I) Modelos de Classe II (g=0)

A equagdo (2.3.12) e o fato que 8 & uma fungdo re

al permitem que escrevamos £ na forma
B = en R(t) + y(z,%). (2.3.84)

As equacgdes (2.3.6) e (2.3,10) s3o identicamente

satisfeitas e, integrando a eq. (2.3.9) , obtemos

« = on [S(t,2) *+ R(E) Alz,5,7)], (2.3.85)

onde S e A sdo fungdes arbitrarias. A equagdo (2.3,7) implica, ‘en

tao, que

46—2\) vz - ZRE - f{zl + 8np R2, (2.3.86)
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Como do lado esquerdo temos funcles de £ e ¢ e do la

do direlto temos fungdes dependentes apenas de t, podemos escrever

(2.3.87)

2RR + R? + 8up R2= -k, (2.3.88)

onde & uma constante. As fungdes v e R podem ser redefinidas de

tal forma que possamos tomar

< = 0, 1 . (2.3.89)
A eq. (2.3.88) € a mesma equac¢do que governa o fa
tor de expansao nos modelos de Friedman e a eq. (2.3.87) expres

sa o fato de que as secOoes {t = constante, z = constantel, tem cur
vatura gaussiana constante. Integrando a eq. (2.3.87) obtemos

e U: a CE 4 BC+ EE + C (2.3.90)

onde a, c sao constantes reais, B € complexa e que satisfazem a re
lagao

ac - pg = K ) (2.3.91)

4
Como vimos, anteriormente, por uma transformacac bilinear de cc-
ordenadas (eq.(2.3.58) ), podemos, sem perda de generalidade, to

mar
K/2,
/2,

®
H]

(2.3.92)

g
T

B =20
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Assim,

o~V = L (1 + K ¢3). (2.3.93)
2
Usando a eq. (2.3.93) , segue da eq.(Z2.3.11) que
-V _ “Vay__ -
(e A)CE = (e A)CC 0 (2.3.94)
e, integrando, obtemos
A= [U(2)zz + V(z)g+ T(z)T + w(z)]e”, (2.3.95)

onde U(z) e w(z) sao fungées arbitrarias reais e V(z} complexa,.

Usando as eqs. (2.3.90) e (2.3.95) reduzimos a eq.

(2.3.8) a

SR + &R + AR + 8nSRp = Ze-szCE + kA =

=2fcU+aw -BV - B V], (2.3.96)
que com a escolha (2.3.92) toma a forma

SR + SR + SR + 87SRp = U + «w, (2.3.97)

Para que possamos determinar p, R, S e p devemos entao resolver as
eqs. (2.3.97) , (2.3.88) e (2.3.5) . Da mesma forma yue nos mode-

los de classe I, aqui também o sistema € indeterminado. No entanto,
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(30)

podemos obter solucdes exatas utilizando o seguinte algoritimo
devemos, inicialmente, especificar, explicitamente, p=p(t) e resol
ver a eq. (2.3.88) para R. Posteriormente, substituir R e p na eq,
(2.3.97) e resolvé-la para S. Finalmente, calculamos p através da
eq. (2.3.5).

Novamente, nem todas as solucgdes obtidas sao fisica-
mente aceitaveis. Algumas solucOes exatas para fluido perfeito fo

) (38)

ram obtidas por Tomimura(p=constante R-Z)'(zz, Szafron e Wainwright'—

(k=0, p=constante t~ %), Cadderni e Pollock(ég) (p=constante R_fK =

= e recentemente Sales de Lima (k=0, p=con5tanté(%)2) (Eg).

0 modelo mais simples consiste em tomar p=0 e foi ob
tido pela primeira vez por Szekeres(éi)e, independentemente, por
Bonnor e Tomimura(ii)que também estudaram suas propriedades e ana
lisaram sua evolucdo utilizando uma notacdo diferente.

Com a condigio p=0 eq. (2.3.97) fica:

SR + SR + SR = U + ww , (2.3.98)
e a eq. (2.3.88)
2R R + R2= -¢, (2.3.99)

que tem como primeira integral

RZ = -k+ (2.3.100)

R
onde £ & uma constante de integracgao.

A solucgao geral de (2.3.100) é:

R = F(K,Q,t'—to) (2.3.101)
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onde F(k,%,t) sdo as funcles de Friedman, ja definidas anteriormen
te (eqs. (2,.3.36) ), e t, Uma nova constante de integracgiao.

Observamos que as solugbes de classe II contém seis
fungoes arbitrarias de z. No sistema de coordenadas empregado te
mos; uma funcao complexa V (que equivale a duas funcdes reais) qua-
tro fungdes reais, U, w e duas provenientes de integracdo da equa-
cao (2.3.98) . No entanto, destas quatro Ultimas apenas trés sao
independentes, o que totaliza cinco funcdes arbitrarias.

Para demonstrar esta Ultima afirmagao vamos inicial

mente supor que « # & e tomar

S = (-«U - w)R + T(z,t). (2.3.102)

Substituindo a equagdo acima na eq. (2.3.98) e usando a eq.(2-3.99),

obtemos

RF+ RT+RT=0 (2.3.103)

cuja solugao pode ser escrita na forma

T(z,t) = G(z) v(t) + H(z) a(t) (2.3.104)

onde G e I sao funcdes arbitrarias de z; y e sdo fungdes de t 1i

nearmente independentes e linearmente independentes de R, também.
Absorvendo o primeiro termo do lado direito da eq.

(2,3.102) em R A(z,z,z) da eq.(2.3.95) , esta & reescrita na for

ma (k#0)

& = 2n (T(t,z) + R(t) A) (2.3.105)
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sendo A(z,z,C) expresso agora COmo
A= e’[Lez +Ves VT -« L] (2.3.106)

onde

I ST (2.3,107)
2

Assim, teremos juntamente com as fungoes de integra
cao G e H, mais trés fungles arbitririas de z, uma real L e uma com
plexa V, o que tetaliza cinco func¢Oes arbitririas reails dependen -
tes da variivel z.

Vejamos agora o que ocorre quando k=0, Neste caso a

soluczo da eq. (2.3.98)toma a forma
s = L (t) +M(2) R + H(z) A(t), (2.3.108)
2

onde y(t) pode ser obtido de (2.3.98) e A(t) de (2.3.103) , co
nhecida a forma de R. y,: e R sd3o fungdes de t linearmente indepen
dentes e M, H sac funcdes arbitrarias de z.

Absorvendo M(z) em w na eq. (2.3.85) teremos cinco
fungdes arbitrdrias, trés reais U, w e H e uma complexa V.

Da mesma forma que nas solugoes de classe I, umadas
fungdes pode ser igualada a *1 por uma transformacdo de coordena -~
das z' = F(z). Portanto as solucoes de classe II dependem de ape ~
nas quatro funcoes arbitrarias de z com significado fisico. Resta
observar que elas também dependem de constantes arbitrdrias prove-
nientes da integracao da eq. (2.3.99) .

A expressdo da densidade € obtida da equacdo (2.3.5)
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c,ap0s algumas manipulag8es utilizando as equacgdes (2.3.84) ,(2.3.85),

e (2.3.99), toma a forma:
_2 . 1 e -
8rp = 3R™ (R2 +k) + 2e"*R™'(RS - RS) (2.3.109)

A fim de continuarmos investigando as solucgodes de
classe II, devemos considerar separadamente cada caso dependendo
dos valores de ¢ ¢ ¢ em (2.3.101) . O procedimento a seguir € o
seguinte:

a) k # 0

1) definide «, temos e¥ de (2.3.93).

2) Resolvemos a eq.(2.3.101) para os valores dexe & definidos e
obtemos R(t) .

3) Substituimos R(t) em (2.3.103) e integramos, obtendo y(t) e
A(t). Assim o fica determinada a menos de funcgoes arbitrarias .

4) Finalmente, a densidade & obtida usando-se os resultados acima

na eq. (2.3.109).

b)x = 0

1) Neste caso e’ pode ser tomada igual a um,

2) Resolvemos a eq. (2,3,101) e obtemos R(%),

3) Substituimos R(t) em(2.3.103) e(2.3.98) integramos para obter
Mt) e y(t). Assim a fica determinada a menos de fungles arbitra.
rias.

Os modelos sdo. classificados de acordo com © valor
de « e usaremos a mesma terminologia adotada na classificac3o dos
modelos Tolman-Bondi. Assim se ¢ = +1 os modelos serdo cHamados de
elipticos, se = -1 hiperbdlicos e se «=0 parabflicos.

Apresentamos a seguir, os resultados e observamos
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que para homogeneizar a notac¢io trocamos a letra da funcdo arbitra

ria U por G nos modelos parabdlicos.

1) Modelos Elfpticos (x=1)

a) Modelo EI - L> 0:

eV = —%_ (1 + o), (2.3.110)
&= AR + T,
A=¢e’ (L zz + Ve + ¥z - 1), (2.3.111)
R =1t sen?n/2 , t = —%—(n- senn), O0<t< 7, (2.3.112)
T =G(n/2 ctgn/2 - 1) + H ctgn/Z, (2.3.113)
§ro= kA - G

RZ e“ (2.3.114)

2) Modelos Hiperbolicos « = -1

ev= L1 - oy, (2.3.115)
2

c® = AR + T,

A= e\’(L rz + Vo + Vr + L); (2.3.116)

a) Modelo HI - 2> 0

R = 2 senh2n/Z, t = *—(senhn-n), t>0 (2.3.117)
2
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T = G(2 ctghn/2 - 1) + H ctghn/2, (2.3.118)
2
§rp= LA * G . (2.3.119)
R2 %
b) Modelo HIT - 2<0:
R = -% coshZn/2, t = - . (n+senhn), -ew< tc<o
(2.3.120)
T = G(n/2 tgha/2 - 1) +H tgh n/2, (2.3.121)
8 J38A + G
TPS e
R2 e (2.3.122)
c) Modelo H ITI - 2=0
R=t¢t, (t>0), (2.3.123)
T =G log t + H (2.3.124)
gp= <G : (2.3.125)
R2g®
3) Modelos Parabolicos (¢ = 0):
¢™V= 1 (2.3.126)
¢® = AR + T,
A = (GEE"' + VC + vE + W); (2.3.127)
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a) Modelo PT - &> 0:

2/3

R =t / (usamos 2=4/9),
2

: 3 -
T=2 e/’ sme 1/3,

5
87wp= 4A

3R2e®

b) Modelo P II - =0

R = constante ,
T = GtZ + Ht, t > tp ,
8mp= -4 .

o

e

=

eu(tﬂ !‘ZSCSZ) =0

(2.3.128)

(2.3.129)

(2.3.130)

(2.3.131)

. (2.3.132)

(2.3.133)

Até aqui vinhamos usando o mesmo sistema de coorde-

nadas adotado por Szekeres o que simplifica consideravelmente a in

tegracdo das equacdes de campo.

No entanto, se desejamos analisar certas proprieda -

des das solucoes, como, por exemplo, saber que outros modelos es

tdo contidos como caso particular nas solucgles de classe II,ou ain

da, estudar a evolucdo destes modelos, seria conveniente mudarmos o

sistema de coordenadas até gqui empregado. As transformacdes  sdo

as seguintes:

1) Se k=1

]
"
(D
g]
r-f
e
-
~
3N

[}
il
9
e}
ot
S
-
-~
2

(2.3.134)
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2) Se k=0
L= x + iy (2.3.135)
r = x - iy

3) Se k= -1
r = e ctgh y/2 (2.3.136)

T =e X ctgh y/2.

Com estas transformacles o elemento de linha eq.

(2.3.4)pode ser reescrito como

ds2 = -dt2 + Q2dz2+ R2(t)(dy2+ hZdx?), (2.3.137)
onde

1) h = sen vy (e =+1) (2.3.138)

3) h =1 (¢=0) (2.3.140)
e

Q = e%= AR + T.

Assim, expressando A em termos das novas coordenadas

temos:

1) A=Mcos x + N sen x) seny 4+ 2L cos y  (xk=+1)
(2.3.141)

2} A = -(Mcos x + Nsen x)senh y - 2 L coshy (e=-1)

(2.3.142)
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3} A = G(x%+y2) + Mx + Ny + w. (k=0 (2.3.143)

Em todos os modelos, exceto no caso P II, o dominioc da va
riavel t & ditado pelos zeros da funcido de Friedman R, A  escolha
do dominio das variaveis espaciais depende de consideragdes topold

gicas; adotaremos em todos os modelos que

R X,Y,2 <= (2.3.144)

(41)

com excecao de EI para o qual "—

Ogz <27, O<y< n e O<x < 7 ‘ (2,3.145)

ou
—w <z < @ O<y< 1 e 0s xg 27 (2.3.146)

Todos os modelos dependem de quatro fungdes arbitra
rias e nos casos HI, HIT e EI de uma constante arbitraria =2.

Por uma inspecao direta no elemento de linha e na
expressao da densidade observamos, que se fizermos G=H=0 nos mode-
los PI, HI e EI, obtemos as solugoes de Friedman plana, aberta e
fechada respectivamente. Este resultado segue do teorema de Szeke-
res,mencionado anteriormente, ja que as secOes espaciais sido ¢on -
formalmente estiticas. Observamos ainda que se G=H=0, teremos no
caso PIT um universo plano, estatico e com densidade nula, enquan-
to que no caso HII teremos as solucgoes abertas de Friedman, mas com
densidade negativa.

Podemos ainda por um conjunto distinto de particula
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rizacoes obter varios modelos homogéneos e anisotrdpicos. Por exem-

plo, se tomarmos em HI e HII

M=N=L=20 e G = ¢ H, onde ¢ = constante,
(2.3.147)
obteremos duas classes de modelos abertos estudados por Kall towski
e Sachs (igl Particularizacdes semelhantes em EI nos levam aos mo-
delos de Kantowski - Sachs.

Ainda em EI, se tomarmos apenas

M=N=1L2=20 (2.3.148)
teremos os modelos nido homog8neos com simetria esférica de Ruban(éé)
que sio uma generalizacdo inomogénea dos modelos de Kantowski-Sachs,
E, se além da condicdo (2.3.148)temos G = (O, obtemos as solugEes‘ﬁg
ternas de Schwarzschild. Lembramos ainda que o modelo PI generali
za a solucdo de Kasner de expoentes (-1/3, 2/3,2/3) se G=M=N=0.

Teremos singularidades nos modelos de classe IT on

de

R =0 (a) ou Q = AR + (Bb) (2.3.149)

]
L]
o

As singularidades R=0 ocorrem sobre as hipersuper -
ficies t = 0 e sdo do mesmo tipo que encontramos nos modelos de
Friedman. J3a as singularidades Q = 0 na3o ocorrem usualmente so -
bre uma hipersuperficie {t=constantel e admitem uma grande varieda
de de possibilidades, jd que Q contém quatro funcdes arhitrarias
de z. Garantindo-se o bom comportamento destas fungbes, os modelos

(41)

(exceto EI que apresenta singularidades de linha — ) aparentemen

te nio contém nenhum outroe tipo de singularidades. As funcoOes arbi
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triarias devem ser escolhidas de tal forma que os modelos, se possi
vel, no dominio da varidvel t, tenham densidades positivas. Nos mo
delos PI, HI e EI isto & sempre possivel, no entanto, nos modelos

PII, HII e HIII pelo menos uma secado do espago-tempo tera densida-
des negativas (ill

A evolucao dos modelos de classe IT, estudada  por
Ronnor e Tomimura(il), depende das funcoes arbitrarias G(z) . e
H{z). Em todos os casos a superficie bidimensional {x=constante |,
t=constante} segue a histdria determinada pela funcdo R(t), mas,
na direcdo z, a expansao & diferente. O comportamento assintdtico

¢ determinado considerando, em t=0+ e t=» , a poténcia temporal dg
minante, na densidade e na métrica. Apresentamos na tabela abaixo,

um resumo dos resultados obtidos no estudo da evolugao dos modelos

de Szekeres de classe II (il)

Tabela 2.3.1.-Bvolucao dos modelos de Szekeres pertencentes a Classe II

Modelo Subcasos Evolucao
de: para:
P.I H#£0,G#0 inomogéneo inomogeneo e
Kasner anisotropico
H#£0,G6=0 inomogéneo Friedmann plano
Kasner )
"H=0,G#0 homogeneo 1nomogeneo
anisotropico anisotrépico
P.II contém densidades negativas em todo
instante de tempo
H.I H£0, G£0 inomogeneo Friedmann
K-S hiperbolico
H#£0, G=20 inomogéneo Friedmann
K-S hiperbdlico
H=0,G#£0 homogeneo Friedmann
anlsotrOplco hlperbollco
H.II contem densidades negativas em todo
instante de tempo
H.ITI homogeneo densidade nao
anisotropico uniforme-metrica
, plana
B.I 7G + H< 0 inomogeneo inomogéneo e
K-8 anlsotroplco
76 + H=0 inomogéneo homogéneo

K-S anisotropico




CAPITULO 3

Introdugao de um Campo Eletromagnético e uma
Radiacdo Isotropica nos Modelos Cosmoldgicos de Szekeres

3.1) Introdugao

Como vimos no capitulo anterior, as solugdes
de Szekeres generalizam varios espacgos-tempo conhecidos.Contudo,
modelos tendo apenas poeira como fonte de curvatura apresentam li
mitagoes; o universo além de matéria contém, por exemplo, radia
cao, sendo esta dominante no passado., Recentemente, Pollock e
Caderni estudaram modelos da classe II de Szekeres com radiacao
isotropica. No trabalho que apresentaremos a seguir, ampliamos
esse enfoque adicionando um campo magnético e um campo elétrico
paralelos. Este Gltimo foi introduzido, pois esperavamos que
desta forma obteriamos uma estrutura mais rica, apesar de so ha
ver indicios para um campo magn€tico em larga escala. A mesma mo
tivacao tivemos, ao permitir que os campos dependessem de todas
as coordenadas. No entanto, como veremos, as equacoes acima men
cionadas impoem uma dependéncia apenas temporal para o campo (o
que esta de acordo com as observacdes astronomicas). Mais ainda,
0 campo elétrico ndo acrescenta nenhuma estrutura nova como ima

ginavamos.
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3.2} 0s Modelos

0 elemento infinitesimal de linha para o espago

-tempo de Szekeres, classe IT, pode ser escrito na forma

ds?= dt2-Q2dx2-R2(dy2+h2dz2), (3.2,1)

onde Q = Q(x,y,z,t), R=R(t) e h=h(y) sdo funcdes a serem determi-
nadas.
Os modelos sao solucgdes das equagdes de Eins
tein,
1

R ~-——¢g

T (3.2,2)

R= -87T _,
pv
tendo como fonte de curvatura um fluido perfeito constituido de
uma mistura de um fluido de poeira com uma radiagdo isotrdpica que
nio interagem entre si e um campo eletromagnético que também ndo

interage com os fluides.

- S, |
R M s I (3.2.3)
onde o4 =pd(x,y,z,t), pr=pr(t) sao as densidades de ener -
gia da poeira e da radiacido, respectivamente. Tov € o tensor mo
mento-energia do campo eletromagnético expresso poOT
-1 g _ _1 ot
Tuv” 4w[Fu0Fu 4 Fock guv)’ (3.2.4)

onde Fﬁv € o tensor de Maxwell que satisfaz as equacdes,
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= J“- (3.2.5)

(3.2.6)
l:[uv||o] =0, '

onde J" & o quadrivetor densidade de corrente.
O sistema de coordenadas empregado e co-movente,
u'=s§ ,u” & a quadrivelocidade do observador que mede localmente

as densidades Pg» Pp v @ pressao pr=L e o campo eletromagnetico.

3 °r
Vamos considerar que, no sistema de coordenadas

empregado, apenas as componentes

F3p= -Fp3 =H (3.2.7)

FO]_: "F10= E (3.2.8)

do tensor eletromagnético sdo diferentes de zero, A hipdtese ex -
pressa pelas eqs;(§,2;71 e (3.2.8) corresponde a campos elétri-
co e magnético paralelos e orientados na direcdo x. Com esta esco
lha o tensor momento-energia do campo eletromagnético & diagonal
e terd componentes

2 3_1_ 't H2 E2

T -
T2= T3 T %1

8 nR*h? 8nQ2

(3.2,9)

onde em principio, E = E(x,y,z,t) e H = H(x,y,z,t).
Faremos a hipdtese de que a densidade de ener -

gia da radiacdo & dada pela relac@o:

3¢c?

_ 4
r T oo R , (3.2.10)
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2 - . o
onde c” & uma constante real nio negativa e R?(t) & a componente

do tensor métrico.

Tivemos algumas motivacgdes para escolher a
expressdao acima para a densidade de energia da radiacdo: em pri
meiro lugar, e,.(t) e R(t) sdo as Gnicas fungdes dependentes ape
nas do tempo nos modelos ; portanto, uma relacao funcional entre
elas deve existir. Além disso, como veremos adiante, com a esco
1ba (3.2.10),a funcdo R(t) obedecerd a mesma equacdo diferencial
que governa o fator de expansd@io nos modelos de Friedman, equa -
¢ao (1.6.9) , o que simplifica enormeménte a integracao das equa-
¢oes de campo, tornando possivel a obtencdo de solucdes exatas .
Os modelos estudados, como serd visto adiante, tendem, para gran
des valores da coordenada temporal, & homogeneidade e isotropia,
tendo a funcio R(t), assintoticamente, como fator de escala. BE,
como vimos no capitulo 1, os modelos de Friedman com equacdo de
estado p= -%— p, apresentam para a densidade de energia a de
pendéncia funcional com o fator de escala expressa pela eq.(3.210),

Queremos ressaltar, no entanto, que a escolha
(3.2.10) ndo € obtida como uma imposicio da teoria; em sintese,é
uma escolha. Isto fica claro se lembramos que a exigéncia de
que os fluidos de poeira e radiagdo nao interajam ndo implica que
estes sejam separadamente conservados. Isto s6 ocorrera se o ele
mento de linha reduzir-se & forma do elemento de linha de Fried-
man-Robertson-Walker, o que nio € permitido ja que temos uma di
regio de anisotropia imposta pela presenca do campo eletromagné-
tico. A exigéncia de ndo interacdo decorre da hipdtese de fluido

perfeito e se a abandonamos, ou seja, se desejamos introduzir ter
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mos de interaclo, a radiacfo ndo serd mails isotrdpica e necessita
remos acrescentar termos de pressao anisotropica ao tensor momen-
to-energiakCEEJ.

As equacOes de campo para o elemento de  linha
(3.2.1) , com Tuv dado pela eq. (3.2.3), satisfazendo eq. (3.2.7)

e eq. (3.2.8) , sdo escritas como: (Veja apéndice A)

1

-2 b . -
- 870" “R®T;,= 2R R + R?-h,,h (3.2.11)

- 8rQR™' o= QR + QR + QR - BTPR7T(Q35*hh,Q,) ,  (5.2.12)
- - .. .. . -1
- 810h7 R T35= QR + QR *QR - R7Qp, (3.2.13)

- 87QR2T o= -QR? =2QRR + Qz2+ B~ (Q33+hh,Qp+hhy5Q)

(3.2.14)
- 81QT23= Qz3-h" 'hpQ3=0 (3.2.15)
- 81QT 5= éz‘QzRPlﬁ-=0 > (3.2.,16}
= 8aQT30= Qa*QsR"lﬁ =0 . (3.2.17)

Nas equacdoes acima, ponto significa derivagdo

parcial em relacao ao tempo e

. 2 f
Q2 = 2Q » Qz3= 29 , ho= b etc
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Integrando as equacoes (3.2.16) e (3.2.17) obtemos
Q = R glx,y,z) + T(x,t); (3.2.18)

e, introduzindo este resultado em (3.2.15), obtemos a forma mais

geral para Q, ou seja,

Q = R(t) (h(y)p{x,z)+q(x,y)) + S(x,t) (3.2.19)

Na expressdao acima, p,q € S sdo fungOes arbitrarias dos argumen
tos assinalados.

Além das hipoteses expressas pelaseq5(3.2.7)
e (3.2.8),consideraremos também que estamos fora das fontes, is

-

to e, J" = 0.

Com as hipdteses acima e como o tensor de
campo eletromagnético & anti-simétrico, a eq. (3.2.5) pode en
tdo ser reescrita como:

1 3 ‘
= c(/‘?g‘F““) = 0 (3.2.20)

o™

vV -g  Bx

FHC

Quando p = 2, teremos

2
— (v -g F%23*) = 0, (3.2.21)
3z
ou ainda
23 3
F = u'(t,x’i) (3.2.22)
VE

¢, analogamente, parau= 3
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piz= 2 Lt.X,Z)

/g

(3.2.23)

e, da propriedade de anti-simetria do tensor de campo eletromagné

tico,

onde & & uma funcio arbitriria de x e t.

Para u=0, a eq. (3.2.20) fornece

ar_ m(t,y,z}

e, para u=l,

1o_ n{x,y,z)

)

01
como F =—F1°, teremos

pol. mly,z)
/-g

onde m € funcio arbitraria de y e z.

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

Devemos ainda satisfazer a eq. (3.2.6) que pode

ser escrita como

F + F +F =0
UV, T TH .V VT, U .

(3.2.28)
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Para u=0, v=2e =3 devemos ter

Utilizando a eq. (3.2.24) , teremos entio
9% Q -
&-{-( - )u= 0
R q (3.2.30}
que integrada resulta em
a(t,x) = 2L5y.2) (3.2.31)
RZ
Obtemos ainda, para u=1, v=2 e =3,
Fa3 17 0 (3.2.32)
e Ccomo
Fy3= gy9833 F2% = fh, (3.2.33)
devemos ter
£ = £f(y,z). (3.2.34)
Assim, podemos escrever Q como
_ R%a(t,x
= ROole,x) (3.2.35)
fly,z)
Para p=0, v=1, e t=2, na eq. (3.2.28) , teremos
Fg =40
e, (3.2.36)
ou ainda, usando a eq. (3.2.27)
‘e Tt
R4 = O (3.2.37)

Q R
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onde linha significa derivada parcial em relaglo a vy.
Integrando a eq.(3.2.37) obtemos

fi(y,z)= B(t:x,20h (3.2.38)
Q

onde B8 & uma funcdo arbitraria.

Temos, ainda, para ﬁﬁﬂ, v=1 e 1t=3

Fgp 3= O (3.2.39)

e como

Fo1= googi1 FOl= - -8 ) (3.2.40)
R2

devemos ter

B=B(t,x) . (3.2.41)

Assim, Q pode ser escrito como

qQ = ?(.t,x)h (3.2,42)
m(y,z) |

Devemos agora preocurar compatibilizar as equacdes
(3.2.35) e (3.2.42), provenientes da integracldo das equacoes de
Maxwell, com as equacdes de campo da gravitacdo.

Inicialmente, vejamos se & possivel a compatiliza
¢ao das eqs.(3.2.35) e (3.2.42)com a forma mais geral de Q prove -
niente da integracdo das eqs.(3.2.15),(3.2.16) e (3.2.17), isto & ,
a eq. (3.2.19).

Comparando entfo as eqs.(3.2.19), (3.2.35), e

(3.2.42), veremos que sO existem duas formas para Q, compativeis

com as equacgles acima:



-115-

i ]
—
2

[

PCARCIRL) [y(2) + 4 (], (3.2.43)

ol

b) Q = Q(t,x) (3.2.44)

Analisemos, inicialmente, a hipGtese a).Neste ca
so, € simples perceber que por uma transformacio de coordenadas ,
podemos tomar p{x)=1l. Sendo assim, devemos ter ainda, para compa-

tibilizar (3.2.35)e (3.2.42)com (3.2.43),

a(t,x) = o (3.2.45)
R

it

g(t,x) = EgR , (3.2.46)

onde Eg e Hg sao constantes associadas a intensidade do campo e1§
trico e magnético, respectivamente.

Com o e B dados pelas eqs.(3.2.45} ,(3.2.46])e,
utilizando as eqs.(3.2.7) ,[3.2.8) ;CS.Z.SS) ,(3.2.35), e (3.2.40)

em (3.2.9) obtemos

Hp2 Ep2 2
115 =Q2 (——— + e (3.2.47)

8mQ2R% 8wQZR? 81R?

onde

m2 = E02+ HQZ

Assim, com a hipdtese expressa pela eq.(3.2.10), a eq.(3.2.11) &

escrita como:

2 . . 2 -

Q2 R2
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Portanto, a fim de compatibilizarmos o lado es -

querdo da equacfo. (3.2.48) com o lado direito, devemos ter em (3,2.43)

1) y(z) = constante
h(y) = constante (3.2.49)

e ¢({y) = constante

ou
2) R(t) = constante

e v (z) = constante (3 .2.50)

No primeiro caso, teriamos Friedman de secdo eu-
clidiana como elemento de linka e € fdcil mostrar que Havera incbg
patihilidade entre as equacdes de campo a menos que m>=0. Na segun
da hipftese a solugdo seria estidtica, a pressao da radiagdao atua -
ria como uma constante cosmoldgica e terIamos Q = h(y) f(y) (onde

f € uma fungio arbitraria de y) obedecendo a eq. diferencial

me
m< . Q
Q

Como estamos interessados em modelos expansionis

2
Quo- ¢ Q - . (3.2,51]

tas, nao nos deteremos em analisar esta possivel solucao neste trabalho.
Resta-nos entdo analisar o caso (b), isto €,

Q=Q(t,x). Absorvendo R em « , escolhendo f(y,z)=H0 na eq.(3.2.35)
e tomando m(y,z) = Ejh(y) na eq.(3“2;421, onde E, e Hy sao constan
tes associadas a intensidade do campo elEtrico e magnético, tere -
mos, usando as equagdes (3.2.7) (3.2.8) +(3.2.33) +(3.2.43) +(3.2.42)

em {3.2.9)

¢, 1 2
?0 Tl mT,TTT

3.2,52
SﬁRu ¢ }
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onde
= Ho®+ Eq” (3.2.53)

As equacOes de campo que necessitam ser integra-

das reduzem-se a:

— 2_ 2 as . -—
R
— STI-QR—ITZZ = -'8:“-QR.--1}]_'-2':['3:3 = e _gg Cm2+c2)=Q.R.+QIi+.Q‘R,
R
(3.2.55)
2 . P 2
- 8mQR2T,, = -%%- - 87QR%p = -QR? -2QRR + —Q .
(3.2.56)

onde o =ps+o,. € a densidade de matéria.
Podemos observar das equacgdOes acima, que o cam~
po eletromagnético atua como uma "pressdo positiva' na diregdo trans
versal ao campo e como uma ''pressiao negativa na direcao do campo.
Fica evidente tambéem como a escolha expressa na eq.(3.2.10)simpli-
fica a resolugdo das equagdoes de campo. Observamos também, que do
ponto de vista matemitico, as dificuldades ser3o as mesmas se con-
sideramos um campo elétrico e um campo magnético paralelos ou  se
consideramos apenas um campo magnético. Como, em larga escala, cam
pos eleétricos ndo foram ainda observados e como nao devemos espe -
rar a existéncia de correntes elétricas e distribuicoes de cargas
cosmologicas, no que se segue, consideraremos apenas a existéncia

do campo magnético, como discutido na introducdo geral.

Podemos reescrever a eq. (3.2.54) COmo

h22

- 2RR & R2 - 2B (3.2.57)
h RZ
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Como do lado esquerdo temos funcdes de y e do la

do direito fungoes dependentes apenas de t, devemos ter

hsp

= -k (3.2.58)
h

2RE + R2- @BICT) o
Rz

(3.2.59)

onde x & uma constante.
As funcles h e R podem ser redefinidas de tal for

ma que possamos, sem perda de generalidade, tomay

+1 (3.2.60)

A eq.(3.2.58) esta associada ao fato de que as
segSes'{x=constante e t=constante} tem curvatura gaussiana constan-
te e a eq. (3.2.59) € do mesmo tipo de equacd@o diferencial que gover
na o fator de expansio nos modelos de Friedman. Teremos trés clas -
ses de solugoes distintas de acordo com o valor de «. Neste traba -
1ho nos limitaremos a investigar a classe de modelos com k=0, que

€ a mais simples. Para «=0 na eq.(3.2;58) obtemos
hp2= 0 (3.2.61)
cuja solucdo mais geral &

h = ay +b , (3.2.062)

onde a e b sao constantes.
E fidcil mostrar que por uma transformag¢do de coor

denadas na métrica, tal que
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—i—(&y + B)cos az ,
a

-
I

L (ay + b)sen az ,
a

[
-
4

(3.2.63)

(3.2.64)

a solucdo obtida & équivalente a tomar h=1, isto &, a=0 e b=1 enm

(3.2.62) -
A eq.(3.2.59] & reescrita, com =0, como
v 2 2 2
B+ R _ m=c =0 . (3.2.65)
2R 2R3 -
Definindo uma nova varidvel dependente p, tal que
p(R) = R(t) (3.2.66)
teremos,
R = dp _ dp dR  _ op’ (3.2.67)
dt dR dt o
e reescrevemos (3.2.65) como
2 2_2 _ o
pp' + —E— - 0= 0, (3.2.68]
2R 2R3
que & uma equacdo de Bernou1li22)
Definindo
wo=p?, (3.2.69])
teremos,
2_02
u? + U - (m C ) = '0, L302«701
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que integrada nos da

g (m?-c?) (3.2.71)
R R?

u

onde 2 € uma constante de integracio.

Assim, das eqs.(3.2.66) , (3.2.69)e (3.2.71)obtemos

. 2_ 2
Rz = & . m7-c?) (3.2.72)
R2

Como veremos seri conveniente trocar a variivel
t pela varidvel n=n(t) definida como
dt = R dn . (3.2.73)
A equagio (3.2,72) & reescrita como:
R'2 = LR -(m2- ¢2), (3.2.74)

onde linha denota derivada parcial em relagio a n. Integrando en

tio as eqs.(3.2.73) e(3.2.74) , determinamos R(n) e t(n).

2 m2_~2 )
R(n) = 20—+ L°C ) (3.2.75)
4 2
3 2_~2
t(n) = —%  +RZC (3.2.76)
12 £

As constantes de integracd3o de n e t foram escolhidas de tal for-
ma que em n=0 teremos t=0 e R minimo.
Em termos da nova variivel n e com R expresso pe

la eq.(3.2.75), a eq.(3.2.55) & reescrita como
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" 8 =
Q"-Q - NI o, (3.2.77)

onde a derivada agora € em relacdo a n.

As solugdes de (3.2.77) serdo distintas de acor

do com a razao mz Analisemos, inicialmente os casos em que
LAV )
c2
Com a substituicao
£ = an?+ d (3.2.78)
onde
. = _%_ e d =_ﬂfi£f (3.2.79)

a equacdo (3.2.77) & reescrita como:

-

(3mz+c2))= Q

(3.2.80)

A eq.(3.2.80) tem duas solugOes linearnente independentes que po
dem ser expressas em termos das funcdes hipergeométricas de

Gauss (48)  as solugdes dependem de um paradmetro,

8m 2
o =/1+—0 : (3.2.81)
m2-c2
que, por sua vez & determinado fixando-se uma razfo entre m? e c%
@ assume valores reais nio negativos e pode ser também um imaginé

rio puro, quando m2<c2<9m2, Teremos ainda o=1 para m?=0 (solugao
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sem campo eletromagnético), e 9=3, para c?=0 (soluclo sem pressfo).

) .
meT . - . .

Como devemos ter - >0, o nao pode estar compreendido no intervalo
C

1<d<3:

a) Para o ¢ 7%e o #(1,3) as duas solugoes de (3.2.80) s3o expressas

por
; Thg . . _
Qi =A(X) €3 F(1 + 2—, - 2w 2 Tea;e/d)
2 2 2
(3.2.82)
e
1= o 1 i

Q2 =B(x)T 2 F(1- . - - i l1-a: z/d).

2 2 2 (3.2.83)

As funcdes hipergeométricas, F(a,bjc;z), que aparecem nas equagoes
(3.2.82) e (3.2,83)podem ser reduzidas se fizermos uso das seguin-

tes relacdes (47)

- 1/2} -2
F(14A, ——#A; 1+2A; 2) = 228(1-2) 1/2[}+(1—z) /] A
2
(3.2,84)

n - it -
4 PASEMRRS 1(1—z)a+b CF(a,b;c;{% =
dzht

= (c-a)n 258 Lo ®*P-CDp o bicsz) (3.2.85)

assim obtemos que

F(A+1, A- &3 1+2A;2) =
2

-22A T Daa1/2) (1e2)' /2 14 120 2]'2”5‘+Az[1+c1-z) Y Z}ZA"I}. |
T(A+3/2)

(3.2.86)
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onde

(a), = L) (3.2.87)
r(a)
e T{z) sao as funcoes gama.

Expressando em termos de n, ja que

t_ = 22 24 1 3.2.88
d d(mi-c?) ( )
e
m2-c2 = 8m? (3.2.89)
a2-1
obtemos
i+
Q =A(x) (—n2+ 8m? o {1+a lj(z(l—a ) ) (1
4 2 (a2-1) AYZ m
2(1—&2]1/2 §]+ o [(ﬂz[l—a ) 241 (1+
&2 m 2 32m
) z(l-az)l/z)»a-lj} (3.2.90)
AvV2m —
° /
1- 1/2
Qp=B (x) (n2+ 81275 (1= [(“1 07) (1«
2 {a2-1) 2 4/2m
LA-a)?/2 é] . [ bll7e%) n2.1) (14
A 2m 2 32m
1/2
L2(1-02) D%y (3.2.91)
4Y7m

Observamos que para o>l as solugoes acima s3o funcoes

codmplexas . Neste caso, consideramos apenas a parte real das so

lugoes.
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b) Para «=0,1,3,4... as solugdes sdo degeneradas ¢ devem ser anali

sadas separadamentégﬁg

bl) a=0 (c2=9m2).

Teremos
Q= A ¢ 2(1- £ 3Y2 pegs/2; 15 ©/d) (3.2.92)
d
e
1 -
Q2= B(x)¢t /2(—-5—} 'p(1,1;5/23d/ 7). (3.2.93)
d
Utilizando as relacgoes (47
F(a,a+1/24 1+2a3z)= 22&[;+(1_Z)1/€]~2a (3.2.94)
e
S
—é——[}a+n—lF(a,b;c;z)]=(a) za'lF(a+n,b;c;2), (3.2.95)
dz" n

obtemos que

F(0,3/2;1;¢/d) = 1 . (3.2.96)
Com o uso de (47)
_ arc senh x
F(1,1:3/2;~x2) = 77 (3.2.97)
x(1+x2)
e
n
o [ﬁl'z)a+b_CF(a,b;c;zi]= -
dzn =
(c~al, (e=h}. = .
- s Il(l“21a+b c-n F(a,b;ctn;z), (3.2.98)

(c)

n
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resulta

3 5 172
F(1,1;5/2;-x2)= - + S(1+x7)
x2 x3

arc senhx . (3.2.99)

Podemos entdo expressar as solugdes (3.2.92) (3.2.93),

n> Sim_ ; , reduzem-se a:
2

que para

Qy= A(x)n(_azrxz-l)l/2 (3.2.100)

Q2= 300 [antaznzen) Vare sen iz V2caz? -)' 7]

(3.2.101)
o S V3Z2m e .
As razoes para tomarmos n> sao duas. Em pri -
. - . - 2 /3

meiro lugar, ndo teriamos solugdes no campo real para N<——— e, en

L . ) ) )
segundo, para n= 32m terTamos R=0 e a densidade de energia diver

L

giria para este valor de n. Redefinindo entd3o as constantes de in-

tegracdo de n e t de tal forma que em n= /3im

R .
obtemos,em lugar de(}.2.75)6[5,2F76})a5'segﬂiﬁtesféxpressﬁes:

tenhamos t=0 e R=0,

R(n) = 2 n2- Sm s
4 3 (3.2.102)
3 2
t(n) = 64VZ m’ ., & n3. Bmo (3.2.,103)
3 22 12 ) :
b2) o =1 (@2 =0)
Teremos
Q,=A(x) (z/d) F(0,3/2;2;¢/d) (3.2.104)

Qz=BEX)(—d/Cl(l—c/d)l/2 F(1,2;5/2;d/¢). (3.2.,105)
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(47)
Usando a eq. (3:2.85) & a relagio —

- _1/2 1/201a2
F(a,-—%—+a;2a;z)=-2za l(l-z) / 1+(1-2z) / ] a ,

. (3.2.106)
obtemos que, em termos de n,
Q1=A(x) (+——n 1), (3.2.107)
4¢?
Usando que-(il)
F(1,1;3/252 ) = EEE_EEETﬁz (3.2.108)
z(1l-2%)
e
4 [?1—z)a+n—lF(a,b;c;zi] =
dz
(-1)"(a)nle-by anl
= o : (1-2) F(a+n,bjc+n;z) (3.2.109)
n

_ 2c
obtemos que, para n> ,

‘ ,{!,‘2 22 _1/2--'
Q= B(x)| (F—mn2-1)arc sen h(——=n?-1)" /- —f-n| .
4c? 4c? 2¢

(3.2.110)

2c
As razdes para tomarmos n>
&

do caso anterior. Redefinindo as constantes dene t, de tal forma

<30 as mesmas que a

que em n=2c/%? tenhamos t=0 e R=0, obtemos no lugar de(3.2.75) ¢

(3.2.76) , as seguintes expressdes:

o 2 2
R(n) = &2 -2, (3.2.111)
£
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+ —ne—n , (3.2.112)

b3) a4 = 4,6,8---

Teremos

Q=A(x)t ™z F(l- —, - —%f - ——;l-a3z/d) (3.2.113)
2

e Lba B
Q=B(x)z — 2 (1-t/d) — 2z F(-L.- 22— - 2--1/24 1
2

(3.2.114)
A funcio hipergeométrica da eq.(3.2.113) pode ser

47
reduzida usando-se Qi—)

m N
F(-m,b;-m=-2;z)= ¢ (-m)p (b)y zn, (3.2.115)
n=0 (-m-2)p n:

onde m e ¢ si3o inteiros nac negativos.

A funcio hipergeométrica da eq.(3.2.114] ¢ reduzida

(47)

observando-se que

12 _oo 1 -
F(a,a+ %;1/2;z)= 1 (1+z'/ ) 2a+—l-(1-z /2) 2a (3.2.116)
2 2

e, portanto,

F(0,-1/2;1/2;2)=1 . (3.2.117)

(47)

Como —

S
jzn[%c lF(a,b;c;z)] =(c—n)nzC n 1F(a,b;c—n;z)) (3.2.118)
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devemos ter
F(0,-1/2;-1/2;2) = 1 . (3.2.119)

Com este resultado, podemos reduzir a funcao hipergeométrica da

eq. (3.2.114) aplicando duas vezes a eq. (3.2.85).

b4) «=3,5,7...

Teremos
1-a 1
Qi=A{x)r 2 F(1- @ . - O 1o r/d) (3.2.120)
yA 2 2
e
Ll-a o, L3 .
Q,=B(x)z 2 (1-z/d)7 ~ F(l- ——,= - =;5/2; ).
2 2 2 1-z/d
(3.2.121)

A funcdo hipergeométrica na eq. (3.2.120) pode ser
reduzida usando-se a eq. (3.2.115). Na eq. (372.121), a fungao hi
pergeométrica € reduzida usando-se as eqs. (3.2.117), (3.2,98) e
(3.2.85).

De particular interesse sdo as solugoes com a=3 .
Neste caso teremos c2=0 em (3.2.81) (solugdo sem radiagao) e obte-

remos uma generalizagio inomog@nea simples das solugOes obtidas pe

la primeira vez por Doroshkevich (igq*
Para o=3 teremos
Q=A(x)& 'F(-2,~1/2;-2;¢/d) (3.2.122)
e
Q=B (e (1-¢/d)FF (-1/2,035/2;—2 ) (3.2.123)

1-z/d

Usando as egs. (3.2.115), (3.2.117) (3.2.98) e (3.2.78) obtemos que

*
(ver também as refs. 50, 51, 52)
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g nt+242%m2n2-48m*t
22n2+ 4m 2

Q(n,x)=Q1+Q2=A(x)

W

+ B(x) — B (3.2.124)

2‘2 n2+4m2

Das eqs. (3.2.75) € (3.2.76) , com c2=0, obtemos que

R(n) = —tn2+ D2 (3.2.125)
4 2
o 2

t(n) = —fn3+e By (3.2.126)
12 3

Assim, o elemento de linha eq.3.2.1) , comk =0 to-

ma a forma:

ds2=dt2-Q2 (t,x)dx2-R2(t) (dy?+dz?) (3.2.127)

onde Q,R, e t, em termos paramétricos, sdo dados pelas eq .(3.2.124)
(3.2.125) e (3.2.126)

No caso em cue escolhemos A(x) e B(x) iguais a cons
tantes na eq.(3.2.124), obtemos com outra notacdo, os modelos espa-
cialmente homogéneos de Doroshkevich. Escolhendo A(x)=0 e B(x)=cons
tante encontramos um caso particular dos modelos de Roseééé) , que
investigou o caso mais geral de modelos homogéneos do tipo I de
Bianchi tendo como fonte de curvatura apenas um campo magnético pa-

(23 e 50)

ralelo a um dos eixos das coordenadas espaciais.Jacobs —estudou
sistematicamente este tipo de Bianchi e tamb&m obteve, indepeﬁdéhtg
mente, estes modelos com outra notagao.

Rosenﬁgﬂ] procurou ainda estabelecer uma relagdo
entre os modelos acima descritos e os modelos de BfillGEJ?Eka obser

vou que se fizermos um processo limite, tal que, o raio da 3-esfera

espacial, associada com a métrica de Brill, tender a infinito, esta
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secdo torna-ser euclidiana tal como a da sua mEtrica. Assim, com
um raciocinio andlogo ao de Brill, se permitirmos ao parBmetro n
assumir valores imaginArios puros, teremos uma extensfo analfitica
do modelo para além da singularidade de coordenadas em n=0e R=m2/g,
Por uma inspecao no elemente de linha observames que, neste caso ,
as coordenadas x e t trocam de papel mas a assinatura da métrica
nao se altera. No limite descrito acima, a regido do espaco-tempo
R<m?/2 seria uma generalizacfo eletromagnética do espaco de Taub

e a regido R> m?/%2 uma generalizacdo da regifo exterior de Nut 220,
No entanto, devemos deixar claro que este resultado s& & vilidones
te limite ja que as solucdes de Resen. e Brill s3ao n3o equivalentes
sendo a primeira como dissemos, do tipo I de Bianchi e a segunda

do tipo TX de Bianchi,

Analisemos agora © C€aso em qué - =1
c
A eq. (3.2.77) & reescrita como
~ 3Zm? -2
n2QM+ (=== n"7-2) Q0. (3.2.128)
L
Com a transformacao (37)
Q=n?%y(z), (3.2.129)
onde
-3
&= ’ (3.2.130)
teremos,
1 _4/3
9}7 + azz Yy = 0 s (3.2.131)

onde a derivada agora € em relacdo a ¢ e

2= 32.11'12

02 (3.2.132)

-a
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A solucdo da eq. (3.2.131) & da forméC§§)

y=rtls3 /5 (- —%?—J7 %y, (3.2.133)
ondépég)

Ly (R)A(X)T5 5 (R) +B(x)Y5 )5 () (3.2.134)
com J (Xcosvr-J_ (X)

Y ()= = : 2 (3.2.135)

v senyr

e onde

Jv£X) e Yv(i] sfo as funcdes de Bessel do primeiro e segun
do tipo respectivamente.

Para v=3/2 teremos

Y3/2()-() = J_3/2()—(). (3.2.136]
As expressOes para Jg/z(i) e J_3/5(X) s3o: (€0
o 1 _\3/2,.-2 _ _-3 -
J3/2(X]" - -—2-7:—(,2X] (X “cosx - X senX) (3.2.137})
e
J_3/2(i)= -(EJI/Z(i—l/zseni + Kﬂs/zcosi). (3.2.138)
™

Com o uso das eqs.(3.2.129),(3.2.130)e (3.2.133) a
(3.2.138), expressamos as solugoes de (3.2.131), na forma paramétri

ca como:
Q=A(x) ancostan'll-nzsen(anfli]+BCX) ansen(an‘1)+n2co5@nf5],
(3.2.139)

onde a & dado pela eq. (3.2.132)

Evidentemente, nao hid perda de gencralidade em tomar
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a constante de integracdo g igual a 4/9. Com esta escollia podemos

expressar R em termos de t como

R = /3

Assim, a?=162m* e Q toma a forma
QzA(x)tZ/B [at—l/ECOSCEt”l/ 3)_3 Sen(itﬁl/a{lﬂ'
3 3
+B(Hx)'t2/3[atﬂl/sseﬁcit“1/3)vb 3cos(3t'1/31] . (3.2.140)
3 3

Resuminde nossos resultades at@ aqui: partimos da mé
trica de Szekeres (classe TT), eq. (3.2.1). A escolha de um campo
magnético paralele a diregio x sG & pessivel, ao considerammos 'so
lucSes nio estiticas, se tivermos Q=Q(t,x). Assim, ganhamos sime -

tria e a mEtrica reduz-se a:

dsZ= dt2-Q2(t,x)dx2-R2(t} (dyZ+hZ(y)dz?). (3.2.141)

Consideramos a classe de modelos em que as secoes Bi
dimensionais {x=constante, t=constante }sio planas, isto &,  h=1
ou x=0; Integramos as equagdes de campo e obtivemas os coeficien -
tes métricos Q e R para os diversos modelos. Os modelos distinguenm
-se de acordo com a razao m2/c?, dependem de uma funcfo arbitriria
de x (a segunda pode ser igualada a %1 por uma transformagdo de
coordenadas) e de uma constante arbitrdria .

A expressao para a densidade de matéria,pm=pd+gr,-pg

de ser oﬁtida; para cada modelo, usando~se a eq.(3.2.56) que €
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reescrita como

_ QR2R2+ 2QRR3- m2Q (3.2.142)
m, QRQ

StTp

ou, em termos do parametro n,

12 AT DT 2
§rp = B__+ 2Q'R' _ 0m
m R QR3 RG

(3.2.143)

onde a derivada agora & em relaclo a n.

3.3) Comportamento assintotico e a anisotropia na fase inicial.

Para nos, sera de grande importancfa o estudo
da evolucao temporal dos modelos que acabamos de apresentar. 0
efeito de um campo magncético em Cosmologia, € ainda objeto de in
tensa investigacao ¢ uma importante linha de pesquisa tem sido a
de analisar como a presenca de tal campo modifica a singularidade
apresentada pela malorlia dos modelos evolucionistas. Recentemen

©z) analisou o efeito de um campo eletromagnético na

te, Spokoiny
evolucao dos modelos de Bianchi proximo a singularidade. Podemos
dizer que um dos resultados obtidos foi, que se a presenca do cam
po nao remove a singularidade das solugodes, pelo menos em alguns
casos, ela modifica, qualitativamente, suas caracteristicas. Cabe
ria entao perguntar se este seria um resultado particular das me
tricas de Bianchi ou ele se aplicaria também aos modelos espacial
mente nao homogéneos. Ndo ¢ nossa intencao responder esta pergun

ta neste trabalho. No entanto, como veremos, no estudo do compor

tamento assintotico, proximo a singularidade, de dois modelos es
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pacialmente nao homogéneos, um com e o outro Sem o campo magnéti

co a conclusao que chegamos nao contradiz o resultado acima.

Outro aspecto importante de ser estudado & sa

ber se os modelos apresentados na sec¢do anterior, para grandes

valores da coordenada temporal, tenderdo a homogeneidade e 1s0
tropia como sugere o programa de "Cosmologia Cadtica' de Mis-
ner -

Provavelmente nem todas as solugoes apresenta
das sao fisicamente aceitaveis em todo scu dominio; caberia, por
tanto, observar se as condicoes de energia dominante, como exigi

(8)

das pelos teoremas de singularidade sao satisfeitas assinto

ticamente.-

Comecemos analisando o comportamento dos mode
los para grandes valores da coordenada temporal: por uma inspe
cao direta na eq. (3.2.77), observamos que esta se reduz, para

treo  (n>»>1), a
n“Q" - 2Q =0 - (3.3.1)
Integrando a equacdao acima obtemos
_1
Q = A(X)n~ + B(x)In? | (3.3.2)

Por uma transformacao de coordenadas simples
podemos eliminar uma das funcoes arbitrarias, por exemplo,B(x)-~
k=+1. Estamos fazendo a hipotese que B(x) & uma funcdo finita

que nao se anula. No que se segue estaremos sempre considerando
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esta hipotese e imporemos também que a funcio A(x) é finita.

Assim, tomando sempre a poteéncia temporal domi

nante, obtemos

lim Q = k n? . (3.3.3)

N

Das eqs. (3.2.81) e (3.2.82), obtemos que

lim R = n? (3.3.4)

e, redefinindo as coordenadas espaciais, teremos para toe,

ds? 2 atz - tY3 (qu 4 oayr . dz2) (3.3.5)

Obtemos ainda que

o
lim 8wy = — t 7, (3.3.6)
t+oo 3
onde
W= g+ P+ Py (3.3.7)

e a densidade de energia.

Os resultados acima sao muito importantes pois
significam que a classe de modelos apresentadatende 2 homogenei-
dade e isotropia (Friedman de secdo euclidiana com equacdo de es

tado p = 0) qualquer que seja a razao m?/c?.
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0 estudo do comportamento assintotico proximo
a singularidade deve ser efetuado para cada modelo em particu-
lar, ja que em princIpio, teremos comportamentos distintos pa
ra cada valor de m*/c®. Esta tarefa parece ser praticamente im
possivel, pois temos um nomero infinito de solugbes. Mas, co
mo queremos investigar o efeito do campo magnético sobre a sin
gularidade, vamos comparar o comportamento assintético de uma
solugdo particular (¢ = 0) com campo, com a solugao (a = 1) sem
campo. O caso particular (o = 0) foi escolhido, em primeiro 1lu

gar porque as solucoes sao fisicamente aceitaveis e, em segundo,

sao relativamente simples.

Antes de apresentar os resultados gostariamos
de fazer um breve comentario: como dissemos anteriormente, nem
todas as solugoes serdo fisicamente aceitaveis em todo seu domi
nio de validade; para sé-lo, elas deverao satisfazer condigdes

fundamentais de energia. Que condic¢oes sao estas?

Na base de tetradas o tensor momento-energia,

eq. (5.2.3 ), toma a forma diagonal,
—~ ™

(cz - m2)
grR" (m? + c?)

ab grR* (m? + c?)

2.

(3.3.8

—

Esta forma do tensor momento-energia insere-se€ mno-caso designa

(8)

do por Hawking e Ellis como de tipo I . Para este tipo de

tensor momento-energia, as condicoes de energia dominante exi
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gem que
e

- u £ Py < v (a=1,2,3) (3.3.10)
onde y € a densidade de energia e no NOSS0 Caso

(c? - m?)
P1 = —_— (3.3.11)
8wR"
e
(m? + c?)
P, =p, = ———«— (3.3.12)
2 3 8nwR*

Estas condicdes sao equivalentes a densidade de energia nao ne
gativa, qualquer que seja o observador que a meca, € que a pres
sao nao exceda a densidade, isto €, a velocidade do som nao de

ve ultrapassar a velocidade da luz. Como um exemplo de solucao

fisicamente nao acecitavel proximo a singularidade mencionamos o

2

caso m
— = 1.
C2
A segulr apresentamos o comportamento assinto
tico proximo a singularidade para os modelosa= 1 (m* = 0) e a=
0 (c? = 9md. Lembramos que, em ambos os casos, estamos consi

derando que as funcoes arbitrarias, presentes nas solucoes, sao

finitas e que B(x) nao se anula.
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Neste caso, introduzindo um novo parametro ¢;
utilizando as eqs. (3.2.107), (3.2.110}) e (3.2.111), podemos re

escrever R e Q como:

R = — ¢2 (3.3.13)

1

Q=% [(1+62) 7% _o2arc senh —]+A(x) 62, (3.3.14)
¢
onde
22
6% = nz - 1) (3.3.15)
¢z
e
k =+ 1. (3.3.16)

Portanto para ¢>0+ obtemos

113 R Z— ¢2 (3.3.17)
p=>U+ L
lim Q = 1 _ (3.3.18)
>0+
o 8
lim 8n P = — ¢, (3.3.19)
¢>0+ c
Lt -8
lim 8ﬂpd = - 2 - ., (3.3.20)
d>0+ c
Pd 2
lim — = - — (3.3.21)
¢+0+pr 3



Br
o0+ m
1im @i = ~1impo?
-0+ o0+
o8
lim o = ¢_8,
g
6+0+ 3c
1im @? = lim ¢
2 3
>0+ >0+
lim 611 gy
$+0+
e
_o2e? 1
1im & = ¢
3
¢=+0+
b) a = 0 (Cz = 9m2)

Introduzindo

e utilizando as eqs.

R e Q como

k[{(1+¢%)

v
i

1/2
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22
lim2o? =" = ¢"4
00+ 3cC
2‘2
-4
— ¢
cd
um novo parametro ¢, tal que

(3.2.100) @ (3.2.102), podemos

1

¢

¢ arc senh — - ¢]+AX) (62 (1+47)

(3.3.22)

(3.3.23)

.24)

(3.3.25)

(3.3.

26)

(3.3.27)

(3.3.28)

reescrever

(3.3.29)
1/2)

(3.3.30)



onde

Assim, obtemos que

lim Q =¢ 1n ¢,
o0+
lim R = e¢?,
&0+
15m?
lim 8 = -
‘ " fm et ¢
o0+
m? -8
lim 8wpp = ¢
"
¢+0+ €
12m? ;
1im 8 = =~
'ﬂ’pd Eq
d+0+
16m? -8
lim 8y = L
El*
o0+
D 4
lim ng = - —
0+ * )
P D
lim —2 - 1lim —°
u u
o0+ ¢=>0+
1
1im 2Lz -
n 2
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(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

.31)

.32)

.33)

. 34)

.35)

.36)

.37)

.38)

.39)

.40)

L41)
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2V 2m _4
1im ¢ = - 1lim 2¢% = - lim 20% 2 - o, (3.3.42)
1 2 3 382
>0+ o+0+ >0+
2m? -8
lim ¢ = 6 2 (3.3.43)
¢>0+ gt
2V2m 4
lim 2 8% = lim 8% = 1im 0% Z ¢~ (3.3.44)
1 2 3 82
$>0+ >0+ >0+
e
5V2m 4 '
lim & = ; ' (3.3.45)
>0+ &
Podemos observar que tanto no caso (a) como

no caso (b) a densidade de energia da poeira torna-se negativa
a medida que nos aproximamos da singularidade (veja as eqs

3.3.20 e 3.3.37). No entanto, como exigido pelo teorema de sin
gularidade, em ambos os casos a densidade de energia € positiva.
Portanto nao ha violacao deste teorema ¢ podemos dizer.
que, de certa forma, a nocao de poeira perde o significado
para esta fase de evolucao do universo. Observamos ainda que
a segunda exigeéncia do teorema de singularidade, (eq. 3.3.10) ,
também € satisfeita em ambos os casos (veja as eqs. (3.3.22)
(3.3.40) e (3.3.41), sendo que no primeiro caso (solucaoc sem
campo) temos, assintoticamente, p = p (matéria ultra densa);cg

mo equacao de estado.

Note que o tipo de singularidade é modificado

pela presenca do campo. No caso (a), observamos nas eqs.

(3.3.17) e (3.3.18) que para ¢ = 0 duas componentes do tensor

meétrico sao nulas e que uma € constante. A densidade diverge
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para este valor de ¢ € o sistema apresenta uma singularidade
verdadeira, isto &, ela nao pode ser removida por uma mudanca
de sistema de coordenadas. No caso (b) também temos uma singu
laridade verdadeira para ¢ = 0. Weja as eqs.(3.3.33) e (3.3.34),
s0 que neste caso ha um colapso nas trés diregles espaciais,sen
do que na direcao x o0 colapso processa-se de forma mais lenta

que nas outras direcgoes.

Com as consideracoes feitas sobre as funcoes
arbitrarias e em primeira aproximacao (ja que estamos conside
rando a poténcia temporal dominante), tanto o caso (a) como 0
(b), sao assintoticamente, para t-+0+, modelos espacialmente ho
mogéneos do tipo I de Bianchi. A métrica mais geral para este

tipo de Bianchi pode ser escrita como

ds? = dt? - [Ri(t)dxi]zg (0 = 1,2,3) . (3.3.46)

Pode-se mostrar que para este tipo de Bianchi
a anisotropia pode ser quantificada através de um parametro A,

gue varia no intervalo 0 £ As2 (39), (107)

0 parametro A € definido como

=
il
|

I e

H_Z(H_ - M2, (3.3.47)
1

onde

Hoo= b, : (3.3.48)
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€ o parametro de Hubble na direcao x% e

I (3.3.49)
1 1

H =

™ W

i
3 a
Uma alta anisotropia implica em A ~ Z e inversamente, balixa ani

sotropla corresponde a A ~ 0.

Para os dois modelos estudado podemos escre
ver A como
QR - RQ
)

— ) - (3.3.50)
QR + 2RQ

A= 2¢(
Assim obtemos que no caso (a)

lim A = 0,5 (3.3.51)
$>0+

e no caso (b)

lim A = 0,08 . (3.3.52)
o0+

O resultado acima nos indica que, pelo menos no caso es

tudado, o campo magnético diminui a anisotropia na fase inicial.
Este fato reforc¢a a nao inclusao de termos de viscosidade no

tensor momento-energia, ja que efeitos dissipativos s0 deverao
(39), (107)

.

ser relevantes em modelos com altas taxas de anisotropia
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3.4) Campos de Killing.

No capitulo 1 discutimos a importancia dos
campos de Killing em uma variedade espaco-tempo riemanniana. Ob
servamos que as simetrias desta variedade sao expressas pela in
variancia do tensor métrico sob o transporte de Lie e que 0
conjunto de todas as isometrias formam um grupo de Lie, sendo

os campos de Killing os geradores destas isometrias.

Os modelos de Szekeres, até onde sabemos, foram os pri
meiros modelos cosmoldgicos a serem estudados que ndo apresen
tam vetores de Killing. E & justamente esta propriedade que os
torna o conjunto mais geral de solugoes exatas das equacoes de

Finstein conhecido até o momento.

Como vimos na secao anterior, se desejamos solugOes nao
estaticas, a introducdo de um campo eletromagnético na direcdo

x s0 € possivel se a métrica de Szekeres reduzir-se a forma:

ds?= dt? - Q*(t,x) dx? - R*(t)(dy®+h’(y)dz?) (3.4.1)
onde
sen y k =
h(y) =<4 k=0
senh y k = -1 (3.4.2)

—

Nesta secao pretendemos demonstrar que a me
trica acima apresenta simetrias, ou mais precismamente, um gru
po de isometrias de trés parametros cujas orbitas sao as segOes

bidimensionais {t = constante e x = constantej}.



~145-

Para a métrica, eq. 3.4.1, os simbolos de
Cristoffel nao nulos sao:
r© _qq, r°-&&Rr, r® -RRn?, (3.4.3)
11 22 33
Q Q
LN L R Lt (3.4.4)
01 10 ¢ 11 Q
2 2 R 2
r =T =-, T =-hh, (3.4.5)
02 20 R 33
3 3 R 3 3 hZ
r =T = — e T =T = — (3.4.6)
03 30 R 32 23 h
Assim, para a métrica (3.4.1), as dez equa
¢oes de Killing, eq. (1.2.8), podem ser escritas na forma:
0
K, 0=0, (3.4.7)
0 2 1
K,1-QK, 0=0, (3.4.8)
0 2 2
K,2-RX, 0=0, (3.4.9)
0 2 2 3
K,3-RhXK,O0-=0, (3.4.10)
1 = 0 kA
QK , 1 -QK +QK=0, (3.4.11)
2
RK 2+ REK" =0, : (3.4.12)
3 = 0 2
R K 3+RK+Rh2 K = 0, (3.4.13)

bl
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Q%*K', 2 + R®*K?*, 1 = 0, (3.4.14)
Q%K', 3 + R%h?K%, 1 = 0, (3.4.15)
K?, 3 + h?kK®*, 2 = 0, (3.4.16)
A 9 -
onde, K = K — A =0,1,2,3, e um campo de Killing e
ax

3Q 3h . 3R
Q1 = — hz =, R = — etc. -

X Yy at

Da eq. (3.4.7) obtemos que

(3.4.17)

-
I
H)
—
P
'_l-
L—
}_1
i
anank
-
o
-
o

As eqs. (3.4.8), (3.4.9) e (3.4.10) nos permitem escrever que

.1 f,1

K = —, (3.4.18)
Q
f,

K - ¢, (3.4.19)
R2

.3 f’3

K = 3. (3.4.20)
R?h?

A fim de resolver as equacgoes diferenciais pa
i .. - .
ra £(x7), no que se segue, admitiremos que esta funcao e con

tinua e diferencidvel.

Diferenciando a eq. (3.4.19) em relacao a z eaeq.(3.4.20

em relacao a y obtemos
f

K2, . = 23 (3.4.21)
R2
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- _ _
K',y = =22 -2 f,, R 2 n7% ny, (3.4.22)
R2h2 .
onde supomos f,z3 = f’SZ

Diferenciando a eq. (3.4.16) em relacao a t e substituindo as

eqgs. (3.4.21) e (3.4.22) obtemos

T, - f,3 h, h = 0. (3.4.23)
Integrando a equacao acima obtemos que
£ = h(y) H(x,z) + L(x,y). (3.4.24)

Diferenciando a eq. (3.4.12) em relacao ao tempo teremos

+ RK, + fR = 0. (3.2.25)

s 2
R K,2 2

Diferenciando (3.4.19) em relacao a y teremos,

. 2 _2
K ,, = f,,, R°°. (3.2.26)

Substituindo (3.4.12) e (3.4.26) em (3.4.25) obtemos

(RR - R®) f + f (3.4.27)

22 = 0.

Como R = R(t) satisfaz a eq. (3.2.59) e como f nao depende do

tempo, devemos ter, em geral, f=0, isto e,
K = 0. (53.4.28)

Com este resultado, integramos a eq. (3.4.11) e obtemos que

1 q(t,y,z)
K = —+—un+— . (3.4.29)

S Q (t,x)
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Da eq. (3.4.8) obtemos entao que
4Q - Qq = 0. (3.4.30)

Como Q = A(x)Fqy(t) + B(x)Fz(t), onde A e B sao funcdes arbitra

rias de x e F., F, sao funcoes linearmente independentes, deve

‘I’
mos ter q = 0 em (3.4.30), ja que, em geral, Q # 0.

Portanto,
K™ =0 (3.4.31)

Integrando as equacgoes (3.4.9), (3.4.12) e (3.4.14) obtemos que

2

k° = K (2) (3.4.32)
Das equacoes (3.4.10) e (3.4.15) obtemos que
3 3
K = K (y,z) (3.4.33)

Diferenciando eq. (3.4.16) em relacao a z e substituindo na eq.

(3.4.13) também diferenciada em relacgao a z obtemos

2 2 O
K 5 -eK = (3.4.34)

onde

2
e = h hy, -(hy) (3.4.35)
& constante igual a -1 para k = + 1 e 0 para k = 0.

A fim de continuarmos integrando as equacoes

de Killing devemos considerar separadamente cada caso.



-149-

Neste caso a solucao geral de (3.4.34) ¢

K* = a e'? 4+ b e 1% (3.4.36)

2

onde a e b saoc constantes.

Substituindo o resultado acima na eq.(3.4.13)

¢ integrando obtemos

3 -iz

K* = ih, (a et? b ety 4+ ¢ (3.4.37)

h
onde ¢ € uma nova constante.

2)e = 0

-

A solucao geral de (3.4.34) e

K =az+b (3.4.38)
onde a ¢ b sao constantes.,
Integrando, com este resultado, a eq. (3.4.13) obtemos
K = gly). (3.4.39)
Substituindo (3.4.39) em (3.4.16) e usando (3.4.38) obtemos
3
K = - ay+c (3.4.40)

onde ¢ € uma nova constante.

Vamos determinar agora o$ campos de Killing

e suas algebras para os diversos valores de k.

a) k=1, h = sen y
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Das equacoes (3.4.28), (3.4.31), (3.4.36) e (3.4.37) obtemoé
que

K'= 0
K = 0‘

17 -1z
Kz= ge + bet

(3.4.47)

K3= i ctg y (aelz - b e t?)

+ C
Em uma base de coordenadas o campo de Killing

mais geral & escrito como

. . - - d J
K = (a el | p e-1z) JL4-i ctg vy (aelz-be_lz)nuf+ cC— e
oy 9z oZ
(3.4.42)

Portanto K & uma combinacdo lincar dos seguin

te vetores lincarmente independentes:

8
K, = —
A 8z
3 3
KB = sen z — + ctg y cos z — | (3.4.43)
3z
ay
3 ]
Kc = cos z — - ctg y sen z — .
3y 3z

A dlgebra de Lie correspondente ¢ dada pelas

seguintes relacoes de comutacao:

[KA’ KB] = KC )
[Ky, Kol = X, | (3.4.44)
[Ke, K31 = Kg ‘
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c) k=0, h =1

Das equacoes (3.4.28), (3.4.31), (3.4.38) e (3.4.40) obtemos

K = 0

1 _

kK= =10 (3.4.49)
K2 =az + b

K3 = ay + C

Numa base de coordenadas podemos escrever )
campo de Killing mais geral como
2 3

K=1(az+Db) —+ (~ay+c)— (3.4.50)
3y 3z

K & uma combinacao linear dos seguintes vetores linearmente in

dependentes:
3 3

K, =y — -2 — ,
A 9z 3y

0 (3.4.51)
Ky = —

ay

3
Kc =

cuja algebra é:

[KB: KA] =+ KC:

(K, Kl

f
o}

(3.4.52)

|
=

[KC’ KA] = - B.
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b)) k = -1, h = sen h y

Das equacOes (3.4.28), (3.4.31), (3.4.36) e (3.4.37) obtemos

KO = 0 )

K* =0 )

K? = a eiz + b e—fLZ , (3445
K® = i ctg hy (a elZ _ p e"iz) + C .

Numa base de coordenadas o campo de Killing

mais geral € escrito como

; . ) - . ] o
K = (a elz+bemlz) -~ + 1 ctg h y(a elz-be_lz) — 4C— e
oy oz 9z
(3.4.46)

que ¢ uma combinacao linear dos seguintes vetores linearmente in

dependentes:
3 3
KA= - cos z — + (ctgh vy sen z -1) — |
Y 37
3 3
KB: sen z — + ctg h y cos z — , (3.4.47)
Ay dz
2 G
KC: cos z — - (ctg hy sen z + 1) — .
3y 3z

Neste caso a algebra é:

(K, Kp]

[Kp» Kol = Kg (3.4.48)

[Ko» Kyl = 2 K
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3.5) Outros Resultados

a) Parametros Cinematicos

Calcularemos a seguir os parametros cinemati
cos associados a congruéncia de curvas u"= Sg co-movente com o0
fluido. O elemento de linha € o encontrado na eq. (3.4.1) com

h dado por (3.4.2), usaremos ainda os resultados expressos nas

eqs. (3.4.3) a (3.4.6) ¢ adotaremos as definicoes da ref.(lﬂ).
I-Escalar de Expansao:
6 = u’ - u’ rY u? (3.5.1)
[lv = “ov 7 Tav : ’
Como u’ = 62 , teremos
v Q R
S (3.5.2)
ov Q R
II - Tensor de Distorcao:
1 A N 1
L T
onde
9 = -
u, = 6, ¢ H“) = 8., u, u (3.5.4)
Como,
u = u - 17 u (3.5.5)
A | Ao Ao v?
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teremos

Portanto,

2 q . :
G-I-I = - - (RQ - QR)’

3 R

1 R . . )
g = - - (QR - RQ ’
22 3 Q

1 Rh* . .
6.. = — — (QR - RQ)
33 3 Q

e o escalar de distorcao

1 1 (RQ - QR)2
2 [SRY g Qz R2

T1I - Tensor de Expansao:

(3.5.6)
(3.5.7)
(3.5.8)
(3.5.9)
(3.5.10)
(3.5.11)
(3.5.12)
(3.5.13)
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IV - Quadrivetor de Aceleracao:

at = u" = UHIIV uV (3.5.14)
Como u’ = 63 e,

u u LI
u ||\)=U’v+ T}\\)].l » ,(3.5.15)
teremos,
a¥ =t - 0. (3.5.16)
Q0

V - Tensor de Rotacgao

= - ' 3.5.17
Wuv = Urul vl T fraty ( )
Como a =0 e u = 6 , teremos
U v v
1
W =— (u . -u_.) =0, (3.5.18)
IRY 2 U T
portanto o escalar de rotacgao
2 1 v
We o= -~ WMV W = 0. (3.5.19)
2 HY

Assim, da mesma forma que nos modelos de Szekeres, as tra

jetorias dos diversos elementos do fluido s@o geodeticas (a = 0)

e irrotacionais(wuv = 0).
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b} Tensor de Weyl

Usando a definicao do tensor de Weyl, eq.
(B.11) e as equagoes de campo, eqs. (3.2.548, (3.2.59 e (3,2.56),
obtemos que as componentes nac nulas do tensor de Weyl, para o

elemento de linha, eq (3.4.0, sao:

e S e R s A o) B
01 23 02 03 12 13
1 Smz + 3¢z Q
= — (81y + ————) + - . (3.5.20)
6 R* ‘ Q

0 espaco-tempo ndao & conformalmente plano, ja
que existem componentes nao nulas do tensor Weyl. Ainda mais,
construindo as matrizes (M), (P) e (N) (veja apendice B),obser
vamos que o espaco-tempo, como o de classe II de Szekeres | €
tipo D na classificacao de Petrov.

¢) Tensor de Cotton-York.(Q§)

Como discutimos no apendice B, o tensor de
Weyl € identicamente nulo para variedades de dimensionalidade
tres. Para variedades deste tipo define-se um tensor conformal
mente invariante , Rijk (veja a equacao de definigao,eq.(B.9)),
que desempenha um papel analogo ao tensor de Weyl nestas varie
dades. Este tensor pode ser descrito em uma forma algebricamen

te equivalente atraves do tensor de Cotton-York, definido como

. . . . 1 . : * s %

1j 1S wpl &)« _ F1rs J1m TR _

¢ = 2E (*R°_ - ; & r R)HS = & Rmrs’[l,J,r e s=1,2,3)
(3.5.21)
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. =
1 -
R°. e o es

* - - - - - - . *
orde R,ij e o tensor de Ricci da geometria tridimensional R = i

*
calar de curvatura g.. € a metrica da hipersuperficie tridi-
) t’lJ

mensional e Eljk ¢ o pseudo tensor completamente anti-simétrico
de peso +1 com 129 1. Dizemos que este tensor (a rigor uma

densidade tensorial) € conformalmente invariante na medida em

* _ 2* R R — _ N - _ 0
que gij = Q 83 implica em Qcij = C Alem _ disso, Cij =
se e somente se a geometria tridimensional € conformalmente pla

(63

ij”

na Pode-se mostrar ainda que
Cij = Cyy (3.5.22)
Cii = 0, (3.5.23)
e
cinj -0 . (3.5.24)

Apesar das solucoes de Szekeres nao terem ve
tores de Killing elas apresentam um outro tipo de simetria,qual
seia, pode-se mostrar que as secoes espaclals tridimensionais

(65)

destas solucdes sao conformalmente planas A seguir mos

traremos que esta propriedade se mantem para os modelos por nos

investigados.

0 elemento de linha da secgao espacial tridi

mensional & dado por

d1? = - Q2% dx?® - R2%dy® - R*h?*dz*® (3.5.25)
onde Q = Q(x}, R = constante e h = h(y).

0s simbolos de Christoffel nao nulos sao:
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*
;¢ o= - h, h e r? = = (3.5.26)
33 32 h

As componentes nao nulas do tensor de Riemann sdo,

* * * *

Ryz 23 = Rzp 39= - Ryg gy = = Rgy 57 = ~ Ry, h,
(3.5.27)
e do tensor de Ricci
* * h22
R?2 = R3 = - -—=% - constante. (3.5.28)
2 3 R h

0 escalar de curvatura ¢ constante e ¢ dado

por
2 h
o= - 22 (3.5.29)
R*h -
E imediato verificar que os componentes do tensor de

Cotton-York sao todas nulas e o espaco-tempo apresenta secoes
espaciais tridimensionais conformalmente planas. Note ainda
que no caso h = 1 todas as componentes do tensor de Riemann sao

nulas e portanto neste caso, as secoes sao planas.
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3.6) Conclusao

Enumeramos abaixo os principais resultados que

obtivemos neste trabalho.

1) A introducao de um campo eletromagnético paralelo a direcao
x, 50 € possivel para o espaco-tempo de Szekeres (classe II), a0
considerarmos solucdes nao estaticas, se a métrica reduzir-se a
forma da eq. (3.2.141). Estudamos a classe em que as secgoes bi-
dimensionais {x = constante e t = constante} sao planas (=1),
e observamos que os modelos distinguem-se de acordo com a razao
mz/cz, dependendo de uma funcao e de uma constante, ambas arbi-
trarias. Obtivemos uma generali;agéo simples de um dos modelos
de Doroshkevich(gg) (solucao sem radiacao), e um caso particu -

lar dos modelos de Caderni-Pollock(ég) {solucao sem campo).

2) No limite de grandes valores da coordenada temporal, a clas-
se examinada evolui para homogeneidade e isotropia. A  partir
de um exemplo mostramos que o campo magnético pode modificar o
tipo de singularidade e diminuir o parametro de anisotropia na

fase 1nicial.

3) Os modelos sao espacialmente inomogeneos, com um  grupo de
isometria de tres parametros cujas Orbitas sao secOdes bidimen -

sionais {t = constante e x = constante}.

4) Concluimos que os modelos sao expansionistas, irrotacionaise
geodéticos. Sao tipo D da classificacdo de Petrov, com secoes

espaciais tridimensionais conformalmente planas.

A seguir expomos certas lacunas que deixamos
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abertas ao longo deste trabalho. Sugerimos tambem ideias de con
tinuidade do mesmo ¢ nos permitimos fazer algumas especula -

coes.

Seria interessante analisar a solucao estatica
apresentada na secao 3.2 ; compara-la com outras existentes na

literatura bem como estudar suas principais propriedades.

As equacoes de campo nao foram integradas para
as classes hiperbolicas e elipticas (k ==z1)}. Acreditamos que ,
tais classes nao evoluem para homogeneidade e isotropia como su
gere o programa de '"Cosmologia Cadtica" de Misner. Baseamo-nos
para esta conjectura nos trabalhos de Doroshkevich e de Collins
e Hawking. Esses ultimos mostraram que apenas solucles parabéli
cas espacialmente homogeneas poderiam obedecer ac programa de
Misner. Contudo, as classes k = +1 sdo espacialmente inomogene
as e neste contexto coloca-se a seguinte questao: qual o papel
desempenhado pelas inomogeneidades na dinamica desses modelos ?
Julgamos que as inomogeneidades presentes sao "congeladas'", is-
to €, elas poderiam ser prescritas inicialmente e manteriam - se
com a evolugdc do modelo, sem alterar sua dinamica. Para solu -
¢oes cosmologicas inomogéneas com poeira, tendo uma métrica do
mesmo tipo que a por nés investigada, Lund mostrou que os mode-
los tém um comportamento como se efetivamente fossem homogéne
os(lgl). Acreditamos que & possivel estender este resultado pa-

ra o caso de um fluido perfeito mais campo eletromagnético.

Outra questdo que nos parece relevante & saber
qual o papel real do campo magnético na dinamica do universo .

Como dissemos na Introducao deste trabalho, Sofue e colaborado-
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res estimaram a intensidade atual do campo magnético intergalic

. -0 . :
tico em 10 © G. Logo, a densidade de energia do campo (pB),atg

-41 3

Sabemos que a densidade

almente seria da ordem de 10 g/cm

de energia da radiacao cdOsmica de fundo (pr), hoje, @ estimada
PB

em 10_34 g/cms(lg). Nos modelos apresentados a razao N cons
m m2 Pr
tante e igual a — em qualquer época. Assim, —— seria igual
7 3c2 3c2
a l0 ', e o modelo que melhor se ajustaria e stes dados obser
vacionais seria aquele com a= l-e, onde.e =10 = (veja - equacao
{3.2.81). Julgamos importante investigar, em tal modelo 0

tipo de singularidade apresentada, o valor do parametro de 'ani
sotropia, bem como estudar a taxa de formagio primordial de ele

mentos prevista.
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APENDICE A

Modelos de Szekeres de classe II: obtencao das equacgoes

de campo com formalismo de tetradas.

A métrica €

ds? = dtz - Qzdx2z - R2(dy?z + h? dz?)}, (A.1)

Q = Q(X,Y,Z,'t) ’ R = R(t) e h = h(Y)-

Escolhendo as 1-formas

8 = dt,

8" = Qdx, (A.2)
2 = R dy ,

8% = Rhdz,

reescrevemos o elemento de linha como

ds? = ”ABGABB = (8°)2-(8%)2-(82)2-(03)2. (A.3)

Derivando exteriormente (A.Z2) obtemos:
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de® = 0
de* = Q dt Adx + Qudy Adx + QgdzAdx

. (A.4)
de? = R dt A dy
de® = R h dt Adz + Rh, dy Adz.

Substituindo (A.2) em(A.4) teremos:

de® = 0

Q Q Q
ds® = — 8%p81 4 2 g2per L 3 g3pp2

RQ RQh

R (A.5)
de? =— 8%70?

R

R h,
de? = — 8%pr8% + —£ g2pe?

R Rh

Como
1
el = - — CABCSBASQ (A.6)
. .
e

A A
Cpe =~ Y

teremos, de (A.5), que os coeficientes CABC nao nulos sao:
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1 R )
Clo1 = - Clog = -
RQ
% ; R
Clgg = - — C92 = -
RQh R
¢ .= - . 3. = - P2
03 - 23 -

Os coeficientes de rotacao de Ricci, definidos por

1

vaBc = - 5Canc - Coan * Cpead>
com a propriedade
Y = _Y
ABC 'BAC’
serao:
Q Q,
Yoi1 T Y211 T 5
Q RQ
R Qs
Y = - 'Y = —
02z = ¢ 311 7 Ran
h, R
Y = - Y = -
233 T oh 033 ~

As 1-formas de rotacao mAB = yABCeC serao entao:

(A.7)

(A.8)

(A.9)
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Q
0wl = wol = — gt wzo: wl, = — 0>
0 Q R
R Q
w? = w? = — g3 wl =- w? = —361 (A.10)
o 3 R 2 i RQ
Q h
wl = —w31= —é— ot w? = —w? = —a 93
3 RQh 2 3 Rh
Substituindo (A.2) nos wAB, obtemos
;0 = T = - g = 2 = R
R w® Q dx, w , w" dy
. Q
w? = w30 = R h dz, wl=-w? = -2 dx, (A.11)
3 2 1 R
Q
w? =-—w? = hzdz, wl =ewd = =3 ax.
2 3 3 * Rh

Derivando exteriormente e substituindo novamente as eqs. (A.1) ,

obtemos:
qQ Q Q
d“°;= —06%p6t 4+ —gezﬂel . 03pnel
Q QR QRh
o
du® = —6%p2
> R (A.12)
16% = ~6%00% + —2 g7pg3
3= E + - 6°AG
QR - RQ Q Q
dw21= _(_E______3390Ael - ~%392Ael - —%é 63n01
RzQ R°Q R* Qh
h
dw23=_-—222 82A93
R°h
Q,R-RQ Q.-,h-Q.h
dw® = - (23 y gope1 (332773 244241 33

1 QR2h R2Qh2 R?h?Q
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Assim, as 2-formas de curvatura, definidas por

QAB = dmAB + mAC AwCB, (A.13)
serao dadas por:
Q,R-Q,R QsR-Q R
901 -~ %6 + (22 )p2pe + (>3 yeipe?
Q QR?2 R2Qh
R (A.14)
0% = —e%re?
2 R
3
0% = — 8%6°8
3 R
h R
g2 =- _22g2,43 (=)}20%p08
3 Rzh R :
Q,R-RQ Q Q,zh-Qzh
0? = GJL___EJ90A91 . 22 g2p91 _ Gizia—éhz)esnel +
1 RzQ
R2Q Rz Qhz?
RQ
+ —02p0?
RQ
Q.R-RQ,’ Q.,h-Q.h Q,h,h+Q
Q% = - ¢ 3 3)8°A81 o 32 3 2)82A81—( 272 33)@‘A91 .
. QRzh R2h2g R2h2Q
RQ
+ — 03p01.
RQ

Podemos entao calcular diretamente as compo-

nentes de tetrada do tensor de Riemman fazendo uso da expressao
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A C D
Q = - 5 R Bcp-® A6 . (A.15)

Assim, as componentes nao nulas do tensor de Riemman serao:

L)

rY | = Q
0 =
1 Q
3, R-Q.R
R T L
Rz - RY%gq = - (=)
QR2
Q.R-Q.R
0 3 QzR-Q
Riz1 = - Rygq = - (=)
R2Qh
RO, - _ N
202 z
g0 __%
303 -
h R .
2 22
R ) - Oy (A.16)
323 7 Rep R
2 Qe RQ
R7%02q = - =
RzQ  RQ
2 3 Qy3zh - Qzh,
R%39 = Rygq =
R2 Qhz
R 3 Qg3 + hQyhy RQ
131 o -

Com estes resultados, obtemos os componentes de tetrada do ten

sor de Ricci:



AB

00

11

22

33

02

03

23

01

0 escalar de

R=R *R + R +R

e dado por:
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C
R¥\cp onde Ryp = Ryp
R
R
Q9 RQ Qz3z + hhyQ,
N I
R2Q RQ R2 Qh?
R Q, RQ hy R
SR 22 ()
R R:Q RQ R*h R
R Qg+ hhQ; RQ hy, R
Sl R (-2,
R R2 Qhs RQ R:h R
Q,R - QR
QR?
QR - QR
QRzh
Q,zh - Qb
R2Qh2

R12 = R13 = 0.

curvatura,

0 1 3

0 1 2 3

2

(A.17)



RQ 2Q,, R
R=4— - —2£ . 2()2
RQ R2Q R
2q 4R
o -
Q R
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tetrada do tensor de Einstein,

B Z S F R
Rzh R*Qh:
h,, \ Q33 + thQZ_
Rzh Rz Qh?

Gap = Rap - > R naps
serao escritos como:
RQ Q R
Gy = - 2= + == - ()=
RQ  RzQ R
R R h
Gy = 2=+ ()2 - 22
R R R2h
R RQ Q
G = — 4 — 4+ —
22 "3 " Re | Q
R RQ Qyy Q
G33 = — + — - + -
R RQ R:Q Q
Q,R - QR
Gyy =
QR=
QR - Q4R
Gpz =
RzQh
Q,zh - Qzhy
G23 -

R2Q h?

+

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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As componentes do tensor de Einstein na Dbase

de coordenadas sao obtidos de R

(A) _ (B)
G],l\) = e. ue \)G(A)(B)’ (A.21)
onde obtemos a tetrada e(é)a de
Assim
(0)
e
0 = 1
e _ g (A.23)
1
(2)
e 7 = R
6(3)3 = Rh
Portanto, em base de coordenada
Goo = S0y (o)
611 = @ Sy (1)
S22 =R Sy (A.24)
Gz3 = R*h* Grgy (3,
Go2 = R Scoy (2)
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03 = RR Groy (3y

R

23 = R0 Goy (5

Assim, podemos escrever as equacoes de Einstein,

(A.25)

na base de coordenadas como:

-1

_2 2 .. _iz
- 87Q™“R® T,y = 2RR + R® - hy, h
_8Q R VT, = QR + QR + QR - b2 R7T Q.. + hh,Q,)
22 T 33 252
-2 p-1 - " -1
- 8vh"°QR™ T, = QR + R+ QR - R7' Qyy
- N — 2
- 8nQR? Ty = - Q RZ - 2QRR + Q,, + h™“(Qgz+bh,Q,+hh,,Q)
-1
- 87Q Ty3 = Q3 - h "hy Qg
-1
- 81Q Tyg = Q, - Q, R R (A.26)

- 87Q T30 =

H

p )
(&3]
|

p o)
(&2

w



APENDICE B

Notas sobre o tensor de Weyl e a classifi-

cagao de Petrov: um exemplo

Devido as propriedades de simetria do tensor
de curvatura, pode-se mostrar que(lg) em uma variedade riemanni
ana de dimensao n, existem n2(n2-1)/12 componentes independen
tes do tensor de curvatura, sendo que n(n+1)/2 destas componen
tes podem ser representadas pelas componentes do tensor de
Ricci(Fg). Portanto, se n = 1’Rhijk =0, se n =2 so temos uma
componentes independente e se n = 3 o tensor de Ricci determi
na completamente o tensor de curvatura. Para n * 3 as
n(n+1)(n2-n-6)/12 componentes restantes do tensor de curvatura

podem ser representadas pelo tensor

1
%iijk = Prijk 7, @niRik T Bnk Rig 7 Bij Rk 8ik Buyyt

R

+ (g,.: g.7 - 8 g..).
(n-1) (n-2) hj ®ik hk ©ij

(B.1)

denominado tensor de Weyl. Observamos que, como os dois 0lti
mos membros do lado direito, na equagdo acima, tém as proprie
dades de simetria do tensor de curvatura, o tensor de Weyl

possui também estas propriedades de simetria, ou seja,

ik = 7 Yhixg T 7 Yinkg T Y5kni
(B.2)
"misk * "hxij * Whiki 7Y
Alem destas, € facil verificar que
who oo, (B.3)

ihk
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isto e,podemos pensar no tensor de Weyl como a parte do tensor

de curvatura tal que todas as contracodoes sao nulas.(§bl
Dizemos que as métricas g e g sao conformes se
g =02 g (B.4)

onde { ¢ alguma funcdo diferenciavel diferente de zero. Sob
uma transformacao conforme, em um dado ponto P, angulos e ra

zoes entre magnitudes s@o preservadas, isto é,se X, ¥, z e W

sao vetores em P, entdo

g(x,y) g(x,y)
S . (B.5)
g(z,wW) g (z,w)
Uma outra forma de caracterizar o tensor de
Weyl € devida ao fato de que ele € invariante por transforma

¢oes conformes. Isto &, pode-se mostrar(l§) que sob uma trans

formacao do tipo dada pela eq.(B.4), o tensor de Weyl satisfaz

h h
W iik © W 19k ) (B.6)

Quando as componentes do tensor métrico, em

uma variedade riemanniana de dimensao maior que trés, obedece

a relacao
g.. = R2(xX7} n,. (B.7)

onde "3 j sao as componentes de um tensor diagonal constante, o
espaco ¢ dito ser conformalmente plano. Neste caso, pode-se

(135)

mostrar” —° que a condicao necessaria ¢ suficiente para que

isto ocorra € que

"hijk =° (B.8)
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Quando n = 3 e o sistema de coordenadas & es

: _ . (15)
colhido tal que gij = 0 (i#j), pode-se mostrar que =2 Whijk
g identicamente nulo. E e claro nao podemos usar, nesta

situacdo, o fato do tensor de Weyl ser nulo como critério para
que o espaco seja conformalmente plano. No entanto, existe um
tensor conformalmente invariante que em um espa¢o riemanniano

tridimensional ' teym um papel analogo ao do tensor de Weylemdi

mensdes maiores. Este tensor € definido por(Qé)’ (15)

*

= _ o * * * _ % *
Rigk = TRge T Rakggg g U R 7 e TR

1
2 j ij

(B.9)
onde,*R i3 € o tensor de Ricci da geometria tridiménsional,*gij
a métrica induzida nesta hipersuperficie e *R = *R}~, o esca
lar de curvatura. !

Pode-se mostrar(lé)

que uma geometria tridi
mensional € conformalmente plana se e somente se Rijk= 0. Mos

tra-se ainda, usando-se a eq.(B.9), as seguintes propriedades

i
Riggy = 787 Ryzy = 05

Rijk (B.10)

Rijxk

que reduzem a cinco o nimero de componentes independentes de
(63)

ijk

Em uma variedade riemanniana de dimensionalida
de 4 ou mais particularmente, numa variedade espaco-tempo da
Relatividade Geral, a equacdo de definicao do tensor de Weyl ,

eq. (B.1), toma a forma
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i
"hijk Brigk - 5 Cnifik 7 EniRiy 7 8i3Rakt Eiifng) ¢

R
+_(g . g _g g)_ (B.T1)
6 hj ®ik hk =ij
A equacao acima juntamente com as equacoes
de campo da gravitacao nos mostram que o tensor de Weyl ¢ a

parte do tensor de curvatura que nao esta diretamente determi-
nado pelas fontes, isto €, em regioes livres de fonte ele &€ a
unica parte do tensor de curvatura que pode ser diferente de
zero. Sendo assim, o tensor de Weyl pode ser considerado como
a quantidade que mals caracteriza o campo gravitacional e uma
classificacao de campos deve naturalmente iniciar-se por  uma
classificacao deste tensor (Q_). Esta classificacao originalmen
te feita por Petrov, & independente do sistema de coordenadas
empregado e tem tido um papel importante na compreensao e no
desenvolvimento da Relatividade Geral. Em particular ela tem
contribuido na descoberta de novas solugoes exatas das equa
coes de Einstein e em varios casos tem permitido a que se ti
rem conclusoes acerca da possibilidade de existencia ou nao de

radiacdo gravitacional em solucoes pertencentes a algum tipo

de Petrov.

Em uma variedade riemanniana € sempre possivel
obter uma classificacao invariante, em um determinado ponto P,
de qualquer tensor de segunda ordem, através do método de auto
valores e autovetores. O tensor de Weyl ¢ um tensor de quarta
ordem e portanto nao pode ser classificado diretamente a par
tir deste método. No entanto, seguiremos um método bastante
préximo a este e que consiste, inicialmente, na construcao de
tres matrizes 3x3 (MAB), (NAB) e (PABfl),Como a classificacao

de Petrov & feita em um ponto, no que se segue usaremos uma ba
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se de tetradas. As matrizes (M), (N) e (P) sao construidas de
acordo com o seguinte esquema: um indice A de (M) corresponde

a um par de indices hi de Whipo tal que

(1,2,3) =~ (23,31,12). (B.12)

Assim

M) = Wz (Myp) = Wogqy, (Myg) = Wgyq, etc.

Umn indice A de (P) corresponde a um par de in

dices hi de W tal que

hijk
(1,2,3) ~ (10,20,30) . (B.14)

Assim

(Pyq) = Wigrg» (Pqg) = Wigggs (Py3) = Wygs3q €TC. (B.15)

O primeiro indice de (N) corresponde a um par
de indices hi de whijk de acordo com (B.12) e o segundo indice
de (N) corresponde a um par de indices jk de Whijk de acordo

com (B.14).

Assim

(Ny ) = Wyzqgs (Nyp) = Wozogs (Npz) = Waqzg etc. (B.16)

E facil verificar, usando apenas as proprieda
de de simetria do tensor de Weyl, eq. (B.2), que (M) e (P)
sao matrizes simétricas por construgao, enquanto (N) € em prin

cipio, assimétrica de traco nulo, isto &,

=0 (B.17)

£ (N
A
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Pode-se verificar ainda, usando a eq. (B.3), as propriedades

(PAB) = - (MAB) (B.18)
e

Tr (P) = ITr (M) = [
Portanto (N) e (P) = -(M) sao matrizes simétricas de traco nu
lo.

Introduzimos, agora, a matriz complexa, sime
trica e de £rago nulo (Q), definida por
1
(QAB) = E ((MABJ - (PAB) + 21 (NAB)): (MABJ + i(NAB) . (B.19)
Observe que (M) e (N) tem cada qual cinco com
ponentes independentes o que totaliza dez, nao havendo, pelo
menos a partir das propriedades de simetria e do fato de que
Cikim = 0, nenhuma relacao entre elas. Este numero, dez, & jus
tamente o numero de componentes independentes do tensor de
Weyl em uma variedade de dimensionalidade 4 e assim o conheci
mento da matriz (Q) € equilvalente ao conhecimento de Whijk'
A fim de efetivar a classificacao de Whij'kpmcuramos 0s

autovalores » e os auto-vetores VA# 0 da matriz Q, isto &, as

solucoes de

E (QAB) Vp = » Vg . | (B.20)
Em geral, tanto ) quando VB 5340 quantidades
complexas. Como Tr (Q) = 0, a soma das ralizes daeq.(B.20)ézero:

+ X o+ x o o=0 | (B.21)
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Dependendo do numero de autovetores independentes VA temos 0Os

(1)

seguintes tipos canonicos de Petrov

TIPO I

Existem tres autovetores independentes a dois
autovalores complexos independentes. Se dois destes autovalo
res sdao iguais, entdo o tipo de Petrov e D ou tipo I degene
rado. DPor uma rotacao apropriada, podemos colocar a matriz(Q)

e portanto (M) e (N) na forma diagonal,

n .
1
M) = = (B.22
(M) m, ’ (N) .om, .
. IEQ

com m, + My + My = Ny + Ny + Nz = 0. Para o tipo D teremos,p.
exemplo, m, = Mz & N, = DNg.
TIPO I1

Neste caso, existem dois autovetores indepen
dentes e um autovalor independente. Se este autovalor € zero,

entdao o tipo de Petrov € N, ou tipo II nulo. As matrizes (M)

(1)

e (N) podem ser colocadas nas seguintes formas canonicas

-2m . .\) -2n . .
M) = . m+o . e (N) = . n o (B.23)
Para o tipo N, m = n = 0.

TIPO III

Existe apenas um autovetor independente e to

dos os autovalores sao iguais e portanto nulos. As solucoes
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da eq.(B.20} podem ser expressar na forma (Q1]) = (QZZ) =Q33)=

= 0, (Q;) =-oe (Q3) = ic tal que

(M) = |_g . . e (N) = . . . (B.24)

Se ¢ =0, whijk = 0 e o tipo de Petrov & 0.

Campos gravitacionais dos tipos D, II, N, III
e 0 sao ditos algebricamente especiais e o tipo I & chamado al
gebricamente geral. Lembramos que a classificacao de Petrov €
feita em um dado ponto P da variedade podendo mudar quando nos
movimentamos sobre ela.

Finalizando, apresentamos como um exemplo a
classificacao de Petrov dos modelos de classe II de Szekeres.

As componentes nao nulas do tensor de Weyl,em

base de tetradas, para a métrica de Szekeres de Classe Il siao:

R 2R

10 23 T Qpy 2RQ Qg + hhyQ,
N . P2 (2 -
6 RQ  RQ R2Qh> R R
h,, 20
ok, Ty, (B.25)
Rh Q
‘I - . - - -
20 31 =— R R Qypy hy, RO Q0 Qzg+hhyQ,
WO W T e — e 2R 2R L S22
R RQ RQ Rh R Q R2Qhe
(B.26)
50 2 0 RORQ2Qy,  hy, Qg bhQ,  Q
Woigg= Wiy == o+ — - + * -— -
6 R R RQ Rh RQe  Q
R
- [(2). (B.27)
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Em geral para o espaco-tempo de Szekeres te

mos GZ2 = GSB, neste caso, € facil mostrar que

WZO _ WSO - w12 - w13

20 30 (B.28)

Assim, construindo as matrizes (M), (P) e (N)

de acordo com o0 esquema descrito anteriormente obtemos,

w2323 ’ ’
M) = . W3131 . (B.29)
' - WMo
®1010 : :
(P)= 1 - Y2020 - (B.30)
: - Y3039
e
(N) = i} (B.31)
!
Portanto a matriz complexa 3x3 (Q) & real,
diagonal com dois autovalores iguais e treés autovetores inde

pendentes. O espaco-tempo ¢ do tipo D, podendo ser eventual

mente do tipo 0 quando W2323 = Wayz2q = W1212 = 0.
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