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RESUMO

Neste trabalho mostramos, atraves de um novo for
malismo, que os efeitos das flutuacoes quanticas do campo gra
vitacional nas equacGes de Einstein sao analogos aos efeitos
de um meio continuo na Eletrodinamica de Maxwell. A seguir, um
exemplo concreto das aplicacOes destas equacoes € estudado. E
xamina-se os efeitos das flutuagoes gquanticas como fontes de
perturbacao nos Universos de Minkowski e Friedmann. No primei
ro caso encontramos solucoes que representam ondas gravitaci
onais se propagando com velocidade menor que a da ltuz. No se
gundo caso verificamos que, pela presenca das flutuacoes quan
ticas, a parte eletrica do tensor de Weyl perturbado se anula
sempre e a sua parte magnética se anula apenas quando nao ha
perturbacdo no tensor de cisalhamento. Alem disso, se a curva
tura do tri-espaco do Universo de Friedmann e nula, as flutua
¢6es quanticas, segundo o esquema estudado, fazem com que a
densidade de energia gravitacional caia mais rapidamente que a
densidade de energia que constitui aquele Universo., Apenas no
caso em que a pressso anisotropica perturbada € proporcional a
perturbacﬁo no tensor de cisalhamento, sendo a constante de
proporcionalidade negativa, e que verificamos um crescimento

exponencial na densidade de energia gravitacional.
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CONVENCOES

Indices gregos variam de 0 a 3

Indices latinos variam de 1 a 3

Assinatura da métrica: (+ ---)

Derivada covariante: seja A (xM) um campo vetorial. A sua de

rivada covariante e dada por:

iV .V Bv
onde A% (M) = sA% (x")
sV - LV
ax
Tensor de Riemann:
o o _ p B
A STEAVE A SVSH R Buv A
Tensor de Ricci:
o
RBv = R Bawv
Equacao de Einstein
R _ 1 R g = -k T
uv 2 uv Ky
_ BqG
onde {2—' —E:T‘



G e a constante de Gravitacao universal que aparece nas leis de
Newton e C a velocidade da luz.

F & a constante de Planck dividida por 2.

vA



CAPITULD I

INTRODUCAQ

(1}

Desde a sua publicacao em 1916 , a Teoria da Re
latividade Geral de Einstein, T.R.G., vem passando por varios
testes experimentais. Suas previsoes, por exemplo, para o avan
¢o do perihelio de Mercurio, a agao da gravidade solar sobre a
trajetoria de sinais luminosos provenientes de estrelas distan
tes e o desvio para o vermelho da luz sob a agao do campo gra
vitacional terrestre conferem com os dados experimentais (2}.
Mas os testes que ateé hoje comprovaram a T.R.G. foram realiza
dos em campos gravitacionais fracos, isto €, campos gerados

por densidades muito menores gue a densidade critica definida

por:

2 94 -3

p (c3 « 1)1 A 10 g cm
E possivel, portanto, que a T.R.G. seja apenas u
ma boa aproximacdo de uma outra teoria da Gravitagdo que des

creva com mais propriedade campos fortes, como sugeriu o pro
- ; ; (3)

pric Einstein em .

Mas porque perdermos tempo nestas conjecturas se
a T.R.G. descreve bem o gue conhecemos? Além de ser uma teoria
simples e elegante, ela propiciou um avanco extraordinario em
Cosmologia teorica por apresentar solucOes bastante interessan
tes (universos finitos mas ilimitados) e coerentes com as ob

servacoes astronomicas feitas ate hoje (como, por exemplo, a



solucao de Friedmann para as equacgoes de Einstein}. A razao de
tal questionamento reside em problemas teoricos graves da teo
ria, CoOmo veremos a seguir.

0 primeiro problema aparece quando se tenta quan
tizar o campo gravitacional, objetivo que deve ser alcancado
se desejarmos descrever de forma univoca os campos fisicos co
nhecidos. Se fizermos expansao perturbativa, a T.R.G. quantiza
da ndo & renormalizavel quando acoplada a fotons, campos esca
lares ou fermions, pelo menos ate certo nivel de aproxima
c50(4). Na auséncia de matéria e com constante cosmologica po
rém, ela & renormalizavel, neste mesmo nivel de aproximacao.

Este resultado nos deixa tres alternativas:

13) 0 campo gravitacional e fundamentalmente diferente dos ou
tros campos fisicos conhecidos, que sao quanticos. Isto nos le
varia a abandonar a idéia da grande unificacao dos campos fun
damentais da natureza atraves do esquema usual de Teorias de
Gauge. |

23) Este comportamento altamente divergente da T.R.G. quanti
ca talvez desapareca quando a pudermos tratar por métodos nao-
-perturbativos, possibilitando até que ela atue como um corte
nas divergéncias de todos os outros campos da natureza.

33) A T.R.G. deve ser modificada quando os efeitos quanticos
se tornam importantes introduzindo-se na Lagrangeana deEinstein
termos com poténcia superior a um no tensor de curvatura ou a
coplamentos ndo minimos com a matéria.

Como meétodos ndo-perturbativos de se tratar T.R.G.

quantica nao estao ainda bem sedimentados, examinaremos com



mais profundidade a terceira possibilidade antes de pensarmos
em nos entregar 4 primeira alternativa.

Na referéncia(S}, K.S.Stelle sugere wuma Lagran
geana guadratica no tensor de curvatura que no limite de bai
xas energias reduz-se a Lagrangeana de Einstein. Prova a se
guir que uma teoria quantica para a Gravitacao provenientedes
ta Lagrangeana € renormalizavel,

e l6)

, R.Utyiama e B.S. de Witt mostram que, con
siderando-se a interac¢do de campos de matéria quantizados com
um campo gravitacional classice via equacoes de Einstein, 0
tensor momento-energia daqueles campos apresentarao divergen
cia do tipo =%, »2 e gnw, As duas primeiras divergéncias sao
eliminadas pela renormalizacdo da constante cosmologica e da
constante gravitacional, respectivamente. A terceira e supri
mida pela introdu¢do de termos quadraticos no tensor de curva

tura na lLagrangeana da teoria. Depois destas modificacoes as

equacoes de campo ficam:

Guv + A Iv = -k <Tuv>

onde Gpv @ o tensor de Einstein classico, A a constante cosmo
10gica renormalizada, 9,y 2 métrica classica, k a constante
gravitacional renormalizada e <Tpv> o valor médio do tensormo
mento-energia dos campos quanticos de mateéria que sera sempre
finito.

Vemos portanto, que a busca de teorias nao Tinea
res no tensor de curvatura para a Gravitacao sao um bom cami

nho para se resolver o problema da renormalizacgao.



Por outro lado, mesmo que as equac¢oes de Einstein
sejam validas microscopicamente, entendidas portanto'como equa
¢oes para operadores de Heisemberg, havera flutuacoes quanti
cas da metrica em torno de um certo valor medio {que e o medi
do no laboratorio) e, se as escrevermos em termos destes valo
res medios elas modificarao sua forma.V.L. Ginzburgh, D.A.

17)

Kirzhnitz e A.A. Lyubushin tratam deste assunto em Seja a

equacao de Einstein:

(1.1) 6% + A 8% = -k T

Expressemos a métrica em termos de seu valor me

dio e suas flutuacoes:

gUV = <gUV> + Sguv

Construindo o tensor ﬁaBuv em termos de <guv>, po

demos escrever {(1.1) da seguinte forma:

a - - -
(1.2) 6%, = -k Tog - 8 87, + 07,

o

onde G% ’

so depende de <guv> e o das flutuacoes Gguv.

8
Se desprezarmos as flutuacoes quanticas da mate

- - o a O “
ria podemos expandir ¢ 8 em termos de R v Suas derivadas e

TR}
_ ~ Py A o
> = =
suas contracoes com relacao a <guv . Como G Bia 0, T 8 0
e n 8% = 0 entdo ¢ = 0,onde a derivada covariante & cal
B:O"- . B;Oﬂ —_

culada em funcao de N 0s termos de ordem zero e de ordem
um na expansdo impOem uma renormalizacao na constante cosmolo

gica e na constante gravitacional, respectivamente. 0 termo de



ordem dois faz aparecer quantidades nas equacoes de campo pro
venientes de uma Lagrangeana quadratica no tensor de curvatura.
Para os calculos feitos, levamos em conta que ¢aB;a =0 em
qualquer ordem da expansao.

VYemos portanto, que, dependendo do seu dgrau de im
portancia, as flutuagoes quanticas da metrica fazem aparecer na
acao gravitacional termos de ordem dois, trées ou mais no ten
sor de curvatura, construidos a partir de <9uv>‘

As aplicacdes deste tipo de tratamento sao feitas,
utilizando o formalismo Quase-Maxwelliano para a Gravitacao,
enl8) e (9]

0 outro grave problema tedorico da T.R.G. €  que,
se o tensor momento-energia nao apresenta densidade e pressao
negativas e se nao existe nenhum ponto de espaco-tempo cuja vi
zinhanca seja cortada mais de uma vez por uma curva tipo-tempo
ou nula entao, para situacoes bastante gerais e de realidade
fisica, como por exemplo universos homogeéneos, isotropicos e
compativeis com a radiacao de 3%k ou objetos sofrendo colapso
gravitacional, as geodesicas tipo-tempo e nulas sao incomple
tas, o que nos leva a crer que o espag¢o-tempo apresenta um pon
to singular(Io}. Assim, a T.R.G., sob <condigcoes extremamente
razoaveis, preveé que existam regioes do espaco-tempo onde ne
nhuma teoria fisica, nem mesmo ela propria, seja aplicavel.

Para resolver este problema podemos novamente su
por que a T.R.G, ndo seja valida, pelo menos no limite de cam
pos fortes e que a lLagrangeana de Einstein deva ser modificada.

Em(II), H. Nariai propoe, como anteriormente, uma Lagrangeana



quadratica no tensor de curvatura como solucao do problema.Tam

bém em[]‘zl 2 [13]

, M.Novello, J.M.Salim e H.Heintzmann propoem
uma Lagrangeana com acoplamento ndo minimo entre Gravitacao e
Eletromagnetismo como forma de remover a singularidade de um U
niversc homogéneo e isotropico espacialmente.

A analise dos problemas teoricos da T.R.G. suge
re, portanto, que a Lagrangeana de Einstein deva ser modifica
da para resolver a questdo das singularidades nas solucoes da
teoria e torna-la, quando quantizada, renormalizavel e compati
vel com as flutuacOes quanticas da métrica.

Sob esse prisma e seguindo a linha de J.Plebasnki
e M.Novello em (14) e (24], construiremos no capitulo 2 uma te
oria macroscopica para a Gravitacao em termos do valor médio
da métrica por analogia a Eletrodinamica em meios polarizados
onde as equacoes de Maxwell para os campos elétrico e magneti
co macroscopicos tambem devem ser modificadas. Definiremos cam
pos gravitacionais macroscopicos e a partir deles construire
mos uma fun¢dio de estrutura H que nos dara todas as informa
coes sobre as flutuacdes quanticas do campo gravitacional. Sua
forma explicita dependera fenomenologicamente de cada caso par
ticular pois nao existe ainda uma teoria quantica fechada para
a Gravitacao. Com estas quantidades construiremos uma agao cU
jas equacdes de campo reduzir-se-3ao as equagGes de Einstein
quando as flutuacdes quanticas da métrica se tornam desprezi
veis.

No capitulo 3 desenvolveremos estas equacoes € as
colocaremos na sua forma Quase-Maxwelliana.

Finalmente, no capitulo 4, explicitaremos uma fun



cao de estrutura H conveniente e, utilizando as equacoes do ca
pitulo anterior, trataremos as flutuacdes quanticas do campo
gravitacional como fontes de perturbacdo dos Universos de Min
kowski e Friedmann avaliando em seguida seus efeitos na propa
gacao de ondas gravitacionais.

0 apendice A trara relacdes algebricas uteis  sa
tisfeitas pelos tensores de curvatura e de Weyl. No apendice B
obteremos, de principios variacionais, as equacoes de campo U
tilizadas na tese. No apendice C, através de variacoes em acoes
de 22 e 33 ordem no tensor de curvatura, construiremos os inva

riantes topologicos de 22 ordem e mostraremos as dificuldades

de se encontrar tais invariantes de 32 ordem, se existem.



CAPITULO II

EQUACOES MACROSCOPICAS DA GRAVITAGAQ

Vimos na introducao desta tese as principais moti
vacoes para que se modifique a Lagrangeana de Einstein, Para
realizar estas modificacoes buscaremos inspiracao numa  analo
gia entre a Eletrodinamica num meio macroscdpico e Gravitacao,
onde as flutuactes quanticas do campo gravitacional desempenha
riam nesta Gltima o mesmo papel de um meio macroscopico na pri
meira. 0 que faremos agora, portanto, sera desenvolver uma teo
ria covariante para a Eletrodinamica num meio polarizado para

depois fazermos o mesmo com a Gravitacao.

4} Eletrnodinamica num medlo polarizado

Seja Au 0 quadri-potencial eletromagnetico. 0 ten
sor eletromagnético num espaco curvo de metrica 9 e definido

por:

(2.1) F =A - A . =A - A

onde o ponto e virgula representa a derivacdao covariante defi

nida por uma conexaoc simetrica FaBu e a virgula uma derivacao

simples.
Com Fuv podemos definir os invariantes:
*
1 Hv _ 1 TRV
(2.2) F1 = — Fuv F e F, = Fuv F
4 4
onde uy ol Bv wv_ 1 _uvap
Fo O = FaB g g » F "3 n Fog e



Hvap Eyvas

n sendo ghvos totalmente anti-simetrico em

V=g

u,v,aef e g’ = 1

Constroi-se entdo a acgao:

(2.3) S = |(Fy - e A, 3"/ d*x

1

onde j" & o quadri-vetor corrente eletromagnética e ¢ a <carga
do eletron.

Variando-se esta acdo em relacdo a A“ e igualando
o resultado a zero, ou seja, dizendo-se que a agdo & estaciona
(26))

ria em relacao a variacoes de Au obtemos (ver

(2.4) FEY v = ¢ §¥

que sao as equacbes de Maxwell neste espaco curvo. A métrica
9y deste espaco & considerada congelada e portanto nao fare
mos variacoes em relacao a ela.
Quando estamos num meio polarizado, © potencia]ALl
- >
(e portanto os campos eletrico E e magneético B usuais) sofrem
flutuacoes em torno de um certo valor médio, que € o que se me

de no laboratdorio. O mesmo acontece para j". Assim:
A = <A > + 8A e iMoo <t o+ sgH
1 TRy J 3o+ ol
substituindo estes valores em (2.4) temos:
EHV;v = <ju> + o
onde F*Y & calculado usando-se o vetor <AY> e oM sp depende das

flutuacbes SAY e &j%.

Portanto, as equacGes de Maxwell nao valem para 0S
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valores medios de A . Isto nos leva a construir outra Lagran
geana que nos de a dinamica do campo <AU>, Lagrangeana esta
que dependera do tipo de meio p01arizad6 envolvido no problema
pois para cada meio havera um particular esquema de perturba
¢ao para o potencial AU'

Assim, seja L (a Lagrangeana) uma fun¢do qualquer

e F., definidos em (2.2):

dos invariantes F 2

1

Na ausencia de cargas livres a acao e:
(2.5) s = 1L /og d*x

Esta acdo so depende de Au (daqui por diante deno

taremos <Au> simplesmente por Au)'

Definamos agora o tensor PV da seguinte forma:

(2.6) pPHV. _ 2 %%—— -2
v

SL

6(Au,v - Av,u)

Podemos construir com pPHY dois novos invariantes:

1 puv p e P, = 1 puvp ”

(2.7) Pp =17 uv 2 - 7 THRY,

1 paC
w*v 2 Tvpo P

Note que P*Ytem as mesmas simetrias que Fu » por

v

constrycao.

Podemos entao definir uma funcao # dos invarian



"

tes P, e P, como em (14) usando 0 mesmo processo da mecanica classica onde,

a partir de uma Lagrangeana L que depende das coordenadas gene
ralizadas q e suas derivadas temporais §, se passa para uma Ha

miltoniana H que e funcao dos momenta canonicamente conjugados
oL
3§
dependentes (H (p,q) = pq - L(q,q)). Assim:

a q, p = , € de q, onde p e q sao consideradas variaveis in

1 quv
(2.8) H(PyuPp) = 5 PPOF - L (Fy, Fy)

A acao entao reduz-se a:
S=J(%‘ PU\) FU\)"H (PAIa PZ))V'Q d4x
e suas variaveis independentes sao agora pHY o Au

Note, por (2.8), que H nao depende de Fuv pois:

SH 1 pHY SL ( 1,F2) 1 pHV _ 1 pHY _

2 2

SF 1, 2 5F

As equacoes de movimento que resultam das varia

cbes de S em relacido a P*Y e Au sao {veja apendice B)

§S UV,
(2.9) S P iv= 0
1l
(2.10) Si > P P pr*v
8 TRV i 2
oH
onde H = e
P BPL
Note que, se H (P1,P2)= P, temos de (2.10) que
FHY - pHY

Substituindo em (2.9) obtemos:
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Fuv;v = 0

que sao as equacoesde Maxwell num espa¢o curvo, sem cargas 1i
vres. A Lagrangeana & exatamente a Lagrangeana de Maxwell pois,

usando (2.7) e (2.8) temos:

- 1 v _ -1 _ 1 opwey -
I = 5 3 Fuv H (P1,P2) = 3 P Fuv 7 P va =
1 puv =AY o1 pww -
= 5 F Fuv 7 F Fuv =7 F Fuv = L Maxwell

Vé-se portanto que as equac¢oes de movimento (2.10)
e (2.9) tem como caso particular as equacoes de Maxwell.

Seja agora um dado observador com velocidade vH.
Fntdo, os quadrivetores campo elétrico e magnéticos para este

observador sao definidos por:

o v o pu*v
EX¥ = F Vv e B" = F Vv

ou, equivalentemente
FUV _ _yH gV 4 ¢V (M nw)pG Y B
p o
Analogamente, definiremos os vetores p¥ e HH da

Seguinte forma:

Wo_ o puv Wo_ pH*V
b = P Vv e H™ = P v,

Da mesma forma,

pHY _ _yH pV . yV pH 4 pHVee v, Hg

Com estas definicoes a equacao (2.10) quando pro

jetada em Vv,nos da:



(2.11) FH =4 oY &+ H_ HH

i Voo
AHve

Se multiplicarmos (2.10) por = e levantar

mos 0S indices coma metrica guv encontramos:

(2.12) B = -4 bY &+ H_ HM

p

no_ 1w, 2 yH

(2.13) D" = m E i H
Py

(2.14) BH -

Assim, se Hp z 0, podemos obter b e BY em fun
: 1

cio de E¥ e HM. A funcao H(P1,P2) nos da completamente os co
eficientes das equacoes que ligam estas quantidades, relaciona
das com a constante dieléetrica € e a permeabilidade magnetica
u do meio. A funcao H carrega dentro de si todas as informa
¢coes sobre o meio polarizado em questao e e portanto chamada

de funcao de estrutura. Conhecendo-se o meio com detalhe conhe

ce-se H e vice-versa.
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Note que este tratamento nao da conta de meios po
jarizados anisotropicos, pois neste caso as relacdes entre
(0" , BY) e (EM, HM) envolvem tensores e nio mais coeficientes

escalares como por exemplo:

A4) Gravdtacdo

Seja RaBuv o tensor de curvatura definido por:
ol o o £ &) [ ol
= T - T T - T I
R guv Bu v By u Tt Bu Y ev Bv  en
o - -~ . -
onde T gy © @ conexao simetrica em B e p do espaco curvo com
metrica g _ .
I}V
Yé-se pela definicdo acima que R® = - RY
p q Buv SATe

— . — oL —
Se o espaco e de Riemann, a conexao T gy € °© sim

bolo de Cristoffel {gu} definido por:

a 1 _ae :
{BU} 29 (gEBsu * 9en,p " guB,E)

£ - N
Neste caso o tensor R = sera anti-

aBuv gaa R Buv
-simétrico em o e B, simétrico na troca do par (o B) por {u,v},
alem de possuir a anti-simetria em pe v ja mencionada. Quando
o espaco nao € de Riemann, o tensor de curvatura nao apresenta
todas estas simetrias. Cabe entao definir os tensores PuBuv’

P e P da segquinte forma:
ap
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(2.15) P =

1

),

aBuv RBauv * RuvaB - RupaB

Puu = PaBuv g e P= POHJ g

Com eles construimos o tensor conforme de curvatu

ra sem traco (tensor de Weyl):

CaBUv = PaBuv - HaBuU + g p gaBuv onde

1
HaBuv T2 (PaugBu'+ PBv ou Pav Ipu - PBu gav) €
Yoguv = Yau v - 9o gBu

Seja W o tensor de Weyl no espac¢o de Riemann,

GBuv
o

(1 p—
onde T By = A . Portanto wuBuv

rivadas. Podemos com ele construir a acao:

so depende de g,, & suas de

_ 1 aBuv aBuv L,
(2.16) S = 3 (CaBuv C - wuguv W ) V-g d

Variando-a independentemente em relagao a conexao

e 3 metrica, igualando o resultado a zero e impondo que 0 espa
(75})

co seja de Riemann, encontramos (ver referencia

(2.17) popuY b, = 0

Usando as identidades de |Bianchi:

aBuv . _ pouB uBso . pav, 1
R :\) - R - R => R !-\) 2
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que tem como soluc¢ao particular Ruv = 0.

Rguv = -k Tuv, que

quando Tu = 0 nos da R¥Y - 0) € uma equacdo algébrica em R

~ - - 1
de Einst R - =
A equacao de Ef ein ( v 5

v [IRY)

e dinamica em 9y ja que envolve derivadas de 23 ordem deste
tensor. Mas o tensor métrico nao e um observavel da teoria. Um
observador €& sempre um conjunto de reguas e relogios que se mo
ve ao Tongo de uma curva no espaco-tempo, bem como as particu
las sobre as quais ele faz as medidas. Se esta curva e geodesi

ca entao, sendo:

onde s @ o parametro sobre a curva geodésica teremos:

M M
L L A A
Ds ds o
Mas sempre & possivel ir-se para um sistema de

coordenadas onde a conexao sz se anula ao longo desta curva,
Portanto, medir-se geodésicas ndo nos da informacao suficiente
sobre a existéncia do campo gravitacional.

Seja agora uma outra curva geodesica da mesma fa

milia desta. Seja n"(s) o vetor que nos di a separacao entrees

tas curvas, como mostra a figura 2.1:



(2.18) (ver referéencia (16))

Esta equacdo nos da uma forma de medir o tensor de

Riemann que so & nulo se ndo houver campo gravitacional (espa

(275

co plano). Este tensor €, portanto, o observavel da teoria Weja
e & natural que se procure uma equagao dinamica para ele. A equa

cio (2.17) & uma excelente candidata pois, alem de ser uma e

quagao dinamica para W (que envolve o tensor de curvatura),

Buv

ela propaga as equac¢oes de Einstein no vazio (Ruv =0), vali

das numa dada hiper-superficie tipo-espaco (isto e, cuja normal

em todos os pontos & tipo-tempo), ao longo de uma regiao do es

(17)

paco-tempo que contém esta superficie

Note agora que a equacao (2.17), que nos daria a
dinimica do campo gravitacional no vazio, € similar @ equagao
(2.4) quando i% = 0, isto €, no vazio de cargas. Isto nos leva

CuBuv, que no espaco de Riemann e

FHV

a dizer que o0 tensor

o tensor wuﬁuv, faz para a gravitacao o mesmo papel que
faz para o Eletromagnetismo. 0 tensor CuBuv tem todos os tra
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¢os nulos, como Fuv, além de haver semeihancas entre a acao
(2.16) e |1 F*V F  vTg d%.

Extrapolaremos agora esta analogia para a Eletro
dinamica em meios polarizados. Sejam 0s invariantes C1 e C2 de

finidos por:

(2.19) ¢, = + c®FWV ¢ e C, - L OBV
: 1 8 aBuwv 2 8 oBuv
* * 1
onde coBuy o Buv L jaBoa WY
2 RO
B
. Pelas propriedades do tensor de Weyl, ¢ PHY

OBV,

Seguindo o exemplo da secdo (i), diremos que a La
grangeana L em (2.16) deva ser modificada pela presenca de flu
tuacoes quanticas do campo gravitacional, podendo ser uma fun

¢ao qualquer de C1 e CZ‘

(2.20) L = L (C1, Cz) onde C1 e C, sao calculados wutili

zando-se os valores medios das quantidades envolvidas.

A acdo S = |L v/7g d%x teria como varidveis inde

o
pendentes T B e guv.

Note que, em Gravitacao, existiria a possibilida
de termos outros invariantes meétricos a serem incluidos na La

grangeana.

EaBuv ¢ PO

1 ~ofuv pU _ 1

CB T g TRY) CpouB



19

0 que nao acontece no Eletromagnetismo onde Fal F)\B FBOE =
* 18 -
= FQA FuB FBA = 0 ( ). Neste trabalho nao consideraremos La

grangeana envolvendo estes invariantes.

Continuando esta analogia definiremos:

(2.21) QdBuv=‘1—§£~w_— que tem todas as simetrias do ten
s
Buv
sor C Buv.
o
1 LoBuv _ 1 *aBuv
(2.22) Q=g Q Qepv e Q,= g5« QoaBuv
Defini-se ent3do uma funcao H de Q1 e Q2 como em
(2.8)
Ho(Qy, Q,) = ~c% o "M -1 (e, ¢y
1° =2 4 Buv "o 1* ~2

A acao fica:

EN
oy
=
<
o

L= . o Buw o
onde as variaveis independentes sao Qa s T " e guv

Variando-se a acao em relacao a estas variaveis e

jgualando o resultado a zero obtemos (veja apendice B)

(2.23) S5 _ 0 =5(v/T5 0 PWV): =0
SFOL o v
Bu
) *
(2.24) 8S . — Capr _ HQ Qapr 4 HQ Q@pr

50, MY ( 2
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OH aH
onde H = H = 2t
O gy e Q2 g,
§S :
(2.25) =0 =H="H, Q, + H Q
89,y Qe 1 Q2 "2

0 que hos da um vinculo sobre a fungao de estrutura H. A forma
geral que deve ter H para que satisfaca (2.25) e:
n n

w _ = Q
H (QT’ 02) = Q»I 2 a (’—"—') + 02 L bn (é)

- - L, = . u
onde a, e bn sao funcgoes arbitrarias das coordenadas x°.

Se o espa¢o € de Riemann, V-g;v = 0 (veja apéndice

B) e Q&pr; v= 0.

Neste caso coBuv | eBuv 4 as equacgoes (2.23),
(2.24) e (2.25) ficam:
Buv . _
(2.26) Q, ;v = 0
(2.27)  WOBHY oy q0BuV oy QaBwV
Q, Qo
(2.28) H = HQ1 Qp + HQ2 Q,

Quando nao ha flutuacoes quanticas do campo gravi
tacional a funcao # toma a forma H = Q, pois, de (2.27) vem
que WXBHV - @BV o gubstituindo em (2.26) temos que WPHY;y=0
que € justamente a equagao (2.17), ja discutida. Vé-se portan
to que (2.17) e um caso particular do sistema formado por (2.26),

(2.27) e (2.28). Note ainda que H = Q, satisfaz (2.28).
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Seja agora um observador V*. A parte elétrica e

magnetica do tensor de Weyl, segundo este observador e:

' *
(2.29) EOV | OBHY oy o gV | oBuY oy
B B U

Analogamente definimos:

OV A0 RMV (s AY)
(2.30) )] =0 VB Vu e H T

Projetando (2.27) em Vu obtemos, como em {(2.11) e

(2.12):
(2.31) EMY - o DMV 4w, HMY
Q 0y
. BHY -y "V o+ oH, MY
(2.32) QZ + 0
Tirando D"V e B"Y em funcio de EMY e H"Y temos:
phv - 1 EHY fa, pHv
H H
Q1 Q1
i 2
H H H
gHY Qr 7 Qs HHY - Q2 pHV
H, Hy,
Estas sio as relacdes constitutivas que ligam DMV
e B"Y com E*Y e HMY, andlogos a DY, BY, EY e HY no caso eletro

magnético. A funcao H(Q,, Q,) determina completamente os coefi

cientes destas relacoes que, por uma analogia com as equacoes
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(2.13) e (2.14), podem ser identificadas com a "constante die
letrica" ¢ & a "permeabilidade magnética" u deste "meio gravi
tacional polarizado", polarizacac esta nao mais causada por @
tomos ou moleculas como no caso eletromagnético mas sim pelas
f]utuacaes quinticas do campo gravitacional,

Portanto, a funcao H traz dentro de si as informa
coes sobre os efeitos das flutuac¢OGes guanticas no comportamen
to do campo gravitacicnal possibilitando um tratamento simples,
belo e esclarecedor destes efeitos por sua analogia formal com
a Eletrodinamica em meios polarizades. Podemos, por exemplo,
presumir que, para determinadas funcoes de estrutura, sera pos
sivel encontrar solucdes tipo onda para o campo EX° (ondas gra
vitacionais) gue se propaguem com velocidade menor que a da

Tuz ja que isto acontece no caso eletromagnético. Mas isto se

ra assunto para os proximos capitulos.
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CAPITULO III

REPRESENTACAQ QUASE-MAXWELLIANA DA TEORIA

No capitulo anterior, formulamos equacoes macros
copicas para a Gravitacao. Desenvolveremos aqui estas equacoes
e as colocaremos na sua representacao Quase-Maxwelliana com o
intuito de, no capitulo seguinte, aplica-la em teoria de per
turbac¢ao por ser a mais apropriada para este tipo de teoria

(16).

i) Desenvolvimento das Equacoes Macroscopicas da Gravitagac

No capitulo Il estabelecemos as seguintes relacoes:

(3.1) Q%PHV,y = 0
*
3.9 woruY _ oy afuv o oy aBuv
(3.3) o= Hg, Qp + Hg, Q
Como QOLB“\J tem as mesmas simetrias do tensor de

Weyl entdo, de (3.1} vem que, considerando que o espagco € de

Riemann:

1 Bpo uv JBuv *aBuv
app ey o= 0 — R

E N on. sV o= 0 > Q L] v 0 > Q

(3.4) ;v o= 0

Tirando a divergéncia covariante de (3.2) e wutili

zando (3.4) e (3.1) obtemos:
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(3.5) WOEHY., o g QOPHY L g QoY
) ’ Q']:\) QZ:U

A relacao dual a (3.2) e:

QuBuv P H auBuv

(3.6) NOBHY |y
' Q2 Q1

Podemos escrever (3.2) e (3.6) da seguinte forma:

aBpv aBuv
W HQ1 HQZ Q
(3.7) . = .
oBuv oBuv
W - Ho, Moy q
2 2 .
Se H 04 + H 0p # 0, ou seja, se H(Q1,Qz) depende

explicitamente de Q4 ou Q,, que sdo os casos de interesse fisi

co, podemos inverter a relagao (3.7) encontrando:

QaBuv waBuv

1 HQ1 'HQz
o2 2
H + H
aaﬁuv Q1 Q2 HQ

* BV
2 foq/ MM

Sybstituindo este resultado em (3.5) encontramos:

*
e {H01 p (figy W - g, W)

;aﬁuv) 1

(#, WORHY oy

+ HQz,v » Q1

2 . ¢
Ho%q + fqo

H g Hc H - H
) waBuv( Q1,v gy Qz2,v Q2) . ;aﬁuv (Hao,v H01 01:vH02)

Y 2 .yl
Hoqq + fi7q2 Aoqqp + #go



25

Assim:
2
_ . He H %
woBivs et v e ) v WP Ry 02, yobuv
Vo2 Q1 Q2 W2, wHZ, . H
Q7 Q2 Oy
Definindo:
1 2 2
3. =1 en(H
(3.8) @v 5 [ n ( 01 + H Qz)],v
e H

(3.9) Av = 5 1 5 2 yV

HoQq + A% Hq
teremos:

*

(3.10) WOBHY | o 0, TR i, By

LL) Representacdo Quase-Maxwelliana da fteornia

Seja v" o vetor tangente a uma curva numa varieda
de de dimensao 4 que representa o espaco-tempo fisico. Seja
agora um observador que descreva esta curva. Se ele & um obser
vador fisico entio V" tem de ser um vetor tipo tempo (V" Vu>0)
para que em cada ponto ele viaje dentro de cones de luz Tocais.

Normalizando V" temos: yH Vu = 1.

Definamos o tensor huv cuja agdo € projetar veto

res no tri-espaco ortogonal a VH:

(3.11) h = g - v v
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Ve-se que Wnﬁé efetivamente um tensor de projecao or

togonal a V":

a) Qualquer A" tal que 7% = h“v n” & ortogonal a V":
~M uo Vo U u Vo V_
VU N o= VU h uh = VU (6"v - V¥V V¥u)ln' = (Vv— Vv)n ={
b) h* Y h “ h"® pois:

h*%h ® = (g"¥- vHVY) (s %= v v®) = gt - vFYE- vHYO L vy

UG | yHyO _ puO

g

Além disso, podemos identificar huv como a métrica

do sub-espaco H formado pelos vetores ortogonais a v pois:

Ha Vo Uy Vo TR U, v
ds guvdx dx "~ = guvdx dx Vqudx dx = + Vuvvdx dx = =

)2

1]

h  dxMdx” + (v dx"
UV o

onde identificamos d] = Jhuvdx“dxv com uma distancia puramen
te espacial e dt = Vudxu com um intervalo de tempo (veja (16))

para entender o significado fisico destes intervalos.

Se t @ uma coordenada global do espaco-tempo entao
dt & uma 1- forma diferenciavel e o0s sub-espacos H em cada pon
to sob a curva de vetor tangente v¥ se fundem formando uma hi
persuperficie S. Para verificarmos esta afirmacao, derivemos ex

teriormente dt:
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v M
N A dx

d(dt). = d(Vudx”)‘= v dx
Como dt e uma 1- forma diferenciavel entdo d(dt)=0

Assim:

s -V, =0<=> V¥ =4d¢,u e a superficie S e definida
pv v u

pela equacdo: ¢ = c onde ¢ e uma constante qualquer
Podemos entac induzir uma afinidade sobre S defi

nindo o operador:

(3.12) v Y =h®hPBy

onde Y (x") pertence a $S

= h PhPh 9% =0
a MoV op

Ye-se facilmente que VOLhu Ghe

v

Definidos Vu e huu’ podemos usa-los para projetar
a equacdao (3.10) de quatro maneiras diferentes.

Como ilustracdao, tomemos mais uma vez o exemplo do
Eletromagnetismo no espaco de Minkowski, na auséncia de cargas.
Neste caso, 0s campos vetoriais Vu representam observadores i

nerciais. Assim:

(3.13) FMY, =0

(3.14) FY Vo = 0
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Projetando estas equacoes em VU temos:

a) de (3.13);:
v FHVY. = (v FHMY)
H v H
b) de (3.14):
+* *
v B uv
voFR L = (V, F

Projetando agora em
FMY o= - vHEY 4 vVEH
a) de (3.13) e notando que VUEp

s = hOt (_VUE\)S
H Vv

i
=
<
m
Q
+
=
=
<
©
Q
=
w
W
(=73
2

)s ="B\):

A%

A%

h® e usando

u

que

+ nu\)pUVpBU temos:

- I8
=~ VPRV

+ VVEM s

A%

+ 7

-0 =V BM:
u
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Portanto, as equacoes (3.13) e (3.14) quando proje

tadas nos dao:

v _ Y _
E™, = 0 B ay T 0
o UVpo _ o avpo _
E7 +n V. B.sy, = 0 B VpEo’v = 0
uo_ M - - di -1,-1,-
Quando V" = 8" e como 9y = Ny = diag (1,-1,-1,-1)
teremos:
EY =-FMYy  =-FHVp o oMY 50 -pOY
M HO M
* *
BY _-pHVy _-pOV
u
eAVeTe]
Notando que nvee - _ E s 0 conjunto de equa
V=g -
¢coes (3.15) fica:
a a _
E sy = 0 B T 0
ANELLLE: 0 B% 4+ e -0

que em notacao vetorial e:

<14
e
n
o
<] ¥
ot
I
o
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Estas sao as equagoes de Maxwell em termos dos cam

> ->
pos E e B, que sdo as quantidades medidas no laboratorio.

Vé-se, portanto que projetar equacaes tensoriais em
direcoes definidas por vH e huv € no fundo apresenta-Tlas en
termos de quantidades mensuraveis pois para usarmos reguas e
relogios e preciso definir direcoes tipo-espa¢o e tipo-tempo ,
respectivamente, no cone de Tuz local. 0s tensores Vu e huv
nos definem estas direcoes.

Motivados pelo exemplo do Eletromagnetismo projeta
remos também a equacdo (3.10). A diferenca aqui € que (3.10)
possue um grau de tensorialidade maior que as equacoes do Ele
tromagnetismo e portanto as projecdes deverao ter tambem um

maior grau de tensorialidade que no exemplo eletromagnetico.As

projecoes que faremos em (3.10) sao:

a) yB yH poe
pAraB !
b} n VA v
¢) hu(onp)kuﬁ v,
d) VB hU(phU)a
onde ALP9) _ pP0 L a0 o aleol _ppo_p00

0s calculos das projecGes do lado esquerdo de (3.10)

se encontram na referéncia (16). Preocupemo-nos com o lado di
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*
reito, ¢ WUBMY L op yoBuv L gesy

apuy *aBuv _ av
a) VaVy Ny (v, W07 4 Ay, W ) = hyo B0y +
v
= Epv wv + Bp Av
. v aBuv _ _ oV
pois Va E Va W VB Vu = 0 = Va B
b) VA v (g WOBHY o geBuvy gy oy W
npAuB Y Y iy VOUpA
_ PV A _ v _ v
2Av pr v vu = 2 (Bp v, Ep Av)

c) Aqui usaremos as relag¢oes (ver referencia (16)}):

— - u A
(3.16) wuBYU = (naBuv Ny&ap YaBuv gYGAD) ey
. U yA pvp
* (”asuv Iysap™ Yaspv nYﬁlp)V VB
* - H
(3.17) NQBBE - (geekp "aguv ¥ Mapse g&Buv )V

: Loy A vp
+ (nkpee Napuv Joenp gaBuv) LA B

Alem disso:

X 0 R
LA gylet = VY (gp6 It 7 Iao QUT)

ap

EVP

Vh FVP
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h O Pyt By

w1 e’ M Voo
= hYO pPred Hygye ¥° = 205 Y7V, ﬁplYe -
=-2y YO vt gt {(gYeaB Turer ¥ Nasye guheT)VeVuETB +
_(nasye nuABT B gYeaB guABT) VBVQBTB] -

€ Yo A pu € o 1B

= =2¢ h V g v v E gysas Nuaer *
_ZwE h?e VA g”" Ve ve P naBYE gUKBT *
205 nY9 yh gPH 8y g8 Nougve Mot *
_29€ pYT yr gPH yO y@ pTh Iyeas Turor =
= 0w 29" AV g v pTP Mogye * 0
+ 2yE hY9 gPH h e y* gpto (9ye 9es = Iya 9.4) =
-0+ 2n % bE PR L0 4 20° nYO gPM e Vo BT
205 n%, g% n v BTP -
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Ao simetrizarmos temos:

(o _p) A oBuv € pPC
hu n VO OWTTE T 8 V, V.- 2V v B

ACB kY

_ z{hueﬁ(UEp)

pois B(pg) = 2B°% 33 que B®Y & um tensor simétrico.

* — - -
ii) 0 termo hu(gnp)}mB Vh waBuv Av e obtido do anterior trocan

do-se Ep por B Bp(j por -E e we por AE, como se pode infe

o pag’ po

rir das equagles (3.16) e (3.17). Assim:
h (o_p) VK JaBu _ 4(% naeB(UEp) Voy -V ¢€ BOU

aeBloge) 'y p Ly pF (PY)

-
t 0 B "a ‘e £

~ B yy(p,o)a )
d) Calculo de ¥" h h JaBY'

. B . Yp o0 E _ uB L yp o0 €
i) VT RTPRTT T W o= VT RTT R {(naﬁuv Nyero

UA\)G : U}\VG_
) guBuvgyeke) VTVTE + (nasuv 9vers T Yapuv nYeAe) VEVTB J“

VB hYp hUC‘L wE n

GRUV ”yexe

_ yB LYp o0 € u
V*” h h P gasyv g\{“Ei Vo v

yB pYP poo wa

+ .

U yA gVl 4
"apuv I ens v .
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VB hYP hca WE VH VA Bve

+ g

aBuY Nyeno

A Eve L0

il

0+ h'? h_ "%y
8

v (gyk 9c0 = Yen gYe)

oL YP oo € A ve
hmhgy P70 Mg V0BT =

_ hh o € ve _ yp 0O e
0 h 5 h v vV E h h v ]

[

Simetrizando temos:

B .v(p.ola e ~ € Do 0
N e T A LA N TN B

Ve hY(phO)a AE 0

ii) w&BY€ =

(Trocamos Epo por Bp B , por -E

s B e ¥_ por A_)

po
Portanto:
veAB(pBU)

g *

B ulp,o)a ~ £ po
Y™ h h J&BH = 2[-¢ VE E +

e po 1 exé(ppo)
- ARV BT - oA Wy E" g

As projecGes a), b), c) e d) aplicadas em waBquv

nos dio (16):



b) 2{h%° K% B

c) 4f-n n% BYY -6 877 4 a Eg(png))‘o‘B Vy

d) 21 -hP nO EMV . gEPC _ 4 gl no)laB v
u B A
B o H A 2 v Y
ovud _pAUB
" Vu VA Eéaeﬁv]
onde ,sendo Q&B = V&;B - V& VB’ temos:

—_

op ~ 7 Uap)d 2 T Va7 Vayp
Portanto, as equag¢oOes projetadas sao:

o yB gvs U

oo 8y
(3.18) a) h™ h E Buv

adsy + 1

- §

+ 3 B9 y

B/
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= E Ve B Ae
(3.19) b) h®9 poY B 055y hOBHv BEve gt L 3V -
_ goc v, - pO€ h
(3.20) ¢) h° 8"V + 0 B°Y - a_ EB(pnO)mB v, +
+ % EuB,u hu(cnp))\OtB VA - % Bu(phg)u Vu’ ot
ovpus npAuB Vu VA Béa eBu _
A L % nEO‘B(OEp)B Vou, - v, A% EPO
. % naaB(on)B Voh

(3.21) d) h° h7 EFV 4 8 EPC 4 a B (p 0)naB

gvud _praB B
-7 n Vu VA Eué er =

V ouw_ o+ A% v BPY 4

Vv \DE EDU _ 1? ,{]E@B(DBU)
£

1 _eaB(ocp)
'ET'I E 8 VO(. A’E

Estas sdo as projecdes da equagao (3.10) segundo
as direcoes a), b), ¢) e d).



37

CAPITULO IV
TEORIA DE PERTURBACAC NOS UNIVERSOS DE MINKOWSKI [ FRIEDMANN

Neste capitulo estudaremos as flutuacoes quanticas
do campo gravitacional como fontes de perturbacao dos universos
de Minkowski e Friedmann. Para efetuarmos os calculos, apresen
taremos um exempio especial simplies de funcao de estrutura H que
nos dara uma visao de como podem aquelas flutuacoes influenciar

na propagacdao de ondas gravitacionais.
L) Expliciftacao da funcac de estruiuna

Seja H(Q1,Qz) = aoA[a(xu)]Q1 + Aen[a(x“)]Qz onde
a(x") & uma funcdo escalar das coordenadas x". Esta forma de
H(Q1,QZ) satisfaz a condicao (2.25).

As derivadas de H(Q1,QZ) $3ao0:

HQ = cos[a(x")] e HQ = senfa(x")]
1 2

substituindo estas expressoes em (3.8) e (3.9) temos:

¢ =0 e A = [a(x*)]

v A v

Se o (x") & tal que o =B V onde B € uma constan

te arbitraria e Vv e o campo de velocidades sobre o qual estao

referidas as equacgoes (3.18), (3.19), (3.20) e (3.21) (o que e
sempre possivel, como ja vimos, se dt = Vu dx” & uma 1-forma di

ferenciavel) entao Av = R Vv.
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Assim:

De (3.10) vem:

aBuv _ LACTERTRY
W oy T BV, W

Usando-se (3.17) chega-se que:

afBuv _ aBe6 u _ [a-B]lu

W . Bn Ea Ve B V-"E
que corresponde a tomar n = p = -B como 0S Unicos coeficientes
da expansao feita na referencia (91 diferentes de zero. Este

caso ndao foi estudado nho artigo citado.

AL} Pernturbacdoes no Univernso de Minkowshi

A metrica do Universo de Minkowski & dada por

. ~ o
Moy = diag (+1,-1,-1,-1). Portanto a curvatura e zero (R &nrOL
a derivada covariante reduz-se a derivada simples (os simbolos de
Christofell se anulam) e os observadores fisicos sdo, ja que

nao ha gravitag¢ao, os observadores inerciais: V=V = 0
) HiV HaV

Desta maneira temos:

Eu\) = Hu\) = VU;\) = ZUV = w}_l\) = 8]..1\) = 0, aa:WG':U e e = 0
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Perturbando agora as expressoes (3.18), (3.19),

(3.20) e (3.21), desprezando termos de segunda ordem e usando

(4.1) e (4.2) temos:

(4.3) E9Y -0 = J°
.Y
(4.4) BYY -0 = 1°
s Y
=00 - 1 (p Glath po Yo}
(4.5) B + > E B, n Va RE L
oo 1 nlp o)aTh po 0o
(4.6) E =3 B 8,1 Va = RB K
onde EPY = §EPC , BP9 = spPY9 , BPY - BP9 yH = gPC  yH o

EGB - EGB

ois:
M > U P

EOB pef L pVB pa , pov B

su 3! v Vi

e as duas Ultimas parcelas do termo a direita desta igualdade
sio despreziveis por serem em segunda ordem na perturbacao.

Fquacdes tipo onda para os campos EMY e WYY  sdo
obtidas acoplando a derivada na direcao vl e o0 rotacional das
equacbes (4.6) e (4.5), respectivamente, em perfeita analogia
com o caso eletromagnetico.

A derivada temporal de (4.6) nos da:

2 (o ploTh -
3 n Va

1 kPO
2 BoT - K

(4.7) EP9 -
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0 rotacional de (4.5) e:

4.8 ovp 3P L 1 ov P EatTh |
( ) " gva :U+2n EVVEB,T,UH VO{ *
1 ovu £ poTR ovy 0E
" Z 1 g V\) E BsTsi 1 VO{' L £ V\) L + M
Usando que:
o o o}
87, § . S 8
nOVUE Tearp = det Gvu GvT sz
(SU GU SU
o T 3
e
o o
S S
(5\) 6\)
o T
ovpg L
sH §H
o T
£ a
87 $7 0
temos:
1 ovu P LatTh 1 = po. oM o
(4.9) > 0N Vv E BT n V, =5 |-E "+ E ’p Vo 4
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ovig o path g V oV =

1 (4 po £EB :
gﬁ:T:p e v P (g E *

4.10
(4.10) 8L

1
5 N

+ EPHM VO - yP yO gTH - EPeHs0 + VP E9T 4
:u sT sl s U s T

+ EQO’U _ EQU _ EOT sp)
+ U s T

De (4.8), (4.9) e {(4.10) vem:

1
2 SU !U SU

oMU o] 0,0 -TuU - _pU,0
R E u ) ve VT OE T, + E 1

S wP ETO L EPOSM L EPO TP
» T s M 5 T

Substituindo esta expressdo em /4.7) temos:

200 1 gely) “u(p o) 0o : u{p,o)
E -7 [45 - 3E A i} - 4F o T 3E i

PO _TU i _
-2 hP%E ,T,u} - LT Yy = K

Usando (4.3) encontramos:

+ j(pvg) J(ppo)

0G5 U 3
E uta

_ 3
z
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Assim:

0 ef9 = 3 glesod _ 3 5(eyo) 1 o ju _
4 4 2 > U 2 £ ITRRY

Vé-se de (4.3), (4.5) e (4.6) que:
3P -0, LPE = - BEPE e KPY - gBPC.

Portanto temos:

oo _ B vulo plE yelsj
(1 E = > n : E ,U Vv + BB

Utilizando (4.5) obtemos:

(4.11) ] EP® - 288°° - g2 EPY - g

De forma analoga, obtemos para BPY a seguinte ex

pressao:
(4.12) [ B9 & 2gEPY - g% BP9 = 0

Note que, na auséncia de flutuacdes quanticas, is
to &, quando 3 = 0, caimos numa equacao de onda plana para PO
BP9 cuja velocidade de fase e a velocidade da Tuz.

Para resolver (4,11) e (4.12), tentemos as  solu

coes:
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onde bF° | 2PY e hu sao constantes.

Substituindo em (4.11) encontramos:
2RO (-, kM) - 28 pPY ik - 82 EPY L0 —

2 LhoB

po
7 ku o) b (4.13)

=l ,Epo = -

Fazendo o mesmo para (4.12) achamos:

PO 2 Lho B ﬂpo
(82 & b, kM)

Substituindo este resultado em (4.13) obtemos:

] . 2 2 .2
00 _ (-2 Lho) (2 Lho) B 290 s 4 ko B8 TN
2 3 2 1] 2 Uy 2
(RS + ku YY) (BS + hu LY) (R + ku LF)
2 kB
- =t 1
' T
(R + ku Y
Assim:
(4.13) £PY - 1 4 bP°
Mo 2 4
(4.14) Ry kY = - BTt 2k B

e de (4.3) e (4.4):

(4.15) 2P° R, = bP% k= 0
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De (4.13) vemos que EPY esta defasado de BPY  de

+ 1/2 pois:

A equacdo (4.14) nos da que RV ku > 0, Isto signi
fica que as ondas gravitacionais podem se propagar com veloci
dade menor ou igual a da luz {as solucoes Y hu < 0 que repre
sentariam ondas gravitacionais com velocidades maiores que a
da luz sao fisicamente inaceitaveis). Portanto, as flutuacoes
quanticas do campo gravitacional, neste caso especifico, desem
penham o mesmo papel para ondas gravitacionais que os meios di
eletricos de indice de refracao constante e diferente de um de
sempenham para a propagacdo de ondas eletromagneticas.

A equacdo (4.15) nos diz que EPY e BPY 530 perpen
diculares a direcdo de propagacac das ondas dada pelo vetor ko.

Assim, as equacdes {(4.11) e (4.12) admitem uma so

lucao tipo onda plana com as caracteristicas apontadas acima.

LiL) Pertubacdes no Univenso de Friedmann

0 modeio cosmologico de Friedmann e um modelo pa
ra um Universo homogéneo e isotropico espacialmente. 0 elemen

to de linha infinitesimal para este universo & dado por:

(4.16)  ds? = dt? - A%(t) | dx? + o%(x)(d8? & sen’o d¢2)} -

- U v
= 9 dx™ dx
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Este elemento de linha satisfaz as equacgoes de

1

Einstein RMY - = R g"V = -k TV onde T*Y & o tensor momento-e

nergia de um fluido perfeito que e dado por:

(4.17) Y = 5 vH yY o o

onde p e a densidade de energia, p a pressac isotropicado flui

do, v o campo de velocidades de um dado observador e hHY

0
tensor projecao ortogonal a vH.

Se este observador & comovente com a matéria en
tao, no sistema de coordenadas (t, y, 9, ¢), T 6“0. E facil
ver que V" & uma geodésica para a métrica dada por (4.16) de
modo que estes observadores, ligados aos aglomerados de gala
xias, estdo sujeitos apenas ao proprio campo gravitacional do
Universo de Friedmann. 0 sistema de coordenadas (t, x, 6, ¢) e
dito comovente e para se ter uma imagem pictorica delas basta
pensa-las como linhas desenhadas sobre um balao inflavel. A me

dida que ele cresce, 0s pontos sobre a sua superficie, que re
presentam os aglomerados de galaxia, vac se afastando, mas as
linhas mover-se-ao com eles 0 que faz com que tenham as mesmas
coordenadas. A coordenada t € tanto o tempo cosmico como o tem
po proprio dos aglomerados de galaxias.

Como dt = V dx" = g dx" = dt & uma 1-forma,pois

Lo
t € uma coordenada global do espaco-tempo, entdo, como ja  vi

mos no capitulo 3, h =

°v 9uv vuvv define uma hiper-superfi

cie com elemento de linha huv dx" dxV. Mediante uma escolha de

sistema de coordenadas que mantenham yH - 6“0 se pode fazer com
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0 (16} . B v L { ,
que 90 = S y . Assim, huv dx™ dx~ = gij dx~ dx”’ onde 4 e
{ podem assumir os valores 1, 2 e 3.

Se (4.16) satisfaz as equagoes de Einstein entao

a funcdo o(x) toma as possiveis formas |19

o =Yy , O=4en Y , 0=5Shy

Estas funcoes correspondem aos seguintes valores

para o escalar de curvatura do tri-espaco definido por h (19):

F fiacil mostrar que este tri-espagco &€ homogeneo e
isotropico no sentido em que ele @& maximalmente simétrico
ou, de outro modo, apresenta 0 niUmero miaximo de vetores de kil
ling independentes (para um espaco tridimensional este numero
& 6e correspondem a trés translacdes e trés rotacoes neste tri-
-espaco o que significa que a métrica gij e invariante segundo
estas transformacdes). Isto confirma o fato de que (4.16) & o
elemento de linha de um Universo homogéneo e isotropico espa
cialmente.

A forma de A{(t) & encontrada quando se explicita
a equacao de estado p = § (p).

0 tensor de cisalhamento, ZuB’ o vetor de rotacao
wa e a aceleracao a,s definidos no capitulo III sao nulos.

Vimos no capitulo II que as equacgoes de Einstein
no vazio, Ruv = 0, sao equivalentes as equagoes me“v;v =0
desde que aquelas sejam validas numa dada hiper-superficie ti
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po-espaco. Da mesma forma, as relagoes:

pla;R] wla ,B1
(4.18)  wwv - 1y P lg T
3V 2 6
- . - —~ 1 B T8V, .
sao equivalentes as equacoes Ruv - E R guv = - T (f1zemos

k = 1), estabelecendo-se as mesmas restricoes.
Portanto, na presenca de materia, a equacao (3.10)

¢ modificada para:

B8]
aRuv _ aBuv *aBuv 1 HLos
(4.19) W oy = Yy W + A, W -5 T +
1 ulaciB] S TRY
t <z 9 T! onde T =T 9y
No caso especifico de wv e Av serem dados por
(4.1) e (4.2) temos:
* ]

(4.20) woBuwv ey eBuy o 1opulesBl 1 qulaptR]

3V v ? 6

Quando projetamos estas equacoes nas direcoes da

das no capitulo III encontramos (76):
g 8y > B ové W £V B
(4.21) h h Eaa;y gy Vv© B ", + 3B W, =
1 pea .8 e e _ £ v, 1  eu .
= 3 h Pt a3 (z%, - 3u v) Q'+ 5 T Vu +
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ea 8Y p € B -vs
(4.22) h=" h assy ~ " puv A SR

e QP A caBA

= 2(p + p) W - VA qa;B + 7 )Wu

(g *+ Mgl ™o,
(4.23) 1P 0O B¥V 4 epP? . L (epo) vy
wov 7 v u

ovue peref oy v o6 o -V E

(p_o)xraB -1 (o_p hop
- 1N 2aBas fup n V. + = E ahu N sz

B A 2 B

_ 3 Jloge) 1 po o 1, (o p)aBA
= - U 2P % e g0 v

A qa +

(4.24) he n MY 4 BE®Y .

E
™

- a B 1 af - ~ . .
onde LI TuB h " h v 3 TaB h huv e a pressao anisotropi
B

ca do fluido e 9, = TuB v &€ o fluxo de energia em relacao
a VB.
Analisaremos agora as perturbacoes tensoriais do

Universo de Friedmann. Ao se levar em conta as flutuacoes quan
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ticas do campo gravitacional vemos que estas perturbacaes

sdo as Unicas que nos trarao resultados diferentes dos  encon

(16)
(16)

trados por J.M.Salim na referéncia Neste caso, portanto,

SW = 6qg =6V = 0we 86 = 8p =0

. Além disso temos que,
U u U

no Universo de Friedmann, T L Y =0
e a' = g% = 0. Assim, perturbando as equacoes (4.23),(4.24)
e as equacles de evolucao:
: 1 .1 v 2 1 9 _
(4.25) ZaB - —h (uh 5) 3,y t 3 8 Za8+ huB at g = _EaB +
2
Ty
T2 B
_ T Lo B8 . epi
(4.26) Buv =-3 h (Uh v) (Zupgh + wup;k) nB VE
. _Lu v A a
onde ZaB = h o h Bzuv;l v e desprezando termos de Z¢ ordem
encaontramos:
(4.27) EEp + BEEp - PEp (B) = Cap + BBep
(4.28) BEp + eBep + Pep (E) = DEp - BEEp
(4.29) 5 .+ 205 = <E ,-+x
: o 3 o o8 2 ap
(4.30) B = P (z)
LV TRy

definido por:

i

onde o operador ng

u 8 ava
h (Eh o) g VA ®ap;v €

rol—

Pe, (0) =



1 1T a uoo 1
Cgp > (p +p) co T2 h™ o "au * B 8 Tep
D = - _1_ P ('n')
£p 2 EpP
Para o modelo de Friedmann, € possivel construir-
-se auto-funcoes harmonicas que sdo solucdes da equacao de

Helmoholtz generalizada,

o T YA u ) B4 k2 o
h . h o h (h a h . h Y Vuv;B);A —£§ V€p

onde k € dado por:

o, a<|k|<co

(3)R=6 ’k = n _3, n=3,4,...

e que sao bases completas nas hipersuperficies de homogeneida

de daquele modelo (}6).

Podemos, portanto, expressar Euv’ Zuv e T nesta

base da seguinte maneira:

Euv = E(t) v

~

iy T L(t) v

Fal

i
pv = w(t) Vuv

B = B(t) Vuv



Substituindo isto em (4.27), (4.28), (4.29) e u

sando de (4.30) que B

(L +

oL +

Pep (V) = -
teremos:
(4.31) [é +
(4.32) (L +
(4.33) (L +

—7) ¥

Mas como

|
D
—
+ .
m
e
-
M

w|r
D
—
+.
I-—\
=3
o
== >
m

o

1l
1

m
)
m

= L
JIRY

(veja

hYA
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P (ﬁ) temos:
ey

(Téj)

L.V B0 1 .20
(h o N o h v \fw;B);A -3 6 vep +
2 A
2 -k
+——2-) Lj‘ €p=
1 * 9 ’ %
(p+p) L + > "+ w} Vep + BL ng (v)
(v) = - ETrpgp (v) - BE Ve,



52

Substituindo (4.33) em (4.32) obtemos:

Fa)

RE Vap = => EEp =0
Como Buv = L Puv (z) = B (t) Vuv entao o sistema
de equagoes acima fica:
1 12 ke 1. 0
(4.34) — (p-p) + = 87 - = L = =~ m+ =7+ BB
2 3 22 2 g
(4.35) [ +26L + L a-o0
3 2

Yeé-se facilmente destas equacoes que se L = 0 en
tao m= 0, B = 0 e o tensor de Wey perturbado se anula.
Se m=mL, onde m € uma constante qualquer, e

5 - 3A temos de (4.3.5) que:

A
L+ gﬂ L + miL = 0
A 2
isto e,
-m ¢

-2 z -
L =D A e onde D e uma constante,

Portanto:

-m t . -m ¢
L=-De 2 pa2y pAdae? -
__my L2
2 3
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Substituindo estes resultados em (4.34) obtemos:

| i 2 m/2t
Te2 M8, m K lca?er
3 6 4 22

(4.36) B =

onde C = b
B

Examinaremos o caso em que a curvatura do tri—es
paco no Universo de Friedmann & zero (secao planaj.

Para um fluido constituido de radiacao, situacao
1

provavel no come¢o do Universo, temos que p = § p. Assim (veja
(19)).
1/
B 2
Alt) = Ayt
3 ,-2
(t) = >t
g 4
-4

(4.37}) p = A

1 -3 2 2y 1 , M2t
T LA et F e € L S B o7 S
[2 4 Y ] °

0000 4q super-tensor

Considerando a componente T
de Bell-Robinson como a densidade de energia gravitacional te

mos:
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Para tempos pequenos temos entao que:

6

(4.38) u e« t70 « p" 12

Tratemos agora de um fluido constituido de mate

ria incoerente (poeira) situacao provavel quando o tempo de vi

da do universo & grande. Neste caso temos{Tgl
p =0, A(t) = A tL/3, o(t) = & ¢-2
0 3
-3

(4.39) p < A

Substituindo estes valores em (4.36) obtemos:

o
il

3

10745 ~7/3 2 2 G
t + Mg Y L. S ¢ AT2 o °
3 4 2 0

Para tempos grandes vemos que a energia gravitaci

onal tem uma variacao exponencial:
(4.40) u e« B o« e

No caso em que a perturbag¢do na pressdo anisotro

pica for zero temos que m = 0 e portanto, para o caso da poeira:

8
(4.41) e B2 atT /Y.y
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Assim, sendo p a densidade de energia gravitaci
onal e p a densidade de energia do fluido que constitui THY, te

mos os seqguinte; (zs0s para w = mL:

10) m > 0

Para tempos pequenos ve-se de (4.37) e (4.38) que p cai
mais rapidamente que p. Para tempos grandes, a queda de u se
torna exponencial e portanto acentuadamente mais rapida que a

de p {(veja (4.40) e (4.39)).

20) m < O

A diferenca deste para o primeiro caso ocorre quando con
sideramos tempos grandes. Nesta situacao yu, ao invés de decres

cer, aumenta exponencialmente.

Para tempos pequenos u e p caem da mesma maneira que no
primeiro caso. Ja para tempos grandes, a queda de u se torna
menos acentuada mas mesmo assim maior que a de p (veja (4.41)

e (4.39)).
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CONCLUSAQ

Nesta tese procuramos desenvolver uma teoria para
a Gravitacao que levasse em conta os efeitos das flutuacgoes
quanticas do Campo Gravitacional. Com o objetivo de estabele
cer uma analogia formal entre esta nova teoria e a Eletrodina
mica em meios continuos definimos um novo tensor Q@Buv em (2.21)
e uma funcao de estrutura H em (2.22). A forma explicita de H
nhao pode ser dada pois ainda nac existe uma boa teoria quanti
ca para a Gravitacdo. A situagdo aqui € analoga a da Eletrodi
namica no século XIX onde, como nao se conhecia a estrutura mi
croscopica dos meios continuos, as equacgdes constitutivas que

> >
relacionavam o deslocamento eletrico D e o campo magnetico B

> >
com o campo eletrico E e a inducdo magnetica H eram puramente
fenomenologicas. A diferenca € que, em Gravitacdo, a fenomeno
logia ainda @ muito pobre ndo se podendo portanto inferir so
bre a funcao de estrutura H.
Em seguida, tendo imposto que o espaco-tempo se
Ja Riemanniano, desenvolvemos & teoria na sua forma Quase-
-Maxwelliana. Assim, as equacgoes tomaram uma forma facil de se
manipular de maneira que, quando tivermos um pouco mais de fe
nomenologia, possamos dar uma forma explicita para H no caso
estudado e assim conhecer um pouco mais da teoria quantica pa
ra a Gravitacao que esta sendo procurada. Inversamente, se um
dia tivermos em maos esta teoria, poderemos, atraves da funcao

He daquelas equacoOes, estabelecer os resultados experimentais

que devem ser encontrados.
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Para exemplificar este tipo de procedimento, ex
plicitamos uma funcao de estrutura conveniente e exeminamos os
efeitos das flutuacoes quanticas em teoria de perturbacao, pri
meiramente no Universo de Minkowski e logo apos no Universo de
Friedmann.

No Universo de Minkowski, as equagoes Quase-Max
wellianas perturbadas apresentaram uma solucao tipo onda gue
representava ondas gravitacionais se propagando com velocidade
menor que a da luz, comportamento analogo ao de ondas eletro
magneticas viajando em meios dieleétricos, como era de se espe
rar. Isto nos permite especular que flutuacles quanticas podem
gerar um analogo gravitacional do efeito Cherenkov do  Eletro
magnetismo.

No Universo de Friedmann para o caso estudado, ve
rificamos que:

10) As flutuacbes quanticas anulam a parte eletrica do tensor
de Weyl perturbado.

20) Se as perturbagOes no tensor de cisalhamento sao nulas en
tdo a parte magnética do tensor de Weyl também o e e assim
o proprio tensor de Weyl perturbado.

Em seguida estudamos 0 que aconteceria com a densi
dade de energia gravitacional, denotada por u, no caso em que
a perturbacdo na pressao anisotropica e proporcional ao tensor
de cisalhamento perturbado e considerando Universo de Friedmann
com curvatura do tri-espaco nula. Quando agquela constante de
proporcionalidade & positiva concluimos que a queda em ué maior

que a densidade de energia do fluido que constitui tal Univer
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so, a qual chamamos de p. Para tempos grandes a queda de u € ex
ponencial. No caso em que a constante de proporcao € negativa
entao p aumenta exponencialmente para tempos grandes.

Quando a pressao anisotropica & nula, pu  também
cai mais rapidamente que p para tempos pequenos. Para tempos
grandes a sua queda & menos rapida, mas ainda mais acentuada
que a de p. Assim, as flutuacOes quanticas, segundo o exemplo
proposto, apresentam um comportamento tipico de viscosidade pa
ra a energia gravitacional.

Para melhor avaliar os efeitos das flutuacoes quan
ticas do campo gravitacional & preciso portanto que se tenha
uma teoria Quantica da Gravitacao € que assim se encontre de
forma mais realista a funcao de estrutura H para cada caso es
tudado.

Talvez fosse importante notar que poder-se-ia a
crescentar a Lagrangeana termos cubicos no tensor de Weyl e
ver de que modo eles alterariam a estrutura formal de (2.26),
(2.27) e (2.28) ou ainda estudar-se os efeitos das flutuagdes
gquanticas em espac¢os nao Riemannianos ou com torcdo. Estas sao

observacoes que podem ser investigadas em futuros trabalhos,
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APENDICE A

Mostraremos neste apendice as seguintes relacoes

algebricas satisfeitas pelos tensores de curvatura e de Weyl:

!

- * = . * L
(A.1) Raﬂuv Raﬁuv ZHaBuv + 2R "By
oaB (A 1 af _ 1 2
(A.2) R oag Ry ={7+73 Ryp R c R™ o,y +
afB 1
+ Zwuavﬁ + 3 R Ruv
- aRuv
onde A = “asuv W
VpOR B 1 .2
vpal _ A 1 ab 1 sV
(A.3) RupaB R ( 1 + , RaB R . R™) i
*B B
Voo B v
(A.4) RupaB R =7 § "
*aBuv
onde B = waBuv W
* ap ARV o 5BV
- P¥*
(A.5) waﬁuv C C = RaBuv R R
_ 1
onde Cau = Rau "7 R gau
*
A1) Sabemos que waBuv = waﬁﬁv = waBuv
Como:

1
waBuv - RaBuv' HaBuv t R 9aBuv
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onde
21 '
Houguy = E(Rau 9gv * Roy 9apn = Rov 98y - Rau Iy
© 9aguv = Yap Ypv Jav 93y
temos:
o Wk - * - * _ *
0 waBuv waBuv RaBuv RaBuv +
- H* + H * + 1 R g* I R g . *
aBuv aBuv g aBuv 6 afuv
Mas :
A po 21 P T P 5O _
g;Buv ) Nageo 3 wv ~ 2 ntpo((S u6 v § v6 u)
— — *
- nuBuv - gaBuv
Portanto:
R* - R _,* = H* - H ¥ = i-n HP - ln H
afuv afuv aBpyv aBuv 2 aBpo 1RY 2 uvpo aB
1 0 0 O 0 _ pP O _ p0 <P
=7 Na80o (R US o F R™. 8§ R VG y R US v) +
1 P O O 0 _ p¥ P _ pP 5O -
"7 Mivpo (R a@ g * R 86 " R QS 8 8 a)
1 o] o P o
= 4 (napr R u + nuBuG R v naBpu R v Tapvo I *

o1}
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(A.1.

(A.1

L

)

2)

.3)

H

R

ST

R
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9

P
R nuvuo R 8 +

o "

Vemos assim que:

T vBo R

o o
a b nuvpa R B)

1 o] 1 o
* - —
aBuv 2 nuBuo R v ¥ 2 nuBov R u
Entao:
* - *  _ Hd=% _ * -
aBuv RaBuv HaBuv HaBuv
1 G P o Py
2 (nasua R v nuva R o naBVG u + nuvpa R B
1 PO G P P O o0 P :

- 2 Mool R 87 R 8% - RPp 6% RT, 6 g) +

1 g G o} g

2 (naBuo R v -~ NaBvo R ¥ Mivao B Tveo a)
E facil ver que:

o o o o

(naBuo R v = Nagvo R ¥ Tiveo B "ivBeo R u)

1 o . QU o o _
5 (R a Nopuv * R g Naouv u Napov © R™y ntuo)"
1

2 naBUU

Assim, de (A.1.2) temos:

1
— *® _

&Buv - Raﬁﬁv = -2 HuBuv t 3 R NaBuv
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* - - *‘_
e (A.1.4) H&BUV = H&BUV + > R N Buv

Como consequencias de (A.1.3) e (A.1.4) obtemos:

(A.1.5) Riguv ~ Ragly = Haouy - > R Mgy
e
(A.16) R&Bﬁv - RaBuv - ZwaBuv - % R S apuv
A.2) Ripas RvpaB = (pap * Higap - % R 9upap) X
x (98 4 g POE LR g POF)
Mg WO o H % RW e 0,°%
¥ Hpag vaaB * Hipas vaaB i % RHoas gvpaB +
) % gUD&B va&B ) % gUpaB vaaB + %_ R2 gupaB gvpaB
Como waBuv tem traco nulo temos:
(h.2.1) wquG Hvad _ wquG % (Rvpro+ ngsvp- Rvong_ RBQ6vG):
i % W gvo REC - "oy REY) - WoBvo REE
(A.2.2) H W BP9 oy R B0

uBpo v HBVE



(h.2.3)  H oo H PO % (R, 950 *+ Rgo 90 - Rug 9pp
- Rgy 960 (R,F gf9 . grBO 6.0 - R, PP rPP 57.)=
-1 (4R, RS+ R R - R RUB - Ry RUB +RR
* Rag R Iuv = Ryg R,F + R Ruv + Rag R Iv) =
= R, R+ % Reg R 9,
(A.2.8) g0 9,070 = 2 (R a0+ Roogyo - Ryg gg, ¢
- Rg guc) (6vp QBG 6vc ng) -
- % (4R, ~Ryy, +Rg, . <R <R AR <R eRg = 2R +RG
(A.2.5) g5 ngpG = (9,985 = 9,098, (avpgBG - avggﬁp)=69uv

Entdo usando (A.2.1), (A.2.2), (A.2.3), (A.2.4);
(A.2.5) e que

GBRpo
y y Bpa _ weBpo W g i A g Veja(ZO)
UBpao v 4 nv 4 UV
encontramos:
1 52 B ]
R Bpo = (A 1 RaBR - LRty 2W REP R R
Rquc v 4 " 2 o B guv HBVp " Hv
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A.3) Usando (A.1.6) achamos:
8p B
VEpPo _ vBpao _ vBpo -
Rigpo = Riugpo R 2Rugpo ¥ *
_ 1 vBpo _ (A 1 paB p 1 p2| v
- Rigpo R 9 = (4 + 2 R™ Rq - R ) 67, +
: vp B 1 v vBpo vBpo
ZW - - -
+ " Rp+3RRu ZwuBDON ZHquOw
2 VEBpo R vp _Bo vo _Bp
t 5 R 9ugpe W "5 Rugpos (8797 -9 97
A 1 paf 1 5,2 v vp LB 1 v
= (24 ZR¥ R oL 8 1
(4 * wg = E R ) L2 R+ 3 RRY,
2A &V _ oo Ve gP _lgpgpy .
Ty o ue P03 1
_(_ A 1 ,oB B _1_ pa v
= + R ROLB z R™) 6 "
A.4) Usando (A.1.1) temos:
VB g 1 VBpo 1 vBo
VRpT _ VppPOo viEp g : v o] p
RUBDO R = RUBDO(N + -2" n R o * E T R 8
R _v@poy, _ 1 VRpO L0 VR8O ,p :
-5 ) = 5 Rigpo! R7g + 1 Ry ) +
* * 1 *
W wvﬁpo . H VEpo 1 vEpo
* Moo * Mgpo 6\ Yuppo W F
- R vBpo
6 n RMBDO
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Mas
*
" aBpao
vBpo _ waBpo W P B gV
uppa 4 M4
8 Vo 8
vRpo Vo
Higpo M =W R €
V8 B
v v .
R up = W ug = 0 pois RGBUV + RGUBU + RuuvB =
= waﬁuv + wuvBu + wuuUB = 0. Portanto:
*B B * B 8
vBpo_B v Vg - vBp g
(A.4.1) Rquo R 7% wuB + RquU n Re
No entanto:
vBpo _ vEpo _
pgpo - 71 (Riggo * Rupop!
*
vBRp vhob _ viEpo _ v
=T poe T RiBoo 1 RiBoo = 1o
Assim:
*
vBpo RO - R v RO _
uBpa n 8 Ho g 7
*e 1 0 1 8 R 8
_ v 1 VE 1 £ v R v o .
- (wuc * 2 LT R e T o Mg R £ 6 Y ) RG
*8
v a
- wuc Re

Substituindo em (A.4.1) temos:

* *
vBpo _ B + vé B
UBpo 4 5 uo & uao 0 4 u

i

[=5]
<

=

(A.4.2) R



(A.4.3) R
R
A.5)
*
wusuv C
afBuv
+ L
: 1
+ o n
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0 traco desta equacao nos da:

08 * 0B
aBuv aBuv
aBuv R - meuv W
Usando (A.1.5) e (A.4.2) temos tambem que:
6po B Ve
vBpo _ B v vo Lo
NP b R A P
*
Como wuBuv tem traco nulo entao:
BV 1 gv 1 R
au v au au v o1 _
¢ meuv( R g )(R 2 R g )
ROM REY | px ROM pBV _ ok @M pBV
aRuV aBpv
REM REY = g o ROM REV
v aBuv
0 1 9 ou oBv s o
0gno R o = 3 Nagey R p) ROMR™Y 0 =Rx, O RTYR

Bv
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APENDICE B

Obteremos aqui as equac¢oes de campo utilizadas na

tese, a partir de principios variacionais.

. _ 1 uv 4
B.1) Seja S = J(E P Fuv - H) v-g dx
onde Fuv = Au,v - Av;u = Au,v - Av,u e

*

- _ l TRV
H = H(P1, P2) sendo Py = p Puv p

o
1l

1
4 W

VU

e PHV - _p

. 0s campos Au’ Puv sao considerados independen

tes e 9 esta congelada. Variando-se S em relacao a Au temos:

(B.1.1) S

0

1 Uy — 4 |1 juv 4
GJ(E PHY R, - H) Tg 4" = JZ PHY 8F ., V7 d

1 pHV _ — 4
E P S(A]J;‘\) A\);u) Vv g d X =

1 puv 4
|3 [Con,0,, - (oa) ] /7T ax-

=L PR (sn ) /g dtx -

L] 3

[
B Hv — 4 _ Hv - 4
=| (P aAu)_v V=g d x JP .y SA V=g d x

v GAU & um vetor Y . A divergéncia covariante
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de um vetor pode ser escrita em termos de derivadas simples da

seguinte forma {27}:
v
v :(Y /=9)
Vo T
Portanto:
nv 4 _ uv 4 —
J(P GAU);v Voqg d'x = (p SAU V—g),v d'x =

- uv 5
—J P SAU dz
S

{
onde J pHY SAU dZQ representa uma integral das quantidades
s
pHv SAU sobre a superficie S do infinito, consequéencia do teo
rema de Gauss. Se estas quantidades vae a zero no infinito en
tao:
4

GAU v-g d x=10

_ 0 = |
63_0_>Jp

Como as variacoes de Aﬁ Sa0 quaisquer entdo:

S g p* -0
SA >V
U
Se fizermos variacoes de S em relacao a P
encontramos:

. uv — 44
(B.1.2) 8§S = 1(2 Fuv §P - 6H) V=g d'x



Mas  sH = 2P, 4 2T ep,
6P, 5P
I A P TIV S S LUV aB _
onde 6P, = (4 p Puv) - GRANE N ) -
- Lp spwy
- P
_ 1 pHV _ T puv 1 aBy _
e 6P, = a(ﬁ p Pﬁv) - a(Z P Mvag P ) -
= Dopx gpHV
2 HV :
Assim,
1 &H uv 1 &H * uv
s = 1 SH_ 5 1 oH 5P
7 5Py uv P g e Pwy

2

Entao B.1.2 fica:

65 = |(Lp oL S p w1 SH b N gplv g gty
2 Wy T2 Py wv T2, w

Para variacoes independentes de PMY temos, portan

to:

&5 SH : SH

=0 =>F AL » G el P*
—ry
sp" W sp, MY sp, MY

. _ _1_ o B]J\) _ — 4
B.2) Seja S -[ (4 C By Q, H)/ g d'x

o _ _ 1
onde C Buv " P Buv 5



Com P% v Puu e P definidos em (2.15).

Bu
A funcao H depende apenas de Q1= % QuBuv QaBuv
1 qaBuv *
e 02 = g Q QOLBU\)

~ oL - .
Buv, a conexao [ e a metrica

Consideramos Qa B

g como variaveis independentes.

uv
0 tensor nguv tem as mesmas simetrias de CuB“v
e trago nulo. Assim:
o Buv _ po Buv
¢ Buv Qu = P Buv Qu -
- LR, LR e R G LR ) PHY
4 Buv B ouv uv B vu B o
_ po Buw
=R Buv Qu
YVariando-se S em relacao a Fugu temos:
1 Buwv o — 4
(B.2.1) 8§S = " Qa SR Buv vV-gq d x
Para computarmos a varijacao de RuBuv em relacao
a Fugu faremos uma mudanca de coordenadas tal que, num deter

minado ponto, a conexao se anula. Neste caso, para o ponto con

siderado temos:

u = -
R Buv F Buswv F Bv,u
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Portanto:

%)

L
Bt s\)_ )

(6T ) 0

(B.2.2) 6R“Buv = (4T

o ~ - . L.
Note que T gy Nao e um verdadeiro tensor pois

mediante uma mudanca de coordenadas ele se transforma da se

guinte maneira:

3230 axP  ax

(B.2.3) I = +
B 9V 5B axM PI 5xPax®  axP A

64

Bu
termo nao homogéneo de (B.2.3) nao depende da conexao wusada e

No entanto, 6T e um verdadeiro tensor pois o

portanto:

Como em (B.2.2) a derivada simples € a propria
derivada covariante, ja que FuBu = 0 no ponto considerado, en

tdao aquela equacao fica:

)

ol _ oL _ CL
(B.2.4) SR = (6T Bu);v (8T .

Buv

Esta e uma igualdade tensorial que portanto de
ve independer do sistema de coordenadas utilizado. Assim (B.2.4)

- ~— CL
vale em todos os pontos e e uma expressao geral para &R Buv®
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Desenvolvendo (B.2.1) temos:

[H

1 puv o a 4
8S —~ Q" [(6F BU);v - (6T BV);y ] vTg d x

o~

Buv o N— 4 .
Q, ST B3y v-g d'x . Assim:

r\ela‘

(B.2.5) §S

n

1 Buv o — 4
(E Q, ST fu /-g);v d'x +

(/=g QQB“V) sT%  d7x

1
4 3V By

J

Usando a definicao dada na referéncia (22] para

a diferenciacdao de uma quantidade do tipo:

BuB... =/:§ AuB...

V.. UV...

AB e e - -
onde A g " e um verdadeiro tensor vemos que,

v _ 1 Buv o
sendo Y’ = 1 Qa 8T s
v B v v o p RS
(Y f—g);v = (Y v—g)’ Gt Ty Y /=g -7 o Y* /T =
v —_—
= (Y" /-9)

Portanto, usando-se o mesmo raciocinio que na

secio B.1, podemos desprezar o termo |(/-g QaB”v FaBu);v d4x
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em (B.2.5) por ser uma integral sobre uma superficie no infini

to.
Assim:
N s Buv o 44
§S = " [(/ g Qa );v 8T 2 X
Para variacoes independentes de FaBu temos:
5 L0 o= (5o, =0
§T ’
Bu
) ' - Buv
Yariando-se agora S em relacao a Qa encontra
mos :
N 1 pa Buv 4
8§ = J(4 C ALY éQm - SH) V-9 d 'x
onde:
5 = 2 sq, + 2L 50, -
3Q4 30,

_aH 1 Buv o obd _pu

" 307 B é(bm QW 9" 958 9oy 9¢V) +
-3 H Buv g 1 oup
T 50" 0,°%" L ngguy 95p 9°7)

-1 g Buv

oH o
_ 5
4 304 ¢ Buv o *

FSTJEN
P
(]
5]
=
<
=

Assim:

Q
a

*
B 1 ro _ 1 oH o _ 1 o Buv o~ 4
8§ = J(4 Co gy T ey T 7 0, Qg ) X 8Q, v-g d
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Portanto,
(B.2.6) g%o"tsuv =0 $>COLBIN = —:-gT ngw - %%é- 6%11\)
Finalmente, variando-se S em relacao a guv encontramos:
(B.2.7) 8S = |-o#f v=g d*x + [4 % CO‘BW QOLBU\) - H] §vTg d*x
onde:
§ v=g = ~% /?ﬁ'guv sq"V (veja referéncia (23
e
(B.2.8) &H = % 50, + %gg 50,
Ca]cu]ando6Q1 temos:
50y = 10, %% 6 (6% gy gg, 04y
- 10, MY g gy 8070+ QMY 0% g
+ Q@BUU QaBev égeu + Q@Buv Qa8u¢ 69v¢)

Usando este resultado encontramos:

(-0, ""v o° pe

1 .
g o Buv g (Sg +

6Q1 = £p



i

Q Buw an

o (IR

o1 (gBPuv g E

+ -

8 B uv

aBuv
2Q QuBU

6980

¢
va

75
+ Qgﬁuv

éggp

_ 1 jaBuv
¢) =7 0 Q

+ QaBuv Q o

o ¢ , _
Q Bu va¢ -

o uv 6980+

¢ 5q

afu Ve

Fazendo o calculo de§ Q, temos:

I
2

1

16 .

Buwv $¢pC
o Qe

1§ Buv 4 ¢po
% Yo

o

e .
V=g gB¢ Gga +

1_ QeBU¢ Q

VPO

o po _
Q B ) -
Q ( = o B
HVPG g g
i —
fuvps (77 V799
fols)
/=9 97 89g,)
1
€vpo ¢ E) /-9 9
1/— o8
LVpa -g 6g +
pvpo 79 GgB¢ -
1 4 Bwv
16 QOL QeBU\)

gB¢) =
YT o
yr 89 9
YT
v &g +
f———_gagaﬁ +
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1 By
S 8
5 Q2 gpv g
Portanto, (B.2.8) fica
oH 1 uB8 uv aH 1 uv
S = -~ —— — - — —

i 1 .o Eoe 1

-1 &H aR8 -1 aH v 4
il 2 oefn 8 -
iy Q" Qugey t 3 0, Qy 9., | %9 /-g d’x
Assim, se 8s = 0 entao
Bguv
1 ~o BOg 1
"3 C 860 Qa guv + > ngv +
-1 aH afB 1 aH
+ - — 0 Q + — Q, g = 0
3] pa v
4 50 4 u af6v 2 30 &
Usando (B.Z2.6; temos:
off 1 aH 1
.2, - - = —— — H
(B.2.9) 801 Q1 qu 2 207 Q2 qu + 5 guv +
1 8 ,aBs8
" aaq, U v taBey 0

Multiplicando esta equacao por guv encontramos:
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oH oH . : oH
a0 g o220 g+ 284228 g, =0 =
30,4 1 30, i 30 1
oH ot
=> — 0, + —Q, - H =10
5Q1 1 aq, 2

Substituindo este resultado em (B.2.9} e usando

que QOLBGu Qugoy = 2 O 9,y ja que Q*F™Wtem as mesmas sime
trias de CaB”v, vems:

o oH

= + —— 0, - H} g = 0

3017 1 a0, 2 nv
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APENDICE C

Neste apendice trataremos dos invariantes topolo
gicos de 22 ordem no tensor de curvatura e suas contracoes e
de variacoes em invariantes metricas de 32 ordem nestas mesmas

quantidades.
C.1) Invariantes topologicos gravitacionais
Seja uma acac S da forma:
S = JR“Buv o PP gt

o - . .
onde R BV e o tensor de curvatura de um espaco-tempo Riemannia

eBuwv

no e ¢ um tensor anti-simetrico nos pares {(eg,B) e (n,v}.

Variando-se S em relacao a 910 temos:

4 Buv ja 4
uv/jﬁ d’ + 1o, R% gy 8770 d”x

8-g = - % Iqe §g*¢  (veja (23))
(C.1.1) R, = 8%, s - 5T o3,
Mas:
a ae
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Portanto:
i ot :
sr% = = g -
Bu 7 °9 (QEBaU F9eu,p guB,e) *

-1 _ac

* 2 g (695891-1 * 6981-138 69118:8)
No ponto em que, para um dado sistema de coorde

nadas, F&Bu = 0, a derivada covariante € a propria derivada sim

ples. Como o espaco e de Riemman,neste ponto temos:

Ieg,u - Jesyu - F
Assim:
. o _ 1 _ae ;
(C.1.2) 817, = 297 (895, + 89cyp - 39, 65¢)

Como esta e uma igualdade tensorial, entao
vale para qualquer sistema de coordenadas e, portanto, em

dos os pontos.

Entao, usando (C.1.1) e (C.1.2) temos:

Buv o _ Buv o ) o _
o, SR auv " o, (sT B §T Bv;u) =

Buv o _
2 ®u T Bu 3V =

‘ 1
- 20%FUY 5 gae - 59

59g3;u;v * égeu;ﬁ;v HBIESV

ela

to
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_ EBuv :
=0 (89cpiusv * S9epsesv ~ 9upsesy)
- e EBUV . -,
Como sgas;u;v e simetrico ¢ anti-simetrico
em € e B vem que:
Buv o _ eERUV
®u SR Buv T 20 SQEU;B;v
Assim:
r B 4 1 3] 8 4
_ ERUV - _ 1 V3V QE -
§S = |2¢ 6g€u;ﬁ;v v-g d x 5 ¢, R Buv 9 e §g v-g d x

Utilizando-se o teorema de Gauss vé-se que:

8S = (2(1)68”\);\);B GgEu - %Qesuv ReBuv 9e §g“%) vog d*x
Mas : @Eguv;v;B 89., = @aﬁuv;v;e g*€ 89, =
_ ®u8uv;v;6 gep 6gae - '®u85v;v;6 5q*€
Assim:
(C.1.3) 65 = - J(Z@GBEVW;B + %@66“" Ropuy o) 5977 V79 atx

Seja agora a acao:

_ o Buv 4
| = [R By R, v-g d x



Mas :

BuUwv

No entanto:

§

(940

g%f

Al

g

g

\)E)

oB

AP VE

Buv



* Raguy RO Jox sg™ + Rapuv REEHD 9eg 97 =
) RmBuV ReBuv ¢ dgas * RBmuv RBeuv Iep égme

* Ripay HEeY 9gg O " RiBva Heve Ieo 59" =

) ZRaqu Rgqu 5g™*

Assim, substituindo estes resultados em C.1.4 te

mos :
_ Buwv o — 4
35, = JZRa 6R™; ., /78 dx
F B 1 068 4
o v Qe
+ J(ZRaqu R e R RBBuv gme) §g - V-g dx
Identificando na 12 integral ZRQB“V com @mB“U te
mos

_ B v v 1 p0Buv Qe 4
(C.1.5) &S J(-—4Ra e 1viB + ZRQVMB RE -5 R RmBuU J6g - vVog d x

Note que:
acvp 1 aevp aeVA ~
: sVviB 2 (R svip TR sBy ) -
1 o pEVR L& apvi v aepf | pB QEVPY _
=3 (R OB R + R VB R + R 0B R + R VB R )= 10
Assim:
(Raeev + ReBav ) - (_RaevB _ RavBe + ReBav )

1V B 3ViB o=



R * ZREBuv;v;B ) V3B

Portanto nao e necessario simetrizarmos o 19 ter
mo do integrando de C.1.5 pois ele ja e simetrico.

Calculemos em seguida a variacao da acao:

(C.1.6) &S, = SJR“v Ry V-9 d*x =
- J(R““ SR, VTG« Ry, sR"Y VTG + Ry RMY avTg)d*x
Mas:
(c.1.7) RHY 6R .y = RHY [(ar&ua),v - (ar“uv),a] -
= R % g™ (89 ysasv ¥ S9ea;u;gv Jnasesv “Jeusvia -
- Sgev,u,u + Sguv;egm ) =
= RMY % gae (Sgea;u;v -2 6geu;\);a + 6guv;€;d )

Por outro lado:

Ry sR*Y - Ry $(Ryg gH® gVBy = pHY sr 4

vi o o -
RaBRuv g &g + R R g &g =
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R¥V SR 4 2R, R g'P sg"* =

i

-
=
<

O

e

—

+

[nS]

)

Assim, (C.1.6) fica:

¢

_ pv v QE ¢ g HV 4
85, = J(2R SR, VTG + 2R R 87T + REV R 6/79) d'x
f
_ uv 1 _ae _
) JZR , 7 (890e5usv = 2%%usvse * “pvsese)  +
r
+ [2R VR 6g%% /g d*x s

1 e TR 4
- E gOLE Sg V=g R RU\) d x

Integrando por partes o 19 termo e usando o teore

ma de Gauss temos:

8S, = J(Ruv;u;v g™t 89, - ZRUv;a;v g®*® 89, +
+ Ruv’a;e g% Sguv) V=g dte 4
+ J(ZRuv Roe - % 9 e RMY Ruv) 5g%¢ Vfﬁ'd4x =>
(€.1.8) = 652=:J(2 REv;&;V - Ruv;u;v Yoe ~ 4 Rye
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- by
onde [] Rue'— Rue ‘1

VYariando-se agora a acgao Sy = J/TQ R? d4x temos:

% g R? 8g%¢ /=5 d*x 4 2 JR SR /TG dx

Mas:

§]

Uy Uv -
RSR R 6(Ru g"") =R g SR + R R . &g

v pv

Para o calculo de R gMV SRuv utilizaremos (C.1.7)

substituindo R"" por R g"” . Assim:

R gV SR, = R gue[égag;u;v = 89 ivie ] gHV

Portanto:

4
655 = [2R g¥% gM” (Sgae;u;v - 89y YT9 AR

v [2R R 8g% /75 dtx 4

oE

1 2 OE 4
EJgaeR 6g @dx

Integrando por partes o 19 termo e usando o teore

ma de Gauss

(C.1.9) §S, = [d X (2R_a_ - 200R g . + 2R R -
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Usando as identidades de Bianchi contraidas temos:

B v _ 3B B
(C.1.10) R, ¢ g T R e g - R, -
_ B _ B 0B
(C.1.11) R;a;e = ZRa Bie " ZRa e3B ZRapEB +
0
+ Rp€ Ra
(¢.1.12) - [OR = -g"V R - _2r " BV opME
T LR = -9 3ViH vosgse 9 T 3Bsu
= -2RMY
sHIV
Usando tambem a identidade:
v _ 1 pVLB
Havup Me ! Wovug W Yoe
1 R temos .
e que  Woypg = Rouup = Havug + 6 © Jovue
Vg VB B 3] B
waqu we - Raqu £ - Rs Ra - RE RaB
VR VA 1 1
- R RaveB - R Ravgﬁ + 3 R Rae -3 R Rae +
R R Lr RrMWg R 1R
+ ae T2 Tpv aE 6 Yoe 3 ae T
1 1 42 I VUB
3 R Rye - 6 R 94e * 6 R™ dye avilR Re *
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- 2P Ry - 2R VP Raves + RRye + % R RYY g .+
) % 3 Joe * % Hovue WPV g
i % RDVUB REVES g™ - % RH Ruv Jue * %E R =
(C.1.13) = R o RME = 2R PR o RVP R - RR 4
* % vauB REVHE 99 = Ruv RHY Yae + % R? Yo
Subtraindo quatro vezes (C.1.8) de (C.1.5) 50

mando (C.1.9) ao resultado e utlizando (C.1.10), (C.1.11), (C.1.12)

e (C.1.13) encontramos:

' - 3B B
8S, - 4 &S, + 653 = J(—4Rga gt 4R€

1 2 03B+
s 4R PR aRVER - 2RR e TR RPPEY g
) ZRuv RHY Yae + % R” dae ~ % RpBuv PeuY Yac 7
+ 40 R, - 8Rva;e;v : tlr{”";v;u 9ge B 8RVOt R, +
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Assim vemos que:

B aBuw uv - L2 4
S, = J(Raﬁuv R - 4Ruv R™Y + R®) /=g d x

e um invariante topologico pois nao depende de flutuacdes da

)

metrica e 0{a menos de termos de superficie)
nv

E facil ver que usando (A.3),

2

R ROFHY _ gp  RMV L RE -

afuv TRY)

*
_ UV 2 2 an0By Hv
= A - ZRuv R + 3 R™ = 4R " RaB

0 20 invariante topologico gravitacional &€ dado

por:
y 4
_ B (RY,
% JR wo B ap 779 4
~ 654
Para prova-lo, calculamos T
g9
v
UVpo
s, = |R%E[-1)2 R oag /75 d*x -
WA 2] Ty
- _ l RQB R €UVDO d4x —
o J Hv poal
o LR, B emveo by
2 J Buwv fs¥e]e]
Assim:
1 R nvpo o 4
854 = JR wpe © sR%, 47 %



*
. IR“BDG aRBapo /=g d*x

* o 4
=2 [nguv SR Buv v-g d x
*
b Buw

*
Usando (C.1.3) fazendo R@B“v = temos:

cﬁ'éga€d4x

*
, BV
8S, = -4 [Ra e sv:g

0, a menos de termos de superficie

C.2) Invariantes metricos de 32 ordem no tensor de curvatura

Primeiramente trataremos dos invariantes metricos

com um dual, que sao (veja (25] ).

*
_ aB uv [o39] 4
(C.2.1) 55 = W uy W oo W ap V9 d x
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* *
(C.2.2) S, = [NGB““ C.. Cay /'-_g—d4 - JR“B““ R, Rey, /g d*x

6 ou B au B
(por A.5)
Y o8
N GRUV B aBuUV
(C.2.3) 57 = ]w wuBuv R = [R Rasuv R
(por A.4.2)
Note que 55 pode ser escrito como uma combinacao
Tinear de
5 v 4
_ o uv po -
58 = IR " R 0 R B ¥-g d 'x , 56 e S7
658
Calculando portanto o temos:
g
uv
_ 1| ,—= 1 _uvpo paB 8¢ 4. .
Sg T G -9—:_9‘8 R Roceg R Tap 9% =
1 { uvpo Lo 8 8¢ 4, _
B 1 UVPOo pa i) 8 g 4
= - E JE R By R 8op R b0 d x
s
§S -

™ [—

|-
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*

' o po & B ¢ 4 :
+ |Y-g R R oo SR Cop d +
bo b 6 B 4
o po
+ Jffﬁ R Re 0o SR b d
A Ultima integral nos da:
o po } & g .4
V=g R 8 R, o &R o d x
o ¢ s Be 4
= (¥Zg R 8 R8 0o (R dae g ") d'x
s o .o [ o Bo ¢
~ QERT o po
= IR Re® 0o SR yoe V=0 d X + JR 70 R g
J
.*B 4'9;
~ HVpO o £00
= JR Ry oo ORgy Y73 47 - |R, 0600
Assim:
* *
BO¢ IRY o BE o
658 = 2]Ra Re¢ SR auv JRa Reqb SR
* 8¢
Epo oan
- JRa Re¢pc R 698u
Definindo:
B* 866 *
ISV IRV
@a = Ra R8¢ .
*
Buv _ RO KV
Xa Ra R8¢

e usando (C.1.3) temos:
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*
gRuV : EBuv
(C.2.4) 8Sg = [4 (@ .y, v 2 (X ).vig -
U L VEBG 4
- Re¢v X ] V=g GgEU d'x
§S
Avaliando —— temos:

Gguv

85, = |+~ n%PPOp WV p o p /g d*x =

6 2 pC ap o Bv d

1 POV B o 4
=5 Je Rpa Ro SR 81 d x +
"
1 aBpo U vV oosn 4
; £ R Voo R 8 an d x +
J
_ 1 gOBPo RH sRY d4x =
2 4 Vpo o au B
_ 1 B _pouv .pG — 4
=5 | 0p Ro n SR Buv v-g d x +

*
+ [R®BH RV 6R,, V7 d%x

+ [RYPM R SRV, /7T d%x

Usando (C.1.3) para a 12 integral e métodos analo
gos aos usados no calculo de 652 para a 22 integral pois, como
e facil ver, REp RUB nPo"Y & anti-simétrico nos pares (e,B) e

*

(,v) e ROBUY Rau e simetrico em 8 e v, encontramos:



6S, = || 2(R%P RIF)

*
- RpEBeO Ros R“p} 59, /-9 d*x

657
Calculando Sa- temos:

guv
*

_ af v — 4
§S SJR u R" ", R v-q d %

n

B

_ 1 o B _uvpo 4 _
= -5 S}R BLv Rpoa £ Rdx =

_ 1 o B uvpo 4
=3 GJR By R 0po Rg d x
1 B UVpo o 4
=3 JR 4po R ¢ SR Buv d x +
1 o Voo B 4
+§JRBH\)RE 6ROLdex+
1 ipo UVpo LB 4
+ 5 JR By £ R 0o SR d ' x =
[ e 4
B IRY - o
= 2 JRa R v-g &R By d x
*
RaBuv R v-g ©R d4x
afuv

Utilizando o mesmo procedimento do calculo de

e (C.1.3) achamos:

8S
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* *
4(R REPHV) + O (R“BpO RPC

eu
8S cv:B ) g

ap

* *
_ paB po 3E3H _ poB po AT 4
(R R ) R o R R } 89, V=g d x

po aB
*
Desenvolveremos agora o termo (‘PEBU\))_\)_B que a
parece em §Sg. De (A.1) vem que:
BN 8 8"
£RUV ERNV _ £ pOUV '
(@ Vv = X Viusp — 2(RTT G H N
B*
: BV
+ (R R );v;B
Mas:
B B 5 8 5
eRNV _ £ SATRY _ £ [oYe27RY) ‘
(C.2.5) (X );v;B = (R po R );v;B = (R po R ;v);B +
B *
' € POUV
+ (R 500 R )g
Usando as identidades de Bianchi no 29 termo e de
finindo
*
_ ER pouv
a = (R po R ;v);s
temos:

*
(Xeﬁuv);v.g - e [(Rpoﬁv;€ + Rpovegs) Rpguv]'

* *
B ;e POUVY _ €38 [sJoalRY
pa v ;B R Rpov 3 B R
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*
B e - ;B couy
- (Rpg vt Rpov )y RETY .8

*
B se pPOUV (R £38 RD;HV).

-8 RDG v ;B 0oV . B +
. * . * . *
+ RvaE’B RPTKY - Rpgsv’g Roouv;s i Rpoue’g RO
* * *
- a - RPOWV RpOBv;E;B _ % (Rpovs;s RPOUV Rpovu;s Rpoev);g

_ popv % H _
R 3 E RpU v B -

*
B e RPOUV _

|—

*
(R € RDUHV)SB

=a - Rpo v 3B 5 POV R
*
s E pouv
Roopy” BT 5
Usando (A.4) , (A.4.2} e definindo b:
B *
- SE pPoUV
b = RpU v g R
*6 B
_ poVO Y ; e
€= (Rpcve R ) 2B )
vem que:
8 | opoLV38 Sup
IASIIAY, . ;€ 1 QOUV, _ phou v
(C.2.6) (X );v;B = a"b'C“RpoBv 5 (R R )
1 opouv 38 58
. a_b. sE€ 1 pouv : poBU;V
= a-b-c Rpst 5 (R + R )
*
- a-b-c- R, € 1 (L geovEsiy
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*
- a_b_c_ l 5E RDGB\);U =
2 POEV
1 508 1 5
= a-b-c- = pobvysesp 1 poBviesu
a-b-c p (RpoBv R } + > Rpch R

*
Este @ltimo termos— R RPOBVsEsU
2 pOBv

em 688, nao aparece ser redutivel a nenhum dos outros termos

, Que aparece

das outras variacoes, o que torna dificil encontrar uma combi
nacao linear de 855, 85, e S, que seja um invariante topologi

Co.

Vejamos agora, 0S invariantes metricos sem dual.
{25)

Examinando e escrevendo aqueles invariantes em termos ape

nas do tensor de curvatura e suas contracoes temos:

¢

_ afluv po 4
59 = JR Ruv RpcaB v-g d x
_ aBuv 4
510 = JR RaBuv R v-g d x
_ aluv 4
S11 = JR un RBv v-g d x
s.. = |r_. RE RO 75 d*x
12 = {Ras -9
J
_ ofB 4
513 = RO«B R R v-g dx
J
Syg = RS /?E'd4x

Calculando a variacao destes invariantes em rela

cao a 9,y © usando os mesmos métodos dos calculos anteriores
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temos:
659 - v [G(REBDO Rpcuv)’v;ﬁ _ BRGBpu RABO9 Re¢p€ ;
+ % gcH popoe Ro o po Ragpg] 89, d*x
8S,0 = /?ﬁ'[4(R REBW);\);B + (RUPPO ngpo)ﬁ’B g 4
(ROBPO Ragpg);u;e + % (Rach Rach ) gSF 4
e S L RAFPE R} 59, ax
5S4, - /=g | (REM RBv);v;B (RBU Rsv)’ ot (Rapr RvB);p,a gEH
_ Z(REBDVRBv);U,p + (Reeuv RvB),e o N
+ ; R&Bev Rae RBv gEu SRQBUv RBv Rsa} Ggeu d4x
6512 - /g [ % (Rav RvB);u;B g€u _ 3(RSY RvB);U;B +
. % (REY R )PO 0w TR RYRPE T
+ 3R 8 RBE Rua] dgeu d4x
8S,q = /TE'_(R RGB),a;e g=t - 2(R REV)PF. [+ (R RW)’B;e
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+ (ROPR T gt o (ROP R ) R ROPREM

ytilizando um procedimento analogo ao empregado em

ef POUV . -
(C.2.6), o termo (R 00 R );v;B proveniente de §S4 nos dara

uma quantidade do tipo Rpch RPOBV3E3H que parece tambem nao ser

redutivel a nenhum dos outros termos das variacoes de 810, 511,
S1922 513> Sqg-
Esta € a maior dificuldade de se encontrar um inva

riante topologico gravitacional de 32 ordem, se existir.
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