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RESUMO

Ao longo deste trabalho tedorico estudamos algumas pro-
priedades de equilibrio térmico em sistemas isolantes puros e
desordenados usando o método do grupo de renormalizacao no espa-

¢o real.

Nos sistemas puros analisamos, em redes hipercubicas,
a tensdo superficial do modelo de Ising e o comprimentoc de corre
lacao do modelo de Potts a g estados, o gqual generaliza o modelo
antérior. Diversos comportamentos assintoticos sao obtidos, em
nossc conhecimento pela primeira vez, para ambas as funcbes e a
influéncia da dimensioc sobre estas pode ser observada. Sao fei-
tas propostas numéricas de boa precisac para a tensao superfici
al em diversas dimensdes e € mostrado o efeito do niimero de esta

dos g sobre o comprimento de correlagao.

No estudo de sistemas desordenados nos centramos essen
cialmente sobre agqueles que possam ser representados teoricamen-
te por uima Hamiltoniana de um sistema puro onde assumimos uma dis
tribuicao de probabilidade sobre as constantes de acoplamento do
mesmo (desordem nas ligacdes). VArias superficies criticas apro-
ximadas do modelo de Ising temperado, na rede gquadrada,cuja dis-
tribuicao de probabilidade admite dois valores, positivos (por -
tanto nio existe frustracdo), sao obtidas com alta precisao. To-
dos os pontos exatos conhécidos‘desta superficie estao cbntidos
nas superficies aproximadas. Para o caso onde a distfibuigéo de
probabilidade admite tambem valores negativos para a constante
de acoplamento (permitindo que o sistema seja desordenado e frus
trado), propomos um tratamento tedrico que distingue os efeitos
da frustracio dos da diluigdo e gue & baseado no modo como as 1li
gacoes se cbmpéem em arranjbs topologicos do tipo serie-paralelo.
Esté separagéo‘nos permite obter uma descricdo satisfatoria do

diagrama de fases de um vidro de spin bidimensional.



SUMMARY

In this work we calculate, within the real space re-
normalization group framework, some thermal eguilibrium properties

of pure and disordered insulating systems.

We analyse, in the pure hypercubic lattice system, the
Ising model surface tension and the correlation length of the
g-state Potts model, which generalizes the former. Several
asymptotic behaviors are obtained (for the first time as far as
we know) for both functions and the influence of dimension over
them can be observed. Accurate numerical proposals for the
surface tensiocn are made in several dimensions, and the effect

of the number of states (g) on the correlation length is shown.

In disordered systems, we focus our attention essentially
on those which can be thecretically represented by pure sistem
Hamiltonians where we assume probability distributions for the
coupling constants (disorder in the bonds). We obtain with
high precision several approximate critical surfaces for the
quenched square-~lattice Ising model, whose probability distri-
bution can assume two positive values (hence there is no
frustration). These aproximate surfacesg contain all the exact
known points. In the cases where the coupling constant probability
distribution can also assume negative wvalues (allowing disordered
and frustrated systems), we propose a theoretical treatment
which distinguishes the frustration effect from the dilution one.
This distinction can be seen by the different ways in which the

bonds of any series-parallel topological array combine.



SUMARI O

PAG
AGRADECIMENTD L.ttt it ittt it e n et eaeeaaaeataasssatonsnnsnsssnsss Pl
RESUMO vttt ittt e eaasruanansosnasososrresnsenasscannnsassanesnans iv
SUMMARY ittt ittt ettt ssvensoroseseronseesaaasananssanessennnnnssnnass v
LISTA DE FIGURAS ittt ittt i et et e taeeeaasasornsnssaanassnacnsanassnns viii
LISTA DE TABELAS it iir it canimeasncssoassansassenneransannasasnsssnns X
INTRODUGAD & it ener it eeecssesrecaeaeeseneasaesunanansererasasasssnnaennns 1
CAPTTULO | - FENOMENQS CRITICOS E GRUPO DE RENORMALIZACAD ........... 9
1.1 - Fenomenos Criticos vv.vueivnerecenenoonssnanneeenannnns a9
1.2 = Construcao de Kadanoff ..visvevererenoconnancersnnnnsnns 17
1.3 - Grupo de RenormalizZaga ....eeeevenonrrssrenceneneanesans 21
1.4 - Grupo de Rencrmalizagao no Espaco Real .....ouivennvnnnn.. 29

CAPTTULD |1 - TENSAO SUPERFICIAL LONGITUDINAL DO MODELO DE [SENG NA
REDE QUADRADA ittt i ettt it eesaaasmansarsanannss 35
2.1 = INEFOdUGED s vvtvessnensoeannensasaonssonenesessnesennannnes 35
A N T e 1 I J Lo
2.3 - Grupo de Renormalizagac na Rede Quadrada .......ocuevvnuns Lo
2.4 - Tensao Superficial Longitudinal ..uvuiieiusernnoenooasnnan L5

2.5 - Comportamento Assintotico e Estabilidade dos Pontos
I 1- 47
2.6 - Procedimentos de EXtrapolagad .....veeesevaecvasoornonaoas 55
2.7 — CONCTUSAD veivaseanrreonaneosnssanesunnsacmetaeneesrennnns 61

CAPTTULO 111 - TENSAO SUPERFICIAL DO MODELO DE ISING EM REDES HIPERCO -
BICAS et ittt e ittt et ettt 63
3.1 = INErOdUGAD vt vttt eene s sa e e e s etai e ea e 63
3.2 - Grupo de Renormalizacaoc para Redes Hiperctbicas ........ oh

3.3 - Comportamentos Assintoticos da Tensao Superficial Longi-
tudinal vr e N R R R REE 68
3.4 - Procedimentos de Extrapolacaoc ........ R 74

3.5 = CONETUSAO v ir el st et e e et cam i a e s s tea e 76



CAPTTULD IV

el . e
. . B . .
o W N

CAPTTULD W

LU T U IS Y o R e N
[+ WA U u BERN - R N B 6]

"CAPTTULD VI

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

CAPITULO VII

APENDICE = A

BIBLIOGRAFIA

- COMPRIMENTO DE CORRELAGCAO DO MODELO DPE POTTS ..........

e INtrOdUEEO eve s et enraa et i
S ¥ ToYe 1= I o J A R R
- Grupo de Renormalizacao na Rede Quadrada ..............
- Comprimento de Correlagan «...uvveveieaennaerosoncnaannn,

- Comportamentos Assintoticos de Eb b de Ising em Tres
Dimensoes «vuicvervsnrsennnnnnsnns D e ettt

m CONCTUSAD s ee vt iesnansnosennsnssnesoacasesnssssencnnenns

- SUPERFTCIE CRITICA APROXIMADA DO MODELO DE ISING COM LI
GACGES MISTAS NA REDE QUADRADA ... .ieeiininenannan.

- Grupo de Renormalizagdo -t (GR-t) ...evveveveiinnnnenn
- Aproximagao Heuristica .vueeeeervicanioneerenanonanases
- Grupo de Renormalizacao-S ..eeevernrnooinnonancneennnns

L ONCTUSED 2 smeses e nsmanosenansneessonesssesssrensennns

- VIDRO DE SPIN NA REDE QUADRADA .......cciirrinieveonnn.

I NErOdUCAD sttt rer et ae i e e e
I & (¥ TN I < T T
- Grupo de Renormalizagao para Temperatura Nula .........
- Grupo de Renormalizacao para T # 0 .....couneniniiinn.

e CONCTUSTD v eene s teesnsnsnnaesssseanaaaseassssasnnasnnsn

CONCLUSOES ottt it ii et e tiianesesrernsacanaasseanaenn

METODO CORTE—COLAPSD ... ier i insrnarasscnnsnannseanans

---------------------------------------------------------

-vii-

78

78
85
86
90

98
104

107

107
110
112
119
123
128

130

130
136
140
155

160

162

167

171



LISTA DE FIGURAS

FIG.
1.1.1 - Diagrama de fases tipico de um fluido ....vivuinnennnanannns
1.1.2 - Diagrama de fases de um sistema ferromagnético .............
1.1.3 - Cuxva de coexistencia de oito £Iluides ....eveeernenenenaann.
1.3.1 - Blocos de Kadanoff .....iiveeiiieiiiiiarinannnnnnnn Ceeeeaan
1.3.2 — Linha fisica cruzando superficies iso-£ ..............c.....
1.3.3 - Trajetorias do GR partindo da linha fisica .................
1.3.4 - Pontos fixos do GR em S5 ... e staesenace e
2.1.1 - Ligagoes Qntiferromagnéticas e ferromagnéticas nas redes qua
drada e cublca t.i.vtivieaniecrrsorancsesnnnn Cerarraraaaean
2.1.2 - Ligacoes antiferro da tensao diagomal ...........c.cvaivins
2.3.1 - Células auto-duais para o modelo de Ising (d=2) ............
2.4.1 - Linhas de fluxo nos espagos Y-T @ Y=f .ecrmevrnserrriornnnn
2.5.1 - Tensao superficial exata e do éR ........ et
2.5.2 - Erros relativos das tensoes superficiais do GR .............
2.5.3 — Valores de algumas amplitudes da LenSA0 ....evuieveennecnnsns
2.6;1 - Erros relativos de diversas extrapolacDes .ueeeeieeeacecanns
2.6.2 — Fungao corretiva do PUE ........vuunn. e e ettt
3.2.1 — Células escolhidas para as redes hipercubicas ..............
3.3.1 - Grafo de "ordem zero" .......iiin-e.n et e
3.3.2 - Grafo de "ordem dois" ........ weeaeen g Ceaeeen
3.4.1 - Tensoes superficiais do GR em d=3 ......ciieininrinnnaenn
3.4.2 - Tensoes superficiais do GR em d=4d ... .c.iereraininnannnnn,
3.4.3 - Comparacao entre as tensoes para d=2;3 e b e

4.4.1 — Comparacad entre os £'s do GR e o exato (d=2) ..............



4,2

5.3.1

5.3.2

5.3.3

5.4.1

6.3.1

6.3.2

6.3.3

6.3.4

6.3.5

6.3.6

6.3.7

6.3.8

6.3.9

6.3.10

6.3.11

6.3.12

6.3.13

6.4.1

6.4.2

6.4.3

Comprimento de correlagao para diversos valores de q .......
Célula auto-dual para o modelo de Ising (d=2) ........o.....
Superficie critica do GR ; ...................................
T, em funcao da concentracao de J
Diversas Fronteiras CrifiCAS .uuesesiserorocserannonnoneneas

Duas ligacOes em pParalelo c..eieieeeiivennnsrraransasaneannas

.Célula auto—dual para interacoes competitivas .........e..-.

Renormalizacao entre dois tipos de células ....ceevvevennnn..
Duas ligacdes em série ....... e eaeecaeatartei e
Duas ligacOes em paralelo ...euieiviriennnnanaeeenesncassonnns
Célula com distribuictes diferentes em cada ligacdo ........
Celula renormalizada em uma 1igacao F o.viiiriiiivieennnnnns
Célula renormalizada em uma ligacao AF .....vieiciinenanennn
Célula renormalizada em uma 1igagdo ¢ ..ueeivrverannneanann.
Estado fundamental ferromagnetiCo «.ueieveeeeinseeonnvenonnas
Estado fundamental antiferromagnétiCo ...v.veescoerecsenennn
Diagrama de fases a 0K sem dilUicA0 vveevevercnearenanennes
Diagrama de fases a 0K com dilUiCio vueeeerernerenennecnenns
Diagrama de fases a 0°K para o plano p¥q+r =1 tiiiiiieiae,
Diagrama de fases sem diluicao .....evevieininieiiiininnn
Diagrama de fases no plano p+g = 1 ......, Ceneee s e et e

Diagrama de fases com q=0 . .ieuvnnreninneneneeneienonones

Varios grafos de dois terminais .......cievenecunencnnacnnnns

97

112

115

117

123

137

141

142

142

143

144

147

147

147

148

148

152

154

154

157

158

159

168



1.

A8

1.

3.

1

1

5.1

2.1

5.3.1

5.

5.

3

5.

.2

1

" LISTA DE TABELAS

PAG.
Valores dos expoentes CritiCoOS ..uvieivernieennnannnarnonnas 13
Expoentes e amplitudes criticas .euveerenarvnvenanonnnaneenns 45
Tlustracio do GR usado para obter 4 LENSE0 .eesvvraroneaonsan 54
Valores de temperaturas e expoentes criticos ................ 66
P (d)
Valores assintoticos de ¥ it eriieacannnorssanacsracnanns 72
(d)
Valores de Ab,l ............................................. 73
Diversos valores de vy 1(q) ................................. 90
2
D . (q)
iversos valores da amplitude Ab BT Trerreeeseseaieeiiaiian. 99
2
Alguns resultados exatos, do GR e heuristicos ....eveuriuanns 116
Linhas criticas aproximadas para Jl/JZ = 0.2 i 117

Alguns valores da superficie critica ........coiivnivinenn. 127
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Ja nac quero dieiondrios
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Quero so a palavra
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nem se pode inventar.
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Maie sol do que o sol,
dentro da qual vivessemos
todos em comunhdo,
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Carlos Druwmmond de Andrade



NAMORADOS

€ rapaz chegou-se para junto da moca e disse:

—Antonia, ainda nao me acostumei com 0 sew COTpO, COM a sua cara.

A moga olhou de lado e espercu.

—Vocd nao sabe quando a gente e crianca e de repente vé uma lagarta listrada ?

A moga se lembrava:

—A gente flca olhando. ...

A meninlce brincou de novo nos olhos dela.

0 rapaz prosseguiu com muita dogura:

— Antonla, voce parece uma lagarta listrada.
A moca arregalou os olhos, fez exclamacOes.
0 rapaz concluiu;

— AntOnia, voceé € engracada ! Voce parece louca.

Manuel Bandeira



INTRODUCAO

As propriedades mensuraveis dos sistemas fisicos e, em
especial, aquelas que se manifestam na vizinhanca de wum  ponto
de transicao de fase continua (onde nao exliste calor latente e
nem coexistencia de fases) sao devidas essencialmente a algum ti
po de comportamento cooperativo existente entre as variaveis mi-
croscopicas do sistema. Em particular sabemos que, proximo do pon
to c¢ritico, as caracteristicas essenciais dos fenomenos coopera-
tivos nao dependem dos detalhes das forcas intermoleculares (as-
sumidas de alcance finito) mas do mecanismo de propagac¢ao da or-
dem de longo alcance. Como consequéncia deste fato emerge, na te
oria de fenomenos criticos, o conceito de universalidade, o qual
sugere, [e a experiencia confirma(l’é)] que sistemas fisicos com
interacoes intermoleculares distintas apresentem o mesmo COmpor-
tamento critico (exibem o mesmo conjunto de expoentes criticos).
A universalidade tambem explica porque alguns modelos relativa -
mente simples de muitos corpos fornecem uma descricao bastante
boa de muitos sistemas fisicos, especlalmente proximo do ponto
critico. Dentre estes modelos, um dos mais antigos e fecundos
(ainda objeto de intensa pesquisa) € o usualmente chamado modelo
de Ising. Ele foi proposto por Wilhelm Lenz em 1920(§’i), o qual

achava que as moléculas ou atomos dos magnetos tinham dipolos mag

* - . -
neticosg ).e.estes dipolos tinham somente um numero limitado de

* ] . . . . (5 ..

( )Estes dipolos tinham sido sugerides por Langevin —) em 1905 na primeira te
oria microscopica sobre o ferromagnetismo. Ele considerava estes dipolos
magnéticos como sendo livres para tomar qualquer orientacac em torno de

uma posicdo fixa numa rede. A lei de Curie era reobtida por esta teoria.



orientagﬁes(*). Utilizando a antiga teoria quantica (teoria semi
—classica) ele concluiu que havia certos angulos privilegiados
(0 e m) na orientacao destes dipolos; em torno dos quais os dipo
los permaneciam em meédia. Claramente um campo magnético quebra a
simetria entre estas direcdes e a lei de Curie pode ser deduzi -
da. Para tentar obter a magnetizac8o espontanea, observada em mag
netitas e piritas, ele conjecturou que se a energia potencial de
um atomo com respeito aos seus vizinhos fosse diferente na posi-
cao nula ou na direcao m do dipolo; entao surgiria uma direcao
natural do dipolo correspondente ao estado c¢ristalino e a magne-

(8)

tizacao esponténea apareceria. Ising = resolveu este modelo,
com interacodes de curto alcance entre os dipolos (hoje associa -
dos, em magnetismo; a componente Z de um spin 1/2), para uma ca
deia unidimensional e constatou que nao havia magnetizacao es -
pontdnea a qualquer temperatura finita. Este fato, além  de uma
sugestao de Ising, baseada em alguns calculos aproximados,de que
este modelo também nio apresentaria magnetizacdo espontanea  em
trés dimensdes, relegou-o, por algum tempo, ao ostracismo.Um gran
de avanco conceitual ocorreu em 1936 quando Peierls(g)(**) evi

denciou a equivaléncia entre a teoria de Ising do magnetismo, a
teoria de Bethe(lgj das transformacdes de ordem-desordem em li-

(11) (12)

gas e o trabalho de Fowler —" e Peierls sobre adsorcao iso
térmica. Desta maneira o modelo de Ising (submetido a um eventu-

al campo magnético) poderia ser pensado como um objeto matemati

6)

Observamos que nessa epoca a experiencia de Stern- Gerlach( nao tinha
sido ainda realizada assim como a hipotese da existencia do spin 1/2 no
elétron, somente feita por Uhlenbeck e Goudsmlth(7) em 1925,

(%)

(%)

Neste trabalho ele também deu um argumento (que em todo rigor e falho )
mostrando gue o modelo de Ising apresenta magnetizacao espontanea em du
as e tres dimensbes, contrariamente ao que Se pensava na epoca.
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co capaz de descrever (pelo menos proximo do ponto cTritico) vari
os sistemas fisicos diferentes tais como: (a) magnetos que apre-
sentam a interagao entre spins vizinhos ao longo de uma direcaomul

to maior que a interacao entre as componentes do spin perpendi-

culares a esta direcao (uniaxiais), como, por exemplo, olh¢d03Q£9 €
DySAlsolz(lE)(siﬂxmastxidhmmsimuﬁs), 0 RbZCOFq(lé), K2C0F4(1E3
(sistemas quase bidimensionais); (b) misturas de dois tipos de

(17)

moleculas, AB, formando ligas como, por exemplo o Cuin (" B-

-brass') e (c) misturas de moléculas e "buracos" (gas em rede) que

descrevem bem o comportamento de fluidos proximos dos pontos cri

ticos como o Ne, A, Kr, Xe, NZ’ 02, Co, CH4, etc(lﬁ).

sivel devido ao fato destes trés tipos de sistemas serem Trepre-

Isto € pos

sentados abstratamente pelo mesmo modelo, onde em cada sitio de
unma rede regular existe uma variavel que so0 pode assumir dois va
lores (+1). Por exemplo, se esta variavel vale +1 (-1) pode sig-
nificar que, (a) o spin correspondente aponta para cima (baixo)
ou, (b) o sitio esta ocupado pela especie A (B), ou (c) a molécu
la esta presente (ausente). Portanto, além de unificar dreas apa
rentemente bem distintas, o modelo apresenta, apesar de sua rela
tiva simplicidade, descricoes bastante boas de diversas substan-
cias(lg). Onsager(zg) em 1944, conseguiu calcular exatamente a
funcdo de particdo do modelo de Ising a campo magnético nulo em
duas dimensoes (rede quadrada), exibindo a mudanca de fase para
temperaturas finitas e cuja solucdo € um dos poucos exemplos so-
lUveis de modelos de muitos corpos. Este modelo (que devido a sua
relativa simplicidade e a existéncia de uma solucdo exata & um
excelente teste para métodos aproximativos) também esta na origem
da mais recente revolucao conceitual em fenomenos criticos causada pe-

lo surgimento do grupo delxmonmﬂizagéoggfgﬁj, pois este & baseado

na hipotese de Kadanoff(géj sobre blocos de spins, hipOtese esta de



senvolvida tendo como ilustracao o modelo de Ising.
0 estudo de grandezas termodinamicas associadas a este

modelo s0 dispoe até hoje de respostas exatas praticamente em du

(26,27)

as dimensoes . Em particular a tensao superficial (que s

e diferente de zero na fase ordenada) nos fornece informacgoes so
bre o comportamento do sistema submetido a condicgoes de contorno

especificas. Em duas dimensOes a resposta exata e conhe -

cida[gg’gﬁdél) mas em dimensdes superiores sO sao conhecidas al-

gumas estimativas numericas sobre o ponto critico e o seu expoen

(1)

te critico associado . O conhecimento do comportamento destas

tensoes em dimensoes superiores permanece, portanto, reduzido

sendo de interesse teorico tentar amplia—lo(éz).

2

Um outro modelo estatistico, que apresenta comportamen
to critico mais rico e complexo que o modelo de Ising, € o mode-

(33,34)

lo de Potts 0 qual contem o de Ising como caso particu -

3
lar. Ele foi proposto por Domb a Potts (que o estudou em sua te-
se de doutorado; em 1952) e consiste em supor que cada variavel
aleatﬁria; associada a cada sitio de uma rede qualquer,pode as-
sumir ¢ estados. A energia de interagao entre variaveis localiza
das em sitios primeiros vizinhos'da rede assume um valor se as
duas variaveis estao em um mesmo estado e um outro valor, se es-
tao em estados diferentes, nao importando quais sejam (€ também,
como 0 Ising, um sistema com dois niveis de energia). A fungido
de particao deste modelo, devido d sua complexidade,nao € conhe-
cida mesmo no caso bidimensional (a nao ser na vi;inhanga do pon
to critico), sendo conhecidos nesta dimensao, os valores das tem

(34) (35-37)

peraturas criticas e dos expoentes criticos como fun-

coes de q. Em dimensoes superiores estes valores s0 sao conheci-

(34)

dos em alguns casos através de estimativas numeéricas . Portan



to, o estudo das grandezas termodinamicas, da funcao de correla-

?
cao {e do comprimento de correlagao £ associado a esta funcao) &
feito utilizando-se metodos aproximativos. Em particular, do com
primento de correlacao se conhece muito pouco (com excecao de &
para q = 2 na rede quadrada) sobre como, por exemplo, ele varia
com o numero de estados q ou com a dimensaoc. Mesmo 0 calculo
de seus comportamentos assintoticos em dimensdes maiores que 2
so e conhecido em alguns casos particulares(éﬁuég).

Existem tambem realizagaes experimentais deste modelo
na vizinhanga do ponto critico (pertencem a mesma classe de uni-
versalidade) tais como, por exemplo, atomos de 4He adsorvidos em

(10) (realizégéo experimental do modelo

grafite com cobertura 1/3
de Potts bidimensional com q = 3), a mistura dos fluidos etille-
no glicol + agua + alcool laurilico + nitrometano + nitroeta -
noﬁil) (realizacao experimental do modelo de Potts tridimensio -
nal com q = 3). Outros exemplos si3o exibidos no Capitulo IV. Es-
te modelo se relaciona com varios outros modelos estatisticos ,

) (34)

2

tais como o modelo Z(N o modelo de 6 vértices com regra do

gelo(iz), o modelo de Ising (g=2) e com o problema da distribui-
cao geometrica de ligacbes em funcao de sua concentracdo (sufici
ente ou nao para originar "ilhas" infinitas de ligacgoes conecta-
das), isto &, de percolagao de ligacoes (q - 1](£§—i§)

Se um tipo de desordem, semelhante a que existe em per
colacao de sitios ou ligagdes, ocorre em sistemas magnéticos,ela
da origem a compostos, chamados de sistemas desordenados (onde a
aleatoriedade se manifesta, por exemplo, na posicao dos ions
magnéticos), cuja compreensao atual ¢ bem menor que em sistemas

magnéticos puros (onde ndc existe aleatoriedade). Nestes casos,

varias questdes conceituais novas (alem da dificuldade natural



que 0©s calculos exatos apresentam) surgem. Em consequéncia, estes
sistemas tem atraido muita atencao recentemente. Dentre os varios
problemas novos que surgem estao, por exemplo, o tipo de prepara-
cao da amostra, se recozida ('annealed') ou temperada ("quenched");
a maneira da desordem (se substitucional ou estrutural); o tipo
de aleatoriedade (Se nos sitios, nas ligacdes ou em ambos); se o
sistema € diluido ou misto; se apresenta interacGes aleatérias com
petitivas (vidro de spin), etc. Algumas questOes importantes sao,
por exemplo, a variacao das fronteiras criticas com a concentra-
¢ao de um dado atomo (por exemplo, de um atomo magnético como o
Fe, Mn), se estes sistemas aleatorios apresentam ou h3ao 0S5 mMeSmOS
expoentes criticos que os sistemas puros (isto &, pertencem a mes

ma classe de universalidade), etc. Exemplos de sistemas magneti -

47 (48)
loxbz =

>

cos (isolantes) desordenados séo:thZn

(49)
)

coes competitivas e fase vidro de spin sao o CuMn
¢ (52)

COXZ CS Cl

Fengl—xC1 e de sistemas desordenados que apresentam intera

(50) (51)

>

o AuFe
o Bu Sty o , etc. 0 modelo de Ising novamente se mostra ade -
quado para discutir teoricamente os efeitos introduzidos pela ale
atoriedade nas posicobes dos atomos. Isto pode ser feito supondo -
-se que o0s spins do modelo de Ising estao colocados aleatoriamen-
te na rede, como por exemplo no Co an_ Cs C15(53), ou que existe
uma distribuicao de probabilidade sobre a constante de acoplamen-
to, o que geralmente € consequéncia da aleatoriedade do tipo de
atomo que serve como elemento de ligacgdo entre dois outros (''su -
perexchange™), o que ocorre em compostos do tipo Co(SXSe1 XJZ(Ei)
onde os atomos de S e Se atuam como elemento de ligaciao entre o0s
atomos de Co. Podemos obter as fronteiras criticas deste modelo
(55)

e estudar a sua classe de universalidade . Se esta distribui -

cao de probabilidade admitir tanto ligacOes ferromagnéticas quan-



to antiferromagnéticas podemos ter o efeito da frustragﬁo(ég). 0

diagrama de fases pode ser analisado, podendo contribuir para o
debate sobre a existencia ou nao da fase vidro de spin(él"gg).

0 método que utilizamos nesta tese ¢ o grupo de renor-
malizacdao (GR) no espaco realczé’éé_éi), que & uma técnica recen
te e poderosa para se poder estudar os fenomenos criticos ( ver
Capitulo I). Algumas das idéias subjacentes a este metodo sao bas
tante gerais, permitindo a sua aplicagao em areas diversas das
quais ele foi concebido [mecanica estatistica de equiﬁbrioggl%g,
teoria de campostéé’gg)] como, por exemplo, em sistemas dinami -
cos, onde se descobriu recentemente um tipo de universalidade
em fenomenos caéticos(gz'zg).

No Capitulo I expomos como, sob o nosso ponto de vis -

ta. o GR se coloca no contexto da teoria dos fenomenos criticos.

’
Explicitamos essencialmente os seus conceitos basicos. No Capitu
lo II utilizamos o GR no espaco real para calcularmos a tensao
superficial longitudinal do modelo de Ising na rede quadrada. O
resultado obtido pode ser comparado com a solugao exata obtida
por Onsagertzg) permitindo assim, uma avaliacao sobre a precisao
do método. No Capitulo III utilizamos o GR testado em duas dimen
soes (d=2) para estudar a tensao superficial em redes hipercubi-
cas (d > 2), onde nao existe solucdo exata. A influencia da di -
mensionalidade sobre a tensao superficial pode ser entao analisa
da. No Capitulo 1V, devido ao fato de existir uma analogla entre
a tensao superficial e o comprimento de correlacao, calculamos
este Gltimo em redes hipercubicas (d 2 2) para o modelo de Potts.
A variacido do comprimento de correlagao com o numero de estados

e com a dimensao €& estudada. No Capitulo V estudamos um sistema

desordenado sem frustracao (Ising) com ligagbes ferromagnéticas



mistas. Obtemo; a sua fronteira critica com grande precisao (a
fronteira critica exata n3o € conhecida). No Capitulo VI analisa
mos um modelo de Ising com interagbGes aleatorias competitivas
apresentando, portanto, frustracao. Estudamos a fase vidro de

spin na rede quadrada através do diagrama de fases do sistema.



CAPITULO I

FENOMENOS CRITICOS E GRUPO DE RENORMALIZACAQ

1.1 - FENOMENOS CRITICOS

Sao bastante conhecidos na natureza sistemas que podem
se apresentar sob fases diferentes e que passam de uma fase a ou
tra ao modificar-se continuamente o valor de seus parametros in-
tensivos (transicoes de fase). Um exemplo bastante familiar des-
tas transicdes & a dgua onde, ao aumentarmos a sua temperatura,
passa da fase solida (gelo, neve) para a fase liquida e, posteri
ormente, para a fase gasosa. Em um grafico de pressao contra tem
peratura podemos mostrar os dominios correspondentes is varias
fases de um fluido tipico, ver Figura 1.1.1.

As transicoes de fase, em geral, podem ou nao apresen-
tar calor latente no ponto de transicao. Se existe calor laten -

te, a transicao ¢é dita de primeira ordem (o parametro de ordem

2

do sistema apresenta um "salto' no ponto de transigao) e caso
P s

Figura 1.1.1 - Diagrama de fases tipico de
Pﬂ um fluido. As linhas repre -
sentam as fronteiras de cogxistencia entre
as fases. O ponto (Tc,P) € um ponto criti-
co (a transicao e continua).

Lienpo

20L1 Do i Pt -
’ contrario, a transicao e chamada

GABO50 contIinua (nao ha descontinuidade no

parametro de ordem). O parametro de

Ny
—) )
o T ordem & uma funcao de estado que e
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nulo na fase desordenada (T > TC) e € diferente de zero na fase
ordenada (T < TC), tal como, por exemplo, a magnetizacao espon-
tanea em sistemas ferromagneticos, a polarizagﬁo espontanea em
sistemas ferroelétricos, a concentracao p, em uma sub-rede, do

atomo A pertencente a uma liga binaria Ay etc. Do ponto de

1_ b
vista tedrico as transicoes continuas (também conhecidas como fe
nomenos criticos) sao mais interessantes devido a complexidade
e Sutileza que apresentam. 0 diagrama de fases de um sistema fer
romagnético (cuja transicaoc & continua) esta mostrado na Figura

1.1.2 em um grafico de campo magnético contra temperatura. Acima

de T_ o sistema ¢ paramagnético e abai

xo de T_, com H = 0, ele ¢ ferromagné- Ha

tico (existe magnetizacao esponta -

nea(z-’ Zl_)_ Apresentar o  diagrama 0

de fases do sistema em consideracdo €, T _$
geralmente, um dos objetivos centrais

na area de transicao de fase e fenome-

nos criticos.
Figura 1.1.2 - Diagrama de fa-
Existem muitos outros tipos sesymralmlslstaMLfermmwgne
tico. SO ha magnetizacao espon
de fase além das duas ja citadas tais tdnea para T < T. e H =0 (fa-
se ferromagnetlca)
como: transicoOes em sistemas que apre-

2 . 7
sentam ferroeletricidade(z—’ 73 ), superfluldez(—ﬁ-’ z—-), su -

percondutividade( 76, ZZ,), em solugﬁes(1§" 73 ), transicoes or

(17, 80) e em sistemas adsorvidos(ig’§l %

82)

transicoes mesombérficas em cristals liquidos~—’, sistemas magne

83 - .
ticos em geral( 83, 84 ), etc. Encontrar um embasamento teorico

dem-desordem em ligas

comum entre estas transicOes tao diversas € uma das grandes rea-
lizacoes da fisica moderna.

As primeiras tentativas teoricas onde se podia estudar
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transicoes (Van der Waals em 1873(§§) para fluidos, Weiss em

1907(§§) com a teoria do campo molecular para sistemas magnéti-

4(§Z) com a funcao de correlacao

cos, Ornstein e Zernicke em 191
direta, etc) tinham em comum o fato de nao considerarem adequada
mente as flutuacoes das entidades microscopicas do sistema em que
estavam Interessados. Landautﬁﬁ“gz),fez um notavel trabalho no
qual unificava as teorias anteriores e fornecia uma explicacao
qualitativa; baseada na hipotese da energia livre ser uma funcio
analitica do parametro de ordem, do porque uma transicio & de
primeira ordem ou continua. Mas as flutuacOes microscdpicas nova
mente nao eram levadas em consideracgao. Se supomos que préximo
da temperatura critica (em transicOes contiInuas) o calor especi-
fico (C) (a volume constante para fluidos e a campo magnetico
constante para sistemas magnéticos), a susceptibilidade isoterma
Xy (a compressibilidade isoterma kg para fluidos )} e o parametro
de ordem M (magnetizacao espontanea para magnetos e diferenga en
tre a densidade do fluido e a densidade critica P> que € o va-

lor da densidade do fluido no ponto critico, ver Fig. 1.1.1) se

comportam como (e = |1 - T/T_|)

C e (1.1.1)
Xp v &' (1.1.2)
Mo~ e” , (1.1.3)
a teoria de Landau prediz que o = 0 (descontinuidade), 8 = 1/2 e

vy = 1 qualquer que seja a dimensao do sistema. Estes sdo tambeém
os valores preditos pelas teorlas de Van der Waals e de Weiss,

que sao generalizadas pela teoria de Landau.

(18)

Uma serie de experiencias feitas por Guggenheim —- so
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bre fluidos mostrou que o parametro de ordem destes, proximo do

ponto critico, (p-p. onde p & a densidade do fluido) tem um com-

C

portamento do tipo

p-p. v € (1.1.4)

1H

onde B 1/3 diferindo do resultado de campo molecular (ver Fi-

gura 1.1.3). Unm anq_antesu£1944)49qiﬁgerggg)

conseguliu resolver

T T T T T T T T T T T T T
1-00%+ N‘——-_.—_-x‘qﬁg% i
,a"dcpl ) ket
a O}
095 - ﬁ ]
i +
-0+ ’% i
’ +
0-85 1 )& 4
X %
/7.
080 1 : + 4
£
+ Ne a N,
7ok s A v O2
a Kr a CO
&703 x Xe o CH,
1]
0-65]
0-60
0'55r 1 1 : 1 1 1 | t L L L t t
oo 62 64 06 08 10 1.2 14 16 18 20 22 24 248
£fpe

Figura 1.1.3 - Curva de coexistencia de oito fluidos (projecao da superf1C1e
p eT no plano pT). A curva solida corresponde a equacao cubi-
ca, isto e, 8 = 1/3. De Guggenheim (1945),

X 26
o modelo de Ising (proposto por Lenz a Ising em 1920 (4, 8, *U))

na rede quadrada obtendo uma divergencia logaritmica no calor es
pecifico (contrastando com a descontinuidade predita pela teoria
de campo molecular). Na Tabela 1.1.1 mostramos os valores dos ex
poentes criticos fornecidos pelo campo molecular, pelos resulta-
dos experimentais, pela solucao exata do modelo de Ising em duas
dimensoes e estimativas numéricas destes expoentes para o modelo

de Ising em tres dimensces. 0s expoentes criticos 6, n e v serao
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definidos posteriormente.

Assim, ap0s as evidencias experimentais e tedricas, a
falha do campo molecular no que se refere ao calculo dos expoen-
tes criticos, se torna clara. A falha estd na desconsideracdo
das flutuacgoes as quais se tornam da ordem do sistema quando es-
te se aproxima do ponto critico. Mas a consideracao destas flu-
tuacoes gigantescas envolvendo milhares de graus de liberdade do
sistema (spins por exemplo) em comportamento cooperative estava
totalmente fora do alcance das teorias da época. Desta maneira,
por algum tempo, o tratamento teorico das transicoes de fase per
mancceu como uma arca de dificil acesso. O proprio reconhecimen
to de que os expoentes criticos eram quantidades de extrema rele
vancia nos fenomenos criticos so aconteceu no comeco da decada

de 60 atraves do trabalho de viarios autoresg§§’ 94, 22).

Em 1965 Widomggp) fez uma hipdotese que marcaria o ini-
cio de uma compreensao totalmente nova sobre os fenfémenos criti-
cos. As teorias para fluidos do tipo Van der Waals fornecem para
o potencial quimico u na vizinhanca do ponto critico a expres -

540
ulp,T) - wlp,T) = (o-p JIT-1(p)]¢ (1.1.5)

onde a equacao T = t(p) fornece a curva de coexistencia de fases
no plano T,p e ¢ & uma constante. A hipotese de Widom & supor que
¢ seja uma funcao homogenea de T-T. e TC—T(D) com um grau de ho-
mogeneidade positivo (uma funcao ¢(x;y} ¢ homogénea se satisfaz
a propriedade ¢ (Ax,Ay) = Ap¢(x,y) para qualquer A e R, sendo p

(101 )y

o seu grau de homogeneidade Esta hipotese leva a uma

compressibilidade isotérmica e a um calor especifico nao-classi-
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cos (isto ¢, os expoentes y e a respectivamente, sao diferentes
dos fornecidos pelo campo molecular); cujos expoentes criticos
dependerao do grau de homogeneidade da funcao ¢ . Desta maneira,
poder-se-ia obter os expoentes criticos reais (ndo-classicos) ado
tando-se, fenomenologicamente, o grau de homogeneidade adequado
ao sistema em estudo.

Existem outros expoentes criticos além daqueles mostra
dos nas eqs. (1.1.1), (1.1.2) e (1.1.3) e estao relacionados com

o comportamento a longa distancia da fungao de correlacac T (R)

{I'(R) <S(0)S(R)> - <«S{0)><S(R)>) em T = TC, com a relacao en-
tre M e H (campo magnético em T = TC e com o comportamento do
comprimento de correlacdo £ em temperaturas proximas de Tc' Te -

mos que

1
I'(R) "JW (T=TC, R - ) . (1.1.0)
M oa HY/O (T=T_, H > 0) (1.1.7)
£Eonvoe” (T » T,) (1.1.8)
Na Tabela 1.1.1 mostramos os valores para n, ¢ ¢ v

fornecidos pelo campo molecular, pelo modelo de Ising bidimensio
nal e tridimensional e alguns resultados experimentais tipicos.
Formalmente, costuma-se definir os expoentes a', v' ,
v' para T < TC e a, Y, v para T > T. mas tanto experimental
mente quanto teoricamente (solucao exata do modelo de Ising bidi
mensional, campo molecular, hipOtese de escala) tem-se que as

relacgoes

a' = 84 (1.1.9)

Y' o=y (1.1.10)
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vl = v (1.1.11)

geralmente se verificam, portanto passaremos a utilizar indistin
tamente o, Yy e v para temperaturas maiores ou menores que a cri
tica.

Além das eqgs. (1.1.9), (1.1.10) e (1.1.11) existem ou-
tras relacdes entre os expoentes criticos que podem ser obtidas

de argumentos termodinamicos a saber:

w+ 28 +y>2  (Rushbrooke 22 (1.1.12)
v > B(5-1) (Widom-Griffiths (190193, (1.1.13)
Y < v(Z-n) (Fisher 109 (1.1.14)
dv = Z-o (Josephson ou ”hyperscaling”(yga) . (1.1.15)

Aplicando-se a hipotese de homogeneidade de Widom @ parte singu-
lar do potencial termodindmico ¢ da funcdo de correlacao, obtém-
-se que estas desigualdades se tornam igualdades relacionando os

expoentes criticos,

oo+ 2B + Yy = 2 (1.1.16)
y = B(6-1) (1.1.17)
v = v(2-1) (1.1.18)
dv = 2-o : (1.1.19)

Portanto, dos seis expoentes criticos definidos acima
(e, B, Y, 8§, n, v) somente dois sao independentes, os outros
podendo ser obtidos atraves das relagoes (1.1.16), (1.1.17) ,

(1.1.18) e (1.1.19).
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1.2 - CONSTRUCAC DE KADANOFF

A ndo analiticidade das func¢oes termodinamicas (magne-
tizacdo, susceptibilidade, calor especifico, etc) e da funcao
de correlacdo no ponto critico € consequéncia do limite termodi-
namico. Esta afirmacdo pode ser exemplificada se considerar -

mos um modelo fisico simples como o de Ising

H = - J.. 0.0. 1.2.1

onde Jij e a constante de acoplamento entre o$ spins g, e Uj,

g, representa uma variavel aleatoria que pode assumir os valores
+]1 associada ao sitio i de uma dada rede e <i,j> indica que a so
ma & feita sobre pares de sitios primeiros vizinhos nesta rede.

A funcao de partigdo sera

) Kijcigj
; <qi j> ij
Z = ? K.. = +—x . 1.2.2
‘ {g} ) RS S ( :

o

£ claro que se o numero de sitios da rede é finito, entdo Z sera
analitico em qualquer temperatura e nao havera comportamentos
singulares nas fungdes termodinamicas, as quais podem ser deduzl
das de Z. Se o nimero de sitios da rede tende ao infinito, entdo
eventualmente a soma na exponencial da eq. (1.2.2) se torna infi
nita, possibilitando a ndo-analiticidade. Nas varias teorias
existentes sobre fenomenos criticos, o que basicamente as dife -
rencia & a escolha da "funcido" que se considerara analitica no
ponto critico, permitindo assim, através desta funcao, obter-se

os resultados procurados. Na teoria de campo molecular supoe-se
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que a energia livre (portanto a funcao de partig@o) e analltica
em relacdo ao parametro de ordem na temperatura critica (hipote-
se falsa ne limite termodinamico); na teoria de Ornstein- Zernicke
o que se supde analitico em TC € a chamada funcio de correlacio
direta (o que também nio € corretc em TC) etc. Todas estas teori
as escolhiam "funcoes' que representavam algum tipo de média so-
bre tode o sistema e a supunham analitica no ponto critico. Isto
sempre sera falso e levara aos expoentes criticos clidssicos (is-
to e, 0s do campo molecular). Aqui surge a originalidade da con-
(25)

tribuicao de Kadanoff 2= . A "funcao' por ele escolhida para ser

analitica nao era algum tipo de média sobre todo o sistema, mas

sim um tipo de média local, enveolvendo um numero finito de graus
de liberdade. Para sermos especificos, consideremos o modelo de
Ising, descrito pela eq. (1.2.1), em uma rede hipercubica de d
dimensoes. Se dividirmos a rede em ceélulas que contém L sitios
em um "lado" ent3oc cada célula nesta rede d-dimensional conterd
Ld sitios. Assumindo que estamos proximos de T., o comprimento
de correlacdo € grande e podemos assumir L >> 1 (parametro de
rede cristalino = 1) mas, ao mesmo tempo, L << §. Seja a ( nao

confundir com o expoente critico o) uma destas células. Kadanoff

propos que cada uma delas se comporta como um spin, isto &,

E g, = U <o> Ld , (1.2.3)
ieon ¢
onde p, = +1 [<o> ¢ definido pela eq. (1.2.3)] e que a intera

cdo entre estas c€lulas & também do tipo Ising, tendo, portanto,

como Hamiltonianoc celular (X ) a expressio

celular

H
celular v ~
__FETHM;.= <a25> K (Kij,L) “m“B + fint. (Kij,L) (1.2.4)
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sendo KdB(K’L) uma nova constante de acoplamente, agora entre

as células o e B e f.

int (K,L)- € uma constante que pode surgir ao

se fazer a média sobre as células. A nova constante de acoplamen
to X € a "fuincdo" que sera suposta analitica em T. (e = 0), ago-
Ta com o argumento que, em uma célula de tamanho L finito, a hi-
potese de analiticidade de K € bastante razoavel.

O comprimente de correlacaoc £ que na rede original era,
digamos, 1000 em unidades do parametro de rede original (=1) se-
ra na nova rede (cujo parametro de rede agora € L) 1%?9 pois o0s
comprimentos se reescalam como X' = X/L.

Portanto, como o modelo da eq. (1.2.4) € o mesmo da
eq. (1.2.1), o comprimento de correlagdo de ambos os sistemas se
ra a mesma funcdo de sua constante de acoplamento e teremos
(omitiremos os indices de K e K por simplicidade)

E[K(K)] = & £(K) . (1.2.5)

= =

A singularidade de £(K) surge no ponto critico K. e, em conse -

quencia da eq. (1.2.5), segue-se que

K(KC) = KC . (1.2.6)
E claro que, para os pontos fixos da equagao K(K*) = XK* & deve
satisfazer a equacao
1
£=t£ (L > 1) s (1.2.7)

0 que sO pode ser realizado se & = 0 ou ., Em K = KC sabemos
que & diverge (o sistema possui invariancia de escala) enquanto

que para K = 0 (T = w) ou K = » (T =0) & deve ser nulo (K(0)=
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= 0 e K(m) = «), Supondo K(K) analitica em K, temos, para K

proximo de KC

K(K) = K(KC) + & (K-K) (1.2.8)
f’d‘- [ .
onde A = H"' . Assim
[K:KC
K(K) - K, =& (K-K.J . (1.2.9)

Se supomos que £ Sse comporta como (KmKC)—V para K na vizinhancga

de KC entao

B =~ -V
erkcxyy | (KOO-K)

O T ek Y
C

que, juntamente com as eqs. (1.2.5) e (1.2.9) nos permite obter

1 -V
7 - A , (1.2.10)
fornecendo a relacgao
£nl
A =m . (1.2.11)
Desta maneira a hipOtese de Kadanoff sobre a analiticidade de

K(K) nos permite obter um valor de v que pode ser nao-classico

(ele depende da derivada de K com relagdo a K no ponto critico).

A partir deste modelo simples de Kadanoff ( onde foi
tambem considerado o campo magnetico nas eqs. (1.2.1) e (1.2.4))
podemos obter que as partes singulares das funcOes termodinami-
cas e da funcdao de correlacgdo proximo de T. devem ser homogeneas
(como sugeriu Widom) e consequentemente as leis de escala, dadas
pelas eqs. (1.1.16), (1.1.17), (1.1.18) e (1.1.19), sao reobti -

das. Existe porem uma lacuna: como calcular K(K) ? Xadanoff na-
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da diz sobre isto, o que foi feito posteriormente por Wil -

21,22,24 -
son(—l’—é’——J que propds uma forma concretda de se calcular 05
equivalentes de K(K) e interpretou de uma maneira brilhante os

mapeamentos que dai resultam (grupo de renormalizacao).

1.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAO

A compreensio do papel do comprimento de correlacao
nas transicdes de fase continuas é de fundamental importancia.Pa
Ta vermos isto basta observarmos que, por exemplo, Os 1023 graus
de liberdade (GL) que uma amostra de fluido contém apresentam, em
condicbes normais, os mesmos valores para as observaveis intensi
vas (densidades de energia, de massa, etc) do que, digamos, 1000
graus de liberdade. Podemos diminuir o numero de GL do sistema
sem afetar estas propriedades até um numero da ordem de gd on-
de d € a dimensdo do sistema. Desta maneira se estamos,por exem-
plo, & alta temperatura, £ - & da ordem de 1 ou 2 espacamentos ato
micos, permitindo-nos utilizar as técnicas que assumem que as
propriedades da matéria estdo relaclonadas com as propriedades
de pequenas células de atomos (expansoes de virial, métodos per
turbativos, Hartree-Fock, etc). Mas se estamos a uma temperatu-
ra proxima de T., & € muito grande implicando que milhares de GL
estio correlacionados tornando os métodos acima inaplicaveis.

0 grupo de renormalizacao tem dois grandes objetivos
0 primeiro & diminuir o niumero de Gl do sistema, tornando-o aces
sivel aos métodos citados anteriormente. Isto pode ser visualiza

do, por exemplo, na construcao de Kadanoff (Secao 1.2), ver Fig.

1.3.1. Se iniciamos de uma temperatura K = J/KkgT ) proxima de
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[ ] L] L] * - » - » - ] X X X
[} [ . [ » L] L] - . - [ []
X X X
. . ] . * . » . . - . »
i X X X
- F [ ] . . . »* . . - @
(o) { b) (C)

Fig. 1.3.1 - Reducao de GL utilizando a construgao de Kadanoff. A rede origi-
nal (de espagamento igual a um) (a) de splns & dividida em blo -
cos de tamanho 1. = 2 (b) e os quatro spins de cada bloco sao subs
tituidos por 1 spin de uma nova rede de espacamento  entre 05
spins igual a Z,

Tc’ & ¢ grande indicando que existem muitos GL atuando coopera-

tivamente. Construindo as ce€lulas de Kadanoff de tamanho L cada
- . - . . d .

uma {(contem Ld GL) verificamos que apos substitulr os L spins

de uma célula por um Unico spin (redugao de GL), os comprimentos

de correlacao se relacionam como [ver eq. (1.2.5)]

Ene1 Kpp) = Eﬂéﬁﬁi (1.3.1)
Se sobre a nova rede repetimos o processo obtemos
£ (K ) - gn+1(Kn+1) _ gn(Kn) ] (1.3.2)
n+2 " n+l L LZ
ApOs m vezes,
fnem Xnem’ = Eﬁggﬁl . (1.3.3)

[0

Desta maneira, quando LI A gn(Kn) isto implica que €n+m(Kn+m)
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da ordem de 1 , permitindo que o problema seja resolvido por ou
tros métodos. O importante & que em cada etapa sO temos que con-

siderar Ld GL (L = 2,3,...). Observamos que na primeira etapa o©

d

numero de GL € da ordem de £

(£, >> L). Uma das precaucoes a
ser observada € evitar o aparecimento, em qualquer etapa, de for
cas de longo alcance no “‘novo' lamiltonlano entre células, pois
forcas de alcance » ¢ ipvalidam o GR.

0 segundo objetivo € explicar, qualitativamente, as di
ferentes formas (por exemplo, diferentes classes de universalida
de) que o comportamento cooperativo apresenta. Esta explicacao
surge como consequéncia do carater iterativo do grupo. Na secgao
anterior verificamos que, iniciando com o Hamiltoniano dado pela
eq. (1.2.1), obtivemos um novo Hamiltoniano dado pela eq.(1.2.4)
(apo6s a operacao de redugao dos GL). Se a operacao € repetida no
Hamiltoniano da eq. (1.2.4) obteremos um outro Hamilteoniano e as
sim por diante. O que foi renormalizado nestas operacoes foi a
constante de acoplamento (K = J/kBT). Isto nos fornece um proces
so iterativo em uma dimensao (a dimensdo associada ac parametro
K). Em um caso mais geral onde o Hamiltonlano inicial tenha va -
rias constantes de acoplamento e varios campos externos aplica-
dos (a temperatura é considerada um parametro assim como as cons
tantes de acoplamento e os campos externos), a operagao de redu-
cao dos GL do sistema implicaré em um novo Hamiltoniano cujos pa
rametros estardo renormalizados (serao funéées, supostas analiti
cas, dos parametros iniciais). Imaginando um espaco, abstrato ,
cujos eixos sejam os parametros do Hamiltoniano, a operagao de
reducao dos GL (que chamaremos t) fara com que o ponto imnicial
percorra uma trajetoria neste espago se aplicarmos 1 repetidas

vezes. Seja Hy O Hamiltoniano inicial dividide por kBT. Tere -



...24...

mos

T(HO) = Hl ; T(Hl) = H, 3 T(Hz).= H etc . (1.3.4)

2 37

Cada ponto deste espaco de parametros do Hamiltoniano pode ser
interpretado como um estado definido do sistema em uma dada tem-
peratura. Se continuamos aplicando a transformacdao T, a Sequen -
cia pode se aproximar de um ponto fixo, isto €, um Hamiltoniano,

", que satisfaca a equacio

T(H*) = HF . (1.3.5)

Isto &€ o que acontece na absoluta maioria de trabalhos sobre GR,
mas recentemente se conseguiu obter um GR que apresentava compor
- . (106 . . .
tamento caotico ™, mostrando que a topologia conhecida em sis-
temas dinamicos (pontos fixos, ciclos limites, caos, etc.) pode
ter correspondéncia no GR. O ponto fixo de uma transformacao e
uma propriedade dela somente. Ele nao faz referencia ao ponto
inicial que, através das iteracdes, termina no ponto fixo (€ cla
ro que, ver eqs.(1.2.6) e (1.2.11), os pontos fixos da transfor-
macdao 1 devem pertencer a superficies iso-g£ no espaco dos para-
metros com & = 0 ou £ = «).0 fato de nao fazer referencia ao
estado inicial indica que, se um ponto fixo F* pertence a super
ficie iso-£ com £ = o (5. ), todos os pontos iniciais que termina
rem, apos uma série de aplicacbes T , heste ponto fixo terdao o
mesmo comportamento critico (o comportamento critico, isto e, o
conjunto de expoentes criticos, € determinado pelos pontos fixos
de 1 pertencentes a S_). Dal emerge naturalmente a ideia de uni
versalidade, fenomeno conhecido experimentalmente e que signifi-

ca que sistemas fisicos diferentes (pontos iniciais diferentes no

. - L .
espaco dos parametros) tem o mesmo comportamento critico (tem o
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mesmo ponto fixo sob a aplicacao 1). Ver por exemplo,a Fig.1.1.3
(Guggenheim) onde existe uma espécie de lei de estados correspon
dentes entre as diversas substéncias(lr’gﬂlﬁ ).

Podemos sintetizar a imagem tedorica do GR da seguinte
maneira: seja um sistema cujo Hamiltoniano, dividido pela tempe-
ratura, representa um ponto no espaco dos parametros do Hamilto-
niano. Assim que a temperatura do sistema varia, este ponto des-
creve uma trajetoria que é chamada de linha fisica. Esta  linha
atravessa superflicies iso-f (poils & depende da temperatura) até
cruzar a superficie de comprimento de correlacao infinito S_. Es
te € o ponto critico do sistema, ver Fig. 1.3.2. Geralmente nao
e um ponto fixo de T . Aplicando T a este ponto critico, a traje
toria evoluira sobre a superficie S_ ate chegar a um ponto fixo
de S

.. Este ponto controlara o comportamento critico do sistema.

Ver Fig. 1.3.3. Se houver outros pontos fixos de T em S entao

ﬁ!’_- ——

Figura 1.3.2 - linha fisica cruzan  Figura 1.3.3 - Trajetorias partindo
do as superficies iso-£. €2 < 51 < da linha fisica sob a aplicacao de Tt.
< E =, . T,>T, >T_.

C 2 1 C

havera 'bacias atratoras'" correspondentes a estes pontos, isto &,

havera uma regido de S_ que, sob T, evolue para um ponto fixo,di
(2] —_—

*

A’

*

outra regiao de S_ evoluira para outro ponto # etc

gamos H B
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Estas regioes sao dominios de universalidade. A competicdao entre
estes pontos fixos de 1 pertencentes a S da origem ao fendmeno
de cruzamento ("crossover'), isto &, o sistema fisico aparenta ter
e

um comportamento critico que, se nos aproximamos mais de T.,

alterado para outro conjunto de expoentes criticos (mudanca de
classe de universalidade).

Na vizinhanca de cada ponto fixo de 7(e S_), podemos fa
zer uma analise linear ( linearizando T) e estudar a sua estabili-
dade. Isto pode ser feito considerando-se o Jacobiano da trans -
formacdo de um ponto desta superficie em outro ponto da mesma e
calculando o séu valor no ponto fixo de T que se quer estudar .
Os auto-vetores sao as direcoes privilegiadas, ao redor do ponto
fixo; que se renormalizam com uma simples mudanca de escala apos
a aplicacao de T (sao chamados "campos de escala' e sao combina-
coes dos parametros do Hamiltoniano). Estas direcles privilegia-
das tém sido verificadas experimentalmente em varios casos(lgz l
Os auto-valores, cada qual associado a um campo de escala, podem
ser relevantes (> 1), irrelevantes (< 1) ou marginais (= 1). Os
campos de escala relevantes (auto-valor > 1), uma vez diferentes
de zero; levarao o sistema a um outro ponto fixo (comportamento
critico diverso), diferente daquele no qual se fez a analise 1i-
near, que Se torna entao instavel ao longo daquela direcao parti
cular. Os campos de escala irrelevantes (auto-valor < 1) nao al
teram o comportamento critico (o sistema se aproxima do ponto fi
xo estudado, que € estavel ao longo desta diregao) e 0s campos
de escala marginais nao tem estabilidade definida no contexto des

ta analise. Assim, os pontos fixos de 1 podem ser, dentro de 5,

totalmente estaveis (pontos criticos ordinarios), isto &, os au-

to-valores associados a todos os campos de escala pertencentes
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a S_ deste ponto fixo sao menores que um; instaveis em uma dire-
¢ao (campo de escala) somente (pontos tricriticos); instdveis em
duas ou mais direcoes (pontos multicriticos), etc (& claro que a
temperatura e o campo magnético sao sempre campos de escala rele
vantes para dqualquer ponto fixo pertencente a S_; mas sao campos
de escala que nao pertencem a S_). Teremos assim uma imagem que
se assemelha com o de uma baciahi
drografica com suas "cordilheiras" ' 3h
e "vales", ver Fig. 1.3.4.

0 grande mérito do GR
e ter transformado um problema al
tamente singular em um  problema
regular num espaco abstrato, onde

cada eixo deste espago nao repre-

Figura 1.3.4 - Um possivel exem-

senta algum tipo de meédia  sobre — "

plo onde H,, Hp e Hp sao pontos

t | i i .

odo o sistema mas sim algum tipo fixos de T pertencentes a S_ .

de média local, preservando a ana HI\ ¢ totalmente instavel (pico),
A . -

liticidade destes parametros (ei- HBeasemi4%tav§L(ponU)de ?3_

la) e H- € totalmente estavel

X0s) mesmo no ponto critico.Desta em Soo (vale). '

maneira o GR interpreta um fendomeno critico como o estudo de um
mapeamento em um espaco abstrato adequado.

O meétodo inicial do GR para calcular, concretamente,as
funcoes equivalentes a K(K) de XKadanoff, eq. (1.2.4), foi reali
zar as medias ndo no espaco real, como Kadanoff propos , mas no
espaco reciproco, isto &, o espaco dos momenta. Ele consiste ba-
sicamente em se integrar uma Hamiltoniana do tipo Landau - Guinz

(108, 24 ) sobre os grandes vetores de onda [existe um corte

burg
("cut-off'") natural para os grandes vetores de onda que € pro -

porcional ao inverso do parametro de rede, evitando assim a cha-
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mada divergéncia ultravioleta que aparece comumente em teoria de
campos onde nao existe este tipo de corte], o que corresponde a
se fazer uma media sobre uma regiao finita da rede (bloco de ta-

manho L de Kadanoff(igg"éll)).

Apos esta integracdo parcial so-
bre os momenta, faz-se uma mudanca de escala para se reobter a
densidade original de GL; relacionando assim os parametros do no
vo Hamiltoniano com os parametros do antigo. Conseguindo-se 1isto
pode-se fazer toda a analise topologica descrita nesta secao. O
essencial neste tipo de formulacdo € que ele nao se detem sobre
a especificidade da rede em consideracdo (se e cubica simples ,
FCC, etc) mas sim sobre os aspectos "universais' do modelo, isto
&, a dimensao da rede e a dimensao do parametro de ordem, que se
sabe serem fundamentals para se definir as classes de universalil
dade. Assim, esta formulacdo obtéem bons resultados no que tange
ao cialculo dos expoentes criticos para algumas dimensoes, mas fa
1ha no calculo, por exemplo, das superficies criticas que sao sen
siveis a estrutura microscopica da rede.

Em particular, para um grande mmero de fenomenos criti -
cos, esta formulacdo consegue mostrar que para 4 > 4 SO existe um pon
to fixo estavel sobre S_, que & o chamado ponto fixo gaussiano cujos ex-
poentes criticos associados sao os mesmos que os formecidos pelo
campo molecular. Portanto,podemos concluir que se fosse possivel
observarmos a ocorréncia de qualquer um destes fenomenos criticos em
uma dimensdo superior a quatro os expoentes criticos obtidos seriam
sempre iguais aos fornecidos pelo campo molecular. Em d = 4 exis
te uma coalescéncia de dois pontos fixos sobre S_, o gaussiano
e um novo ponto fixo sendo este um caso marginal. Para d < 4 o
novo ponto fixo se afasta suavemente do ponto fixo gaussiano, ©

qual se torna instavel enquanto o novo ponto fixo (chamado de pon
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to fixo nao-trivial) € estavel sobre S_. Isto implica, pelas dis
cussoes precedentes, que para d < 4 o0s expoentes criticos estao
associados ao ponto fixo nao-trivial sendo portanto diferentes
dos fornecidos pelo campo molecular. Como o ponto fixo nao-trivi
al se afasta suavemente do ponto fixo gaussiano, podemos expan -
dir os expoentes criticos associados ao novo ponto fixo a par -
tir dos expoentes de campo molecular em poténcias de & = 4-d (nao
confundir com o ¢ definido anteriormente, representando o afasta
mento de TC). Mas os sistemas fisicos sao no maximo tridimensio
nais, implicando que para se calcular os expoentes criticos de
sistemas em d = 3 necessitamos assumir € = 1 na serie. Obvia -
mente para sistemas quase bidimensionais esta expansao ja ndo faz
muito sentido (g = 2). Mas em d = 3, apesar dee= 1 consegue -
_se obter bons resultados para os expoentes criticos, compara -

. . . . (93,111)
veis aos obtidos por series — — .

1.4 - GRUPO DE RENORMALIZACAO NO ESPACO REAL

Posteriormente, com a consolidacao dos novos conceitos
introduzidos pelo GR, surgiu uma formulagao do GR no espago re-
(23, 112 ) - ] - .
al 222 =22 7 que € uma concretizacao da imagem de Kadanoff e que
consiste basicamente em como se fazer a média sobre o bloco de
spins de tamanho L para se poder obter os analogos a K(K).

Suponhamos,por exemplo, um sistema fisico em uma rede

d-dimensional cujo Hamiltoniano, dividido por kBT, seja dado por

R(S) = H§ S, + K § S5 + ... (1.4.1)
1
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onde Si =+1, <«i,j> significa a soma sobre pares de sitios pri
meiros vizinhos, e + ... Trepresenta que também existem intera -
¢oes entre tres, quatro, etc, spins (as variaveis S;). A adicao
de mais termos no Hamiltoniano alem do campo magnético (H) e da
interacao entre primeiros vi;inhds (K = J/kBT) ‘e necessaria de-
vido a que, se iniciamos com um Hamiltoniano que contenha somen-
te estes parﬁmetros; apos a renormalizacao (aplicacdo da trans -
formacao t ) surgirao constantes de acoplamento entre trés, qua-
tro ou mals spins (mas sempre interacgoes de curto alcance). Por-
tanto, a suposicdo inicial de varios parametros (constantes de
acoplamento) no Hamiltoniano e simplesmente para podermos traba-
lhar em um espaco fechado (a rigor deveriamos trabalhar com tan-
tos parametros quantos forem os gerados mnas renormalizagoes, mas
se este nimero for grande faz-se necessario limitar a  dimensdo
deste espaco de parametros). Suponhamos que existam N spins S
nesta rede. Consideremos agora um conjunto de N' spins celulares
(spins correspondentes a um bloco de Kadanoff) S'iv = *1, onde
i' denota um sitio da nova rede (isomorfa a rede original) e S'
c o spin celular. Definimos o Hamiltoniano celular (F') como sa -

tisfazendo a igualdade
expl[C + H'(S")] = Y P(S',S)exp HI(S) (1.4.2)
' {S}

onde G € uma constante (que depende dos parametros do Hamiltoni
ano inicial #(S)), P(S‘;S) ¢ um peso, heuristico, que satisfaz

as condicoes

¥5',S (1.4.3)

'
o

P(S',S)
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Y P(5',S8) =1 (1.4.4)
{s'}
e } € a soma sobre todas as configuracdes dos spins iniciais.
{S}

Somando ambos os lados da eq. (1.4.2) sobre todas as configura-

coes dos spins celulares {S'} e utilizando a eq. (1.4.4) obtemos:

exp(G) ) exp[A'(S")] = Y exp H(S) . (1.4.5)
{s'} {s}
Como
Z = § expa(S) , L' = '} exp #'(S"),(1.4.6)
' {5} ' {s'}
tomando o logaritmo em ambos os lados da eq. (1.4.5) tem-se a

relacao entre a energia livre do sistema inicial (F) de spins ¢

a energia livre (F') do sistema de spins celulares

G + F' = F (1.4.7)

onde F e F' sao adimensionais (divididas por -kBT).
Consideremos agora F'e F como funcoes dos parametros
{K'} = (H",K',...) e {K} = (H,K,...). No limite termodinamico F'

e F assumem a forma

N' £({K" D) (L.4.8)

1]
1l

N f({K} (1.4.9)

r
i

sendo que a funcdo f € a mesma em ambos o0s casos. Também-

G = N g({K}) (1.4.10)

N a
N = L (1.4.11)
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onde L é o tamanho da célula em unidades do epacamento de rede
(= 1) do sistema inicial. Substituindo as eqs. (1.4.8),(1.4.9),
(1.4.10) e (1.4.11) na eq. (1.4.7) temos

d

f({K}) = g ({K}) + L7 £ ({K'}) . (1.4.12)

Esta relagdo e extremamente importante pois nos diz como proce -
der, nas renormalizacoes, para preservarmos a parte singular da
energia livre (e consequentemente as propriedades termodinamicas
do sistema). Para realizar o que propos Kadanoff, o peso P(S', S)
¢ escolhido de modo a representar as simetrias do problema e a
tornar as novas constantes {K'} funcoes regulares dos antigos
{K}. Na vizinhanga de um ponto critico do GR as energias livres
podem ser expressas em termos dos campos de escala us ( que sao

fungoes regulares dos parametros {K}) e a eq. (1.4.12) se torna

-d
f(ui’UZ"'°) = g(ul,uz,...) + L f(Alul,Azuz,...) . (1.4.13)

As mudancas de escala dos campos {ui} podem ser escritas (devido

( 71,113 )

ao carater iterativo do GR ) como

A. =L . (1.4.14)

Assim, a parte singular da energia livre se comporta como, apos

a renormalizacao,

Y- Yy
-d (L 1 2

f (ul’UZ"") = L fsing uqs L Ugy oeens b . (1.4.15)

sing

Deste modo o GR obteéem que a parte singular da energia livre ( e
também a da funcdo de correlacdo) € uma funcao homogénea genera-

lizada de seus campos de escala. A hipotese de Widom e generali-
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zada pelo GR e, em consequencia, as leis de escala, egs.(1.1.16),

(1.1.17), (1.1.18) e (1.1.19), sao reobtidas. Uma funcao homogé-

nea generalizada g(x,y,z,...) satisfaz 3 relacgao

Py Py

P
X, A 3

g (h Yo A TZ,0.0) = b g (X,y,2,..0)

para » positivo e P1sPysPys --- GIRCLQD.

Alguns possiveis exemplos de campos de escala sdo

(1.4.

16)

TC-T
uy z\ Tc z ¢ (T - TC) (1.4.17)
u, = h (campo magnético). (1.4.18)
Para estes campos de escala em particular, a eq. (1.4.15) se es-
creve como
£ (e,h y = 17¢ e, 1 ) (1.4.19)
sing - "’"*" - sing ’ ’ T
onde
1
Ye =9
(1.4.20)
_d+Z-n
Yh T T
Assim os expoentes criticos podem ser obtidos como fung¢oes (sim-
ples) dos expoentes de L (os y; sao chamados de dimensoces anoma

las) que aparecem reescalando os campos de escala apds cada re -

normalizacao. Isto conecta os expoentes Ye € Yy da teoria com os

seis expoentes criticos conhecidos (a,8,v,8,n,v).

Os GR no espaco real que utilizaremos neste

trabalho

consistem em se escolher um grafo (célula) que melhor simule a

rede e o modelo escolhidos. Nos sitios deste grafo localizaremos
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as variaveis aleatérias (spins) do modelo adotado e as suas liga
¢O0es representarao as constantes de acoplamento do modelo. Faze-
mos o trago parcial sobre os spins localizados em alguns sitios
do grafo e o renormalizamos em outro grafo com menos sitios e 11
gacoes. Isto preserva a funcgao de particaoc do grafo porque o tra
¢o sobre os spins restantes fornecera a funcao de particao origi
nal. Este método € muito Util para se calcular a parte singular
da energia livre (existe um metodo gréficoclyg, chamado '"'corte -
-colapso™, que nos permite realizar este traco parcial com consi
derdvel economia) e portanto das funcbes termodinamicas que ndo
necessitem da parte regular G({K}) que surge na renormaliza-
gﬁo( 31, 64 J. Contudo, incluindo-se adequadamente G({K}) no
método, pode-se calcular o calor especifico, a  magnetiza -

gﬁo( 115 ), etc. Assim o processo seguido nos capitulos se -

guintes pode ser esquematizado como:

i) escolha do grafo (célula) adequada a rede e ao modelo,
ii) traco parcial sobre alguns spins da celula,
iii) obtencao, através do traco parcial, das relacdes de recor -
rencia entre os parametros do modelo,
iv) 10calizagao da superficie critica e dos pontos fixos no es-
paco dos parametros e
v) estudo da estabilidade destes pontos fixos, estudo do com -

portamento critico.



CAPTTULO II

TENSAO SUPERFICIAL LONGITUDINAL DO
MODELO DE ISING NA REDE QUADRADA

2.1 - INTRODUCAGC

Entre as varias propriedades importantes de um sistema
fisico estao certamente as interfaces entre 2 fases puras (1) e
(2) e suas condigoes de contorno. O calculo da tensdo superfici-
al associada a estes fenomenos nos permite conhecer e compreen -
der melhor as suas diversas manifestacoes.

(12)

Em termodinamica a tensao superficial vy entre  as

fases puras (1) e (2) e dada por:

+ Ay 12 (2.1.1)

onde F(l), F(z)

sao as energias livres das fases (1) e (2), F
¢ a energia livre da mistura e A € a area da superficie de sepa-
racao das duas fases (se o sistema € tridimensional).

Sistemas ferromagnéticos (isolantes) tambem podem apre
sentar uma tensao superficial dependendo da magnetizacao que co-
locamos em sua superficie. Para estudarmos a tensao superficial
em ferromagnetos utilizamos um dos modelos tedricos mais simples
para sistemas ferromagnéticos que € o modelo proposto por Lenz

(4, 8)

a Ising™ — * =7, usualmente conhecido como modelo de Ising. Ele

consiste em se colocar nos sitios de uma rede variaveis Ui =z 1
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{que hoje sao interpretadas como as componentes z de spins 1/2,
z . . - . . . —~ -

Si ) que interagem entre si somente se os sitios i e j sao pri -

meiros vizinhos. A Hamiltoniana deste modelo, se consideramos um

campo magnético H e:

H = - <i§j> Jij ;05 - H } o, (2.1.2)
onde Jij >0 (< 0) para ferromagnetos (para antiferromagne -
tos) e 1 significa que a soma € sobre pares de sitios pri-

< >
meiros vi;iihos. Apesar de Ising nao encontrar transicao de fase
a temperatura finita (TC = 0) em uma cadeia unidimensional, sabe
-se (dal a importancia deste modelo) que para  dimensac (d) > 1
este modelo apresenta uma transicaoc de fase de segunda ordem
(T. # 0). A funcao de partigdo exata deste modelo na rede quadra
da foi calculada por 0nsager(-2—gJ em 1944 e, como fol ressalta-
do no Capitulo T, contribuiu para mostrar que a teoria do campo
molecular era falha proximo do ponto de transicdo. Devido a sua
simplicidade, & existéncia de alguns resultados exatos e 3 relativa fa -
cilidade com que podem ser obtidos comportamentos assintoticosde
grandezas termodindmicas através de séries de altas e baixas tem
peraturas, este modelo teve e tem um papel central no estudo dos
fenomenos criticos. Além deste interesse tedrico, o modelo de
Ising também é um bom modelo para compostos que apresentam inte-
racao anisotropica entre spins, com a interacgao entre as compo -
nentes Z do mesmo sendo muito maior que a interagao entre as com
ponentes X ou Y. Algumas substancias que podem ser descritas com
boa aproximacao pelo modelo de Ising sao, por exemplo,o CoCs ;Br
(d=2), CoCs.Cl; (d=3) , DyPO, (d=3) , sistemas adsorvidos em

- 4 . -
substratos como os atomos de 'He adsorvidos em uma camada deKr{E
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tonio (d=2) sobre grafite, etc.
Podemos definir a tensao superficial em um sistema fer-

.. . . . (28,30, 30
romagnético tipo Ising da seguinte formg —'— " :

seja uma rede
hipercubica (d dimensdes) ciclica, com N sitios. Em cada um des -
tes sitios, que denominaremos por i,j, etc, colocamos uma varia -
vel ¢, =21.0 Hamiltoniano sera o dado pela eq. (2.1.2) fazendo
H = 0 (supomos campo magnético nulo). Suponhamos dois sistemas fi

sicos: (a) no primeiro consideramos todos os Ji =J > 0 e chame-

J
mos a sua funcao de partigao de Z15 (b) no segundo sistema consi-
deramos um hiperplano de d-1 dimensoes perpendicular a um dos ei
xos da rede hipercibica, digamos [ , separando esta em duas sub-
-redes hipercibicas e cujas interacoes, pertencentes a este hiper
plano e conectando as duas sub-redes, sejam negativos (Jij =
= -J < 0)(ver Fig. 2.1.1). Chamemos a funcao de particao deste sis

(o) (b))

Figura 2.1.1 - Ligacoes antiferromagnéticas (linha pontilhada) e ferromagneti-

cas (linha cheia) na rede (a) quadrada e (b) cubica.

tema de ZII'

A tensao superficial longitudinal do segundo sistema (o

19 nao apresenta tensao superficial) & definida como:

Y . 1 .
T = - lim X lim Kn(ZII/ZI) (2.1.3)
B Ao N
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onde A € a area do hiperplano de d-1 dimensoes. Se este hiperpla
no faz um angulo qualquer (diferente de zero) com o eixo ¢ en-
tao teremos uma tensao superficial "inclinada'. A definicio for-
mal desta tensao superficial devera ser igual & dada pela eq.
(2.1.3) mais um termo proporcional ao logaritme do numero de pos
sibilidades de se arranjar estas ligacoes antiferromagnéticas
sem alterar a energia do sistema. Onsager(gg-) calculou a ten -
sao superficial longitudinal exata do modelo de Ising na rede

)

quadrada, Fisher e Perdinand(g§’ calcularam a tensao superfi-
cial diagonal e Abrahams ¢ Reed(zg-) a tensao superficial fazen
do um angulo 6 qualquer com a horizontal do mesmo modelo names
ma rede. Estes s3ao os unicos resultados exatos conhecidos para a
tensao superficial do modelo de Ising.

Existem definicoes alternativas da tensao superficial
no modelo de Ising como por exemplo nao supor condicoes de con -
torno periodicas mas fixar os spins pertencentes ao contor
no(ggfzgkllg) ou entao defini-la atraves da funcio de correlacio
(de desordem) do sistema dual na temperatura t~ dualgigiyﬂl).Mas
no limite termodinamico as diversas definicoes fornecem resulta
dos iguais.

Se focalizarmos a nossa atencao no modelo de Ising
na rede quadrada podemos, além da tensao superficial longitudi -
nal (cujo esquema nesta rede esta mostrado na Fig. 2.1.l1a) ter
tambem as ligacOes antiferromagneticas formando uma "escada" (ver
Fig. 2.1.2) originando a assim chamada tensao superficial diago-
na1l 28-31)  poras ligacoes tambem podem formar qualquer angulo
( 29-31)

(aléem de w/2 e w/4) com a vertical A tensao superficial

correspondente dependera, em geral, desta orientacdo. Esta depen

- . . . . - 89,122,123 .
dencia tem sido discutida em varios casosGLJ**AA*;)mldlretamente



-39._

Figura 2.1.2 - Ligagdes antiferromagnéti -
j cas (linha pontilhada) e
- ferromagncticas (linha cheia).

- em v(T) ou sobre a entropia superfi

cial (—dY/dT)T:O‘ Contudo, devido a

divergencia do comprimento de corre

==

L lagao £, a isotropia aparece na vi-

zinhanca da temperatura critica T.,
isto &, se definimos v(T) ~ A( 1-T/T)", no limite 1-T/T. + 0
esperamos que A e p sejam os mesmos para qualquer orientacgao da

(28)

linha das interacdes antiferromagnéticas que se tome Es-

tes fatos estao de pleno acordo com os resultados exatos conheci-
dos(zﬁJ 23 ).

0 calculo exato de v(T) € geralmente muito dificil. Na
verdade, para modelos ndo triviais de Ising os unicos resultados
exatos sao para duas dimensGesEﬁLgﬁl&%. Para outras dimensoes e
necessdrio atacarmos o problema com métodos aproximativos. As so-
luctes exatas em duas dimensoes poderao servir como um teste para
estes métodos antes de os aplicarmos em dimensées superiores. Co-
mo método aproximativo utilizaremos uma técnica moderna e podero-
sa de fenomenos criticos que € o GR no espaco real.

Na Segao 2 apresentamos o modelo. Na segao 3 construire
mos um grupo de rencormalizagac (GR) para o modelo de Tsing na re-
de quadrada. Na Segao 4 introduzimos a tensao superficial longitu
dinal no contexto do GR. Na Secdo 5 apresentamos comportamentos
assintoticos analiticos para a tensao superficial 1longitudinal
fornecida peloe GR ¢ 0s comparamos com o resultado exato de Onsa

(-29). Na Secdo 6 apresentamos alguns métodos de extrapolagdo

que nos permitira obter precisdo maior que 0.4% para 0 < T < % T.

ger
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e maior que 3% se considerarmos todo o intervalo.

2.2 - MODELO

Seja uma rede quadrada com condigoes de contorno perio
dicas e com variaveils o, = *1 em cada sitio 1 da rede. O Hamilto

niano que consideraremos € o de Ising

0 = - ¥ J.. 0.0 (2.2.1)
<iyy> Mo

onde <i,j> significa pares de sitios primeiros vizinhos e Ji; 20
(l1igacdo ferromagnetica ou antiferromagnética).
Suponhamos que sobre uma linha "horizontal' (que separa a rede
quadrada em duas sub-redes) colocamos todas as ligacgdoes ''verti-
cais" (conectando as duas sub-redes) com Jij = -J < 0. Todas as
outras ligagdes sao supostas serem ferromagneticas (jij = +J > 0
ver Fig. 2.1.la).

A tensdo superficial é calculada de acordo com a formu

la dada pela eq. (2.1.3) sendo que A = L (a "area' do Thiperpla-

no separando as duas sub-redes € o comprimento do cristal).

2.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAO NA REDE QUADRADA

0 modelo de Ising & invariante com relagao a transfor-
macao de simetria (calibre) global que consiste em lnverter to -
dos os spins da rede simultaneamente, 1isto €, o seu Hamiltonia-

no nio se altera frente a esta transformagao. 0 grupo de simetria
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associado a esta operacdao € chamado de L, e & constituido de dois
elementos. A transformacdo de dualidade, que & sempre possivel de
ser realizada em qualquer teoria cujo grupo de simetria seja abe-
liano, implica que podemos mapear a regiao de baixa temperatura
de um modelo na regiao de alta temperatura do seu modelo dual e
vice-versa. A estrutura geral desta transformacdo de dualidade pa
ra qualquer teoria com simetria Z, (incluindo portanto o Hamilto-
niano dado pela eq. (2.2.1)) pode ser discutida introduzindo-se o

(121) 5o nos limitamos &s redes hipercubicas,

conceito de simplex
um simplex de dimensdo s serd um elemento desta rede hipercubica.
Assim um simplex de dimensao zero ¢ um sitio da rede, © simplex
de dimensio um & constituido de uma ligacdo unindo dois sitios da
rede, o simplex de dimensao dois & constituido de uma interacao
entre os sitios pertencentes a uma face elementar (ou plaqueta)da
rede, e assim por diante. Portanto, podemos ter, em geral, um mo-
delo s-simplex em uma rede d-dimemsional. O dual deste modelo é
um modelo d-s simplex ma mesma rede hipercubica de d dimensoes.
Claramente s < d pois a "dimensao" das interacoes nao pode ser
maior que a dimensao do espaco fisico. Todo modelo com simetria

} - d - . -
Z., em uma rede hipercubica onde s = 5 ¢ auto-dual, isto e,a trans

2
formacao de dualidade mapeia a regiao de baixa temperatura (T<T_)
na regiao de alta temperatura (T > TC) do mesmo modelo na  mesma
rede. Desta maneira, o modelo de Ising na rede quadrada € um mode
lo 1-simplex (interacoes entre dois sitios) e como a rede tem di-
mensio d = 2 o seu dual €& também um modelo l-simplex na mesma re-
de, isto &, € o proprio modelo em uma outra temperatura (a tempe-
ratura dual). Os primeiros a obter esta dualidade no modelo de
(124)

Tsing na rede quadrada foram Kramers e Wannier ——° que, atraveés

dela, conseguiram calcular a temperatura critica exata.
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Para simularmos o modelo de Ising na rede quadrada es-

colhemos a familia de células (grafos) mostrada na Fig.2.3.1. As-

Q

5

A4 L_ p=1 b=% p-4 p=#

Figura 2.3.1 - Familia de cé€lulas auto-duais para o modelo de Ising. b € o ta-

manho da cé€lula. Cada c€lula tem 2 sitios terminais, b(b-1) si-
tios internos e [Zb(b-1)+1] ligagoes.

sociamos a cada sitio destas células uma variavel oy = +]1 e a ca-

da ligacao uma transmissividade
t = tanh J/kBT (2.3.1)

onde kg € a constante de Boltzmann, J € a interacdao entre primei-
ros vizinhos, e T a temperatura absoluta. A seguir associaremos a
cada célula uma transmissividade equivalente tb = Rb(t) a qual
€ obtida através de um traco parcial sobre os sitios "internos"
da ceélula (por exemplo na Fig. 2.3.1 os sitios "internos" da cé€lu
la b = 2 sao os de numero 3 e 4). Este traco parcial pode ser fei
to de uma maneira mais elegante e rapida atraves de grafos  pelo
método chamado "corte-colapso'" (ver Apéndice A).Os resultados pa-
ra b =2, 3, 4 e 5 estao listados abaixo [R,(t) tem sido calcu-

lado por diversos autores(.éi’lgé)]:

+
il
i
ct

Rl(t) = > (2.3.2)

262,20t
4 s

— =7 (2.3.3)
1+2t7 4+t

ot
1]

2 = Ry (1)

1



t3 = Rs(t)
t4 = R4(t)
te = R5(t)

43

tll
th

3t3%8t4+10t5+8t6+12t7+l6t8+6t9+
1 dtoedt 4674140420t 41165441742

(2.3.4)

10 12

(atte18¢20a2¢%: 70t 7+ 120182326 4362610462t L 600t

14 1 16 17

v 7166334638t % a18t 1232610 12001 1 a6¢18 10119420

4 6 7 8 9 10

+ 2t*h faset”s10tt a8t 4301068t  +102¢° 21417 4300t

12 14 1 16 17

« saattlie1ett?.622¢ 618t Y a60t 0 225¢ 0114t

18 19 20 21

50670410t bt 2t ) , (2.3.5)

7 ,256t84582t 41300t 10 11 12

(5t°+32t%:108¢ +2829t 1t 5306¢

1}

14 15 17 18

+ 0756t13 17116t 4 28678¢1° 444716t % 65514¢17 v 90840t

1 20 21 2 23

+ 114171t 9+129800t +133338t" " +123288¢t 2+103312t

24 25

+ 75032t2% 478341 26 27

+28356t2%,14611¢ 28 29

+0820t""+3012¢

. 1196t30+478t31 3 34 35 .37

124002054133 16004 5435,437)

/’(1+8t3+18t4+12t5+59t6+160t7+248t8+520t9+1242t10

. 2496t Y4880t %0640t 3175651 1Y 15 16

+29396t7 " +45326¢

17 18

+ 6663611 ,00744¢ 19 20 21

+112284t77+128012t" " +133628t

¢ 125285t22,102824¢%° 24 25 26

+74540t" "+48704t7 7 +28098t

27 8 29 30 31 32

e 145520%7.6864128:2060t%%1187t3 Y420t 160t

33 34 35 36
t 4

+ 44177412 A4t 7+2t7 ) . (2.3.6)

Estas funcoes Ry, (t) sdo extremamente adequadas para se
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estudar o modelo de Ising na rede quadrada pois elas também sdo
auto-duals. A propriedade extremamente interessante do modelo
de Ising em d=2 que € o mapeamento da alta-temperatura na baixa
temperatura (dualidade) & satisfeita por estas células qualquer
que seja o tamanho b da mesma. Devido a isto encontra-se a tempe

ratura critica exata para o modelo de Ising qualquer que seja b

(por argumentos do tipo usado por Kramers e Wannier(lgij ). Por-
tanto:
Rb(tc) =t ¥ b (2.3.7)
kBTc 2
onde t. = vZi - 1 = J= - arg seah T ° 2.269

que & a temperatura critica exata do modelo de Ising na rede

quadrada.

O grupo de rTenormalizacao € dado pela seguinte relagcao

Rb,(t') = Ry (1) b' < b (b = 2,3,4,5;b" = 1,2,...,b-1)

(2.3.8)
que "representa' a renormalizacao da rede quadrada nela mesma
por um fator de expansdo b/b', como est2 mostrado no Capitulo I.
Esta relacao admite 2 pontos fixos triviails, associados ao com -
primento de correlagao £ = 0, (t* = 0 e t* = 1) e um ponto
fixo nao trivial, associado a § = = (t* = tc).

0 expoente critico vy pr do & (ver Cap. I) € dado pom

Vp b :% (2.3.9)

onde
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de(t)/dt
b,b' ~ dR,,, (F7)7d%7

A (2.3.10)

—+ 1 _
|t=t'=t_

Os resultados para b'=] e b=2,3,4 e 5 estao na Tabela 2.3.1.

Tabela 2.3.] - Bxpoentes criticos v, 1 € coeficientes A, By 1, G ; eD 4
’ " _23kgTy . . ’
(Y‘b,br o l - Cb,b'(kBT/J) - Db,br(kBT/J) e

varios tamanhos das células. A temperatura critica associada é

) do GR  para

a exata em todos os casos.

b Vb, 1 Ay 1 By.1 ‘b1 Dy 1

2 1.14863  1.41 1.11 v% 12 = 0.35 %«= 0.25

3 1.10936  1.52 1.23 -% 3= 0.27 %-; 0.44
1 . 9

4 1.00499  1.58 1.30 g énd=0.23 % = 0.56
1 ) 16

5 1.08791  1.63 1.3 05 = 0.20 20 = 0.64
exato(zgj 1 2 2 0 1

2.4 - TENSAO SUPERFICIAL LONGITUDINAL

A tensao superficial longitudinal,que definimos como a
energia livre subextensiva, por unidade de area, da hipersuperfi
cie (d-1 dimensoes) de separacao entre as duas fases '"conflitan-
tes" (cada uma com d dimensées), deve satisfazer a seguinte equa
cfo quando renormalizamos uma celula de tamanho b em outra de ta

manho Q‘(§9):

(b ryd-1 Y'é?') _ pd-1 x%ll ) (2.4.1)
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Esta relacdo deriva do fato que as distancias obedecem a rela -

cao de renormalizacgao

x > x' =% (2.4.2)
implicando que a drea da hipersuperficie (A, ) deve se reescalar

A
S AL hs

he = EETT . (2.4.3)

Ahs

Como a tensdo superficial € definida por unidade de area, 0 ter-

) aparece no numerador.
Devido a homogencidade da energia livre proximo de T,
segue que Y'(T') = v(T").

Para o caso particular d = 2 a relacdo acima se torna:

pr ¥(I) oy x4 (2.4.4)

As eqs.(2.4.4) e (2.3.8) saoasequacoes basicas necessarias e sufici-
entes para podermos obter, numericamente, a tensao superficial
desejada. FElas '"fecham'" o problema pois fornecem um mapeamento
(GR) do espago t-y (ou equivalentemente T-v) nele mesmo. Teremos
"linhas de fluxo" neste espaco, sendo que a fronteira de separa
cao destas "linhas", se fixamos v (T = 0) = Yg» NOS fornecera v.

As equacbes (2.4.4) e (2.3.8) admitem como pontos fixos;

1) T

it
=3
o

=
il
o

ii) T = 0 e Y =Yg Yo ¥ (temos uma linha de pontos fixos)
onde escolhemos Yo = 1 (normalizando pelo valor de v(T) quan

do T = 0)

iji) T =o , v =0
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0 primeiro ponto fixo (T = T. e v = 0) € instavel, o

segundo e o terceiro sao estaveis.

0 diagrama de fluxo (nos espagos Ty e ty) esta indica

do esquematicamente nas Figuras 2.4.1la e 2.4.1b.

>
Rl T
N
w,
N
N

AR B
L) SN VPl
0 T ¥
(a) (b)

Figura 2.4.1 - Linhas de fluxo no espaco (a) y-T e (b) y-t para (b,b') fi-
x0s. A linha cheia & a tensao superficial. Os pontos  indicam
os pontos fixos, as setas o sentido do fluxo.

2.5 - COMPORTAMENTO ASSINTOTICO E ESTABILIDADE DOS PONTOS FIX0S

Utilizando a teoria dos grafos ( metodo corte-co-

lapsotzéﬂﬁlgé-) ) podemos calcular o comportamento assintotico

das funcoes Rb(t) para b¥ (ver Apendice A). O resultado obtido

-

el

[be® + 20-1% P 4 L. se t >0 (2.5.1a)
f = Rp(®

1203590 - 2pf2e-DA D set 1 (2.5.1b)

Novamente observamos que, devido a estas células, com interacoOes
tipo Ising, serem auto-duais, podemos passar da alta para a bai-

xa temperatura do mesmo modelo. A transformacgao dual nestas varil

( 55, 64 )

aveis t € simplesmente
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(2.5.2)

onde t° & a varidvel dual. Com esta transformacio podemos passar
da eq. (2.5.1a) para a eq. (2.5.1b) exibindo de um modo simples
e bonito a dualidade.
Para calcularmos o Jacobiano nos dois pontos fixos (T=
=T , yv=0)e (T =0, yq = 1) necessitamos linearizar vy . (1)
c > 10 b,b
nestes dois pontos. Vamos indicar os calculos para o espaco T-vy.

0 Jacobiano sera:

oT! at!t
oT 3y
(2.5.3)
8Y1 a.Y1
0 9y
onde
1t 102 cos? (I/kT') dRy (t)/dt
= (&)
3T T COSZ(J/kBTJ dR, ()7t
Do o1 2 dRr(t)/dt
= (%‘)2 " de SARVL (2.5.4)
1-t° b
gz' _ 0 (2.5.5)
1 1 1
SO
1 1
%%_ _ %T %m (2.5.7)
i) no ponto critico (T = T.) o Jacobiano sera:
kb’b, 0 ]
| (2.5.8)
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implicando que os campos de escala l—T/TC fauto-vetor (1,0}] e

vy [auto-vetor (0,1)] se renormalizam na vizinhanca de T. como

T.-T  T_-T' T.-T
(2.5.9)

Yy +» v o= (%T) Y . (2.5.10)

Em consequéncia de Ab,b' >1 e (b/b') > 1 nos atfastaremos do
ponto critico a cada iteracao demonstrando a instabilidade do
mesmo.

Sabemos também que (TC—TVTC se renormaliza como [ ver

eqs. (1.4.17) e (1.4.19)]

C b e “c
> = () - . (2.5.11)

Comparando a eq. (2.5.11) com a eq. (2.5.9) obtemos:

b YE n ;\b bt
(BT) = Ab,b' = Yé = 5 (b/b ") (2.5.12)

mas, ver eq. (1.4.20),

1
YE =3 (2.5.13)
entao a relacao
_ (/b
v o= £”Ab,b' (2.5.14)

€ reobtida.

0 mesmo pode ser feito com o outro campo de escala (y') utilizan-

do-se do fato que proximo de T. vale a relacao

T.-T T -T
Y v (=) & -y -0 . (2.5.15)
T
C C
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assim, a eq. (2.5.10) resulta:

TC-T' TC—T
()" = o =" - (2.5.16)
c c

Utilizando a eq. (2.5.11) temos:

b Me TC—T]J b TC_T m
(ET) (=) = (ET)( T ) (2.5.17)
o C
ou seja,
5 b
G (2.5.18)
que nos leva a
o= v (2.5.19)

obedecendo a conhecida relacao de escala

no= (d-1)v (2.5.20)

i}
o

entre o expoente p e v para d

ii) Para calcular o Jacobiano a temperatura nula, devemos pri -
meiro tomar algumas precaucbes. Elas sao necessarias devido a in
determinacao que aparece na eq. (2.4.4) se fizermos T=T'=0.
Para contornarmos esta dificuldade teremos que calcu -
lar o comportamento assintotico de T'(T) quando kBT/J + 0. Toman

do a eq. (2.3.8), utilizando o comportamento assintotico

Rb(t) v 1-2b (l%E)b se t > 1 (2.5.21)

fornecido pela eq. (2.5.16) e o fato que

J —ZJ/kBT k,T

t = tanh QT— o 1-2e —J—— + 0 (2.5.22)
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obtemos:
b' exp (—Zb'J/kBT') ~ b exp (-ZbJ/kBT)_ (2.5.23)

Segue que

' . k,T
=~ %— [1+ 5or n (b/b")] (2.5.24)
c
. . k.T
IR (Y SR I (2.5.25)
Entio o Jacobiano sera:
( b'/b 0 )
1 (2.5.26)
| *B guw/bn) .
tJ 2b j
implicando que os campos de escala g, = (0,1) = vy e g = {u,v )
com
v E_B’E”(b/b') (2.5.27)
u_  ~ J 2(b-b") e
se renormalizam Como:
a) vy > y' =1y (caso marginal) (2.5.28)
b) s gl = 2 (2.5.29)
g1 7817 Y5 & -

mostrando que o campo de escala g, tem auto-valor (b'/b) < 1 sen
do portanto estavel e o campo de escala g, = ¥ tem auto-valor =1
(marginal) cujo efeito & ter uma linha de pontos fixos em kBT/Jz
= 0.

A eq. (2.5.27) nos da a derivada de Th b com relacao

a T fornecendo-nos
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2a(b/b') SBT 8"

2(h-b'y J ¢ 7

(T) ~ 1 - (2.5.30)

Yb,b'

Esta expressdo assintotica pode ser desenvolvida para
englobar o termo seguinte simplesmente se tomarmos toda a expres
sdo assintotica dada pela eq. (2.5.1b), a eq. (2.3.8) e o fato
de que t = tamnh K%T‘ Obtemos a scguinte relagdo, no limite lj§E+O,

FE(T";b') ~ F(T;b) (2.5.31)
onde
kBT/J
F(T;b) = —7 T T ¥b . (2.5.32)
b[1 Inb B (b—l)Z B o B 1
2b J b J

Finalmente utilizando a eq. (2.4.4) obtemos:

tn(b/bry XBT (b-1,2
- 5

kT -23/k,T K, T
Yoobr V1 - 7Ry T

e se
J

(2.5.33)
cujo limite

k,T —ZJ/kBT

. B
Lin vy (1) = 1 - e (2.5.34)
b'<b
& o comportamento assintotico exato da solucdo de‘Onsager(gg) pa

ra a tensdo superficial longitudinal vy; do modelo de Ising mna

rede quadrada.

kpT J
'YL = 1 - T ,P_VL Coth KET (2.5.35)
kT -2J3/k,T k.T
rl _ B e B se ~E~*+O (2.5.36a)
4 J J
s T T T.-T
12 (——) se —— 0 (2.5.36b)

C C



- 53~

Assim, este notavel resultado nos indica que, apesar de a cada
escolha de (b,b') finitos o comportamento assintotico de Ybe(T)
ser errado, no lim b » « (b' < b) a resposta exata e reobti -
da, ver Tabela 2.3.1 e Figuras 2.5.1, 2.5.2 e 2.5.3. Isto justi-
fica e da credibilidade ao método (GR) que estamos utilizando
Analogamente, em outras dimensOes este método podera ser utiliza
do alternativamente a séries, por exemplo, para calculos de com-
portamentos assintoticos de grandezas termodinamicas. Isto sera
feito nesta tese no Capitulo TII e no Capitulo IV.

0 procedimento operacional seguido para obtermos as fi

guras ¢ o seguinte:

Primeiro escolhemos uma temperatura arbitrdria T0 me -

nor que TC e entao usamos a eq. (2.3.8)

) = Ry(tanh J/kp1)  (§=0,1,2,...,n-1) (2.5.37)

Rb,(tanh J/kBTj+1
para obter a sequencia de temperaturas decrescentes Tys Tosenr s
T T . Terminamos a sequéncia arbitrariamente no n-esimo

joreee Iy
passo com a Unica restricdo que Tn seja bastante proximo de zero

(a definicao objetiva do ''bastante proximo de zero'" acima depen-
de do computador disponivel). A seguir, calculamos a tensao super
ficial Yn associada a Tn utili;ando a eq. (2.5.33) e 'retorna-

mos'" através da relacao

br 7] (jen-1 1,0) (2.5.38)
Y. = 17— Y J=N-1,..., .5.3
] b Tj+l j+l !
para obtermos a sequéncia de tensoes superficiais decrescentes

Ypo10- o Ype Os pares associados (Ti’Yi) i=20,1,...,n sao en -

tao colocados no grafico. Um exemplo de tal sequencia € mostrado
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na Tabela 2.5.1. Os resultados que obtivemos para b'=1 e b=2,3,4

e 5 estao indicados na Tabela 2.3.1 e nas Figs. 2.5.1, 2.5.2 e

>

2.5.3.

Tabela 2.5.1 - Ilustragao (b=2, b'=1l) do procedimento do GR que tem sido
usado para obter Y b,(T) x T.
>

j kyT/T Y21

0 1.9 0.1687
1 1.6557 0.2941
2 1.3151 0.4671
3 0.9201 0.6537
4 0.5635 0.80006
5 0.3136 0.8911
6 0.1658 0.9425
7 0.0854 0.9704

% Y B B S T T
Figura 2.5.1 - Resultados (fora de Figura 2.5.2 - Dependencia térmica
escala) para a tensao superficial dos erros relativos T = (be,l"YL)
longitudinal reduzida de Onsager /YL [com respeito ao resultado
(1imtha tracejada) e de GR ( linhas exato de Onsager yL(T)] dos resul-
cheias: b' =1 eb = 2,3,4,5). A tados para a tensdo superficial da
inclinacao da reta € ("BS,IJ/kBTc) aproximacao do GR [{Yb,léT)}’ 13-
(veja o texto). nhas cheias] e do PEM [v*(T), 1i-

nha tracejada].
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Figura 2.5.3 - Dependencia do tamanho das c€
lulas dos coeficientes Ay 1
0s), By 4 (circulos cheiog), C, (inha che-

ia) e Db 1 (1inha tracejada); as setas indi P
’ - ;

(circulos vazi -

cam os valores exatos respectivos (Onsager).

oy

Para estudarmos o comporta -
mento de Yb,b‘(T) proximo de T (es-
tudo numeérico) definimos Ay po através do resultado do GR
T -T v T -T
c c

b,b
A 3
"o, ¥ A b T ) se =

= 0 (2.5.39)

e denominamos por Bb,b‘ 0 numero puro obtido pela multiplicacao
de (—kBTc/J) pela inclinagao da linha reta que, comecando no pon
to (T:TC, vy = 0) toca tangencialmente a curva Yb,b‘(T) (Veja Fi
gura 2.5.1). As estimativas numéricas para ambos coeficientes es
tao na Tabela 2.3.1 e na Figura 2.5.3 e tendem para o valor 2 ,

que € o exato de acordo com a eq. (2.5.36b).

2,6 - PROCEDIMENTOS DE EXTRAPOLACAC

Utilizando os resultados do GR para b = 2,3,4 e 5, po-
demos fazer extrapolacoes para b » . Os procedimentos que adota

mos s$ao0 0s seguintes:

A. PROCEDTIMENTO DE EXTRAPOLACAO MOLTIPLA (PEM)

Este € um procedimento direto. Para uma dada temperatu

- . - -1
ra, nos extrapolamos linearmente para a orilgem Yy 1 Vs b . A es
, 2
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colha de b™' se deve a que a temperatura escala como bV e a

tensao superficial escala como b'U/v. Como em duas dimensoes %:1
a escolha & natural. Porém csta ¢ uma lel de escala valida somen
te para b grandes(lga, nao havendo nenhuma razdo particular para
elas poderem ser aplicadas a pequenos valores de b. Contudo isto

@E, l£§). Uma medida da

frequentemente ocorre com boa precisao
credibilidade de tal extrapolacao em cada caso particular é dada
por quao proximo o fator de correlagdo linear se aproxima da uni
dade. Os resultados para a tensao superficial obtida atraves des
ta extrapolacao (que chamaremos yM) sao mostrados na Fig. 2.5.2
(o fator de correlacao linear cresce de 0.998 em T = 0 para a
unidade em T = TC). Os erros sensiveis (com respeito ao resulta-
do exato de Onsager Y1 dado pela eq. (2.5.35)) obtidos na vizi -
nhanca imediata de TC sao devidos ao fato que vb’1 (embora bas -
tante proximo) n3o € exatamente igual a v . Observamos que o PEM
globalmente diminue o erro por um fator 2. Se nos, respectivamen
te, chamamos Vs Ay e By, 0 expoente critico e as amplitudes de
YM(T) (definidos de maneira analoga a vb,l’ Ab,l e Bb,l) na vizi
nhanga de T_, nossos resultados serao vy = 1.069, A, = 1.83 e
By = 2.

B. PROCEDIMENTO DE UNICA EXTRAPOLACAO (PUE)

Esta € uma extrapolagdao pouco comum no sentido que bas-
ta uma SO curva yb,l(T) para ela poder ser aplicada. Ela € 1til
pois utiliza os resultados exatos possiveis do sistema em estudo
para se obter a extrapolacao. Por exemplo, em nosso caso utiliza
remos os Seguintes dados: o valor de Tb,l dado pelo GR para a tem

peratura critica (as células auto-duais que utilizamos fornecem
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Ty 1 = TC ¥b; mas para o método poder ser aplicado em geral dei-
xamos Ty 1),_0 expoente v 4 do GR, a derivada do GR
- J _ inb
Cb 1 - - r (dYb’l/dT)T=O - 2( —l) 3 (2-6.1J

? B

os valores exatos de Tc’ v e a derivada

_ J
C - - ﬁ (dYL/dT)Tzo =0 - (2.6-2)

L
B
Observamos que usamos a tensao superficial reduzida assumindo que

conhecemos o valor exato de YL(O). Introduzimos agora as varia -

veis

Xy 1(T) = (1 - T———) (0 < T < Tb,l) , (2.6.3)

’

(0 <T<T) , (2.6.4)
e a relacao

s
Th1 = 1090 Yp1 (2.6.5)

entre a proposta (b » =) do PUE Yi,l gerada por Yb,l’ e a fun-
¢ao corretiva fb,l(x) que sera encontrada adiante. Para T = 0
(x = Xpoq o= 1) queremos que Yg,l seja igual a unidade ( porque
este ¢ o resultado exato para YL), e como este € o valor de Yb,l

temos que ter
fb,l(lj =1 . (2.6.6)

A equacao (2.6.5) implica
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5
Yy, 1 1) gy Yy 1
FITTOC TTa&x o dr b1t () T (2.6.7)
que se tornma, em T = 0,
S i |
dYy 1 v 0 . D, 2.6.8)
dT oo L O B P

onde utilizamos as eqs. (2.6.4) e (2.6.6). Ou, alternativamente,

dfb,l] kBTc/J

- TR Cb,1) ) (2.6.9)

Utilizando agora os valores deste problema (Ising, duas dimen -

soes), obtemos

b:]-] _ —1 ,Enb
“ arg senh 1 (b-1) . (2.6.10)

A funcao corretiva fb 1(x) foi introduzida para corri-
. >
gir uma possivel derivada térmica errada de Yp 1 em T =0, e de
, L
sejamos que seus efeitos diminuam gradualmente & medida que nos

aproximamos de Tc (x=0). Assim, & razoavel impormos que

ag, 10

” = 0 . (2.6.11)

x=0

Esta hipdtese sera confirmada "a posteriori pelos resultados que ob
tivermos. A funcao mais simples que satisfaz ds restrigbes dadas

pelas eqs. (2.6.6), (2.6.9) e (2.6.11) é a parabola

kBTc/J ‘kBTC/J

. 2
fb’l()() = [l + —-—2‘{)—“'— (Cb,l_CL)] - "—2"\—)"—— (Cb,l—CL)x (2.6.12)



_50_

que no nosso caso particular se torna

1 £nb 1 2nb 2
Zarg senhl b-1 =~ Zarg senhl b-1 X : (2.6.13)

fb,l(x) =1 +

Necessitamos agora indicar os argumentos de YE 1€ Y1 para 0
> . >
PUE se completar. Postularemos que esta relacao conecta Yi 1(T]
>

1
com Yb,l(T ) onde

1 —
Xb,l(T ) = x(T) . (2.6.14)
Assim, a relacao dada pela eq. (2.6.5) pode ser reescrita como

5 T v T
Yo, 1T = By g T = ) Ty g 1Ty q (101 - )

C

v/v
bylyy. (2.6.15)

A equagao (2.6.15) acima sintetiza o PUE. Ele estabelece que uma
forma de lei de estados correspondentes vale para as funcoes
aproximadas {Yb’l(T)} associadas a diferentes tamanhos de célu-
las. Observamos que a relacdo da eq. (2.6.15) & identicamente sa
tisfeita no limite b + «, assumindo que Tb,l > TC, Ub,l > v, e
C

+~ C (isto e, quando vy 1(T) tende regularmente para

b,1
YL(T]).

L

0 PUE € confirmado satisfatoriamente pelos resultados
que ele fornece. Na Fig. 2.6.1 nos representamos o erro h@,lgﬁ)/
/YL associado ao conjunto {Yb,l} para b = 2,3,4,5. Este permane-
ce inferior a 3% para todo intervalo de temperatura (de T = 0
até T = TC) e para todo valor de b (o erro € inferior a 1% para
b = 5). Para ilustrar a validade da proposta feita na eq. (2.6.12)
para a funcao corretiva fb,1(X]’ nos representamos, na Fig. 2.6.2,

a pior delas [f2 1(x)] junto com a funcao corretiva exata
’
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L (T /vy (T,

0.0 -

¥b

Qo2

0,03 ‘ | Lo . N
g 10 0 i kW

Figura 2.6.1 - Dependencia térmica dos erros relativos r® = (Yg 17 /vy, dos
3

resultados para a tensao superficial do PUE [{yg l(T)}, li-
nhas cheias], PUEM [YUM(T), linha tracejada], e o PMUE
MU
[y

(oscilacoes caoticas) nos forcaram a ndo considerar os resul-

(T), linha pontilhada]. Dificuldades de precisdo numérica

flx)s
15

tados .b=4 ¢ b=5 do_PUE perto de T..

05E-

Figura 2.6.2 - Resultados para a fun -
cao corretiva £(x) do PUE (linha cheia)
e a exata (linha tracejada) como vgu?-
caodex =1 - T/TC = (1 - T'/TC) ’

(erro menor que 2,2%).
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C. PROCEDIMENTOS DE EXTRAPOLACAO MISTOS (PUEM e PMUE)

Estes procedimentos sao obtidos aplicando-se, de uma
maneira combinada, o PEM e o PUE.

0 Procedimento do Multiplé em uma Unica Extrapolacaoc (PMUE)
consiste na aplicacao do PUE sobre o resultado YM(T) utilizando
seus proprios valores para a temperatura Ty (em nosso caso TM =
= Tc)3 expoente vy € derivada CM para temperatura nula. O eTTo

MU(T) (resultado obtido através do PMUE) esta mostrado

de v
na Fig. 2.6.1. 0 erro & inferior a 3% em todo intervalo de tem-
peratura (ele & inferior a 0,4% para temperaturas menores que
3/4 TC).

0 Procedimento com Unicas Extrapolacdes Multiplas (PUEM)
consiste na aplicacao do PEM as funcoes {YE,I(T)}, isto €, con -

siste na extrapolacado linear para a origem de YE l(T) vs b1 pa-

UM(T), e 0 erro estao mos -

Ta temperaturas fixas. O resultado, ¥y
trados na Fig. 2.6.1. Novamente 0 erro € pequenoc e até 3/4 Tcele
e menor que 0.4% (o fator de correlacdo linear se aproxima de 1

na vizinhanca de kBT/J = 1 mas decresce (= 0.95) quando nos apro

ximamos de T = 0 ou T = TC.

2.7 - CONCLUSADQ

Calculamos, utilizando o GR no espaco real, a tensao
superficial longitudinal do modelo de Ising na rede quadrada. A
utilizacao de células auto-duais para este modelo nos permite ob
ter a temperatura critica exata do mesmo, qualquer que seja o ta

manho (b) da cé€lula. Atraves de calculos de comportamentos assin
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toticos destas células para b¥ e kBT/J +~ 0 pudemos estudar,ana
liticamente, a convergencia em direcao ao comportamento assintd-
tico exato da tensao superficial longitudinal (calculada por
Onsager(-gg)) quando b + « (pois nesse caso se reobtem a rede
quadrada). Como esta convergencia de comportamentos assintoticos
foi total e como os resultados numéricos para b = 2,3,4 e 5 indi
cam uma tendencia (suave) em direcao a resposta exata somos leva
dos a concluir que este GR provavelmente conduzira a resposta exa
ta no limite b + =, Desta maneira este € um  metodo confiével
para calcularmos, por exemplo, a tensao superficial longitudi -

( 32) 5nde ndo hi respos-

nal de Ising em trés e quatro dimensoes
ta exata conhecida. Isto sera feito no proximo capitulo (Capitu-
lo III). O comprimento de correlagao (£) também sera calcula -
dot 39) por um método analogo a este no Capitulo IV desta tese.
Finalmente desenvolvemos alguns metodos de extrapolacdao que nos
permitiram obter respostas bem proximas as exatas e que servi -

rao, no proximo capitulo, para obtermos, acreditamos, boas apro-

ximagoes da tensao em trés e quatro dimensoes.



CAPITULO TIIT

TENSAO SUPERFICIAL DO MODELO DE ISING
EM REDES HIPERCUBICAS

3.1 - INTRODUCAO

Neste caplitulo estenderemos a metodologia utilizada no
capitulo II, principalmente para o caso tri e quadri-dimensio -
na1t2l > 320 tensao superficial do modelo de Ising em re-
des hipercubicas ¢ definida de maneira analoga a feita na Secao
1 do Capitulo IT e, em particular, a eq. (2.1.3) define a ten -
sao em redes hipercubicas (€ a tens@o associada a um hiperplano
perpendicular a um eixo da rede hipercuabica, 7, e cujas constan-
tes de acoplamento pertencentes a este hiperplano sao antiferro
magneticas; Jij = -J para Jij pertencente ao hiperplano).

Dentre os objetivos deste trabalho estao estudar a in-
fluencia da dimensionalidade cristalina d sobre a tens@o superfi
cial e a obtencao de comportamentos assintoticos a baixas tempe-
raturas para a tensdo. Como modelo consideraremos o Ising, ferro

magnético, com Spin 1/2, em uma rede hipercubica (ciclica) d-di-

mensional, cujo Hamiltoniano €:

H = - J.. ¢c.c. g. = *1 3.1.1
<i§j> 15 919 (o, 1) ( )

onde a soma é sobre pares de sitios primeiros vizinhos e Jij:

= J > 0 con excecao das constantes de acoplamento pertencentes

ao hiperplanc onde Jij = J.
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3.2 - GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA REDES HIPERCUBICAS

0 Modelo de Ising dado pela eq. (3.1.1) nao € auto-du-
al em redes hipercubicas para d # 2. Em tres dimensdes o seu mo-
delo dual é um modelo de plaquetas (Z-simplex) na rede cubica,
enquanto em quatro dimensoes o seu dual € um modelo de cubos (3-
~simplex) na rede hipercubica. Ambos sao modelos com simetria de
calibre local ZZ contrariamente ao modelo original [eq.(3.1.1) ]
que apresenta somente simetria de calibre global ZZ' Portanto a
escolha de células (grafos) auto-duais, que tem um papel impor -
tante no caso bidimensional, ndao € possivel de ser realizada em
outras dimensoes. As familias de celulas que adotamos para as Te

des hipercubicas (d > 2) estao mostradas na Fig. 3.2.1. A cada

vd | d=3 d=3 i=4
b=t b=2 b=3 b=2
i
[
|
&
(a) (b) (c) (d)
Figura 3.2.1 - Células escolhidas para as redes hipercubicas d=3 €
d = 4. Cada celula contém bd'l(b-1)+2 sitios, pd ligacoes "verticals" e

(d-l)bd'z(b—lj2 ligacoes "horizontais'.

sitio destas células associamos uma variavel aleatoria o; =:1 ¢

a cada ligacao uma transmissividade térmica (2>

t = tanh (EQT) (3.2.1)
B

onde J > 0 & a constante de acoplamento entre variaveis o's lo-

calizadas em sitios primeiros vizinhos. Analogamente aoc realiza-
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ta, como acontece em duas. Cada uma delas satisfaz a uma equacao

d
bc) = Ty (3.2.6)

onde tﬁi depende do tamanho e da "dimensao" da célula considera

da. Os valores de kBTﬁi/J = [arctanh(tbch}_1 tendem para o valor

(129 , 93

estimado numericamente ) (no caso tridimensional) a me

dida que b aumenta, ver Tab. 3.2.1.

Tabela 3.2.1 - Comparacao entre os valores de Tﬁi e v 1(d) para b = 2,3 d =
=3), b=2(d=14) e as estimativas nuﬁéricas da temperatura

critica e do expoente critico v do modelo de Ising em redes hi

percubicas.
K,T° /0 v - (d=3) A v, o (d=4)
B bc b,1 B'bc b,1™
b =2 5.457399 0.8692 10.625469 0.8426
b =3 5.048460 0.8189
estimativa (129) (93) (129
e rics 4.5112==2 0.630 " 6.6815 —= 0.5

0 GR consiste em se assumir que

d T d 1 =
Ry, (t7) = Ry (t) (b' = 1,...,b-1) . (3.2.7)

Esta relacao simula a renormalizacao da temperatura em redes hi-
percibicas quando renormalizamos uma célula de tamanho b em uma
de tamanho b' < b.

A eq. (3.2.7) admite dois pontos fixos triviais, asso-

ciados ao comprimento de correlagao £ = 0 (t* = 0 e t* = 1) e
um ponto fixo nao-trivial associado a £ = « (t* = t; b')'
b

0 expoente vy b,(d) do comprimento de correlacdo ¢ da
2

do por:
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_2n (b/BY) '
ENRRACORLES /b vistuu .S R (3.2.8)
b,b
onde
| ary (£) /dt
Ab br(d) = d d d ’ (3-2-9)
? dR, ,(t")/de* |,
b! et sty g,
sendo tg s @ temperatura que satisfaz a equacgao
, ,
d,. d d d
RpCty o) = Ry (tp po) . (3.2.10)
- d d
Se b' =1 entao tb 1 = tbC mostrado na Tabela 3.2.1.

0Os resultados de vy, 1 Ppara b = 2,3 (d=3) e b=2 (d=4)es
t3ao mostrados na Tabela 3.2.1.
A equacao do GR para a tensao superficial "longitudi -

nal' & fornecida pela eq. {2.4.1) do Capitulo II

~_ 2 = b R (3.2.11)

A eq. (3.2.11) é invariante com relacao a transformacao vy =+ Ay,
onde » € uma constante significando que o GR pode obter y a me-
nos de uma constante. Esta constante & eécolhida de tal modo que
¥(0) = 1 fornecendo-nos a tensao superficial reduzida. As eqs.
(3.2.7) e (3.2.11) completam o problema pois, se fixarmos a cons
tante ) acima,de tal maneira que y(0) = 1, entao estas equacoes
(apos definirmos a dimensao que estamos interessados) nos permi-
tem obter a tensdo superficial estudando-se os fluxos no espaco
v-T (ver Fig. 2.4.1 do Capitulo II). Novamente existem tres pon-

tos fixos importantes fisicamente no espago Y-T, que sao:

i) T EIT%;b' e Y = 0 onde T%,b' ='{arctanh(tg’b,)]"l .
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1) T = 0 e Y o= Y Yo ¥ (escolhemos T = 1) ,

ii) T:m [ 'Y:O

3.3 - COMPORTAMENTOS ASSINTOTICOS DA TENSAO SUPERFICIAL LONGITU-
DINAL

Para obtermos os comportamentos assintoticos da tensdo
superficial na rede cubica devemos obter os comportamentos assin
toticos das funcoes Rg(t) para um tamanho b qualquer. Isto nos
permitira considerarmos o limite b » « de Yb,b'(T) que, acredi-
tamos, nos fornecera o comportamento assintdtico exato da tensao
superficial do modelo de Ising nesta rede. Para obtermos estes
comportamentos das funcao Rg(t) utilizamos o método corte-colap
so(-éé). Para um tamanho b qualquer, este método nos fornece uma
expansao em grafos. Por exemplo, para temperaturas baixas (t->1)
o grafo correspondente a, digamos, aproximacao de ordem zero, &

o grafo de uma célula de tamanho b onde todas as ligacdes '‘hori-

zontais' estao colapsadas, ver Fig. 3.3.1. Neste grafo existem b

Figura 3.3.1 - Grafo correspondente a colapsar todas as
ligacoes "horizontais'.

""cebolas' em série, cada uma delas com p? liga-

coes (no caso d-dimensional, cada cebola teria

bd_l ligacoes) em paralelo. Na aproximacao de
I
|
Zit

ordem 1 cortamos uma ligacao "horizontal" e co-
lapsamos todas as outras ligacOes "horizontais",
o grafo resultante sendo tambem o mostrado na

Fig. 3.3.1 (por exemplo, as ligacgOes ‘'horizon-
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tais'" da célula b=2 na Fig. 3.2.1a sao as ligacbées pertencentes
ao "plano" constituido pelos sitios A B C D). Naturalmente, deve
mos considerar todos os casos onde podemos cortar 1 ligacao "ho-
rizontal”. Na aproximac¢iao de ordem 2 cortamos 2 ligacoes "hori -
zontais"™ ¢ colapsamos as restantes (horizontais). Quando estas du
as ligacOes forem as ligacdes de um canto do "plano', entdo 0

grafo correspondente sera diferente do mostrado na Fig. 3.3

esta mostrado na Fig. 3.3.2. A aproximacao de
ordem 3 nos permite isolar um sitio pertencen-
te a um "lado"™ do plano (ver célula b=3 da Fig
3.2.1a), enquanto a aproximacao de ordem 4 nos
permite isolar um sitio no "interior''do plano

(cujo numero de coordenagdao no plano € quatro,
ver Fig. 3.2.l1a, célula b=3). E necessario ir
até a quarta ordem porque no limite b + o as

contribuigoes dos 'cantos'" e "lados" sao, em
Figura 3.3.2 - Grafo

um certo sentido, "subextensivas'. Resolven-
correspondente a cor

do todos estes grafos (que, até a ordem 4 , tar as 2 ligagOes de

sao redutiveis a série e paralelo) e utili- um canto de um plano
o horizontal.

zando o algoritmo do metodo corte-colapso,ob '

temos, apds consideravel esforgo (o calculo para t > 0 €& feito
de maneira similar, porém & bem mais simples):

b+1

Rg(t) %ﬁf bztb + 4b(b_1)2 t (t -~ 0) (3.3.1)

2
1- 2b(1—i)b _ 2b3(1—3)b 1 3 b2 1)+32(b- 1J]G5f§b

ne b3 (b%41) (b%42)452b2 (b-1)4+64 (b-1) (b-2) +
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2 :
P 1280-11 (550 3 L ph Pt e %) s

e 16b% (b%41) (b=1)464b2 (b=1) (b=2)+160b° (b-1) -

| | 2
- 128(b_1)(b_2)+720(b-1)+256(b-l)Z](1§£)b 4

(3.3.2)

Utilizando a eq. (3.3.2), as eqgs. (3.2.7) e (3.2.11) com d=3 e
seguindo um procedimento similar ao feito no Capitulo II, obte -
mos para © comportamento assintotico de Yp bt ©M tres dimensodes

a expressao

o b/b) KU b1 KT HI/kT
2 (h2pi 2, I 3T

(TY ~n 1 -

bh,b?

(b-1) (b-2)  b-1. KpT -6J/kpT
16 % R B}

(B (b-2) , ygq bl

ES(E%l) - 80 : 108 Eg— -

2 kT -8J/k.T
(b“%) 1 -2 . B . (3.3.3)

- 64 3

2
(b-1)" . ¢4
bl b

0 limite b + « (b' < b) nos fornece a expressao

kBT —8J/kBT

Iim (Ty 1 - 8 —— e 3.3.4)
b+m Yb’b! ) J (
b'<b

que, acreditamos, seja o comportamento assintético exato (aqui

obtido pela primeira vez, pelo que & de nosso conhecimento) pa-
ra a tensao superficial Jongitudinal reduzida do modelo de Tsing
na rede cibica.

Para outras dimensoes {(d > 2Z) podemos focalizar a nos-
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sa atencao unicamente sobre os sitios (e ligag¢bes) que nao per -
tencam ao exterior dos "hiperplanos' {isto &, que nao sejam sub-
extensivos). Estes sitios interiores dos "hiperplanos' tém nume-
ro de coordenacao igual a 2d. Mas as células podem ser divididas
em b-1 hiperplanos de d-1 dimensoes conectados entre si. Desta
maneira, o numero de coordenacdo de um sitio dentro de um hiper-
plano; isto e, o numero de ligacoes saindo do sitio e pertencen-
tes ao hiperplano, € 2(d-1). A contribuicido deste termo em Rg(t)
e:

2(d-1)d-1 1-t.6%4 1201y

R%(t) N 1-2%2 (b-1) (255 (3.3.5)

Utilizando as eqs. (3.3.5), (3.2.7) e (3.2.11) podemos obter a
primeira contribuicao relevante no limite b » « para a tensao

superficial longitudinal do GR em d-dimensoes.

kpT  =4(d-1)J/kyT

2d-3 (E%l) L . (3.3.6)

Yé?%,(T) N1 o- 2

0 limite b » « da expressao dada pela eq. (3.3.6) é:

k,T -4(d—1)J/kBT

. (d) 2d-3 B
lim v ((TY) A 1 - 2 e , (3.3.7)
gim oy 7

que deve ser o comportamento assintdtico exato da tensao superfi

cial longitudinal reduzida do modelo de Ising em redes hipercabi
cas d-dimensionais (d > 2). Este resultado podera, naturalmente,
ser confirmado por futuros trabalhos em séries de baixas tempe -
raturas.

Para estudarmos a variacao da tensdo superficial com a
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dimensao vamos reescrever, utilizando as eqs. (2.5.34) e (3.3.7)

0s comportamentos assintoticos para d=2; 3 e 4 como [Y(d)(T) =
2 Y (d;T)/v(d;0))
r(2)
k,7¢2) =T )
v e I e Bl (d=2) (3.3.8)
7 - 2 s = 3.
C T )
L 7(3) -3 ()
Y(S) N 1-8 B c (T ) e kBTC (d=3) (3.3.9)
J T(Sj 4)
C T
12J "¢
(4) s )
O IS e S SR (d=4) (3.3.10)
) J T4 . B T
C
K, To8)
onde —<-— = 2.269185314 & a temperatura critica exata de Ising
em d=2Z e TéSJ e Té4) sao as estimativas numéricas da temperatu

ra critica em d=3 e 4, respectivamente (ver Tabela 3.2.1). A Ta-

(d)

bela 3.3.1 mostra os valores de v correspondentes a diversos

(d)

c proximo de zero, as

valores de T/Téd) . Vemos que, para T/T

tenstes superficiais obedecem a seguinte desigualdade

LB () (3.3.11)

Tabela 3.3.1 - Comparacao entre os valores assintoticos de Y(d)
valores de T/Téd) (d =2, 3e 4). Claramente Y(3)>Y(4)>Y(2).

para diversos

~__ @

T/Téd} - d=2 d=3 d=4
0.05 0.999999997 = 1.0 = 1.0
0.1 0.99996626 0.99999993 0.99999966
0.15 0.99904474 0.99996027 0.99979750

0.2 0.99446622

0.99898232

0.99461379
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0 caso bidimensional €& diferente das dimensdes superio
res. Por exemplo, quando cortamos uma ligacgao "horizontal" e co-
lapsamos as restantes ("'horizontais"), para todas as dimensoes
maiores que 2, o grafo correspondente & o mesmo que se colapsas-
semos todas estas ligagOes. Ja em d=2 este grafo sera diferente,
o que explica o fato da eq. (3.3.7) nao reproduzir o comporta -
mento correto em d=2, so sendo valida para d > 2. Assim, acredi

(d)

tamos que o comportamento de vy serda suave para d-> 2, isto €,

y (@, (de1) /1t o0, a s 2) (3.3.12)

permanecendo o caso bidimensional como um caso andomalo.
Podemos estudar também (numericamente) o comportamento

de Y(d) proximo de T.. Definindo

T .-
Yéd%,(T) m Aédb, kP4§-— (3.3.13)
» » Tb b'J
onde
My po (D) = (d-Dvy (@, (3.3.14)

podemos estimar os valores de Aédg,. Estes estao mostrados na Ta
, =
bela 3.3.2. Novamente verificamos que o caso bidimensional tem

um comportamento anomalo em relacdo a outras dimensdes.

Tabela 3.3.2 - Valores de Aédi. Os valores de d=2 foram tirados da Tab.2.3.1.

2 1.41 1.65 1.38
3 1.52 1.86 —
4 1.58 — —
5 1.63 — —
ckato 2.00 — —




~74-

3.4 - PROCEDIMENTOS DE EXTRAPOLACAO

Utilizamos os procedimentos de extrapolacao desenvolvi-
dos no Capitulo II, fazendo as adaptacdes necessdrias. Assim, no
procedimento de extrapolacao multipla (PEM) a extrapolacgdo line-

-2 pois

ar, (d=3; b = 2,3), para a origem & feita em yé?i X b
B = 2v em tres dimensOes. Devemos tambem normalizar as temperatu
ras criticas pois elas sdo diferentes para b = 2 ou 3. No procedi
mento de inica extrapolacao (PUE) ¢ suficiente notarmos que

cld) _ _4dnb (3.4.1)

2 (b9~ 1o1)

utilizar os valores da Tabela 3.2.1 nas eqs. (2.6.3), (2.6.4) e

(2.6.12) e a mesma metodologia se aplica para d = 3 e 4
(dy _ (d) _
(CL = - (BYL 1/3T To0 = 0).

Na Figura 3.4.1 mostramos (para redes cubicas) as ten -
soes superficiais fornecidas pelo GR para b = 2 e 3, 0s respecti-
vos PUE e o PUEM (ver Capitulo II), o qual ¢ a nossa melhor pro -
posta numerica para a tensao superficial lomgitudinal do  modelo
de Ising em tres dimensodoes. Lembramos que esta extrapolacao (PUEM)
no caso bidimensiomnal apresenta um erro menor que 3% (ver Capitu-
lo II).

Na Figura 3.4.2 mostramos o resultado do GR para vy em
d = 4 ¢ o respectivo PUE, o qual € a nossa melhor proposta numéri
ca.

Na Figura 3.4.3 mostramos as nossas melhores propostas
para Yy em 3 ¢ 4 dimensoes ¢ a tensao superficial exata em 2 dimen

soes com o objetivo de compara-las.
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0

0 461 5.05 546 7 RBT/J‘

Figura 3.4.1 - Resultados das tensdes superficiais, (d=3), fornecidas pelo GR
para b=2,3 e por diversas extrapolagoes (PUE, PUEM). A curva
obtida pelo PUEM e a nossa melhor proposta numerica para a ten
sao superficial longitudinal reduzida de Ising em tres dimen -
soes.

t%8 .65 KT /s

Figura 3.4.2 - Tensao superficial em quatro dimensoes fornecidas pelo CR (b=
=2) e pelo PUE. O PUE e a nossa melhor proposta numerica.
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Ayl . , Figura 3.4.3 - Comparacio
A entre o resultade exato de
N v em duas dimensoes e as
melhores propostas numeri-
cas para d = 3 (PUEM) e
Sy d =4 (PUE).
EXATO (d- 7 )
0 \
0 R 2%

3,5 - CoNcLUSAO

A tensao superficial longitudinal reduzida (y) do mode
lo de Ising com spin 1/2, ferromagneético, isotropico, com intera
coes de curto alcance, ¢ calculada, através do GR no espaco real,
para redes hipercubicas. Propostas numéricas da tensao superfici
al foram obtidas para trés ¢ quatro dimensdes. Os comportamentos
assintoticos de vy para kBT/J + 0 foram analisados analiticamen
te e os resultados obtidos sao certamente os exatos para qual -
quer dimensao maior que 2. A analise destes comportamentos assin
toticos leva a concluir que as tensoes superficiais obedecem 3z
relacao y(d) > y(d+1) para k T/J + 0 onde d (>2) ¢ a dimen-

sao da rede hipercubica. A tensao superficial na tede quadrada
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tem um comportamento peculiar proximo da temperatura nula, nao
obedecendo 3 relacgdo acima. Isto se deve as suas propriedades to

poldgicas particulares.



CAPITULO 1V

COMPRIMENTO DE CORRELAcﬁo DO MODELO DE POTTS

4,1 - INTRODUCAO

Se observarmos um fluido simples que esta bem proximo
mas acima de seu ponto critico de separacao de fases gas-liqui-
do, notaremos um forte acréscimo no espalhamento de luz a peque
nos angulos. O fluido, que era transparente, torna-se translu-
cido e este fenomeno ¢ conhecido ha bastante tempo por opales -
céncia critica. Em misturas binarias de fluidos observados con
luz e raios-X logo acima e abaixo do ponto critico de separa -

2,

cio de fases também se nota um espalhamento critico similar =
17) P .
— O0s espalhamentos criticos de neutrons em sistemas mag
néticos proximos do ponteo de Curie apresentam o mesmo fenome -
(17) ~ . - . -
no =~ 5ao conhecidos ha mais de quarenta anos. Tambem
foi observado este espalhamento critico em pontos criticos anti
ferromagnéticos (pontos de Néel). Sistemas como ligas meta-
licas bindrias no ponto de transformacao ordem-desordem apresen
tam espalhamento critico se irradiadas com raios-X ou neu -
trons(lz).
Desta maneira, sistemas bem diferentes entre si apre-
sentam fendmenos similares proximos de seus pontos criticos. De
ve, portanto, haver alguma propriedade que seja comum a todos

estes sistemas e responsavel pelo espalhamento critico.

Smoluchowski foi 0 primeiro a sugerlir que em to-
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dos os casos acima o grande aumento do espalhamento se deve a
um rapido acréscimo do tamanho (espacialmente falando) das flutu
acOes inomogéneas que ocorrem no sistema assim que ele se aproxi
ma de seu ponto critico. Por exemplo, no fluido simples (uma com
ponente) as flutuacoes da densidade sao a propriedade importan -
te; para fluidos binarios e ligas as flutuacles de composicao
sao as determinantes; para os ferromagnetos (antiferromagnetos )}
as flutuacoes da magnetizagéo (magnetizacdo da sub-rede) sao a
causa do espalhamento critico.

0 estudo tedrico deste fenomeno (espalhamento critico)
deve, portanto, centrar-se nas flutuagoes. O ponto central e que
o espalhamento & proporcional a transformada de Fourier de uma
adequada funcao de correlacao de equilibrio entre dois ‘''corpos"
(dois spins em sitios diferentes; duas densidades em posicoes di
ferentes no fluido, etc). Desta maneira, o estudo tedrico do es-
palhamento critico se resume a analise da funcao de  correlacio
apropriada na regido critica.

Se o sistema em estudo pode ser representado ( modelo)
por um sistema classico de muitos corpos os quails interagem en -
tre si através de forcas de curto alcance, Ornstein eaZenﬁke(ﬁz)
predisseram que a funcao de correlacao das flutuacdes (I') entre
duas quantidades definidas localmente A e B(R (spins, densi-

dades, concentracao de um elemento em uma liga binaria, etc),

Pyg@ = <(Ad) - <A(0)>) (B(R) - <B(R)>)> (4.1.1)

onde <...> & a média térmica com relacdo ao "ensemble" apropria-
do, apresenta um decaimento assintotico quando R » « da forma

(e que e correto para d > 4)
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PAB(ﬁ) N o ld-12/2 -R/E(TY (4.1.2)

d ¢ a dimensao do sistema e £(T) € o alcance efetivo das corre-
lacoes das flutuagdes chamado, muito propriamente, de comprimen-
(*)

to de correlacao . Esta fSrmula; eq. (4.1.2), perde a sua vali

dade na temperatura critica(gzr’ 29 ) onde FAB(ﬁj apresenta um

comportamento tipo lei de poténcia(lég) , ver Capitule I ( o
comprimento de correlacdao diverge na temperatura critica de uma
transic3o de fase continua). Mas mesmo para T # TC onde se acre
dita que FAB(ﬁ] apresente, na grande maioria dos casos, um decai
mento exponencial (acima e abaixo de TC] verificou—se( 29, 131)
que FAB(ﬁ] divergia do comportamento do tipo Ornstein-Zernike ,
principalmente no que se refere a potencia de R (-(d-1¥2), sendo
necessario introduzir um novo expoente critico, n, para se satis

. . 97, 2
tazer os resultados experlmentals( 24, 2

. Mas o decaimento ti
po exponencial com um alcance finito das correlacoes que depende
da temperatura, para T #£ T., € uma caracteristica de sistemas
com forcas de curto-alcance. Existem definicoes alternativas de
E(T); nao necessariamente equivalentes mas que apresentam o mes-
mo comportamento.

0 calculo de £(T) pela maneira direta, isto €, o calcu
lo exato da funcao de correlacao para se poder obter £(T) ¢ ex -
tremamente dificil para os modelos nao-triviais (d > 1) e os cal
culos baseados em se obter os primeiros autovalores da matriz

transferéncia para s¢ poder consegulr £ nao sao mals faceis de

serem conseguidos.

* ~ .
r)A opalescencia critica ocorre gquando o comprimento de correlacao do siste
ma se torna da ordem do comprimento de onda da vadiagao incidente sobre

0O mesmo.
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Sabe-se que £ depende da direcao entre as variaveis
A e B(ﬁ), se estao, por exemplo, sobre um mesmo eixo ou Sobre

a diagonal principal de uma rede hipercubica. Mas proximo a TC

esta dependencia da direcao entre as varidveis deve desaparecer e
( 26 )

as correlacbes a2 longa distancia se tornam isotropicas
Na vizinhanca de TC o comprimento de correlacdao é esperado ter

a forma

TC—Tl-\)

TC ; ?

gfbAl (4.1.3)

onde a amplitude A e o expoente critico v nao dependem da dire-
¢ao na qual £ & definido.
Un dos poucos modelos com interacgoes de curto-alcance,

onde se conseguiu calcular exatamente £ € o modelo de Ising bi -

d]'_:mensional(—%9"iég ). Neste modelo se conseguiu mostrar que a
sugestao de Widom, baseada na hipotese de escalagg@), para TEETG
¥(T) = £(0,T)M*(0,T)/X(0,T) (4.1.4)

€ correta, sendo v a tensdo superficial longitudinal, & o com -
primento de correlacao na diregao (1,0), M(0,T) a  magnetizacgao
a campo nulo e X(0,T) a susceptibilidade a campo nulo. Em parti
cular se conseguiu mostrar que entre a tensao superficial dia -
gonal e o comprimento de correlacao diagonal [diregao (1,1 )

do modelo de Ising isotropico] existe a relacao simples

y(TYE(T) = —5— (4.1.5)

valida para todo T € [O,TC](EEEJ. Utilizaremos & para represen-
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tar o comprimento de correlagao adimensional, isto €, o alcance
efetivo das interacoes em unidades do parﬁmetro de rede a. Como

sabemos do Capitulo II que, na vizinhanca de T_,

T T 4
Y(T) v (o) (4.1.6)

Cc

existe uma relacdo conectando os expoentes u e v que & dada por

(em duas dimensoes):

L =v . (4.1.7)

Esta relacido Intima entre £ e Yy , eq. (4.1.5), valida para Ising

isotrépico, em d = 2, nido se sabe ao certo se continuara valida

para outros modelos. O comprimento de correlacao (de Ising iso -

tropico), para T > T_ s6 difere de £ dado pela eq. (4.1.5),T<T,
por um fator 42(155).

Nosso objetivo, neste trabalho, sera calcular, atraves

do grupo de renormalizacao no espaco real, o comprimento de cor-

( 33, 34 a q estados .

relacao horizontal, do modelo de Potts
Este & um modelo cldssico de muitos corpos que contém o modelo
de Ising como caso particular (q=2). Ele consiste em se colocar,
nos sitios de uma dada rede, variaveis ¢, que podem assumir q
"estados' (podemos visualiza-las como confinadas em um plano, on
de cada uma delas aponta para uma das g direcoes igualmente espa
cadas especificadas pelos angulos en = 2wn/q, n = 0,1,...,9-1).
Duas destas variaveis, situadas em sitios primeiros vizinhos, in
teragem entre si de duas maneiras: se ambas estao no mesmo esta-
do a interacao vale -gJ (J>0), e em caso contrario a interacao

vale zero. O Hamiltoniano para uma dada rede-é(éi’ég):
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BE=-qJ ) 8, (4.1.8)
<ij> i3
onde
1 se 04 = Oj
60.0 = (4.1.9)
ivj 0 se 0y # oj

. * - . .
e a delta de Kronecker(.). 0 modelo de dois niveis descrito aci-

ma, isotropico, homogéneo, com q estados e interacdes de curto

alcance tem como funcao de correlacao entre dois sitios( 34,133)

-2

Faa(oioj) = Pua(oioj) - q (4.1.10)

onde Puu(cioj)—é a probabilidade de que as varidveis nos sitios
i e j estejam em um mesmo estado o (a = 1,...,q). Foi mostrado
rigorosamente que Tua decai exponencialmente acima da temperatu

(134)

- . - - -
ra critica T_ (existindo portanto um comprimento de corre-

lacao £). Abaixo de TC 0 decaimento de L nao € conhecido (exce

4 -
(26, 27) onde e exponencial) .

to para q = 2 em duas dimensoes
Mas, provavelmente, ele também € exponencial (associado a £ pa-
ra T < TC) pois o grupo de simetria do modelo acima ndo € conti-
nuo, como o modelo XY, e suas interacoes sao de curto alcance. .
Portanto, os resultados que apresentaremos so poderdo ser compa-
rados com o caso q = 2 em duas dimensoes. Para os outros valores
de q os nossos resultados numéricos (com pretensoes de "~ pequenos
erTos) e 0S Nnossos comportamentos assintéticos a alta e . baixa

temperaturas (que acreditamos serem exatos) para o comprimento

de correlacao horizontal poderao ser comparados com futuros tra

(")

Este modelo apresenta transicdo de fase continua ateé um certo valor de q,

acima do qual a transicac se torna de primeira ordem., Por exemplo, em du-

d35)

as dimensOes a transicac se torma de primeira ordem para q > 4 en—

guanto que em tres dimensces se acredita que a transicao para q = 3 ja e

(136)

de primeira ordem .
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balhos de séries de alta e baixa temperatura ou, talvez, novos
resultados analiticos exatos.
Desde quando Domb propos este modelo para Potts como

( 33)

assunto de sua tese> — até muitos anos depois, ele foi consi-
derado como um sistema que exibia uma transicao de fase nao-tri-
vial de interesse estritamente tedrico. No entanto, recentemen -
te, mostrou-se que o modelo de Potts poderia ser realizado expe-
rimentalmente. A associacao de uma dada experiéncia com o modelo
de Potts de q estados € possivel devido ao conceito, extremamen-
te importante, de universalidade. Isto ¢é, podemos dizer que este

modelo com q estados e uma dada experiencia estao relacionados

porque pertencem a mesma classe de universalidade, portanto pos-

suem o mesmo conjunto de expoentes criticos; tem comportamentos
- 0 - -
criticos similares.
Varios autores, analisando a Hamiltoniana de Landau -
-Guinzburg para o modelo de Potts, tém pesquisado sobre as clas-

. . 137-139
ses de universalidade para diversos valores de q[-—f*~ﬁ§—)

(137 )

. Doma
ny et al. , em particular, mostraram que os sistemas adsorvi
dos (sistemas que apresentam transicao em monocamadas e submono-

camadas adsorvidas em superficies cristalinas ) podem ser

classificados e catalogados utilizando-se a teoria de Landau e o

Hamiltoniano de Landau-Guinzburg dos atomos adsorvidos considera
dos como gas em rede ("lattice gas"). Também foi observado  que
as transicdes pertencentes as varias classes de universalidade
do modelo de Potts bidimensional podem ser realizadas experimen-

talmente escolhendo-se apropriadamente o substrato e a cobertu-

(137 - 139 )

ra ("coverage') dos atomos adsorvidos Alguns destes

. . : - - 4 .
sistemas experimentais sao: atomos de 'He adsorvidos em uma cama

(81)

da de Kriptonio sobre Grafite [que ¢ uma reali;agéo experi-
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mental de um sistema adsorvido, com cobertura 1/2, em um substra

. . 3
to tipo colmeia (“honeycomb”)(lﬁg)] apresentando comportamento

. - 4 i
tipo Ising (q = 2); He adsorvidos, com cobertura 1/3, em grafi

te EQJ’ adsorcao de . Kriptonio em grafiteQAQJ ordenamen-

(141 )

to estrutural em prata B8 aluminio (realizacoes experi-

mentais do modelo de Potts com tres estados); 02 adsorvido em su

(142)

perficie de Ni (realizacao para Potts, q = 4, d = 2).

Mas também em sistemas magneticos [CoCszBr., d =2 |,

3
q = 20143 ) } CoCsyClc, d = 3, q = o (145). DyPO,, d = 3
q = Z(EEQJ]; em ferromagnetos cubicos com campo magnético diago-
nal [como DyAlz(lié)], cujos tres eixos faceis seriam uma reali-

zagao de q = 3, d = S(EEEJ; em transicoes estruturais de primei
ra ordem no, por exemplo, 5rTi0; tensionado [q = 3, d = 3(1£1 )]
e outros(éi ) podemos phter realizagBes experimentails do

modelo de Potts. Desta maneira este modelo (Potts) transcende o
interesse puramente tedrico que o caracterizou inlcialmente para
se realizar, cada vez mais, em sistemas fisicos '"concretos'.

E interessante ressaltarmos também que o modelo de
Potts esta relacionado com varios outros modelos estatisticos em
redes tais como o modelo Z(N) (para N = 1,2,3 e 4), percolacao
(caso particular q -~ 1), resisténcias aleatorias em. circuitos
("random resistor network', caso particular q - 0), Ising (g=2),

modelo de 6 vertices com regra de gelo, etc.

4,2 - MODELO

Considere uma rede quadrada onde cada sitio i possue

uma variavel o; que pode tomar os valores a; = 1,2,...,q. Estas
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varidveis interagem entre si através do Hamiltoniano

H=- ¥ qJ,. § (4.2.1)
<i,j> 1] O.in

onde ) significa que somamos somente sobre pares de sitios
<i,]>

primeiros vizinhos, Jij‘e a constante de troca (interacoces) entre

estes sitios e 66 ;. ¢ a delta de Kronecker, isto &, se o = Uj
17

(o # Gj) entdao & = 1(0). E, como ja foi dito na introducio
17]

deste Capltulo, um modelo de dois niveis, como Ising, so diferen

ciando deste pela degenerescéncia de cada nivel. Supomos tambem

condi¢oes de contorno perioddicas na rede. Vamos considerar, nes-

te trabalho, somente o caso isotropico ferromagnético, isto €,

J.. =J >0 . (4.2.2)

4,3 - GRUPO DE RENORMALIZACAO NA REDE QUADRADA

0 grupo de simetria que, sob uma transformacao de cali
bre global, deixa invariante o Hamiltoniano do modelo de Potts
com q estados & o Zq. Este € um grupo discreto (se q & finito) e
abeliano, o que significa gue o seu modelo dual € sempre possi-
vel de Ser obtido. No <caso geral, o modelo dual de um modelo
original com simetria Zq-é também um modelo com esta simetriaMas
se &€ um modelo em uma rede hipercubica cujo simplex € s = %, ele
ndo ¢ necessariamente auto-dual, o que sabemos ocorrer se o gru-
po de simetria for ZZ’ ver Capitulo II, Sec3ao 3 (o modelo de

Potts vetorial, onde as constantes de acoplamento dependem da di

ferenga de angulo entre as variaveis 0; ¢ oy localizadas em si-
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tios primeiros vizinhos i ¢ j, e cuja simetria também & Zg» néo
¢ auto-dual se s :'d/Z)(lEl). Somente sobre certas condicoes um
modelo com simetria Lq pode ser auto-dual ¢ o modelo de Potts,
dado pela eq. (4.2.1), satisfaz a estas condicdes. Assim, toda
a discussdo feita na Secdo 3 do Capitulo I1 sobre dualidade & va
lida para Potts. Em particular; o modelo de Potts (l-simplex) na
rede quadrada (d=2) € auto-dual (d-s = l-simplex). Existe, por -
tanto, um mapeamento da alta na baixa temperatura deste modelo ,
0 que nos permite calcular a temperatura critica exata qualquer
que seja .

Desta maneira, a familia de células auto-duais escolhi
da para a rede quadrada no Capitulo II (ver Fig. 2.3.1) deve se
mostrar adequada tambem para este modelo. Assim, colocamos em ca
da sitio destas cclulas (b > 2) uma variavel ¢; de Potts e faze-
mos o traco parcial sobre seus sitios "internos' para podermos
renormaliza-las em uma Unica ligacdo (b' = 1; analogo ao que
foi feito no Capitulo II). A variavel J/kpT novamente ndo &
a mais adequada para se fazer a renormalizacdo. Para isto, vamos

¢ 114

definir a transmissividade termica de Potts (que tem al

goritmos simples para ligacoes em série e paralelo, ver Apéndice

(*)

A) como

—qJ/kBT
- 1 - ¢
q —qJ/kBT
1 + (g-1) ¢

(4.3.1)

Em funcao de t, as quatro primeiras células (b=1,2,3,4) da fami-

4
lia mostrada na Fig. 2.3.1 do Capitulo II foram calculadas pelo

(*)

Observe que ela se reduz a transmissividade de Ising se q = 2, ver eq.
(2.3.1) e reproduz, no limite q + 1, a variavel isomorfa da  concentracao
de ligacoes em percolacgac, ver Kasteleyn-Fortuin(43 ).
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método corte-colapso. Os resultados para b. =1, Z e 3 sao mos -
trados a seguir, sendo que o resultado para b = 4, devido a sua

dimensdo, nao esta escrito mas simplesmente indicado.

Rl(tq;q) = t (4.3.2)

) . 2 5, _ 4 - _ _ 5
Rz(tq,q) = [th + th 5(q Z)tq + {q-2)(q S)tq]/

[1+2(q—1)té . (qul)ti N (q—l)(q~2)tg] (4.3.3)

_ 5.4 5 6 2
Ry(t5q) = [3t +8t +(8q-0)ty - (45q-82)ty + (249°-50q+16)t

L e O

(2q3+62q2-223q+198)t2 b (340°-37q%-270q+422)t

o4

4

(4q4+123q3-952q2+2287q—1814)téo .

o4

(66q4_593q3+2098q2—3430q+2157)t;l +

-+

(13q5.144q4+671q3_1646q2+2115q_1126)tcll2 .

-+

(q6—13q5+74q4—237q3+451q2—482q+224)tés]‘/

[1+(4q—4)t2 +(dg-00t0 (2q2~2q)ta . (8q2-10q+2)tg .

-+

(210°-43q+22)t] + (10q°+q”-62a+51)¢]

. (32q3—107q2+101q-26)t2 s (7q%+519°-394¢% +
. 722q—386)téo . (57q%-445q°+1275q%-1565q +

. 678)t31 . (13q°-135q97+559q°-1143%+1138q -
i 432)téz ¢ (q°-13q°+719%-207q°+337q%-287q +

" 98)t;3] (4.3.4)
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R, = R4(tq;Q) (4.3.5)

Todas estas equagfes, (4.3.2), (4.3.3), (4.3.4)e (4.3.5
sao auto-duais, isto &, se substituimos tq POTr Sseu dual( 113 )

(ver Apendice A)

1-t

D _
ty - I:Taji§%a , (4.3.6)

obteremos Rg(tq;q) que nos fornece o mapeamento da alta na baixa
temperatura (ou vice-versa). A temperatura critica sera a tempera

tura igual a sua dual, isto €,

D
tqc = tqc (4.3.7)
de onde obtemos
¢t = 1 (4.3.8)
qc 1+/9

que € a temperatura critica exata para o modelo de Potts com g es
tados. As eqs. (4.3.2), (4.3.3), (4.3.4) e (4.3.5) apresentanm,to-

das elas, t como ponto fixo critico (& = «)

qc

R C

b ;q_) = t (4.3.9)

tac qc
0o que nos permitira obter esta temperatura critica exata qualquer
que seja o tamanho b da célula. Aquelas equacles também tém como

pontos fixos (triviais) t; =0 e t_ =1 (& = 0) corresponden-

q E
tes a situacao de temperatura infinita e nula, respectivamente.
A renormalizacao do modelo na rede quadrada, por um fa-

tor de escala b/b', esta contida nas relacodes

Ry, (t55a) = Ry(tsa) . (4.3.10)
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As renormalizacoes que faremos serdao para b = 2,3,4 e b' = 1.
A linearizacao da eq. (4.3.10) em torno do ponto fixo
critico (t* = t_ ) nos permite obter o expoente critico vy 1 do
>

q
comprimento de correlacao £ para o numero de estados ¢ dado:

v,y = Ln (b/b') (4.3.11)
? £n Kq
b,b!
R, (t_;q) /9t
aa _ _bg g (4.3.12)

b,b' aRblttc'l;q)/atq t =t1=t

4 9 9c¢

Na Tabela 4.3.1 mostramos vy 1 Para b = 2,3,4 e q =1,

2,3 e 4,

Tabela 4.3.1 - Valores de vy 1 para diversos valores de b e . Os Tresultados
3

de q = 2 reproduzem os da Tabela 2.3.1.

q
7;\\ 1.0 2.0 3.0 4.0

2 1.4277 1.1486 1.0236 0.9484
3 1.3797 1.1094 0.9883 - 0.9156
4 1.3627 1.0950 0.9752 0.9033
Conjectura
de den 4/3 1.0 5/6 2/3
Nijs(35)

4.4 - COMPRIMENTO DE CORRELACAQ

Para obtermos o comportamento do comprimento de corre-
lagcao contra a temperatura necessitamos, na linguagem do GR, de

um mapeamento do espaco £-T (ou £-t) mnele mesmo. A eq. (4.3.10)
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nos exibe o mapeamento, unidimensional, da temperatura nela mes-
ma (a temperatura € um subespaco invariante do espaco £-T). Des-
ta maneira resta-nos obter mais uma equacao, relacionando £ e T,
para "fecharmos", no contexto do GR, o problema. Esta equacao
adicional e obtida simplesmente observando que, em uma nmudanca
de escala, do tipo da realizada pelo GR, os comprimentos se rees

calam como

X"'X' =W (4.4.1)

onde b/b' € a escala da renormalizacao. O comprimento de correla
cdo £ &, como o proprioc nome indica, o alcance maximo, a partir
de uma determinada variavel oy, das variaveis que tem comporta -
mento cooperativo com a inicial. E portanto um comprimento e de-

)

ve se reescalar como

T.
£ (15q) = SN (4.4.2)
As eqs. (4.3.10) e (4.4.2) completam, assim, o proble
ma pois fornecem um mapeamento do espaco £-T (ou £E-t) nele mesmo.
O0s pontos fixos fisicos neste espaco serao: (£=0, T=x) e (&= 0 ,
T = 0) correspondentes a temperatura infinita e nula,respectiva
mente,e (E=», T = TC) correspondente ao ponto fixo critico onde
-V

. b,b’

diverge como v | T-T T

E g Eb’b'l l Cl

0 comportamento assintotico de Rb(tq;q) para tq + 0 ou

tq » 1 novamente pode ser obtido pelo metodo de ''corte-colapso"

(%)

Observamos que a equacaoc {(4.4.2) & lnvariante com relacao a transformacao
£ » A onde » & uma constante. Em consequencia, os resultados obtidos pelo
CR estio corretos a menos de uma comstante, a qual nao e possivel ser de-
terminada pelo presente formalismo.
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em um processo similar ao feito no Apendice A onde nao assumimos

a priori que q = 2 nas eqs. (A.8) e (A.9) . O comportamento ob
tido e:
b 2 b+l -
bt +2(b- t cee - 4.
- ) q+ {(b-1) a + se 'tq 0 (4.4.3)
bt 1-t _ 1-t
I—Qbﬂ—anjb—q[bz(q-1)+2(b-1)2]Eaa—93b+1 st >l (44)

Podemos passar da eq. (4.4.3) para a eq. {(4.4.4), ou vice-versa,
utilizando @ wvariavel tg dada pela eq. (4.3.6). Isto, e cla -
ro, se deve a que o modelo de Potts ¢ dual na rede quadrada. Ob-
servamos que se tomarmos q = Z nas eqs. (4.4.3) e (4.4.4) reobte
mos as eqs. (2.5.1a) e (2.5.1b) (Ising).

O comportamento assintotico de Eb,l a altas temperatu
ras (tq + 0) pode ser obtido tomando-se a eq. (4.3.10), a eq.

(4.4.3) e fazendo-se

tg v T 1+ % l%;%li o] (4.4.5)

tem-se a relacao:

55T b
kT 2 2
= v =L 1By« 2B R;T cee 1 (4406

As eqs. {(4.4.6) e (4.4.2) nos fornecem o comportamento assint6ti

co de € pr 2 altas temperaturas
3

en(b/b) | En(kBT)

-1
(E"b,b') vo- (b_Elj J

[q£2+ b-1.2, J

2(5) "] kT *

(4.4.7)
Este resultado, fornecido pelo GR, pode ser comparado unicamente

com a resposta exata do comprimento de correlacao de Ising (caso

. . 20
particular q = 2). Para temperaturas maiores que Té‘*) [ver eq.
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(5.22) da ref. (38 )HJ:

-1 J 2J
(EX) = £n coth ‘k—B—T - R—B—T (4-4.8}
k,T k., T
2 .
Y KVL(“‘];;)—) - YE—T (—]5)— > °°) (4.4.9)
Se tomarmos o limite b » « (b' < b) na eq. (4.4.7) e fizermos
q = 2 obteremos
kT
. -1 B 2J
%ig gb’b'(q=2)fb£n ( 5 ) - kBT (4.4.10)
b'<b

que & idéntico ao comportamento assintotico exato dado pela eq.
(4.4,9). Esta concordancia confirma uma vez mals a correcao des-
te grupo para b - . Podemos assim propor como comportamento as-
sintotico exato do comprimento de correlacao na direcao (1,0) do

modelo de Potts a expressao

k

T
%im (£, 5070 v ey (4 R—%T s .. (4.4.11)
—>-00 ’
que acreditamos seja correta para qualquer valor de q. A eq.

(4.4.11) podera ser verificada por futuros calculos exatos de &
para Potts, por séries de alta temperatura, etc. Nao conhecemos,
no momento, nenhum outro resultado além de q=2, dado pela eq.
(4.4.8).
Para calcularmos o comporfamento assintotico de E(%%ﬂ a
>

baixas temperaturas (T << TC) utilizamos as eqs. (4.3.10) e (4.4.4)

para obtermos uma relacao entre T' e T

G(T';b") ~ G(T;Db) (4.4.12)

onde
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kBT/J
G{T;b) ~

(4.4.13)
tnb 5pT bo1.2 gl

-qJ/kBT ?
Pl - 55 gq - 26T gr e ]
que, juntamente com a eq. (4.4.2), nos permite obter (a menos de
uma constante C{q) que & provavelmente C(q) = ¢,porque kBT/qJ pa-

rece ser uma variavel natural do problema)

k,T kpT  -qJ/kyT

-1 J £n(b/b') 7B b-1.2 "B
(Eb,b') W "k_]gT‘ [1 - Wa‘j— - 2 (T) q—”‘ € - --']
(4.4.14)
cujo limite, quando b » «(b' < b), toma a forma
koT  -qJ/k,*T k,T
. -1 J 2 7B B B
lim (¢ r) "\ (1 - = —/— e - ..o (== > 0) (4.4.15)
S0 YebLb T q ~J J
b'<b
A Unica comparacdo possivel da expressao dada pela eq. (4.4.15)
& com O caso particular q = 2 (Ising). Utilizando a relacao en-

tre o comprimento de correlacdao e a tensao superficial dada pela
eq. (4.1.5) e a expressao para a tensao superficial exata dada pe
la eq. (2.5.35) do Capitulo II, obtemos para o comprimento de cor

relagao exato (a menos do valor da tensao a temperatura nula

b

y{0) = 2)

kp T 7
] 1 - __J— £n coth (@)
E o= K177

(4.4.16)

cujo comportamento assintotico, quando kpT/J ~ 0, ¢ idéntico 40
fornecido (tomando-se g = 2) pela expressao (4.4.15). Assim o GR
obtém a resposta exdta para o comportamento assintotico de & de
Ising também para kpT/J + 0. Acreditamos, portanto, que a expres

sao dada pela eq. (4.4.15) seja valida para qualquer valor de dq,0
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que podera ser confirmado por séries de baixas temperaturas, por

exemplo.
Observamos outrossim que se invertermos a eq. (4.4.15)
teremos
k.T kT -qJ/k,T
. . R 2 R .2 B
1_1}0111 gb,b, v -5 +a (T) e e (4.4.17)
b'<b

indicando que o comprimento de correlagao sai linearmente com a
temperatura, resultado talvez um pouco inesperado para Ising ou
Potts pois, devido a existir um "gap" entre o seu estado funda -
mental e o primeiro estado excitado, tende a ter comportamentos

-const. ~ . .
/T) nas suas fungees termodinamicas. Disse-

tipo Cauchy (e
mos tende a ter, pois a tensao superficial diagonal de Ising
também apresenta um comportamento linear para T proximo de ZeTo.
Na segao seguinte, em dimensoes maiores, apresentaremos uma pos-
sivel explicagdo para este comportamento.

Para obtermos as figuras vamos proceder da seguinte ma
neira (mancira alternativa a obter a fronteira atraves de fluxos):
Escolhemos uma temperatura arbitraria T0 maior que TC e usamos
a eq. (4.3.10) obtendo uma sequéncia de temperaturas crescentes

T TZ’ eeey Tn' Paramos a sequéncia arbitrariamente em uma tem-

13
peratura T >> T_ (tqn = 0). Utilizamos o comportamento assinto

tico de EH(TH) para Tn >> T dado pela eq. (4.4.7), e 'wvolta

C’

mos' atraves da relacao

£ 1 - 0 gy i= (n,n-1,...,1) (4.4.18)

obtendo a sequéncia de comprimento de correlagao cresuﬂmesgn_lv.

.-»61,6p- Os pares (T;,&;) sao colocados no grafico fornecendo -
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-nos, numericamente, o comprimento de correlacao para T > Tc' Pa

ra T < T. a temperatura arbitraria escolhida TO deve ser  menor
que TC e utilizando a eq. (4.3.10) obtemos uma sequencia de tem-

peraturas decresgentes Tl’ TZ’ ey, Tn' Usamos o comportamento
assintotico de En(Tn) dado pela eq. (4.4.14) e retornamos utili-

zando a eq. (4.4.18) para obtermos outra sequencia (para T < TC)

£n~l""’§1’E0' Os pares (Ti,fi) nos fornecerao ¢ para T < T_.
Na Figura 4.4.1 (& x T) mostramos a variacao de £ ,se

fixamos uma temperatura, com o tamanho b da celula para q = 2

(Ising) e comparamos estes resultados com a resposta exata de On

sager. Observamos que os resultados do GR estaoc acima da solucao

exata e tendem para a mesma quando b aumenta.

? ™N

o g U
i H

H

[ VI o]

10 +

EXAT

: e | |
| 4 /1.

Figura 4.4.1 - Comparacao entre os resultados do GR para o comprimento de cor
relacdo (linhas cheias, b = 2, 3, 4; b' = 1 do modelo de Ising
na rede quadrada e a resposta exata kK.T /J =
= 2.269185514. be
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Na Figura 4.4.2 mostramos a evolucao de £ x _TETQT
para q = 1.0 (percolacao), 2 (Ising) e 4 (sistemas adsorvidos) sen
dob=4¢eb!' =1. Vemos que,paﬂaTt%ﬂ— fixo, a medida que q au-
menta o comprimento de correlacao diminui. Isto pode ser intuiti-
vamente entendido como sendo devido a que, considerando a iIntera-
cao entre variaveis o; e Gj localizadas em sitios primeiros vizi
nhos; quando q cresce, estas variaveis tém maiores possibilida -
des de se colocarem em estados diferentes, diminuindo a '"chance"

de atuarem cooperativamente e diminuindo consequentemente o com -

primento de correlacao.

Figura 4.4.2 - Comprimento de correlacao em funcao de T/T. (@) para q=1.0,

2.0 e 4.0. As curvas acima sao para b =4 e b’ = 1.
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Se consideramos que os resultados do GR para o compri-
mento de correlacdo apresentam, proximo de Tc(q), 0 comportamen-

to assintotico

T-T_(q) | "b,b’
} ,  (4.4.19)

Eb;b'(tq;q) v Ab,b'[q) ’—‘rfc—(q)—

(q)

podemos obter as amplitudes Ab pt Ppara diversos tamanhos de cé
lula e diversos valores de q. A Tabela 4.4.1 mostra as amplitu-
des Ab(ga para b = 2,3,4; b' = 1 e q variando de 0.1 ate 4.0
2
No caso =2 verifica-se que as amplitudes A (2) , A (2) e A (2)
2,1 3,1 4,1
tendem suavemente para o valor exato. Fazemos a extrapolacao li-

near £ x b_1 para q fixo. O pior resultado do coeficiente de cor

relacao linear (CCL) foi para q = 4.0 onde o CCL = 0.9995. 0 er-

ro entre o resultado extrapolado para q = 2 ¢ 0 exato e de
10%. Os resultados das amplitudes Ab(g2 acima e abaixo de T,

530 os mesmos. Na verdade [ver comentario leogo acima da equa-
cao (4.4.14)] os coeficientes Ab(gz para T < TC dependerao da
2
constante C(q) {(que provavelmente € igual a q para T < Tc(q)).As

amplitudes abaixo ¢ acima de T_ serao iguais entre si se tomar -

mes C(q) = 1 ¥ q.

4.5 - COMPORTAMENTOS ASSINTOTICOS DE %y .« DE ISING EM TRES DI -
MENSOES

Vamos estudar em uma rede cibica somente o caso q = 2
(Ising) do modelo de Potts. Para esta dimensao escolhemos como
nossa familia de células a mostrada na Fig. 3.2.1 do Capitulo III.

Como estamos interessados somente nos comportamentos assintoti -
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cos de ¢ horizontal [direcdao (1,0,0)], interessa-nos conhecer os
comportamentos assintoticos das funcoes Rg(t) (d = 3), os quais
resultam apos se fazer o traco parcial sobre os sitios ‘'"internos"

daquelas células. Estes comportamentos podem ser calculados pelo

método de '"corte-colapso" e resultam
R (6 v o2 wapo-n? P (t + 0) (4.5.1)
1-t, b 3.1-t b4l [, 3. 2 1-t,b%2

—[%bs(b2+l)(b2+2)+32b2(b—1)+64(b—1)(b—2)+
1-t.b%s3 1.3..2 2 2
128 (b-1)] 55 - I (07D (bFe2) (b743)

c16b2 (5241 (b=1)+64b2 (b-1) (b-2) +160b%(b-1) -

2
_128(b-1) (b-2)+720 (b-1)+256 (b-1) 21 (275074
(4.5.2)
(t - 1)
Estas expressdes ¢ as equacoes

3, 3

R‘bl(t ) = Rb(t) ] (45.3)
g (T

Ep b

Eb,b'(Tg_'TETETTF > (4.5.4)

nos permitem obter, de forma exatamente anéloga 4 secao anteri-
or, 0s comportamentos assintoticos do comprimento de correlagao
horizontal do modelo de Ising tridimensional (que nao e auto-du

al) a altas e baixas temperaturas (a menos de constante):



-101-

kT
gy, b,)'l No- 2 %@% . ln —— - 4(b§1)2 o b e (4.5.5)
’ B
(kBT/J + )
kT -ij+}-
e (B2 (Antb/br) 5 7B 772
b,b J it aEn g T
KT ~4J/k.T
- (bgl) (_%_)3/2 . BT, 8[(b-1%(b—2)
b b
KT ~6J/kT
(b-1), "B .3/2 B b-1 (b-1) (b-2)
o ) o [4(7F) - 40 3
2 2 kT ~8J/k.T
b-1 (b-1) (b-1) B'.3/2 B
+ 54 A St A ) Jc ) +
b3 A o3 T
P E§E -~ 0) (4.5.6)
.. - .5.

A eq. (4.5.3) (kBT/J + =) pode ser comparada com ©0s Te€
sultados obtidos por Fisher e Burford(-ég), que utilizaram sé -
ries de altas temperaturas para calcular o comportamento assinto
tico do decaimento exponencial da funcdo de correlagao entre dois
sitios

w, = exp(—E;l) : (4.5.7)

0 resultado por eles obtido €, até a segunda orden,

W, v t+4t2 o . (4.5.8)

Se multiplicamos a eq. {(4.5.5) por -1 e tomamos a exponencial ob

temos:

| 2
exp(-iglbp) N "k-J—T exXp {f;&é};‘-él,)—)—— + 4(3%}*)2 k—JT + ....}

w
b,b’ B B
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Expandindo a exponencial da eq. (4.5.9) obtemos

§ [En(b/b:)z bol.2 g

) QBT adgh? gy 12 e
1= B

h.pr " K%T Lo
1

Lo (4.5.10)
T

Tomando-se o limite b -+ « a expressao (4.5.10) se torna

k. T
. J J B
lim w v s [+ 4 s L.l ] (=) e . (4.5.11)
e b,b’ kBT kBT J
b'<b
Mas, como
J
t = tanh E_T (4.5.12)
B
temos
k., T
B™ 2 : (4.5.13)
J En(l+t)
1-t

Substituindo-se a eq. (4.5.13) na eq. (4.5.11) e expandindo a ex

pressao resultante para t -+ 0 (kBT/J -+ «) obtemos

lin wp poon tedt + ... (4.5.14)

breo

b'<h
que € idéntica a eq. (4.5.8) obtida por Fisher e Burfordgg)atrg
ves de séries de altas temperaturas. Desta maneira, O NoOsso GR
confirma, em trés dimensdes onde o modelo de Ising ndo & auto -
-dual, a performance obtida em duas dimensoes. Assim, os compor-
tamentos assintoticos que encontramos para £ na diregao (1,0,0)

serio os fornecidos pelas eqs. (4.5.5) e (4.5.6) fazendo-se b .

Portanto,
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Lin £y ———E——— (1 + 4 (T s o(;%)] (kgT/J > ®)  (4.5.15)

b->e B
b'<b ,@}’L(_—“)
k T k,T -8J/k,T -10J/k,T
lim £h b y (———)1/2 . 4(%)3/2 Bo O(TS/Z o B )
b—}oo
b'<b kBT (4.5.16)
5= 0

0 resultado mostrado na eq. (4.5.15) foi confirmado pela compara
cdo com séries de altas temperaturas [ver eqs. (4.5.7 - 14)],mas
tal comparacdo nao € possivel (a0 menos em NOSso conhecimento) pa
ra o comportamento de , eq. (4.5.16), em T << T_.. Este resulta-
do podera ser confirmado por séries de baixas temperaturas mas es
tamos convencidos (devido as varias concordancias apresentadas
entre o GR e os resultados exatos em d=2 e d=3) de sua exatidao.

E interessante se notar que o comportamento de & , na
eq. (4.5.16), sai como a raiz quadrada da temperatura enquanto
em duas dimensoes ele era linear.

Este primeiro termo assintotico pode ser generalizado
para Potts (q estados) e dimensao d qualquer estudando-se o pri-
meiro termo do comportamento assintotico de Rg (tq;q) para tq-+1
(kBT/J + 0). Temos que

Ry (tg3a) 1 - ab (————J - O(_Tfﬂ) (4.5.17)

que, juntamente com a equacao
Rg.(té;q) = Rg(tq;q) (4.5.18)

e a eq. (4.5.4) nos fornece, a menos de uma constante Cd(q) (que

nio depende de T mas pode depender de q e da dimensao d),

kpT kT

1in £, D n cd@ =M L L s 0w L (405019)
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Se colocarmos d=2 (d=3) e g=2 na eq. (4.5.19) reobteremos o pri-
meiro termo assintotico da eq. (4.4.17) [eq. (4.5.16)]. Nao co -
nhecemos na literatura nenhuma observacao sobre este tipo de com
portamento. A eq. (4.5.19) nos indica também que, para uma dada
temperatura T << T_ o comprimento de correlacado e tanto malor
quanto maior for a dimensao (em particular para d==, £ apresenta
ria um comportamento, proximo da temperatura nula, do tipo
£n (E%EJ). Acreditamos, especulativamente, que isto se deva a
que, em dimensoes maiores, existem mais possibilidades ("cami -
nhos') de comportamento cooperativo entre os graus de liberdade
(spins, por exemplo) do sistema. Isto podera permitir que a uma
pequena excitacao termica (T << TC), 0 alcance maximo entre 0s
graus de liberdade (£) seja malor a medida que a dimensao do sis

tema aumenta pois sempre havera '"uma dimensao a mails" atraves

da qual dois graus de liberdade poderdo estar correlacionados.

4.6 - ConcLuSAO

Utilizamos a técnica do GR no espac¢o real para calcu -
larmos o comprimento de correlacao na direcao de um eixo de uma
rede hipercibica [direcao (1,0) na rede quadrada; direcao (1,0,0)
na rede cObica, etc.] do modelo de Potts isotropico, homogéneo
ferromagnético, com q estados e interacoes entre primeiros vizi-
nhos. Como o modelo de Potts é auto-dual na rede quadrada esco -
lhemos, para esta dimensao e este modelo,uma familia de células
auto-duais. Isto nos permitira obter a temperatura critica exata

do modelo de Potts qualquer que seja o tamanho da célula  auto-
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_dual escolhida. Para a rede cubica o modelo de Potts nao €& auto
~dual, e portanto o GR nao conseguira obter a temperatura criti-
ca correta para qualquer célula tridimensional que se tome. Isto
sd sera conseguido no limite do tamanho da célula tender para in
finito. Verificamos, numericamente, que, para um mesmo valor de

T (q)-T
*%FTﬁj—-, o comprimento de correlacao € tanto maior quanto me -
c

nor for q, (Fig. 4.4.2). Para q = 2 (Ising na rede quadrada a
resposta exata € conhecida e 0s nossos resultados numéricos do GR
se aproximam desta a medida que o tamanho (b) da célula do GR que
adotamos aumenta.

Estudando o comportamento assintotico das células do
GR em duas dimensSes (d=2) quando a temperatura tende a zero ou a infi-
nito para um tamanho b qualquer, conseguimos calcular, analitica
mente, os comportamentos assintoticos de £ a baixas e altas tem-
peraturas. Estes, tomados no limite b » = (reproduzindo a rede
quadrada), podem ser comparados com oS comportamentos assintoti-
cos exatos de & de Ising (q=2) para T << T_ e T >> T.. A compara
cdo mostra que o GR reproduz o resultado exato de Ising. Certa -
mente oS comportamentos assintoticos de £ do GR para outros valo
res de q também estao corretos,o que podera ser verificado futu-
ramente atravées de séries de baixas e altas temperaturas. Calcu-
lamos também o comportamento assintotice de & na direcao (1,0,0)
de uma rede clbica somente para o caso g=2 (Ising). O resultado
do GR a altas temperaturas pode ser comparado com resultados
existentes obtidos através de séries de altas temperaturas que O
confirmam mostrando que o GR em tres dimensoes também fornece ,
no limite adequado, a resposta exata. O resultado do GR para
T << T, em d=3 (Ising) fica, na falta de resultados que poSsam

ser comparados, como uma proposta , que acreditamos correta, do
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comportamento de & em baixas temperaturas. Podemos também consi-
derar que o GR, adequadamente usado, pode servir como um me todo
alternativo a séries (pelo menos para o modelo de Potts) para se

obter resultados exatos, como bem o demonstra este trabalho.



" CAPITULO V

SUPERFICIE CRITICA APROXIMADA DO MODELO DE ISING
CoM LIGACOES MISTAS NA REDE QUADRADA

5.1 - INTRODUCAO

0Os sistemas magnéticos desordenados ( e que portanto
ndo possuem invariancia translacional cristalina) tem sido recen
temente objeto de intensa atencao devido aos problemas tedTicos
e experimentais que ele sugere. Podemos, em geral, separa-1os
em duas categorias: aquelas onde nao ha transporte eletronico
(isolantes) e aquelas onde existe este transporte (condutores)
Neste trabalho sO consideraremos sistemas magneéticos desorde -

nados isolantes. Experimentalmente podemos obté-los em compos -

(47) 1 (49) ) (54)
2 2 1-x72 ’

, x € [0,1], etc, onde variamos a concentracao

tos do tipo MnXan_XF
(148)

, Fe Mg, C , Co(s, Se

KZMnXFel—xP4
dos ions magnéticos (Fe, Mn, Co, etc). Estes compostos podem ser
preparados basicamente de duas maneiras: (a) recozido ("annealed"),
isto €, apds a preparacdo da amostra a alta temperatura o siste-
ma é esfriado lentamente, o que permite aos ions do composto se
colocarem na configuracao de menor energia do sistema, e (b)tem-
perado ("quenched"), ou seja, apds a sua preparacao & colocado
em alta temperatura e esfriada bruscamente, ficando o sistema
"congelado' naquela configuracao particular que se encontrava

quando sofreu o esfriamento (geralmente um estado metastavel). O

tratamento teorico de ambos sistemas tem que levar em considera-
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¢ao a incerteza introduzida pelo desconhecimento da localizagao
exata dos Ions magneticos que tém agora uma concentragac  menor
que a unidade.

Analisando os modelos tipicos de sistemas  magnéticos
isolantes puros, Ising ou Heisenberg, por exemplo, cujos Hamilto

nianos sao dados por

H = - J.. 858t (5.1.1)
ISING <£%> ij i%j

b4 = - Y J..8..%5, (5.1.2)
HEIS. ¢ij> ij 177

onde <ij> significa pares de sitios primeiros vizinhos e Jij

& a constante de interacido entre 0s spins localizados nos sitios
i (gi) ou j (gjj, vemos que a incerteza quanto a posicdo dos ioms
magnéticos pode ser representada por duas situagoes diferentes

podemos ter esta incerteza sobre {Jij} (representada teoricamen
te por uma distribuicdo de probabilidade sobre os mesmos) ou so-
bre os spins {§i} (representada teoricamente por variaveis lo-
cais aleatdrias). Estas duas situacGes se manifestam na realida-

de. Um exemplo da primeira seria 0 composto do tipo

(54)

Co (S, Se onde os atomos de Co interagem entre si basi-

l—x)z
camente via supertroca ("superexchange'’) atraves dos atomos de

S ou de Se (que simulam duas constantes de interagao Jy e J, por

exemplo); da segunda situagao, mais facil de ser realizada expe-

. . 149
rimentalmente, temos muitos sistemas: RbZMnXMgl_XF4( 29 ) ,

(47) (150) (49 )

2 , RbZCOXMgl-XP4 , Fe Mg etc

MHXZn F XCl

i- 2

0 estudo tedrico destes modelos (Heisenberg e Ising

1-x

por exemplo) com ligacgdes (sitios) diluidos ou entao com liga -

goes mistas (Jl e J2 por exemplo, como 1o CO(SXSel_X)Z) e um cam
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po atual de intensa atividade 131-133) ypa dificuldade adicio -
nal que se tem nestes problemas € a necessidade de se fazer uma
outra média, além da média térmica, pois agora ou os J's ou  as
localizacdes dos spins nos sitios sao variaveis aleatorias. A me
dia sobre os J's ou as posicoes dos spins chama-se media configu
racional e deve ser feita apos a média térmica. Neste estagio po
demos explicitar a diferenca teorica entre os dois tratamentos ex
perimentais que a amostra pode sofrer, o recozido e o temperado.
Teoricamente, a energia livre (Frec) do sistema recozido é obti-
da fazendo-se a média configuracional sobre a funciao de particao

e entao se toma o logaritmo

Foo = - kpT &n <Z> (5.1.3)

rec configuracional

onde
—H/kBT
Z = Tr e (5.1.4)
sendo que ¥ é a Hamiltoniana do sistema, T € a temperatura abso-
luta e kB e a constante de Boltzmann. A energia livre do siste-

ma temperado (Ftemp) ¢ obtida fazendo-se a média configuracional

sobre o logaritmo da funcao de particao

F = = kT <ni> (5.1.5)

temp B configuracional

onde Z € dado pela eq. (5.1.4).

O problema temperado & teoricamente mais simples pois
as ligacoes (sitios) sao consideradas como sendo independentes.
Devido a sua simplicidade e a riqueza de seus diagramas de fase,
o modelo de Ising com ligacdes desordenadas tem recebido aten -
cao especial. Desta maneira uma grande quantidade de resultados

oxatos (124,156-161)

sio agora conhecidos assim como varios trata

mentos aproximados(§£5lél_lé§). Nosso objetivo sera calcular aproxi
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madamente a superficie critica do modeloc de Ising, spin 1/Z2, com
ligacdes mistas ferromagneticas entre primeiros vizinhos, homoge
neo, isotropico, temperado, na rede quadrada. Ndo existe cdlcu-
lo exato desta superficie, da qual so saoc conhecidos exatamente
alguns de seus pontos e algumas derivadas. Na Secdo 2 apresenta-
mos o modelo; na Secao 3 introduzimos o grupo de renormalizacao
-t (GR-t) no espaco real que nos permitira calcular aquela super
ficie; na Secdo 4 apresentamos uma proposta heuristica para esta
superficie critica; na Segdo 5 introduzimos outro grupo de renor

malizacdo (GR-s) 'para a superficie e a Secac 6 & a Conclusdo.

5.2 - MoDELO

Seja o Hamiltoniano

H = - J.. 0.0. (g;,0. =*1) (5.2.1
<i)jj> i %1% T )
onde <i,j> representa os pares de sitios primeiros vizinhos de

uma rede quadrada ciclica e Jij € uma variavel aleatOria que assu
me o valor J; com probabilidade 1-p e o valor J, com probabilida
de p, a distribuigaoc sendo independente para cada ligagao (tempe

rado). Por ser uma variavel mais apropriada que Ji., utilizare -
(114)
ft

mos a chamada "transmissividade termica

J.
1 .
ti = tanh (EET) 1= 1,2 . (5.2.2)

Desta maneira a distribuicae de probabilidade sobre Jij pode ser

escrita como
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P(t‘ij) = (l-p)G(tij-tlj + pé(tij-tz) (5.2.3)

onde, por hipotese, fazemos t, > 0 (Ji >0) 1i=1,2 (caso ferro-

magnetico) e G(tij)-é a delta de Dirac. As egs. (5.2.1) e (5.2.3)
definem completamente o modelo de Ising homogéneo, isotrdopico
com ligacoes mistas e temperado ("quenched') que desejamos estu-
dar. Observamos que o sistema € invariante com relacado a trans -
formacao (1-p,ty,t,) « (p,t,,t;). Ele contém também alguns ca-
sos particulares interessantes, a saber: (a) O modelo de Ising
puro corresponde a p = 1 (th), oup =20 (vtz), ou ty = t2(¥p);
(b) O limite de percolacao de ligacoes correSponde(ié’lgﬁﬂél)

t; = 0 e t, =1, 0u t; = I e t, = 0; (c) O modelo de Ising
com ligacdes diluidas corresponde a t; = 0 ou t, =0; (d) 0O
modelo de Ising com ligacoes mistas em concentracao igual corres
ponde a p = 1/2.

0 modelo apresentado acima deve ter (embora naohaja ne
nhuma prova rigorosa), No espago (p,tl,tz) fou equivalentemente
no espaco (p,T,a), onde o = Jl/JZ]’ uma superficie critica que
separa as regioes (entre as quais existe transicao de segunda or
dem) paramagnética e ferromagnética. A determinacao quantitativa
(com pequeno erro) desta superficie € o objetivo central deste
trabalho. Alguns valores exatos desta superficie sao conheci -

dos(124’156_161) tais .como

>

+
1

t,(p=1) = vZ - 1 (5.2.4)

1
7 3 (5-2-5)

=)
(@]
11
o
Famnt
o+
=
Il
o
o+
[nS]
It
—
L
il
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at
352 - -(6 vZ - 8) = -0.485 (5.2.6)
t1=0
ty=t.
p =1
at
2 -
5B = -4 fn 2 = -2.773 (5.2.7)
t1=0
tz=t;
p =1
1-t
1
tz(pzl/Z) =1+—tl N th e [0,1] - (5.2-8)

Ao nosso conhecimento niao existem outros resultados exatos inde-

pendentes dessa superficie critica.

5.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAQ -t (GR-t)

Este GR € uma generalizacao natural do chamado RG2 da
referéncia (64). Ele € também parecido ao desenvolvide na ref.
QQéLPorém ele aperfeicoa os doils, COmo vercmos a seguir.Ele con
siste em Tenormalizar a distribuicao de probabilidade dada pela

eq. (5.2.3) em

P‘(tij) = (1—p')6(t-ti) + p'a(t_tZ) | (5.3.1)

através do uso da célula (grafo)znm04hmlggbléé)

mostrada na Fig. 5.3.1. A razao de escolher -
mos uma célula auto-dual se deve a que o mode-
(121; 124)

lo de Ising na rede quadrada € auto-dual

e esta propriedade, no que concerne aos fenome-

. - . - -
Figura 5.3.1 - Célula auto-dual para o modelo de Ising. Os  circulos vazlios
s30 08 sitios externos e os chelos sac 0s 1nternos.
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menos criticos (superficies criticas, ponto critico, etc),tem se
revelado mais importante que qualquer outra simetria que a rede
quadrada possa ter. Portanto, ao escolhermos uma célula finita
para representar a rede quadrada, a dualidade deve ser a sime -
tria prioritdaria desta célula. Se alem desta puder conter outras
simetrias da rede quadrada tanto melhor. Mas necessariamente uma
célula finita s6 podera conter um Subconjunto de todas as sime -
trias do modelo de Ising na rede quadrada.

Portanto, se cada ligacdo da celula mostrada na Fig.
5.3.1 porta uma distribuicdo de probabilidade dada pela equa -

cdio (5.3.2), a distribuigdo de probabilidade de toda a célula se

—

Ta:
c 2tta2e; . 2t§+2tft2
PH(ti') = (1-p) G(ti- - "—*%g*kzj + p(l-p) S(ti. - ————Z———_E) +
J J 1+2t7+t J 1+2t5t +t
1771 12771
2.2 .53 2
t b+t +tS+tC 2t.t.+2Ct
apaeptoce, - 22 AL yoaptapece, - — 1t e
I letfr +tietit et tiatttlet
1-27"1""172 17277172771
2 2 .2 2 .2 ,,2
to+t b+t o4t t térp 425t
. 4p2(1—P)35(tij 1 122 21 2 3l 2)+2P2(1—P)35(tij“ 1 % 1222)+
1+t1t2+t1t2+t1t2 1+2t1t2+t1t2
2.3 3 2
2t t. +t. th -t th+2t,t,+L L
2
N sz(l'p)gs(tij' 1-2 21 % 21)+2p3(1"p)25(tij' 2 21 2122) .
l+2t1t2+t1t2 1+2tlt2+t1t2
2 .2 2 2 2 .2
tosto+ 2t t to+t t,+b, Eo+tL T
2 2 2
. Zps(l—szﬁ(tij— 1772 - 1222)+4P3(1“P)26(tij‘ 2 12 13 21 ) s
1+2t1t2+t1t2 1+tlt2+t1t2+tlt2
2 2.3 2
2t t,+2t. t to+to+t t+t L
2772 2 2
T e L O
1+t2+t1t2+t1t2 1+t2+t1t2+t1t2
1 2t§+2t1t§ c 2t§+2t3
+p (L-p)s&(t.. - ) o+ piolt.. - ) . {(5.3.2)
1] 1+t§+2t1t% 1) 1+2tg+t£
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Impomos agora que as equacoes

<trpy o= <t>PH (5.3.3)

<t2>Pr = <t2>P (5.3.4)
H

s, - <t (5.3.5)
H

sejam satisfeitas onde P' € a distribuicdo dada pela eq. (5.3.1)
[<-..> representa o valor médio; por exemplo, <tn>P,=(1-p')(ti)n
+ p'(té)n]. Ao fazer isto impomos que os trés primeiros momen -

tos das distribuicoes P'(tij) e PH(tij) sejam iguais. Esta impo-

sicio introduzira defeitos neste grupo com relacdo ao  terceiro
momento central, que para p' = p = 1/2 vale zero para a distri -
buicao P'(tij) mas € diferente de zero para a distribuicao

PH(tij). Este defeito sera corrigido com outro GR posteriormente.

Desta maneira obtemos p', ti e té como funcdes de p

t; e t,, isto ¢, (p,ty,ty) e>(p',ti,t£). Isto nos fornece um ma-
peamento do espaco p, ty, t, nele mesmo, ""fechando" o problema.

Podemos escrever como

(p')ti’tzr) = —]-:E (p,t15t2) (5-3.6)

onde R (p,tl,t € um vetor de tres componentes, sendo que ca-

5)
da uma de suas componentes & funcdo de p,t; e t,.

As solugdes da equagado (p,tl,tz) = ﬁ(p,tl,tz) nos for-
necerd os pontos fixos. Através de aplicagoes continuadas da eq.
(5.3.6), obteremos linhas de fluxo no espaco (p,tl,tz). Elas se-
rdo andlogas das mostradas na Fig. SiB%Z, com uma pequena diferen

ca de fluxo na linha auto-dual (t =———l, p=0.5 ¥ t; € [0,1]). O
2 l+t1 1
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Figura 5.3.2 - GR-S e super

ficie critica heuristica

(indistinguiveis nesta esca
la); as linhas de fluxo
correspondem ao GR-S; a 1i-
c nha ABA esta no plano p =
= 1/2; a linha CBC corres-
ponde a t1=t2=/? - 1; a su-

ol perficie € invariante so -

bre a transformagdo (p, tl’
tz) ++(1—p,t2,t1).

fluxo do GR-t nao se man

tém sobre esta linha. A

estrutura destas linhas
de fluxo nos permite estabelecer numericamente a superficie cri-
tica desejada. A linearizacao da eq. (5.3.6) na vizinhanca dos
pontos fixos interessantes normalmente leva a uma matriz jacobila
na nao nula cujo maior autovalor permite-nos calcular o expoente
critico v (associado ao comprimento de correlacdo £ ), e cujos
autovetores nos fornecem as derivadas, naquele ponto, da superfi
cie critica.

Este GR-t tem dois pontos fixos distintos, fisicamen-
te interessantes (além dos triviais p = ty =t, =0ep = ti=t,=
= 1, marcados pela letra D na Fig. 5.3.2). O primeiro € o ponto
fixo de percolacao (p = 1/2, t; =0, t2 = 1), ou equivalentemen
te (p = 1/2, t; =1, t, = 0), que & instavel em todas as dire-
coes (os valores proprios de seu jacobiano siao todos maiores que
1), assinalado pela letra A. O outro € o ponto fixo de Ising
(p = 1/2, t; = t, = V2 - 1), assinalado pela letra B na Fig.

5.3.2 e e o mesmo, fisicamente, que os pontos fixos marcados pe
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la letra C na Fig. 5.3.2. 0 ponto fixo B e estavel sobre a super
ficie critica e os pontos fixos indicades por C sao instaveis ao
longo da linha CBC mas estaveis ao longo da linha C'CC'. Logica-
mente todos estes pontos sao instaveis fora da superficie criti-
ca. Assim a superficie critica € constituida por todos os pontos
do espaco (p,tl,tz) que fluem para o ponto fixo B sob as trans -
formacBes do GR. Este tipo de fluxo sugere que 0S expoentes cri-
ticos do modelo de Ising bidimensional misto sao os mesmos (isto
&, pertencem a mesma classe de universalidade) que os expoentes
do modelo de Ising puro, com excecao dos pontos fixos de percola
cio. Esta &, porem, uma questdo controversa porque o modelo  de
Ising bidimensional puro é marginal no que concerne ao critério
de Harris(lég), visto que o seu expoente critico do calor especi
fico « e nulo.

Alguns resultados da superficie critica do GR-t estao

mostrados na Tabela 5.3.1 e sua concordancia com os valores exa-

tos conhecidos € bastante boa.

Tabela 5.3.1 - Resultados associados com as trés aproximagcdes apresentadas as

sim como os resultados exatos conhecidos para a superficie cri
tica (as superficies heuristica ¢ GR-S preservam a relacao exa
ta t, = (1- 1}&1+t ) para p = 1/2).

‘ " S P Y
Ip=1 p=1/2 1|p=1/2
It1=0 t1=0 t1=0
GR-t V-1 0.48528 1/2 2.811 2.020
Heuristico V2 - 1 £12 - 0.490 1/2 4 fn2 2
vz
GR-S VI -1 0.4852814 1/2 2.781 2
Exato 7z - 1028) ¢ 7 g(160) . o g4g52814 172398 40 @380 5 (59,161)

Na Tabela 5.3.2 apresentamos alguns pontos da curva tri
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dimensional obtidos pela intersecao da superficie critica com a

superficie cilindrica o

= 0.2 = Jl/J2 = arg tanh tl/arg tanh t,

(veja também a Fig. 5.3.3).

Tabela 5.3.2 - Comparacao das trés linhas criticas aproximadas associadas com

a = Jl/J2 = 0.2 (veja também a Fig. 5.3.3).

£, kgl /Jp= ty= P P D
1/arg tanht, tanh(oarg tanht,) (GR-t) (heuristico) (CR-s)
V2 -1 2.269 0.08791 1 1 1
0.45 2.063 0.09664 0.91013 0.91053 0.91014
0.5 1.820 0.10942 0.80412 0.80475 0.80417
0.55 1.617 0.12305 0.71482 0.71546 0.71491
0.6 1.443 0.13775 0.63745 0.63798 0.63758
0.65 1.290 0.15383 0.56857 0.56890 0.56867
0.7 1.153 0.17174 0.50523 0.50541 0.50539
0.75 1.028 0.19217 0.44499 0.44497 0.44516
0.8 0.910 0.21625 0.38491 0.38468 (. 38508
0.85 0.796 0.24608 0.32072 0.32029 0.32090
0.9 0.679 0.28622 0.24378 0.24316 0.24394
0.95 0.546 0. 35080 0.12563 0.12496 0.12570
0.976 0.454 V2 -1 0 0 0
- I Figura 5.3.3 - Temperatura critica como
;%?1 funcao da concentracao de ligacoes 32
2072 para diferentes valores de o = Jl/JZ(os
GR-t, heuristico ¢ GR-s s@o indistingui
“208 veis nesta escala). A fase ferromagnéti
ca (paramagnetica) ¢ estavel a baixa
« =0. (alta) temperatura ¢ do lado da frontei
ra critica com alta (baixa) concentra -
cao.
@ =0,
Faremos agora uma com-
€=00 o paracdao destes nossos resultados
a= .
00 0.5 P com aqueles obtidos nas referén
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cias (163) e (Ei). Estes trés tratamentos levam aos resultados

exatos p. = 1/2 e t_ = V2 - 1, mas o presente tratamento leva a
uma melhor concordancia com os valores exatos do modelo diluido

(mais precisamente para (atz/ap) e (atz/ap)

p:13t1=03t2=tc P=P¢

tl:O,t2=1 e com o modelo misto com concentracoes iguais). A ra
z3o para esta melhor concordancia do GR-t € que ele permite que
os trés parametros (p,tl,t2) estejam livres para se renormaliza
rem como quiserem, enquanto somente dois deles estao livres pa-
ra se renormalizarem no RG2Z da ref. (64) (onde t1=ti=0) e no
tratamento da ref. (163) (onde Ji/Jé = Jl/JZ = o). Desta manei-
ra a universalidade € automaticamente preservada se os tres pa-
rametros estao livres para se renormalizarem, enquanto que o Vv
(ou qualquer outro expoente), por exemplo, dependera de o 7o
tratamento da ref. (163).

Os expoentes criticos aproximados obtidos com o GR-t

1.423 (valor exa-

I3

sao v, = 1.149 (valor exato igual a 1), v

t p
y(35)

to igual a 4/3 e finalmente ¢ = 1 (que ¢ o valor exato do
expoente de cruzamento (''crossover')). vp € o expoente critico
associado ao comprimento de correlacao Ep v (p—pcivp de percola
cdo. O expoente de cruzamento ("crossover") ¢ igual a unidade
deriva do fato que a matriz Jacobiana de R no ponto de percola

cao tem os seus trés autovalores degenerados. Estes valores que

obtivemos para v,
(45,128,163 )

vy e ¢ ja foram previamente obtidos em ou -
tros trabalhos pois eles dependem essencialmente
da célula escolhida para se fazer a dizimacao ('decimation') e

nao do grau de liberdade que os parametros tem para Se renorma-

lizarem,
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5.4 - APROXIMACAO HEURISTICA

Mostraremos agora um enfoque heuristico que leva a
resultados muito bons para a superficie critica que estamos pro-

(124, 20 )

curando. E conhecido que a temperatura critica do mo-

delo de Ising puro retangular ¢ dada por

2J 2J

senh.(i———) senh (E—T—) =1 . (5.4.1)
BTc B c
s (64) . < D
Se definimos =L a transmissividade dual t de uma
transmissividade t como (ver Apendice A)
D _ 1-t
tT = T+t (5.4.2)
entao a eq. (5.4.1) pode ser reescrita como
D D
t1 = t2 (ou t2 = tl) {(5.4.3)

mas a definicao natural(ygp

D

para a probabilidade de ocupacao du-
al P~ de uma dada probabilidade de ocupagdo p €

PT o= 1-P . (5.4.4)

Assim, a linha critica exata COnhecidaQEE)

PytP, = 1 para perco-
lacao de ligacOes anisotropicas na rede quadrada pode ser rees -
crita como
D
p; = pZD (ou p, = P;7) (5.4.5)
que &,escrita desta maneira, analoga a expressao similar para os

fenOmenos criticos térmicos dada pela eq. (5.4.3). Observamos



-120-

também que a linha critica do modelo de Ising misto com concen -

tracOes iguais € também dada pela eq. (5.4.3). A auto-dualidadeda

rede quadrada isotrOpica impoe tC = tg e DP. pg, 0 que nos

leva imediatamente, utilizando as eqs. (5.4.3) e (5.4.5) respec-
tivamente, aos conhecidos valores criticos t. = vZ -1 e pc=1/2.
Vamos agora reescrever a eq. (5.4.3) de outra maneira,

mais simétrica:

(1+t1)(1+t2) = 2 (5.4.6)
assim
Ln (1+ty) +gn (1+t,) = Ln 2 (5.4.7)
Como tC = V/Z - 1, temos que satisfazer as equacoes abaixo
en (1+t)) = 7 £n 2 (p=0) (5.4.8)
tn (1+ty) =3 e 2 (p=1) . (5.4.9)

Desta maneira, uma extensao natural da eq. (5.4.7) para englo -

bar as eqs. (5.4.8) e (5.4.9) pode ser (p e [0,1]):

(1-p) 2n (1+t)) + D Ln (Lety) = 7 Ln 2 (5.4.10)

¢ esta 6 a proposta aproximada, heuristica, para a superficie cri
tica.

Para testa-la vamos considerar um caso particular com-
pletamente independente aos casos utilizados para construir a
eq. (5.4.10), ou seja, o modelo diluido (tl=0). Assim, fazendo -

-se t1:0 na eq. (5.4.10) obtemos:

p fn (1+ty) = % Ln 2 (5.4.11)



~-121-

portanto
.atz.
5 = - 4 fn 2 (5.4.12)
[ P=Pc
Itz:l
que & o resultado exato. Tambeém
ot
2| .- A2 (5.4.13)
[t=t¢
cujo erro em relagdo a resposta exata & menor que 1% (ver Tabela

5.%3.1). Esta concordancia com a resposta exata e superior aquela
obtida por um excelente algoritmo aproximado proposto por Oguchi
e Ueno [Eq. (3.5) da ref. (161)] o qual pode ser reescrito como

i- t i- t2
(I-p)ty + pt, = (1~ p)(1 £ ) + p(1 tz) (5.4.14)

que reproduz exatamente os modelos puros e com concentragoes

iguais, mas, no limite diluido fornece

atz 8
T = -z {3.8% de erro) (5.4.15)
P=P¢
to=1
Btz 1
55 = - = (3.0% de erro) (5.4.16)
T 2
p=1
[tz=t¢

Vamos definir agora uma nova variavel, que chamaremos

variavel S, pela relacao

_ Zn(1+t)
S = Tnz (5.4.17)

e que satisfaz a seguinte equacao

sPy = st? =1 - sy, (5.4.18)
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isto &, ela se comporta, em relacdo a variavel dual, como perco-
lacdo (eq. (5.4.4)) ! Se nos consideramos a distribuicao de pro

babilidade-S como

P(S;;) = (1-p)8(S35-81) + PS(S;4-8;) (5.4.19)

e a sua distribuicao dual de probabilidade

D
), (5.4.20)

—
2

s
1

D
(1-p)6(S;5=S) + D8(S;;-S

a eq. (5.4.18) implica que
<§..>_ + <S..> =1 . (5.4.21)

Portanto a eq. (5.4.10) pode ser escrita de outra maneira coOmo
1
<8..>. = <8..> =5 - (5.4.22)

A primeira destas igualdades se deve a que a rede quadrada € au-

to-dual. Observamos que a eq. (5.4.14) pode ser escrita como

<t..> = <t..> (5.4.23)

sugerindo que a variavel S é uma variavel mais apropriada que a
variavel t para se fazer os calculos. A eq. (9) da ref. (64) e
um caso particular (o RG3 apresentado na ref. (64) corresponde ao
limite diluido) da aproximacao de Oguchi e Ueno.

Portanto, os resultados numéricos desta proposta heu -
ristica descrevem com bastante precisao a superficie critica exa
ta [veja Figs. 5.3.2, 5.3.3 e Tabelas 5.3.1 e 5.3.2]. Na Fig.

5.4.1 representamos (fora de escala) a posicao relativa desta pro
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posta heuristica com respeito ao possivel resultado exato, para

0 caso t; = 0.
b 0.5
i
" Figura 5.4.1 - Posigao relativa ( fora de
!
escala) da (suposta) fron
2 teira critica exata (linha pontilthada) e

as fronteiras heuristica (linha 1) e GR-S
(1inha 2), no plano t1 = 0 (modelo dilui
V2 do).

5.5 - GRUPO DE RENORMALIZACAO-S

Tendo sido exibido na segdo anterior que a variavel
S & aparentemente superior que a variavel t para estes calculos
da fronteira critica € natural que tentemos fazer um grupo de
renormalizacdao com essa variavel. Chamaremos a este grupo de

GR-S e as equacoes que o definem serao:

<S(t)>Pt = <S(t)>PH (5.5.1)
2 2
<ES(t)] ">, = <[S(E)]7> (5.5.2)
p PH
3 3
<IS(e)]7>p, = <[S(t)]7>p (5.5.3)
H
onde P' e PH sao dados, respectivamente, pelas eqs. (5.3.1) e

(5.3.2). Se consideramos a relacdao analitica entre t e S, € cla-
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ro que, se as distribuigbes tem parametros suficientes para per-
mitir a imposicaoc de infinitas equagbes (ao invés de somente
tres), o GR-t e 0 GR-S deveriam levar 3 mesma transformacao. Co
mo somente um numero finito de relacodes. sdo impostas, ndo ha ra-
zao para que o0 GR-t e o GR-S sejam os mesmos e na verdade eles
nao o sao. 0 GR-S fornece uma superficie critica que & mais pré-
xima da exata (ver Tabela 5.3.1) que o GR-t. Em particular, o
GR-S preserva a linha auto-dual Lt, =(1-H}/U&t1)] pois o momento
central de ordem tres (<(S-<S>PH)3>PH) para a variavel S se anu
la (contrariamente ao da variavel t). O fluxo deste grupo se man
tém nesta linha auto-dual. Ela ¢ uma linha de "crestas" [ver Fig.
5.3.2]

Ja foi observado que, se um ponto (p,tl,tz) pertence a
superficie critica exata, o ponto complementar (l-p,tz,tlj tam-
bem a pertence. Mas o ponto (p,t?,tg) também pertence a esta su-
perficie, pois a rede & auto-dual. Em particular, este é o caso
para p = 1/2, ver eq. (5.4.3). Assim, somente uma regido do pla-
no (p,t;) € relevante na determinacao de t, para a superficie
critica; por exemplo, a regiao t, < Y2 - 1, p > 1/2. As outras
regioes podem ser imediatamente analisadas desde que tenhamos os
resultados para a primeira; € suficiente aplicar as transforma -
coes

D D
(p,ty,t,) «— (p,ty,t,)

A (1“p7t23t1)

D ,D
IS (1—p,t2,t1)

Nossas tres superficies criticas aproximadas e a exata

contem os pontos de percolacdo pura (A, na Fig. 5.3.2), e as li-
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nhas de 1Ising puro (linhas C'C e CB mna Fig. 5.3.2). O GR-5

e a proposta heuristica satisfazem a transformacgao
(p,tl,tzj > (p,t?,tg), e em particular 4 linha mista com igual

concentracao (AB na Fig. 5.3.2), porém o GR-t nao a satisfaz. A

superficie exata tem, com a proposta heuristica, a mesma deriva-
"

da no ponto de percolacao pura, e (com um erro inferior a 10~
quase a mesma inclinacao que o GR-S nos pontos de Ising puro (C'
na Fig. 5.3.2). Na Fig. 5.4.1 mostramos (fora de escala) como as

superficies do GR-S, heuristica e a suposta exata cortam o plano

t, = 0

Podemos, assim, ordenar as superficies criticas da se-
guinte maneira: Comecando, na Fig. 5.3.2, pelo plano t, =1 e
indo em direcao do plano t, =0, primeiro atravessamos a superfl

cie critica heuristica, depois a suposta exata, depois a do GR-S
e finalmente a do GR-t.

Vamos agora analisar mais cuidadosamente o porque de
nossa hipdtese da superficie critica exata estar compreendida en
tre a proposta heuristica e a superficie do GR-S se nao a conhe-
cemos. Certamente que nio temos uma prova mas sim indicios de que
isto aconteca. Vamos introduzir algumas definicoes para facili-

tar a discussao:

i

,Btzl
Tl a—p—1 (5.5.4)

p:l’tlzo,tzztc
Btzl
P |p=p,,tq=0,t,=1

111

T (5.5.5)

Consideremos que o indice superior de T , dado por uma letra gre

v - . - .
ga, (t° por exemplo) indica as varias propostas que temosS consi-
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derado: RG1 ao RG6 da ref. (64), as propostas fornecidas pelo
GR—t; GR-S e heuristica, aproximacio de Oguchi e Ueno e finalmen

te a solugdo exata. Observamos o seguinte: (a) Sempre que T£)<:Tf

(I£)< TS) temos T; > Tg (T¥ > Ti); isto nos permite ordenar to-
das as propostas (a exata e as aproximadas); (b) sempre que T1
e T, sugerem que uma linha critica dada (ou superficie) estava,
digamos, abaixo de uma outra (na regiao t < vZ-1, p > 1/2), isto
era verificado ser verdade (em todas as aproximacoes) para toda
a linha (ou superficie) naquela regido; (c) ThorpeeaMcGurn(iéQ ,
afirmam, por outras razoes, que, neste tipo de problema, as deri
vadas limites praticamente "sustentam" a curva (ou superficie) ,
nada acontecendo além de uma variac@o suave ligando as extremida
des.

Por estas razodes, acreditamos que a superficie exata
esta compreendida entre nossas superficies criticas  heuristica
e GR-S. Observamos também que a proposta heuristica se aproxima
bastante da superficie exata na vizinhanca de p = 1/2 {(como suge
rem as derivadas, que sao iguais), e o mesmo acontece com o GR-S
na vizinhanca de p=1. Assim; adotamos como uma proposta numéri-
ca final, com nenhuma pretensao de exatidao analitica, a seguin-

te interpolacao linear para todos os valores de p e ty para os

quals existe a transicao de fase:

t, = 2[(1-p)t,(heuristico) + (p-1/2)t,(GR-S)] . (5.5.6)

Alguns resultados para esta ultima proposta estdo mostrados na
Tabela 5.5.1 (abaixo daqueles associados ao GR-S). Estimamos 0

erro de fz como sendo inferior a 3 x 1074 para todo par (p,t,).
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5.6 - CONCLUSAO

Foram feitas propostas numéricas para a superficie cri
tica exata do modelo de Ising com spin 1/2, ligacoes mistas fer-
romagnéticas entre primeiros vizinhos, homogéneo, isotrépico ,
temperado, na rede quadrada. A alta precisao obtida (veja Tabe-
la 5.5.1), com erro estimado menor que 3 x 10"4 nas variaveis
t, confirmam que o uso adequado da técnica do GR (por exemplo uma
escolha adequada da célula) fornece um poderoso instrumento para
calculos numéricos de superficies criticas e seus resultados
competem com as melhores técnicas de aproximacao (séries de alta
e baixa temperatura, métodos Monte-Carlo, etc). A precisao obti-
da nos expoentes criticos vp € Vg é bem menor (6% de erro em
vp e 15% de erro em vt) mas pode ser diminuida aumentando-se o
tamanho da célula (ver Capitulo I1). A nossa melhor proposta sa-
tisfaz quase todos os resultados exatos conhecidos [eqs. (5.2.4),
(5.2.5), (5.2.6) e (5.2.8)] so nao satisfazendo a eq. (5.2.7)

onde o erro ¢ menor que 0.5%. Contudo se uma alta precisaoc nao

& necessaria, a relacdo analitica simples

£n 2

] bt

E1~p)£n(1+t1)'+ P Ln (1+t,) =

fornece uma excelente aproximacao para a superficie critica
exata.

Achamos também importante ressaltar que os resultados
deste trabalho mostram a importancia, no contexto do GR, de se
permitir a maxima liberdade de renormalizacao possivel aos paria-

metros do problema, para se evitar efeitos artificiais sobre as
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linhas (superficies ) criticas ou sobre o0s expoentes criticos
(aparente perda de universalidade) além de se obter resultados

numéricos melhores.



CAPITULO VI

VIDRO DE SPIN NA REDE QUADRADA

6.1 - INTRODUCAOD

Sistemas magneticos cristalinos podem ser ordenados ou
desordenados. As fases magnéticas de sistemas ordenados sao ge -
ralmente bem conhecidas enquanto as dos sistemas desordenados
sao um campo de investigacdo mais recente e ainda ndo muito bem
conhecidas. Dentre estas ultimas, o "vidro de spin" [ nome dado
por B.R. Coles para as ligas diluidas devido a sua semelhanca com
os vidros] & certamente uma que maiores polémicas tem desperta-
do ¢ 100 - 108) A prépria quest@o fundamental se o "estado" vi-
dro de spin (VS) surge a uma temperatura abaixo de Tg devido &

uma transicio de fase' 59, 169)

sivo das flutuagﬁes( 28, 170 )

ou a um relaxamento progres
nao tem uma resposta unanimemen-
te aceita pelos pesquisadores.

Experimentalmente o VS & caracterizado por apresentar
alguns comportamentos tipicos, que nao necessitam estar todos
"presentes" em uma dada experiencia. O pico agudo ("sharp cusp')
em Tg na susceptibilidade em pequenos campos magnéticos A.C ou
p.c ¢ 171,172 ); uma contribuicdo extra para o calor especifico
que € aproximadamente linear na temperatura e com uma dependén -
cia muito fraca da concentracdo de Ilons magnéticos abaixo de Tg
o

- s 173 .
peratura, um maximo arredondado no calor 85peC1flCO(———); a exis

decaindo, para T > T suavemente, fornecendo, proximo desta tem
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téncia, abaixo de Tg’ de irreversibilidades, magnetizagao residu

al ("remanent") e dependéncia temporal com a aplicacgao de um cam

(174)

po estatico externo e as curvas de histerese deslocadas em

ligas mais concentradas esfriadas, através de Tg’ na presenga de

campo(lZEJ, sao alguns dos indicios experimentais de que a subs-

tancia em estudo pode apresentar uma "fase'" VS.

Os primeiros materiais onde foram verificadas algumas
destas propriedades eram impurezas magnéticas de metais de tran-
sicao em matrizes nobres, tais como: AuFe, CuMn, ggMn,(lzgfgzﬁéz)

etc. Foi observado que estas impurezas magnéticas (da ordem de

1% interagem entre si com acoplamento de longo alcance do tipo

) (178-180)

Rudermann, Kittel, Kasuya, Yosida (RKKY . Mas, posteri-

ormente, verificou-se que sistemas bastante diferentes destes
exibem comportamento tipo VS, tals como:
(181,182) (¢ n40 obrigatoriamente diluidas),

— ligas com impurezas de terras raras(lﬁé)’

— ligas concentradas

— materiails amorfos(lgi’lﬁé) (nao precisam ter estrutura crista-

lina),

— materiais isolantes(lggj(com interagoes de curto alcance),

—- sistemas somente com interagoes antiferromagnéticas(Egéﬁé)ﬁﬁo

precisam ser competitivas),

— sistemas que nao contém spins mas momentos dipolares eletri-

cos(lﬁz) ou quadrupolares(lﬁﬁj.

As diferencas entre estes sistemas sao evidentes, pois

temos desde sistemas com forgas de longo alcance (por exemplo CudMn) ,

forgas de curto alcance Hm&Srldggégéﬁg)],nmtais,isolantes, siste-

mas cristalinos, amorfos, sistemas com interagoes competitivas, sem

interacOes competitivas,etc. O que todos eles apresentam em comum €
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o fato de serem desordenados e frustrados. A desordem implica a

perda da invariancia translacional nos sistemas cristalinos e a
frustracao, um conceito surgido recentemente(éé‘), significa a
contradicao das interacoes, isto €, a inexisténcia de configura-
¢oes do sistema que permitam satisfazer todas as interacoes. 0
fato destes sistemas serem frustrados, nos permite entender por-
que o estado fundamental da fase VS € altamente degenerado, além
da existéncia de varios estados metastaveis (raziao das irreversi
bilidades, residuos e dependéncia temporal)ggg). Isto se deve a
que uma configuracao frustrada pode ser arranjada de varias ma -
neiras diferentes,todas com a mesma energia(Eé ).

Teoricamente, o modelo mais simples que poderia descre

ver as propriledades de muitos destes sistemas tem como Hamiltoni

ano
H =- E_ Jij Uin - Z hi o (6.1.1)
<ij> 1
onde o; = + 1 & um spin classico no sitio i de uma rede d-di -

mensional, J.. € a interacdo entre pares de sitios primeiros vi-

ij
zinhos e h, € o campo local. Como o sistema & desordenado, esta
desordem pode ser representada por uma distribuigao de probabili
dade sobre Jij implicando que devemos fazer uma meédia configura-
cional sobre a energia livre do sistema (temperado, ver Secao 1
do Capitule V).

Para tentar explicar estas propriedades do VS existem
basicamente dois pontos de vista. O primeiro tenta explicar, por
exemplo, a brusca mudanca da susceptibilidade em Tg’ supondo que

o tempo de relaxacao (o tempo de resposta do sistema a um estimu

lo externo) cresce suavemente assim que a temperatura, suposta
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acima de Tg, ¢ diminuida, sendo Tg simplesmente a temperatura na
qual o tempo de relaxacdo se torna igual ao tempo de medida. A

temperatura Tg varia com o logaritmo da frequencia, v, como

v dT : 1
T adv ~ In(v,/V ’ (6.1.2)
g 0
onde vy ¢ uma constante. Mas na maioria dos sistemas fisico, a

dependéncia da frequéncia € pequena e recentemente Malozemoff e
Imry( 191 ) obtiveram, experimentalmente, que Tg tende para
uma assintota TgO > 0 se o tempo experimental € suficientemente
longo. O valor da constante Vo ¢ bastante diferente de qualquer
estimativa tedrica razoavel e o modelo também nido fornece nenhu-
ma explicacdo para o rapido crescimento da susceptibilidade em
Tg' De maneira geral, as ultimas experiéncias nao reforcam este
ponto de vistapéz’lgg’lgé).

A segunda interpretacao vem do reconhecimento de que o
pico da susceptibilidade pode ser um indicio de uma transicdo de
fase. Neste sentido Edwards e Anderson(§27) propuseram um modelo
que poderia ser dado pelo Hamiltoniano da eq. (6.1.1), com uma

distribuicdo de probabilidade simétrica para Js Eles propuse -

3
ram um parametro de ordem (q) que mediria a probabilidade de um
spin no sitio i (gi), apontando para uma direcgao gi[tl) duran-
te uma observacdo felta no tempo t,, apontar para a mesma dire -
cao §i(t2) em uma outra observacao feita no tempo t,, com t2>>tr
Quer dizer, haveria, abaixo de Tg, em cada sitio, direcdes privi
legiadas para o spin, direcoes estas que seriam diferentes em ca

da sitio, resultando em uma magnetizacao total nula. O parametro

de ordem, dado pela expressao
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q = [<Si(t1).§i(t2)>]

- #0 se T<T
media g
configuracional (6.1.3)
=0 se T2>Tg ,

onde <...> & a media térmica e [--+] & a média configuracional,
¢ a base para quase todo trabalho tedrico posterior. Sherring
ton e Kirkpatrickgé@J propuseram uma teoria de campo molecular
(TCM) para VS que serla a solucao exata de um modelo com intera-
coes de alcance infinito e onde a distribuicao de probabilida-
de sobre Jij ¢ a mesma para todos os pares de spins, i e j, nao
importando quao distante estejam entre siggﬂ). Fazendo-se uma
formulagcao Hamiltoniana do tipo Ginsburg-Landau em termos dos pa
rametros de ordem (do tipo de Edwards-Anderson) em um meio conti
nuo, pode-se estudar a dimensao critica acima da qual vale o cam
po molecular (no que se refere aos expoentes criticos). A dimen-
sao encontrada ¢ igual a seis, podendo-se fazer a expansao ¢ pa-
ra os expoentes criticos onde ¢ = 6-d. A dimensao minima onde
existe o fenomeno critico (abaixo da qual as flutuacoes destroem

(Qﬂ_) analisando a

a tramnsicao) foi calculada por Fisch e Harris
chamada susceptibilidade VS, definida através do parametro de or
dem do tipo Edwards-Anderson, utilizando expansoes em séries de

alta temperatura para um modelo de Ising em uma rede hipercubica

d-dimensional e com distribuicao

1
P(Jij) =5 {G(Jij—J) + G(Jii+J)] . (6.1.4)

Esta susceptibilidade VS (XVS) esta relacionada com a

susceptibilidade nao-linear XNL? definida por

3
m = Xh XNL h” + ... , (6.1.5)
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onde m ¢ a magnetizacdo e h um campo magnético externo, da se -

guinte maneira

X
VS
X = . (6.1.6)
NL 3T3
. . (60) . ..
Fisch e Harris — ° encontraram uma divergencia em T = Tg para
XVS comy =1 mpara d > 6 [TCM); com v £ 1 (expoente néo-—cléssi

co) para 4 < d < 6 e ndo encontraram divergencia para d < 4 in
dicando que a dimensao minima seria quatro. Na verdade as séri-

es sao bastante irregulares para d < 4 sendo questionavel o va-

(195) o

lor = 4 encontrado pelos autores acima tra

d - .
minimo
balhos mais recentes de Grupo de Renormalizagao em VS parecem,no

entanto, reforcar o resultado de Fisch e Harris nao encontrando

, (196,62)

fase VS (a nao ser a zero graus Kelvin) em d = d =

= 3( 81, 197 ). Estes trabalhos consideram uma distribuicgao
P(Jij) com tres deltas de Dirac (em Jij = J,-J e 0) de pesos
diferentes. Apesar de conseguirem com esta distribuicao exibir a
fase vidro de spin (a 0°K) e o efeito de percolacdo, ndo conse -
guem separar o efeito, fundamental a nosso ver, da frustragao,is
to €, nao consecguem distinguir entre modelos frustrados e nao -
-frustrados. Benyoussef e Boccara(gl-) fazem o seguinte importan
te comentario no fim de seu recente artigo: "Frustration  being
an important feature of spin-glass systems one could believe that
the probability distribution of the interactions (a distribuicao

mencionada acima com tres deltas de Dirac em Jis=+d, -J e 0) ,

j
which does not distinguish between frustrated and non-frustrated
models, is not satisfactory to describe spin-glass systems'. 0
nosso objetivo neste trabalho sera levar em conta estes efeitos

gerais de VS que sdo a desordem ¢ a frustracao. Desenvolveremos,

dentro do formalismo do grupo de renormalizagéo no espaco real ,
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uma maneira de distinguir entre modelos frustrados e nao-frustra

dos e aplicaremos este método em duas dimensées (rede quadrada).
Também consideraremos a diluicao, podendo reobter os efeitos de
percolagao ja conhecidos.

A controvérsia tedrica sobre a existéncia ou nao da
fase VS a temperaturas finitas em dimensoes menores que quatro ,
esta longe de estar encerrada. O proprio reconhecimento de Beny-
oussef e Boccara (citado acima) de que nao conseguem separar en-
tre sistemas frustrados e nio-frustrados lanca objecbes sobre os

resultados obhtidos em seus (e outros) trabalhos (ndo existéncia

de VS em d=3 para temperaturas finitas).

6.2 - MODELO

Consideraremos o Hamiltoniano de Ising na rede quadra-

da

7= - <i§j> Jij sisj , (6.2.1)
onde existe uma distribuigao de probabilidade (desordem} sobre
Jij (que & diferente de zero somente para pares de sitios primei
ros vizinhos) e em cada sitio desta rede (i,j,...) ha uma varid-
vel (spin) S; =t 1 ¥i. Estes modelos de curto alcance seriam mais
adequados, por exemplo, ao EuXSrl_XS(EE‘) (d=3) do que aos vi -
dros de spin tradicionais como CuMn etc, onde a interacaoc entre
spins, como ja foi dito, & de longo alcance (portanto a concen -
tracao dos ions magnéticos Eu3+ nao pode ser tao baixa quanto a

do Mn no cobre. Na verdade, o valor desta concentracao mantém re

lagao estreita com o problema de percolacgao na rede). Sobre a
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distribuicao de probabilidade notamos primeiro que Jij pode ser:
i) Jij = +J >0 (interacao ferromagnética)

ii) Jij = -J <0 (interacao antiferromagnética)

iii) Jij =0 (interacao ausente ou frustrada).

Sobre os Itens (i) e (ii) a explicacao & clara, mas o item (iii)
merece algum comentaric. No caso da interacao estar ausente (di-

luicao) entre os sitios iej ¢ claro que Jij = 0. Considere -

mos agora, por exemplo, deols spins S. e Sj

unindo , Fig. 6.2.1. Uma destas ligacOes vale +J e a outra, em

com duas ligagoes os

paralelo com a primeira, vale -J. A ligacao
efetiva entre os spins S. e Sj é:

. Jef = (+J) + (=J) = O . (6.2.2)

Figura 6.2.1 - Dois spins S, e Sj com duas ligacoes em
paralelo, uma com J e outra com -J

Desta maneira, vemos que existem 2 situacoes fisicas

bem distintas e ambas apresentam Jij = 0. Assim, o valor de Jij

¢ insuficiente para descrever estas situacoes. Que Jij deve ser
uma variavel fisica insuficiente € sugerido pelo seguinte argu -
mento (emprestado das transformacoes de calibre em eletrodinami-

ca): Considere o Hamiltoniano dado pela eq. (6.2.1). Verificamos

que ele € invariante frente a transformacao de calibre localqgg)

(agindo sobre os spins e as constantes de acoplamento )

(6.2.3)

Ti5 7 Iy

(] adjacente a 1)
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Portanto, as propriedades termodinamicas (funcdo de partigdo, ca
lor especifico,...) do sistema dado pela eq. (6.2.1) sao também
invariantes frente a esta transformacao de calibre local. Elas
dependem das constantes de acoplamento somente via funcoes des -
tas que sejam invariantes aquela transformacao pois, claramente,
J.. nao €& invariante. A funcao frustracao

1)

$(C) = J: , (6.2.4)

¢ i
onde o0s Jij's sao tomados ao longo de um contorno fechado C, €
invariante a transformacio de calibre local citada acima. E atra
ves destas funcdées que as propriedades termodinimicas dependem
das interacoes Jij‘ Observemos agora o nosso exemplo sob o ponto
de vista da funcao frustracdo. E imediato que 0s spins Si e Sj
isolados (interacao ausente) nao apresentem frustracao, enquanto
no segundo caso (Fig. 6.2.1), a funcdo ¢(C) € negativa indican-
do que existe frustracao. Assim, a funcao frustracao consegue se

parar estas duas situacoes fisicas, indistinguiveis se observar-

mos somente o valor de Jij' Parece-nos essencial separar estas

duas situacgoes. Toulouse compartilha a mesma opiniao e faz a
seguinte observagﬁngigJ: "Besides the frustration effect in dis-
ordered magnets, there is a 'hole' effect due to disconnected

bonds; this hole effect is to be studied with percolation con -
cepts; in itself, it does not lead to qualitatively new  phases
and from a theoretical point of view, 1t 1s desirable to separa-
te the hole effect from the frustration effect;....". ©Esta &€ a
idéia central deste trabalho. Vamos propor uma maneira de sepa -
rar estes efeitos utilizando indiretamente a funcao frustracao.

Como vamos utilizar a técnica de traco parcial do Grupo de Renor
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malizagao no espaco real em células pequenas, a composicao série
-paralelo entre as ligacoOes € de fundamental importancia. As di-
ferencas nesses algoritmos de série-paralelo sao notdrias entre
o caso diluido (que tem o algoritmo de percolacao ou ''mao-perco-
lacao™) e o caso frustrado. Nesse nivel sera feita a diferencia-
cao entre os dois efeitos.

Portanto, vamos considerar que uma ligacao Jij do Ha -
miltoniano dado pela eq. (6.2.1) pode ser ferromagnética, anti -
ferromagnética, diluida (ausente) ou frustrada. A distribuicao

de probabilidade sobre i3 sera:

P(Jij) = pG(Jij-J) + qG(Jij+J) + rG(Jij) + SG(Jij) , (6.2.5)

que escrita em termos da transmissividade
t = tanh(J/kBT) (6.2.06)

Se torna:

P(tij)

il

pa(tij—t) + qé(tij+t) + rﬁ(tij) + Sﬁ(tij) , (6.2.7)

onde J > 0, p € a probabilidade da ligacao ser ferromagnética, q
de ser antiferromagnética, r de estar ausente e s de estar frus-
trada. Utilizaremos, de agora em diante, a variavel t que & bem

mais conveniente que a variavel J. Obviamente,

p{q + Tr+5 =1 . (6.2.8)

A interpretacdao de uma ligacao estar frustrada ficara mais clara
nas secGes seguintes (em todo rigor, € necessario introduzir uma
nova variavel na distribuicao de probabilidade que assumiria va-

lores diferentes se a ligacao fosse frustrada ou nao).
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6.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA TEMPERATURA NULA

Para construirmos um grupo de renormalizag¢ao no espaco
real utilizando o método do tragco parcial em cé&lulas finitas, a
questao essencial é: quais os tipos de células (grafos) adequa -
dos ao problema que devemos adotar ? Uma rede regular tem véri
as propriedades que s0 podem ser reproduzidas parcialmente se to
mamos uma célula pequena. Portanto, saber qual subconjunto das
propriedades (simetrias) da rede, que podem ser reproduzidas em
uma celula finita, e que melhor simulam aquela rede, € um proble
ma a ser pensado para cada rede e modelo particulares. Sabemos
que para o modelo dado pela eq. (6.2.1) na rede quadrada a duali
dade € uma propriedade essencial; principalmente no que se refe-

(45, 55 ) (ver a discussao

re a4 obtencao de fronteiras criticas
sobre dualidade em modelos com simetria Z, na Secdo 3 do Capitu-
lo II). A escolha de uma célula bidimensional em cujos sitios exis
te uma variavel Sy = i_l. com interacoes (constantes de acopla -
mento) ligando-os dois a dois e que seja auto-dual (simulando a

auto-dualidade do modelo de Ising na rede quadrada) mostrou ser

condicao necessaria e suficiente para se obter, a qualquer tama-

rnho da celula escolhida, a temperatura critica exata deste mode-
1o 163,

3L (ver Capitulos II, III e V). Na maioria destes traba

(64, 25 ). Po-

lhos a celula escolhida foi a ponte de Wheatstone
rém, apesar de muitos destes trabalhos permitirem uma distribui-
¢ao de probabilidade sobre Jij (ver Capitulo V desta Tese), este
era considerado sempre positivo (ferromagnético). A consideracio
de valores negativos de Jij na distribuicao de  probabilidade

[ver eq. (6.2.5)] deste modelo, torna aquela célula imprdpria ,

pois ela ndao admite o estado fundamental antiferromagnético sem
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frustracoes (g=1) que a rede quadrada admite. Assim, ela intro-
duz frustracOes artificiais que certamente perturbarao o resulta
do final. Desta maneira, existe uma exigencia adicional importan -
te que € a célula permitir a existéncia do estado fundamental an
tiferromagnetico (AF). A célula que satisfaz, simultaneamente a
dualidade e o estado fundamental AF esta mostrada na Figu-

(45,198,62)

ra 6.3.1 Desta

Figura 6.3.1 - Célula

maneira construiremos o auto-dual. Admite o : A

GR fazendo o tragco parci AF como estado funda- A
mental sem frustra -

al sobre os spins locali coes. Os sitios A, B,

zados nos sitios inter- C e D sao internos ¢

0s sitios 1 e 2 sao

nos (A,B,C,D) desta celu
0s externos (terminais).

la. Cada uma das nove 11

gacbes da celula porta uma distribuicdo de probabilidade [obtida

da eq. (6.2.7) tomando-se t = 1 (temperatura nula), ver eq.(6.2.6)]

P(tij) = pé[tij—l) + qG[tij+l) + rG(tij) + Sﬁ(tij) . (6.3.1)

Os sitios restantes da celula (1 e 2 da Fig. 6.3.1) ficam unidos
entre si, apos o traco parcial sobre os spins em A,B,C,D por uma

ligacdo que tem, como distribuicado de probabilidade, a expressao

P'(t;s) = 'Oty -1) + ql8(tygel) 4 TIS(E;5) + 51E(t5) ,(6.5.2)

onde, logicamente,

p+q + Tr+s = 1 (6.3.3)
p'+q’ + r'+s' =1 . (6.3.4)
Para temperatura nula (t = 1) observamos que a distribuicao re -

normali;ada P!(tij) também sera uma distribuicdo com tres deltas de
Dirac (em t=1, -1 e 0), bastando renormalizarmos o peso de cada
delta de Dirac no seu correspondente. O espaco das distribuigoes
ndo € alterado pela renormalizagéo [diferentemente do que ocorre

ra para T # 0 (t # 1)]. Esta renormalizacao & mostrada
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na Figura 6.3.2.

Vamos estudar e construir Q

0s algoritmos de composicdo série-

N

-paralelo entre duas ligagoes, cada

uma com uma distribuicac de probabi (o) A(b)

lidade do tipo dado pela eq. (6.3.1) )
Figura 6.3.2 - Renormalizacdo da

a) Série: Consideremos duas liga - celula (a) em uma ligacao (b).

coes em série, chamadas de 1 e 2, que teéem probabilidades P; € Py
de serem ferromagnéticas (F), q; € 49, de serem antiferromagnéti-
cas (AF), r, e r, de estarem ausentes (diluicao) (D) e 51 € S,
de estarem frustradas (¢), respectivamente (ver Fig.6.3.3). A

—_— . distribuicao de probabilidades para cada uma des

ht T tas ligacdes é:

' P (t..) = paﬁ(tij—l) + qaﬁ(ti.+1) + raé(ti') +

ety & 2 a” 1} J J
+ 5 6(t. ) , (6.3.5)
Fig.6.3.3 - Du- “@ b
as ligacoes com
distribuicoes onde o = 1, 2.
Pa(tij) a=1, 2, B
em serie. A probabilidade de que as duas ligacoes em se -

ries se comportem como uma ligacao ferromagnética, probabilidade

esta que chamaremos p_, € igual a
Py = PPy + 4149, P (6.3.6)

isto &, as ligacdes 1 e 2 devem ser ambas ferromagnéticas ou an-

tiferromagneticas. Analogamente, os algoritmos para qQgs To € S

s $
sao:
qs = Pydy * Ppdy (6.3.7)
T, = r14r2 - 1,71, (6.3.8)
ST (p1+q1)52 . (p2+q2)s1 + 5155 (6.3.9)
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b) Paralelo: Sejam duas ligacoes em paralelo como na Fig.6.3.4.
Os algoritmos para as probabilidades totais destas ligacoes se-

rem F, AF, D ou ¢ sao:

1 2 - Pp = P1¥Py = P1Pp = Py - P9 (6.5.10)
B Ap = 41%9; - Q9 - Py - Py (6.5.11)
Fig. 6.3.4 - Du _
as ligacoes em- rp = Ty (6.3.12)
paralelo.
sp = Pydy + Pydy + TSy + T)Sy + 518, (6.3.13)
Naturalmente, verifica-se que P +A *T +S, = pp+qp+rp+sp = 1. No-

te que os algoritmos ro e'rp sao exatamente iguais aos algorit -
mos de percclacao para duas ligacoes em paralelo e em série, res
pectivamente. Ha, portanto, uma inversio, dai nos termos chamado
de ”nﬁo—percolagﬁd”. Como a célula que iremos calcular & auto-
-dual, o resultado para a probabilidade da ligacao equivalente de
toda a célula estar diluida € idéntico ao resultado de percola-
cao. Este € o "hole effect™ dito por Toulouse ha pouco e que ,
diz ele, deve ser tratado com conceitos de percolacao. Agora es-
ta claro porque. E importante se notar também que os algoritmos
de serie e paralelo de r e s sao diferentes. Isto €, a frustra-
cao se compoe diferentemente da ausencia (diluicdo). Neste nivel,

portanto, a diferenca entre elas se torna operacional.

- Células n3o-redutiveis a série-paralelo

Para calcularmos a probabilidade equivalente da célula
mostrada na Fig. 6.3.2 ser F, AF, D ou ¢, devemos saber calcular
estas probabilidades para grafos (cé€lulas) nido redutiveis a sé -

rie-paralelo, pois aquela célula ndo & redutivel. Isto pode ser
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feito em uma "tour de force'" contando todas as configuracodes pos
siveis daquela celula. Como sao nove ligac8es e cada ligacdo po-

de ser de quatro tipos, teremos:

NO conf. = 47 = 262144 . (6.3.14)

Para podermos fazer este calculo de uma maneira menos brutal, de
senvolvemos um metodo para calcularmos pequenas células quando
existem ligacGes AF presentes. Este metodo € baseado no '"método

(164, 114)

de corte-colapso', desenvolvido por Tsallis e Levy
existéncia de ligacGes AF modifica um pouco aquele metodo e, em
especial, o conceito de colapso deve ser abandonado.

Suporihamos, por exemplo, a célula mostrada na Fig.6.35.

A probabilidade desta celula ser Figura 6.35 -

ferromagnética (F) pode ser escri Celula com cin
L R I 4 2
. t
ta de maneira geral como (adota- co ligacoes ten
do distribui - 2 4
mos a seguinte convencao: Se uma ¢Bes de proba-
ligacdo aparecer indicada por um bilidade dife-

- . s . rentes para cada ligacao.
numero, 1sto significa que exis-

te uma distribuicao de probabilidade para aquela ligagao):

YAV
PL3®4] = A(n1;n2,n3;n4) ps + B(ﬂl,ﬂz,ﬂ3,ﬂ4)q5 +
+ Clnysnyyng,nyldre + Dlng,ny,ng,nylsys , (6.3.15)

onde P[ 6] & a probabilidade da célula mostrada na Fig. 6.3.5

ser F, n; € uma variavel da ligacdo i podendo ser p.,q;,r; oOu

1

S (i =1,2,3,4) e A, B, C e D sao funcoes multilineares das va-

riaveis n's. Note que nao podemos ter o termo E({n;})p.q. por

exemplo. Cada termo do lado direito da eq. (6.3.15) so pode ter
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no maximo uma variavel da ligacdo 5 (na verdade, no maximo  uma
variavel de qualquer outra ligacdo). Isto se deve claramente a
que nao podemos "jogar" em uma mesma ligacao uma interacdo F e AF
simultaneamente.

Temos quatro casos a considerar:

i) pg = 1 = Qg = Tg = Sg = 0

1A 2
P’ 34 = A(T}l,ﬂz,ﬂs,ﬂ4) (6.3.16)

isto €, a probabilidade da célula entre colchetes ser F sendo que
a ligagdao nUmero 5 & F (pc = 1, representada por uma linha ponti
lhada) & igual a A ({ni}). Observamos que nada € dito sobre que
tipo de interacao existe para as ligacbes 1, 2, 3 e 4. Ela pode

ser qualquer. Todas as possibilidades devem ser consideradas.

11) Qe = 1 = p; = T = sg = 0

i 1/A\2
PL = B({n,}) (6.3.17)
3 4_

isto &, a probabilidade da c€lula da Fig. 6.3.5 ser F sendo que
a ligacdo numero 5 &. AF (q5=1, representada por uma linha trace

jada) € igual a B({n;}).

1ii) re = 1 = Pg = dg = S = 0

p {§<>f1 = CUn. 1) (6.3.18)
H_ | 1

onde P [K}:] € a probabilidade da célula da Fig. 6.3.5 ser F ,

sendo que a ligac3o nimero 5 esta ausente.
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iv) Sc = l=— pg = qg = 15 = 0

PB@:W = D({n; (6.3.19)

onde P (_<> “1 e a probabilidade da ligacdo equivalente da cé
L __| -
lula da Fig. 6;3.5 ser F sendo que a ligacfdo numero cinco & frus

trada (esta ligacdo esta representada por uma linha ondulada).

Como r5¥55 = l-pc-9qg podemos escrever a probabilida-
de da ligacao equivalente da celula ser F da seguinte maneira(pa
ra a probabilidade desta ligacao ser F ou AF nao importa se a liga-

cao com J = 0 (t=0) € ¢ ou D):

1/\2 1/\2 VA 1
P[;<§>éJ = Pg Iw:3<:>; j * dg P[_3<:>+ ]{'* (1-pg qs)P[: R

(

2o

v
(]
[
p—

EVANVER EVAY
onde p i =P
L} & | l 3IN/4
0 processo pode ser continuado tomando-se,por exemplo,

o 19 termo do lado direito da igualdade da eq. (6.3.20). Temos,

[ 2
+ (1~p1—q1) P ..4.

(6.3.21)

desta maneira, que

e assim por diante até esgotar todas as ligacoes com distribui -
coes de probabilidade e s& restar células com todas as ligacoes
""definidas'. E interessante notar que em ambas as egs. (6.3.20)
e (6.3.21) o terceiro membro & direita da igualdade € redutivel
3 série-paralelo podendo ser usado os algoritmos dados pelas eqs.

(6.3.6)—(6.3.9) e (6.3.10)—6.3.13). Isto- &€ analogo ao ''corte" do
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(119

método corte-colapso === . Assim, além de termos uma forma siste-
matica para calcularmos as probabilidades equivalentes das célu-
las, o trabalho para esta célula especifica, & reduzido pela me-
tade. Resta analisar o que fazer com as células resultantes com-
postas somente com ligacGes definidas (ndo ha nenhuma ligacio por
tadora de uma distribuigao de probabilidade). Estas células, com
postas de ligagoes F e AF, tem um estado fundamental (EF) que €
o estado no qual o menor numero de’ ligaéﬁes esta insatisfei
ta que determina o carater da ligagdo equivalente da célula. Es
ta pode ser F (se o EF for F); AF (se o EF for AF) ou ¢ ( se a
energia do éstado F for igual a energia do estado AF). Exemplos

destes casos estao exibidos nas Figs. 6.3.6, 6.3.7 e 6.3.8, res-

pectivamente (----.- = F, ——w——- = AF e wvvosew = 9 ).
,Q\ 4y O ! Q. 44 ? A%
4 : ’ S | S
: - |
t“? %_> : L A 4 > | L AR *“>
) v | v
o)y -2 oy (&) Y 42 (Bld | e Yy e e

Fig.6.3.6 - A célula Fig.6.3.7 - A celula  Fig. 6.3.8 - A célula (a)
(a) com todas as liga (a) se renormaliza em se renormaliza em uma 1i-
coes AF se renormali- uma ligacao (b) AF. gacao (b) frustrada.

za numa ligacao (b) F

1 & 5

paralelos e verificamos qual a configuragao com menos ligacoes

Vejamos, por exemplo, a Fig. 6.3.6. Colocamos os spins S

insatisfeitas (ver Fig. 6.3.9). Nesta configuracdo so hd uma li-
gacgao insatisfeita. Agora tomemos os spins S1 e S, antiparalelos,
Fig. 6.3.10. Existem duas ligagoes insatisfeitas na configuracdo
AF de menor energia. Portanto como estamos a zero graus Kelvin ,

o sistema prefere a configuracao de menor energia, dai esta célu
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A A,
- r
Y ey

Flgura 6.3.9 - Configuracao de menor Figura 6.3.10~ Configuracao de me-
energia F. 50 a ligacao central esta nor energia AF. Ha duas ligagoes
insatisfeita. insatisfeitas.

la ser renormalizada em uma ligacdo ferromagnética. O mesmo ra

ciocinio deve ser feito na Fig. 6.3.7. Na Fig. 6.3.8 verifica -
mos que o estado de menor energia F tem uma ligacaoc insatisfei -
ta, o mesmo numero que o estado de menor energia AF. Como o sis-
tema nio sabe optar, pois ambas tém mesma energia, a célula esta

totalmerite insatisfelta. Entao & renormalizada em uma ligacao

frustrada. Obviamente, quando os spins S, e S, da Fig. 6.3.6 es-

1
tdo isolados, sem interagdes a liga-los mesmo que indiretamente,
entdo a célula € renormalizada em uma ausencia de ligacao (dilui
cao).

Para calcularmos a probabilidade equivalente da célula

da Fig. 6.3.5 ser AF a equagao do método € analoga a eq.(6.3.20)

Q(@ ij + qSQE ZS+ (1-p5-q5)QE<>i] (6.3.22)

onde Q (%?} _] € a probabilidade da célula entre colchetes ser

antiferro agnetlca sendo que cada uma de suas ligagOes € portado

ra de uma distribuigao de probabilidade do tipo dado pela equa-

¢do (6.3.1). Também para este caso temos que

i‘i EVavAY
|
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Utilizando as eqs. (6.3.20) e (6.3.22) exaustivamente

obtemos duas equagoes,

1/\a |
p‘ = P[ ) = p'(plsqlspzqu!psqusp43Q4,p5:q5) (6.3.23)
g _
1 - ﬁ. 1'— 1
' = Q| = Q" (Py,d75P,5055P5055P45dy5Pc>qc) (6.3.24)
L |

para as probabilidades da ligac@o equivalente da célula da Figu-
ra 6.3.5 ser F ou AF, respectivamente.

Para calcularmos a diluigao, necessitamos agora distin
guir entre o caso frustrado e o diluido. Assim, para a probabi-
lidade da ligacdo equivalente da célula da Fig. 6.3.5 estar au -

sente (diluicao), temos a expressao

L/ )\ A2 AL L\
[ ] o [0 ] o ] ok ]
+ T R{?(i}i _} i (6.3.25)

Como r; € rp dados pelas eqs. (6.3.8) e (6.3.12) so6 envolvenm a

_ '
letra r, quando calcularmos R'i<2> J obteremos
3

W

rz,r3,r4,r5) . (6.3.26)
3 -

Se fizermos a seguinte substituicao:

Py = Py = 2p-p°-2pq (6.3.27a)
2
qq = dq = 2q-q~-2Zpq (6.3.27b)
2
ry =T, =T (6.3.27c)
S, :‘54 = 2pq + 2Trs + SZ (6.3.27d)
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pz = p3 = p2 + qZ (6.3.28a)
dy = ds = 2pq (6.3.28h)
Z
T, = T, = 2r-1 {(6.3.28c)
. 2
S, = Sz = 2{p+q)s + s (6.3.28d)
e
P = P (6.3.29a)
g = 4 (6.3.29h)
Te = T {6.3.2%c)
Sg = S s (6.3.294)

obteremos a probabilidade da ligacao equivalente da célula mos-
trada na Fig. 6.3.1 ser F (p'), AF (q') ou diluida (ausente) (r').
A probabilidade equivalente desta célula ser frustrada (s') e de
duzida das anteriores utilizando-se a eq. (6.3.4). E facil se com
preender porque as equagoes acima fornecerao os resultados para
a celula da Fig. 6.3.1 pois as eqs. (6.3.27) dizem que as liga-
coes 1 e 4 sao iguais entre si ¢ iguais a duas ligacdes em para
lelo cada uma das quails portando uma distribuigcao de probabilida

de

P(tij) = pé(tij~l) + qﬁ(tij+1) + ré(tij) + Sé(tij) . {(6.3.30)

As eqs. (6.3.28) dizem que as ligacoes 2 € 3 sao iguais entre si
e iguais a duas ligacoes em série;cada uma das quais portando a
distribuicao de probabilidade dada pela eq. (6.3.30). Finalmen -
te, as eqs. (6.3.29) nos dizem que a ligacao 5 porta a distribui

cao dada pela eq. (6.3.30). Assim; se¢ substituirmos nas eqs.
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.23), (6.3.24) e (6.3.25) as relacoes dadas pelas equacoes

.27), (6.3.28) e (6.3.29) obteremos as equacoes

2apq® - 24pa> - 30pq” + gapa® - 72pq’ + 18pq° - 30p2q° +

_ soplq® + sapiqt + 262p2q5 - 394p2a® + 140p2q’ +

3 3 3.3 3 4

3 q - 26p°q’ + 36p°q° + 398p7q -

+ 8p~ - 1ip

4 4 4 2

347 340 _ 28p%q + 60pTq° +

- 832p~q” + 400p q - 6p

+ 386p4q3 - 973p4q4 + 612p4q5 - 6p5 + 12p5q +

+ 218p5q2 - 748p5q3 + 588p5q4 + 96p6q +

6

_ 376p%47 63 7

372p%¢3 + 12p] - 100p’q +

-
+

. 1aapTq? - 9p® « 28p°q « 2p° (6.3.31)

s> - 6q* - 6a° + 124 - oq® + 2¢° - 12pq° - 28pqt +

12pq° + 96pq° - 100pq” + 28pa° + 24p°a - 30p°q° -

+

7

2 4 2 2,6 4 144p2q” -

- 26p2'q3 + 60p q  + 218p q5 - 376pq

_ 24p3q - 50p%a% + 36p°q° + 386p5qt - 748p q” +

. 37203¢5 - 30p%q + sapla’ 308piq® - 973ptqt +
/27
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. s88ptq® + 262p°q% - 832p°q° + 612p°q" « 84p°q +
. 394p%q% + 200p%q> - 72p’q + 140p’q° + 18p°q (6.3.32)
r' = 81"3 - 6r4 - 6r5 + 12r7 - 9r8 + 2r9 , (6.3.33)

que representam a renormalizacao indicada na Fig. 6.3.2 ( s' =
= 1-p'-q'-1r'). As eqs. (6.3.31), (6.3.32) e (6.3.33), completam
o problema a zero graus Kelvin pois fornecem um mapeamento do es

paco constituido por (p,q,r) nele mesmo. Assim,

(p,q,r) - (p',q',r") - (p",q",r") » ... . (6.3.34)

Para estudarmos o diagrama de fases neste espacgo tridimensional
faremos varios cortes no mesmo.

Facamos primeiro r = 0. Teremos assim um mapeamento de
uma regiao do plano (p,q) nele mesmo. Esta regiao com o seu dia-

grama de fluxos estd mostrada na Fig. 6.3.11. Vemos que existem

qg;és fases: F [cujo atrator € o ponto (p=1, q=0)1; AF (cujo atra
14 tor é o ponto (p=0, gq=1) e VS
[cujo atrator € o ponto ( p =0

b

q=0)]. As linhas p=0 q e [0,1] ou

Figura 6.3.11 - Diagrama de fases a

wl 09K sem diluicdo. Os fluxos sdo simé
tricos se fizermos p <> q. Os pontos
fixos sao representados por circulos
(). F, AF e VS sao as fases ferro-
magnéticas, antiferromagneticas e vi

dro de spin, respectivamente.
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q =20, pe [0,1] sao como o problema de percolacao de 1ligacées
na rede quadrada. Em consequencia, o ponto fixo (p=0.,5, q=0, por
exemplo) de percolacao de ligacoes em rede quadrada emerge. A
fronteira critica F-VS ou AF-VS tem um ponto critico que & estd
vel em relacao ao ponto fixo de percolacao, mostrando que 05 ex-
poentes criticos destas transicoes nido sio os de percolacio (per
tencem a outra classe de universalidade). Note que se tomarmos
um ponto pertencente a reta p+g=1 (r=0), pontos estes diferentes
dos atratores das fases F e AF, na proxima iteracdo, estes pon-
tos se afastarao desta reta; penetrando na regiao delimitada pe-
los trées atratores. Nesta regido, s & diferente de zero indican-
do que; mesmo iniciando com um sistema onde s0 existam ligacoes
F e AF presentes; se o sistema & olhado com outra -escala de com-
primento (maior que o parametro de rede), surgem as frustracles

Assim, o espacgo de parametros do G.R. deve incluir a ""ligacao
frustrada™ como definida na eq. (6.2.5) pois o subespaco dado pe

la distribuicao
P(J..) = pcS(Jij—J) + q5(Jij+J) + I‘(S(JijJ (6.3.35)

ndo € invariante sob as transformacoes do GR. Este & outro forte
argumento a favor da separacao feita na eg. (6.2.5).

Estudemos agora r # 0, ver Fig. 6.3.12.

Verificamos que existem agora quatro fases. A fase
paramagnetica (cujo atrator € o ponto r=1), a fase ferromagneti
ca (cujo atrator € o ponto p=1), a fase antiferromagnética (cujo
atrator € o ponto ¢=1) e a fase vidro de spin (por nés identifi-
cada com a fase frustrada) cujo atrator € o ponto p=g=r=0. Desta

maneira, observamos que a separacao feita entre a auseéncia de 1i



-154 -

Figura 6.3.12 - Diagrama de fases com

diluicdo a temperatura nula. Os pontos
fixos atratores das diversas fases es-
tao assinalados por (e). P indica a fa

se paramagnetica.

gacao (r) e a frustracido {(s) ¢
suficiente para fazer aparecer

uma nova fase a zero graus Kel

vin, que €& a fase vidro de spin.
Novamente o subespago correspon
dente ao plano p+q+r = 1 (s = 0), mostrado na Fig. 6.3.13, nao e
invariante. Se tomarmos um ponto que esteja sobre este plano e
que nao seja um ponto fixo, na iteracdo seguinte o ponto imagem
estara fora do plano (mas dentro do tetraedro limitado pelos qua
tro atratores das fases). E interessante observar que o ponto de

P " transicao de fase F-VS, sem diluicgao,

ver Fig. 6.3.13, tem sido calculado

p i por diversos outros autores(lgg’zgg),
i3 Figura 6.3.13 - Diagrama de fases a tempera-
tura nula para o plano p+q+r = 1. As distan-
Vs cias de cada ponto dentro do planc aos lados
PA, PF e AF sao p, q e T, respectivamente.
P
A 0O% 0.13 ﬁ

por métodos diversos e o0s valores en-
contrados para p. sao da ordem de 0.90 ou um pouco menos,em con-
traste com o nosso valor de p. = 0.93. Este valor ¢ devido, cer-
tamente, & simplicidade da celula que usamos. Esperamos que, Se
aumentarmos o tamanho da célula, o valor de P diminuira. Portan
to, apesar de quantitativamente o GR ter um erro menor que 5%(em

bora nao se saiba o valor exato), o resultado qualitativo, dife-
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renciando o efeito de percolacao (ausencia) do efeito da frustra
¢ao, com o surgimento da fase vidro de spin associada a frustra-

¢do €, a nosso ver, muito interessante.

6.4 - GRUPO DE RENORMALIZAGCAO PARA T # O

A renormalizagao que faremos sera a mostradé na Fig.
6.3.2, onde cada ligacao da celula (mostrada na Fig. 6.3.1) por-

tara uma distribuicao de probabilidade

P(tij) = pG(tij—t) + qé(tij+t) + ré(tij) + Sé(tij). (6.4.1)

Esta célula serd renormalizada em uma unica ligacdo cuja distri-

buicao sera:

PUty) = PrOCtygot) w g8t yet) v TECE; ) ¢ S0 ()

(6.4.2)

Faremos esta renormalizagao em duas etapas: primeiro

sem diluicao e posteriormente com diluigao.

a) Sistema sem Diluicao (r = ' = 0)

As distribuigoes de probabilidade das ligacoes da c€lu
la (da ligacao equivalente) serao as fornecidas pelas egs. (6.4.1)
feq. (6.4.2)] fazendo-se r = 0 (r'=0). Vemos que a cé&lula da Fi-
gura 6.3.1 podera ter; neste caso, 39 = 19683 possibilidades di-
ferentes de arranjo das ligagoes. A cada um destes pode-se asso-

ciar wma funcio RS (t) - Ny ) (@ - 1,2,...,3%) que
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resulta do trago parcial sobre os spins "internos' da célula da
Fig. 6.3.1 para aquele particular arranjo das ligagCes. As fun -
coes N(a)(t) e D(a)(t) sao polinomios em t. Havera, assim, unma
distribuigao de probabilidade para a ligacdo equivalente da celu

la da seguinte forma:

ooy oSk e L 9-k-g 2
peq - {g} pq (1-p-q) S[tlj R (t)) (6.4.3)

onde ) e a soma sobre todas as 3% maneiras possiveis de se co-
locar{gi ligagoes F, AF e ¢ lembrando-se que s = l-p-q. Fica sub
entendido que se o arranjo de ligagbes o tem k ligagdes F e £
ligagoes AF,entao estas serao as poténcias de p e q, respectiva-
mente. E claro que a soma dos expoentes de p, q e s . deve ser
igual ao numero de ligacoes da célula (9). Desta maneira, verifi
camos que, se inicialmente tinhamos uma distribuicio [eq.(6.4.1) ]
com somente 3 deltas de Dirac para cada ligacdo, a distribuicio
equivalente para a célula estudada tem muitas deltas de Dirac
diferentes (o numero de deltas €& menor que 37 porque muitas sao
iguais entre si). Dizer que a distribuicdo de probabilidade da
ligacao equivalente da célula (dada pela eq. (6.4.3)] e igual
a P'(t) [dada pela eq. (6.4.2)], implica em cortar o espaco das
distribuigoes, espaco este que aumenta apds cada aplicacdo do GR.
Como Peq(t) e P'(t) sao diferentes, podemos impor que pelo me -
(64 , 55 )

nos 0s seus primeiros momentos sejam iguais , isto e,

<t..> = <t

L. , (6.4.4)
p (o) 1) prieny

onde P'(t') e dado pela eq. (6.4.2) fazendo r' = 0.
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As egs. (6.4.2) e (6.4.4) nos fornecenm

prtl_q:tr - F (p’q’t) = <t>P (t) (6.4.5)
€q
portanto:
£ o= 5525%# . (6.4.6)

As eqs. (6.3.31), (6.3.32), (6.4.0) nos fornecen um
mapeamento do espage (p,q,t) nele mesmo completando o problema

sem diluicdo. O diagrama de fases esta mostrado na Fig. 6.4.1.

Figura 6.4.1 - Diagrama de fases para

o sistema sem diluicac. Existem qua -
tro fases F, AF, VS e P. A fase V5

s6 existe 4 temperatura nula (t=1).

Q0 plano p+q = 1 (s = 0)esta mos

trado na Fig. 6.4.2. Este plano

€ instavel sob renormalizacao

4t a excecao de seus pontos fixos.

Assim, qualquer ponto sobre o plano se afastara do mesmo apds uma
iteracao (s serda diferente de zero).
Desta maneira, este GR assim construido reforga a opi -

niao, hoje majoritdria, de que so existe vidro de spin no modelo

de Ising bidimensional a temperatura nula (196,201,61)

Os primeiros trabalhos teoricos com interacoes de curto
alcance assumiam distribuicoes de probabilidade com deltas de Di-

rac +J e -J somente, além de trabalharem com a variavel K = J/RBT

(202 - 204)

ao inves da variavel t = tanh K Posteriormente, veri-

ficou-se que a adogcao de uma delta de Dirac na origem(-l_%)-’ﬁl’lgz )
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Figura 6.4.2 - Diagrama de fases no plano p+q=

A
=1 (s=0). A fase VS existe somente a tempera- 1t
tura mula (t=1). 1
era necessaria para se evitar efeitos 2.V P
espurios e era interpretada como repre
sentando a diluigao do sistema, embora
se reconhecesse que a separacao entre 0,03 093 4 $

a frustracdo e a diluicao nao era reali;ada. Assim, este traba-
lho reinterpreta a delta na origem como sendo constituida de dois
efeitos bem diferentes e obtém as fases correspondentes a estes
efeitos. A aplicacdo destes conceitos em trés dimensGes serda in-
teressante; em particular podera confirmar ou nao o resultado

(197)

de Benyoussef e Boccara sobre a ndo-existéncia de VS a tem-

peratura finita para o modelo de Ising tridimensional.

b) Sistema com Diluicao (r # 0)

A distribuicdo de probabilidade de cada 1ligacdo da ce
lula da Fig. 6.3.1 sera a mostrada na eq. (6.4.1). A célula sera
renormalizada em uma ligacdo cuja distribuicdo sera a dada pela
eq. (6.4.2). Agora teremos 49 = 262144 possibilidades de arranjo

destas ligacGes. A cada um destes arranjos havera uma funcao

N(B)(t)

(B)
R (t) = NG

B = 1,2,..., & (6.4.7)

que se obtém quando se faz o traco parcial sobre os spins inter
nos da célula da Fig. 6.3.1 para o arranjo 8 de ligagoes. A dis-

tribuicio equivalente para a célula sera
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P o= ¥ pNt M (lepegqem) TR se . - R )], (6.4.8)

(e o

onde )} indica a soma sobre todas as 4° maneiras possiveis de
{e}

se colocar as ligacoes F, AF, ¢ e D lembrando-se que s = 1-p-g-r.

Se em um particular arranjo de ligacGes B o numero de ligacoes F
¢ k, de AF & ¢, de D & m, entdo estas serdao as poténcias de p,
q e r, respectivamente. Novamente verificamos que a distribui -
¢ao de probabilidade para a ligacado equivalente da celula tem va
rias deltas de Dirac. Assim, supor que a distribuicdo equivalen
te e dada pela eq. (6.4.2) implica em limitar o espaco das dis -
tribuicoes. Vamos impor que os primeiros momentos das distribui -

coes dadas pelas eqs. (6.4.2) e (6.4.8) sejam iguais,isto €,

<t..> = <t

.. 6.4.9
1] P 1] P! ( )

A eg. (06.4.9) e as egs. (6.3.31), (6.3.32) e (6.3.33) nos forne-
cem um mapeamento do espaco (p,q,r,t) nele mesmo completando a
estrutura do GR. Um possivel corte neste espaco estd mostrado na
Fig. 6.4.3. A regiaoonde r > 0.5 pode ser chamada de  regiao

'""nao-percolante’ visto ndao poder existir ali nenhuma  ilha de

Figura 6.4.3 - Corte no espaco de parame-

tros fazendo q = 0. Os circulos cheios re-
presentam os pontos fixos. A fase VS s0

existe na regiao compreendida entre 1 <0.5,

p<0.5et=1. A fase F esta compreendi
da na regiao sombreada e cujo atrator € o
pmtop=1, r=0e¢t =1,
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tamanho infinito. Na regigo compreendida entre r < 0.5 e p < 0.5
existe uma ilha infinita de ligacoes frustradas com duas '"fases"
caracterizadas pela existencia de dois atratores, um no ponto
p=1r=20,t=1 (fase VS) ¢ o outro no pontop =1 =0, t = 0
(fase paramagnetica). O plano p = 0.5 simplesmente separa as re-
gioes onde a ilha infinita €& constituida de ligacoes frustradas
(p < 0.5) ou de ligacoes ferromagnéticas (p > 0.5). Na regiao
onde p > 0.5 existe a fase F (cujo atrator € o ponto p=1, r=0 e
t=1) e a fase paramagnética (cujo atrator ¢ o ponto p=1, r=t=0).
Os diferentes atratores da fase P representam o mesmo estado fi-

sico macroscopico.

6.5 - CoNcLUSAO

Estudamos a fase vidro de spin analisando o modelo de
Ising de spin 1/2, isotropico, com interacbes entre primeiros Vi
zinhos na rede quadrada. Supomos a existencia de interacoes alea
torias e competitivas. Utilizando o GR no espaco real, escolhe -
mos celulas auto-duais (para este modelo) que nos permitem obter
alguns pontos criticos exatos (de percolacdo de ligacBes e de
Ising puro) como casos particulares, qualquer que seja o tamanho
da célula. 0s algoritmos de composicao de ligacdes (interacdes)
em série-paralelo nos permitem distinguir, operaclonalmente, en-
tre o efeito de frustracao e o efeito de diluicao (associado a
conceitos de percolacdao). Isto nos permitirda obter as fases cor-

respondentes a frustracao (vidro de spin) e d@ diluic3o (paramag-



-161-

nética), separacao esta até agora nao realizada teoricamente. Ve
rificamos que a fase vidro de spin s6 existe na rede quadrada a

temperatura nula, surgindo entre a fase antiferromagnetica e a

ferromagnetica assim que a concentracao de interacoes (ligacoes)
ferromagnéticas aumenta, diminuindo consequentemente a concentra
cdo de ligacdes antiferromagneéticas. As fases ferromagnética e
antiferromagnetica existem em temperaturas finitas para valores
adequados das concentracoes. Os resultados numéricos obtidos pe-
1o GR sdc bastante razoaveis devido a simplicidade da  célula
utilizada fornecendo, por exemplo, para a concentracdo criticade
ligacdes ferromagnéticas acima da qual surge a fase ferromagnéti
ca, a temperatura nula, um valor que apresenta um erro menor que
5¢ em relacao as melhores estimativas numéricas existentes.

A aplicacao do método desenvolvido neste trabalho em
celulas maiores do que a utilizada (ver Fig. 6.3.1, cuja celula
corresponde ao tamanho b=2) para tentar melhorar quantitativamen
te os resultados,é possivel [a célula correspondente a b=3 esta

contida no artigo de Oliveira e Tsallis{ggéj],

embora extremamen
te ardua. Outra aplicacdo interessante da separacao feita entre
frustracado e diluicao € em redes tridimensionais. Em particular,

se podera verificar se esta separacdo ¢ (ou nao) suficiente para

originar a fase VS para temperaturas finitas.



CAPITULO VII

CONCLUSOES

No transcorrer deste trabalho utilizamos o grupo de re-
normalizacdao (GR) no espaco real para calcularmos diversas propri
edades relacionadas com sistemas puros ou desordenados. Para o mo
delo de Ising puro, calculamos a tensao superficial longitudinal
associada a redes hipercubicas. Em duas dimensces (d=2) a solucao
exata para a tensao € conhecida e serve como teste para o método.
Verificamos que a tensao obtida pelo GR tende a exata quando o
tamanho da celula (b), utilizada pelo GR, aumenta. Os limites as-
sintoticos da célula para baixas e altas temperaturas nos permi -
tem obter os comportamentos assintoticos anmaliticos da tensio for
necida pelo GR. No limite adequado (b + «) os comportamentos as -
sintoticos do GR reproduzem os exatos, evidenciando a propriedade
do método. Diversos procedimentos de extrapolacao foram desenvol-
vidos fornecendo, para os melhores, erros menores que 3% para to-
do o intervalo de temperatura. A tensao superficial longitudinal
y(d) em redes hipercubicas (d > 2) nao € conhecida, justificando
a aplicagao do meétodo desenvolvido em duas para dimensdes superi-
ores. Obtivemos os comportamentos assintoticos para baixas tempe-
raturas da tensao superficial (de maneira andloga a feita em duas
dimensoes) em funcao da dimensdo. Acreditamos que sejam os compor
tamentos assintoticos éxatos, 0 que podera ser confirmado ,por exem

plo, por futuros trabalhos de séeries de baixas temperaturas.A com
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paracao entre estes comportamentos (onde normalizamos a tempera-
tura pela temperatura critica da dimensao correspondente) nos in

(d) y(d+1J & satisfeita para d > 2. Os re

dica que a relagao vy
sultados numéricos confirmam esta relacao. A tensao em duas di -
mensoes apresenta, assim, um comportamento anomalo se comparada
com dimensoes superiores. Isto se deve as propriedades topoldgi-
cas particulares desta dimensao. A aplicacgao dos procedimentos
de extrapolacdo desenvolvidos em duas dimensGes € feita em trés
e quatro dimensoes, fornecendo-nos propostas numéricas para aten
sao superficial, em todo o intervale de temperatura, que certa -
mente estarao bastante proximos da (desconhecida) solugao exata.

As analogias apresentadas entre o comprimento de corre
lagdo £ e a tensao superficial nos sugerem também o estudo do
comportamento de & com a dimensado. Isto é feito em um modelo mais
abrangente que o de Ising, que € o modelo de Potts. Assim, estu-
damos o comprimentc de correlacgao deste modelo, puro, com q es-
tados; em redes hipercubicas. Em duas dimensdes (onde a solugao
exata soO € conhecida para q=2) obtemos os comportamentos assintd
ticos de alta (T >> TC) e baixa (T << TC) temperaturé em funcao
de q (ﬁg). Estes comportamentos sao também inéditos (com excegdo
de q=2, com o qual concordam), pelo menos em nosso conhecimento.
A variacgao de & com q para uma temperatura fixa (onde normaliza-
mos a temperatura pela temperatura critica do numero de estados
q correspondente) & estudada ¢ mostra que o comprimento de corre
lacao aumenta quando o namero de estados q diminui. Em tres di -
mensdes obtivemos os dois primeiros termos assintoticos de £ em
altas e baixas temperaturas para =2. Em altas temperaturas eles
concordam com o comportamento assintotico existente obtide de sé

ries e em baixas temperaturas eles sdao ineditos. O primeiro ter-
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mo assintotico de £ em baixas temperaturas € obtido para qualquer
dimensao. A sua analise nos leva a concluir que; para um g fixo e
proximo da temperatura nula, o comprimento de correlacao € tanto
maior quanto maior for a dimensao.

Retornando ao modelo de Ising, observamos que, contra -
riamente ao modelo puro, onde as constantes de acoplamento tem 1o
calizacao bem definida na rede, os sistemas desordenados podem ser
simulados, por exemplo, por uma incerteza na localizacao destas
constantes de acoplamento. A distribuicao de probabilidade sobre
a constante de acoplamento (que, matematicamente, exprime a incer
teza sobre esta ) pode admitir interacoes competitivas ou nao
(admitindo ou nao frustracoes). Considerando o problema sem frus-
tracoes, assumimos uma distribuicao de probabilidade para a cons-
tante de acoplamento do modelo de Ising na rede quadrada que admi
te somente dois valores, J1 e J,, positivos. A superficie critica
deste modelo, que nao € conhecida a nao ser em alguns pontos (cor
respondentes a pontos de percolacdo e de Ising puros), € obtida
numericamente pelo GR. Devido a existencia de um limite superior
e inferior para a superficie critica exata, € possivel estimar o
erro da aproximacdo numérica, sendo ele inferior a 10'3 nas vari-
aveis t (= tanh J/k,T) para qualquer ponto da superficie. Os pon-
tos exatos conhecidos estdo contidos na superficie obtida peloGR.
Uma proposta analitica (heuristica) € formulada para esta superfi
cie, tambem englobando todos os pontos exatos e apresentando uma
margem de erro da ordem da anterior.

Para o problema com frustracoes, assumimos uma distri -
buicao de probabilidade para a constante de acoplamento do modelo
de Ising na rede quadrada que admite os valores *J e 0 (zero). De

vido 3 existéncia de interacdes competitivas aleatorias, existe o



-165-

efeito de frustracdo no sistema. Propomos uma reinterpretacao do
valor zero da constante de acoplamento, separando nela os efei-
tos da frustracido do da diluigado (distincao esta ainda nao reali
zada teoricamente, pelo que & de nosso conhecimento). Esta sepa-
ragao; original em nosso modo de ver, permite obter, no diagrama
de fases do modelo; o vidro de spin (fase frustrada). Este esta-
do, como fase de equilibrio termodinamico, sO existe a zero graus
Keifiﬁ; concordando com a opiniao geral existente atualmente pa-
ra modelos bidimensionais. Para o modelo a temperatura nula e
sem diluigéo; o. valor da concentracao de ligacoes ferromagnéti-
cas abaixo da qual desaparece a fase ferromagneética (surgindo a
fase vidro de spin) €& calculado (p. = 0.93), apresentando uma di
ferenca de 5% em relacado as melhores estimativas existentes. Cer
tamente; a consideracao de celulas maiores no GR melhorarao este
valor. Desenvolvemos também um novo método grafico para calcular
mos as probabilidades e transmissividades equivalentes de célu-
las que apresentem ligacoes competitivas (existindo frustragao),
simplificando consideravelmente o calculo das mesmas. Este meto-
do estende o corte-colapso para o caso de interagOes competiti -
vas. A importancia da separacdo teorica entre a frustragao e a
diluicdo pode ser visualizada claramente no GR pelo seguinte ar-
gumento: considerando um subespaco (do espaco dos parametros) on
de a frustracdo é zero, este subespaco ndo € invariante sob  as
transformacoes do GR, implicando que, se inlcilamos com um ponto
sobre este subespaco, o ponto imagem se situara em uma regidoon
de existe frustracdo. Desta maneira a frustracdo €& um parametro

relevante e nao pode ser ignorada, evidenciando a necessidade e

a importancia de uma distingdo clara entre os efeitos de dilui -

cao e frustracao.
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Como extensoes naturais deste trabalho estariam, por
exemplo, a consideracao da parte nao singular e¢ do campo magneti
co na renormalizacao, pertindo-nos estudar o calor especifico, a
magnetizacao espontanea, a susceptibilidade, etc. Poderiamos ob-
ter os comportamentos assintoticos destas fungoes termodinamicas
em alta e baixa temperatura para o modelo de Potts em redes hi -
percubicas (ou outras), geralmente naoc conhecidas. A analise
destes comportamentos nos forneceria informacoes sobre a influég
cia da dimensao sobre elas. Em sistemas desordenados sem frustra
cdo, a fronteira critica de sistemas tridimensionais tipo Ising
poderia ser obtida e estudada a sua classe de universalidade. Em
sistemas desordenados com frustracoes, seria interessante estu -
dar o impacto do efeito causado pela separacao teodorica entre frus
tracao e diluicao (desenvolvida neste trabalho) para problemas
tridimensionais, onde existe maior polemica do que em duas dimen
soes sobre a existencia ou nao da fase vidro de spin. Finalmen -
te, calculos semelhantes poderao ser feitos para outros tipos de
Hamiltonianos como XY e Heisenberg (classicos ou quanticos) por

exemplo.



APENDICE A

METODO CORTE-COLAPSO

A transmissividade do modelo de Potts € dada pela equa

qu./kBT
(i) 1-e¢ 1
ty = QI /KT ) (A.1)
1 + (g-1) e
que se reduz a transmissividade de Ising,
- e—ZJi/kBT
t; = 2T /KT , (A.2)
1 +e¢ 1

se q = 2. 0 arranjo de duas ligacOes em série, cada uma delas
com uma transmissividade téi) 1 =1,2 (ver Fig. A.la) apres -
senta, como transmissividade equivalente total tés), obtida apods
se fazer o traco parcial sobre o0os g estados do spin central

(83), a expressao

t(ﬁ) = t(l) . t(z) . (A.3)
q q q

A transmissividade equivalente para duas ligacdes em paralelo

r - -
(t&p)) (ver Fig. A.1b) e dada pela expressao

D D D
- (p)J 3 [ (1)] ,[ (2)] _
[tq =t g (A.4)
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Figura A.1 - Grafos de dois terminais. Os circulos cheios (vazios) represen -
tam os sitios internos (externos) do grafo.

onde
1 -t
D _ q
fq TV @D t (h-5)
q
¢ a variavel dual da transmlss1V1c1acle(114 39), a qual mapeia a Te

giao de alta em baixa temperatura do modelo de Potts bidimensio-

ﬂ64]14) calcula a transmissividade

nal. O método corte-colapso—"
equivalente [que chamamos de G({téi)})] de qualquer grafo com
dois terminais, sejam eles redutiveis ou ndo a arranjos em série
-paralelo. Vamos supor, no caso geral, um grafo de dois termi -
nais com transmissividades téi). Entao G({téi)}) = N({téi)}) /
/D({téi)}), onde o numerador N e o denominador D sao, ambos, fun
goes multilineares dos {téi)}. Escolhemos a j'ésima 1ligacao do
conjunto {téi)} e a "cortamos" (''colapsamos'), isto €, assumimos
téj) = 0 (téj) = 1). Temos entao novas transmissividades equiva-

lentes, G}O) (G§1)), que sao dadas por

(0) ;. (1), (0) (1)4, (0) (1),
Gj ({tq ) Nj ({tq } )/Dj ({tq P (A.6)

(1) (1), (1) (1), (1) (1),
[Gj ({tq Y Nj ({tq } )/Dj ({tq F (A.7)

onde o conjunto'{télj}' exclue téj). A multilinearidade de N e
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D implica que

(1) 1.+ 03D (0) (1), (G ) (1),
N({tq o= 0Qa tq ) Nj ({tq Py o+ tq Nj ({tq 1Yy (AL8)
e

(1) _ oy (1) (0) (1), (1) (1) (1),
D({tCl o= Q tq ) Dj ({tq P o+ tq Dj ({tq Pty . (AL9)

A utilizagao exaustiva das eqs. (A.8) e (A.9) constitue o que e
chamado método corte-colapso. Se a ligacao a ser cortada (colap-
sada) apresenta, ela propria, denominador diferente de 1, entao
as equacoes acima se alteram, fornecendo, por exemplo para 0

numerador [onde assumimos que téj) = N(J)/D(J)], a expressao:

N({téi)}) _ (D(j)_N(j)) N§0) ({téi)}.) N N(j)h§1)({téi)}'),GL10)
havendo uma expressao similar para o denominador. Obviamente, se
q = 2 os resultados obtidos se referem ao modelo de Ising.0s tra
¢os parciais sobre os sitios internos dos grafos sao realizados
automaticamente. Como exemplo vamos calcular a transmissividade
equivalente do grafo mostrado na Fig. A.lc. Os grafos colapsado
e cortado estao mostrados nas Figs. A.ld e A.le, respectivamen -

te, onde temos atuado sobre a ligagao central da Fig. A.lc. Obte

mos
(0) 2 4
Ny 2ttt s (ge2) t
G(O)(tq) -~ a _° °q 4q (A.11)
D (e ) L+ (a-1) tg
e
(1) 2 3 .2 4
N e ) Attt 1 40g-2) t0 s (q-2)° t
G(l)(tq).= . . __9 d 4 9 (A.12)

&9 _
DTt 14 2qeD) té v (q-1)° té
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Portanto,

2 3 4 5
2t 2t 5{g-2 -2 -3t
+ q* {(q )tq + (g-2)(gq-3) q

G(t. )} = —4d , (A.13)
L 2(g=1)t> + (g-1)th + (q-1) (q-2)t>
q q q

que ¢ igual ao resultado de R, {tq;q) mostrado na eq. (4.3.3).
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