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RESUMO

Neste trabalho encontra-se uma re]acﬁo simples entre
o loop de Wilson Classico e o desvio angular no deslocamento pa
ralelo. Exibe-se um exemplo de potenciais que dio_cSpias de .cam
pos e que fornecem o mesmo loop de Wilson Classico para uma tra
jetoria particular. Discute-se, em seguida, o comportamento as-
sintotico do Toop de WiTson para o instanton BPST e 0 meron.
Usando-se a tecnica de regularizacao dimensional para calcular
o termo de 2@ ordem do loop de Wilson Quantico, investiga-se a
influencia de fatores geometricos para o residuo no polo devido
a pontos de contato, cuspides e intersecoes, em fung¢ao da dimen
sao v do espaco;tempo. Finalmente, calcula-se a renormalizacao
da carga na Eletrodinamica Quantica fazendo uso do Toop de Wil-

son Quantico.
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INTRODUCAO

As interacoes fundamentais da natureza sao divididas
em quatro categorias, a saber: gravitacional, eletromagnética,
fraca e forte (ou nuclear), sendo as duas primeiras de longo al
cance e as duas ultimas de curto alcance.

- - -~ - (1) *

Atualmente, existem fortes evidencias ~ de que’ es-
tzs interacoes fundamentais da natureza sejam descritas pelas

(z,3)

ckamadas Teorias de Cauge Esta universalidade do princi-

pio de gauge; ou meihor; esta estrutura comum (ecstrutura de
gauge) das interacoes fundamentals representa um passo signifi-
cativo no sentido de se formular uma unica teoria que incorpore
tcdas estas interagﬁes; ou seja, de unifica-las, bem como no
scntido de geometri;é—las, pois, as estruturas de gauge sao es-
sencialmente geométricas.

As teorias de gauge foram originalmente desenvolvi-
das por Weyl(i); em 1919, como uma extensao da Teoria Geral da
Relatividade com o objetivo de unificar a gravitacao e o ele -
tromagnetismo; no que nao foi bem sucedido. Posteriormente,
Weyl(é) deu uma descricao do eletromagnetismo comc uma teoria de
gauge numa forma que se aproxima da atual teoria de gauge com
grupo de simetria interna U(1)".

O principio de invariancia de gauge local para as in

teracodes entre cargas elétricas foi generalizado para o caso

*o Eletromagnetismo é descrito pela simetria de gauge local que & designada
por U(l), termo que vem da Teoria de Grupos. O grupo U(l) - e comutativo
(ou abeliano), dai o Eletromagnetismo ser dito uma teoria de  gauge
abeliana.



nao-abeliano por Yang e Mills(g), em 1954. Neste caso o grupo
- * - -
de simetria interna e o SU(2) . Posteriormente, em 1956, fo1i

(7)

construida por Utiyama uma teoria de gauge para um grupo
de simetria interna (de Lie) arbitrario.

As teorias de gauge nao-abelianas (tipo Yang-Mills)
foram colocadas um pouco de lado até que foram feitos dois

grandes avancos no final dos anos 60. O primeirc fol o desen -

volvimento de uma técnica para quantizar tais teorias feito de

modo simultaneo por Fadeev e Popov(ﬁ) e De Witt(g). 0 segundo
foi a prova formal feita por 't Hooft(lg) Lee e Zinn -
~Ju5tin(1l) de que as teorias de gauge nao-abelianas sao renor

mali;éveis. Com isto as teorias de gauge nao-abelianas adquiri

ram, do ponto de vista tedrico, o status da bem sucedida Ele -
. . x *

trodinamica Quantica (EDQ) , aumentando a crenca de que estas

teorias sdo candidatas em potencial a descreverem as outras in

teracoes fundamentais da natureza, e com isto, naturalmente |,

despertando um maior interesse.

Além do sucesso da Eletrodinimica Quintica, que ¢
um caso particular de teorila de gauge, existem outros fatos que
nos levam a crer que a teoria dos campos de gauge tem a grande
chance de se tornar a teoria das particulas elementares, quais
sejam: 1) o extraordinario sucesso do primeiro modelo realisti

co que unifica as interacoes fracas e eletromagnéticas(lz’lé),

X - . . - P
0 grupo sSU(2) que e 1isomorfo ao 50(3) -~ rotacoes no espaco ordinario -
possui tres geradores que nac comutam entre si, dal a teoria dos campos

Yang-Mills ser dita nao-abeliana,

% _— - . . - . - . -
As previsoes teoricas da Eletrodinamica Quantica estao em absoluto acor-

do com a experiencia, A grande precisao desta teoria de gauge abeliana
renormalizavel aumenta a crenca nas teorias de gauge nao-abelianas renor
malizaveis.



*
atualmente conhecido como modelo de Weilnberg-Salam (14) ;

* &
2) As previsoes da Cromodinamica Quantica (CDQ) (15)

larmente a liberdade assintética(lé’lz’—l—§ ¢ lg), e provavelmen

***(231)

, particu

te, conflnamento

Um fato bem estabelecido € que a CDQ descreve a dina
mica das interacdes fortes para pequenas distancias. A proprie
dade de liberdagé assintotica ¢ a responsavel pelo sucesso da
teoria para pequenas distancias, onde se pbde fazer teoria de

(El). Existe uma descricio satisfatoria das

perturbacao usual
interacoes fortes baseada nas CDQ para propriedades como, por
exemplo, confinamento, que & um fendmeno tipico de grandes dis
tancias ? Nao, € a resposta.

Recentemente 't Hooft(zg) e Mandelstam(-:ﬁj evidenci
aram a importancia das variaveis dependentes da trajetoria
(gauge-invariant path-ordered phase factors) no estudo das pro
priedades a grandes distancias das teorias de gauge nao-abelia
nas.

A formulacao das teorias de gauge nao-abelianas e

da CDQ, em particular, em termos de variaveis que dependem da

trajetdria e invariantes de gauge ——’-=*Z-’=- =2 tem

* . . . . .
"Estamos nos referindo ac modelo de Weinberg~Salam propriamente dito, 1s
to é, o modelo que tem como base o grupo de gauge SU(2) x U(1). Existe
um bom nimero de modelos analogos ao de Weinberg-Salam, diferindo do

mesmo pela escolha do grupo de gauge ocu dos multipletos envolvidos.

Kk ) - . . - . .
Teoria de gauge nao-abelilana renormalizavel que pretende explicar as in

teracoes fortes. Seus constituintes fundamentais sio os campos fermioni
cos de spin 1/2 chamados quarks e os campos barionicos nao-abelianos de
spin 1 chamados gluons. Estes sido os mediadores das interacoes. A Cromo
dindmica Quantica tem simetria de gauge local SU(3) e simetria global
SU(N), N= 2,3,... .

xkk . ] - . . .o .
Nao existe uma dedugao analitica ou argumento fislco convincente mos -

trande que o confinamento dos quarks e gluons realmente ocorre na Cromo
dinamica Quantica (CDQ).



sido objeto de grande interesse. Esta formulagao ¢ adequada pa
ra se entender o comportamento de tais teorias para grandes dis
tancias, pois, as varidveis envolvidas sao nao-locais. Uma va-

riavel natural neste caso ¢ o chamado Loop de Wilson(él)

que
por ser nao-local se presta ao estudo de propriedades como,por
exemplo, o confinamento, e sendo invariante por transformacgoes
de gauge se constitui numa variavel fisica. E o Loop de Wilson,
que definiremos mais adiante (Cap. 1) o objetivo de nosso estu
do tanto a nivel classico quanto ao nivel quantico.

A abordagem analitica mals interessante, no momento,
para se estudar a dinamica das teorias de gauge ndo-abelianas
& baseada na idéia de se escrever uma equac¢ao para o} valor
esperado no vidcuo do loop de Wilson. Obtém-se, assim, para SU(N),

(32) que, diga-se

no limite N - =, a equacao de Makeenko-Migdal
de passagem, € bastante dificil de resolver.

A organizacao deste trabalho € a seguinte:

No Capitulo 1 fazemos uma breve revisao das teorias
de gauge bem como algumas consideragbes sobre o loop de Wilson.

Cdlculos envolvendo o loop de Wilson classico podem
ser Uteis para se entender melhor a fisica envolvida, assim co
mo para dar uma interpretacao fisica adequada a esta variavel.
Foi com este objetivo que calculamos o loop de Wilson classico
na representacdo vetorial do grupo das rotagles para o potenci
al tipo instanton(éé), no Capitulo 2. Encontramos, neste capi-
tulo, uma relagao entre o loop de Wilson e os desvios angula -
res de vetores transportados ao longo de contornos fechados

(circulos).

Em teorias de gauge abelilanas, o tensor intensidade



de campo determina localmente o potencial, a menos de uma trans
formacao de gauge arbitraria. O mesmo naoc & verdade nas teorias
nao-abelianas, como demonstraram, exibindo um exemplo, Wu e

(éi). Dois ou mals potenciais que nao sao equivalentes de

Yang
gauge podem dar o mesmo tensor intensidade de campo, isto ¢ cha
mado copias de campo. No Capitulo 3 calculamos os loops de Wil-
son para potenciais que sao cOpias e verificamos a relac3o en-

tre eles.

No Capitulo 4 estudamos o comportamento assintotico

do loop de Wilson correspondente as solugoes BPST(éé) e 0 mé-
ron(éé), das equagoes de Yang-Mills, pois, tal comportamento po

de servir de teste para detectar a presenca de determinado tipo
de particulas.

No Capitulo 5 fazemos ¢ calculo do termc de segunda
ordem da série perturbativa do loop de Wilson com o uso da regu
larizacao dimensao. Para contornos nao-suaves (com angulosida -
de) e para contornos que se interceptam, investigamos a influen
cia de angulos e outros fatores geométricos no residuo da singu
laridade em fun¢ao da dimensao v do espago-tempo.

Existem procedimentos trabalhosos para se calcular a
renormalizacao da carga na Eletrodinamica Quantica. No Capitulo
6, calculamos a renormalizacao da carga na EDQ, cm ordem mais
baixa, usando o loop de Wilson.

Finalmente, no Apendice A obtemos a expressac (5.2.33)
com o uso de (5.2.12) e (5.2.13) e no Apendice B fazemos uma re
visao do método de regularizacao dimensional.

Neste trabalho existem dois termos chaves usados em

suas denominagoes originais, que sao: loop (alcga) e gauge (ca
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1ibre). Além destes existem outros de menor importﬁncia dentro
do contexto deste trabalho e que sdao usados também em suas de-

nominacoes originais.



CAPITULO 1

TEORIAS DE GAUGE E 0 LOOP DE WILSON

Fisicamente, a busca de invariancias ou simetrias &
justificavel pelo fato de a toda simetria continua da lagrange

J(37)

ana corresponder uma“lei de conservacao {(Teorema de Noether .

Com a descoberta de que a partir da invariancia por
transformacgoes gerais de coordenadas* pode-se construir a Rela
tividade Geral; de que a simetria de gauge abeliana local nos
fornece o eletromagnetismo, e a nao-abeliana os campos nao-abe

* %

lianos ; ou seja, de que a partir de principios de simetria
podemos construir teorias de campo, a invariancia (ou simetriad
de gauge, que € uma simetria dinamica, fol reconhecida como sen
do um principio fisico que governa as interacoes fundamentais
da natureza.

Quais foram os fatos fundamentais que -motivaram a
construcgao das teorias de gauge nao-abelianas ?

Dois importantes fatos foram motivos do desenvolvi -

mento das teorias de gauge nao-abelianas. O primeiro, foi a

descoberta de que a forca entre os nucleons possui curto ai

*Na realidade, deve-se acrescentar o principio de equivalencia.

** - - - - - -
Alem destas simetrias, temos a supersimetria que nos fornece uma teorila
onde fermions e bosons sao simetricos e a simetrilia de supergravidade que
nos formece a teoria de supergravidade.



* -~ . . .
cance ; o segundo, a independéncia da intensidade da forca nu-

clear com as cargas dos nucleons, € que levou a formulacao da
simetria de spin isotdpico, constituindo-se na motivacao prin-
cipal para a construcdo da primeira teoria de gauge (teoria de
Yang-Mills), ¢ um ponto chave no desenvolvimento da moderna te
oria de gauge (nao-abeliana).

As teorias de gauge nao-abelianas sao formuladas de
modo direto usando-se os potenciais de gauge. Nesta formula -
cdo tem-se como desvantagem o fato de os potencials se trans -
formarem de maneira inhomogénea, ou seja, de dependerem da es-
colha de gauge, e assim sendo, nao serem variaveis fisicas ,
bem como o fato de eles serem objetos locais. Diante destes fa
tos, os potencials ndo servenm para descrever as teorias de gau
ge nao-abellanas, dévendo serem vistos tao somente como quanti
dades auxiliares.

Qual a variavel nao-local, invariante por transforma
cdes de gauge, e portanto, fisica, apropriada para descrever
as teorias de gauge nao-abelianas ? Uma variavel natural e im
portante tem sido o chamado loop de Wilson, que parece bastan-
te adequada (o seu valor esperado no vacuo) para procurar a es
trutura nao-perturbativa das teorias de gauge, bem como na abor
‘dagem do problema da quantizagao. Vale a pena salientar que o
loop de Wilson tem servido como um importante critério de con-

finamento(él) nas teorias de gauge nao-abelianas puras (1.e

“0 campo de gauge que é adicionado a teoria sob a exigencia de que a inva-
riancia da lagrangeana seja mantida quando uma simetria global e converti
da em local, nao tem massa, o que implica num alcance infinito da intera-
cdo. Como a forga entre os nucleons e de curto alcance, o campo de gauge
mediador das interacbes deve ter massa. Como resolver este problema ?
Usando-se o mecanismo de Higgs-Kibble(38,39) consegue-se gerar particu -
las com massa — como campos de gauge — superando, entao, esta dificuldade.



sem quarks nem antiquarks).

Algum progresso tem sido obtido na reformulacao da di
namicag == omr S r e ns das teorias de gauge nao-abelianas
em termos do loop de Wilson.

0 conhecimento do loop de Wilson* como um funcional
sobre todos os contornos fechados implica no conhecimento, en
principio, de todas as funcbes de Green da teoria para uma de -
terminada lagrangeana. Este é o ponto de partida dos trabalhos

de Migdal et a1.(32) ¢ Polyakov(gé’il).

1.1 - Eletromagnetismo como Uma Teoria de Gauge(g’é)

Para introduzir o conceito de invariancia de gauge lo
cal vamos tomar o exemplo do Eletromagnetismo tal como & descri
to pela Eletrodinamica Quantica (EDQ), escolha que se justifica
pelo fato desta tecoria servir de modelo para as demais teorias
de gauge. Consideremos, entao a densidade lagrangeana** corres-

pondente a uma particula de Dirac carregada, neste caso, um elé

tron, descrito pelo campo fermidnico Y(x), que é (h = ¢ = 1)

Ly = wx)(_iy“au + m)Y(x) (1.1.1)

onde ¥ (x) € um espinor complexo de Dirac de quatro componentes;
as yu‘s sao as matrizes de Dirac e au = a/ax“, sendo u = 0,1 ,

2,3 um indice de Lorentz; Y = ¢+YO, com a adaga indicando o

& -
Valor esperado no vacuo.

%k ) )
Iremos usar simplesmente lagrangeana em lugar de densidade lagrangeana.
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hermitiano conjugado.

A lagrangeana Ly € invariante pelas transformagdes de

*
fase secguintes

y{x) — ¢'(x) eiuw(XJ
(1.1.2)

TX) > P (x) = %)

* *

com & um parametro constante . A razdao da invariancia de LO
por (1.1.2) provém do fato de que, neste caso, a derivada de

y(x) se transforma "da mesma maneira que Y(x), ou seja ,
B0 > e b
R k%

0 significado fisico da invariancia de I, por
(1.1.2) e que a fase do campo y(x) nao €& um observavel, e por -
tanto, pode ser escolhida arbitrariamente.

O fato de se escolher o = cte implica numa correla -
cao entre diferentes pontos do espago-tempo, 1inclusive para
pontos que estdo fora do cone de luz respectivo o que ndo é fi-
sicamente desejavel. £ mais desejavel que a teoria seja invari-
ante com o = u(x)**** (fungao do ponto), eliminando-se com is -
to, a critica anterior.

Vejamos, entao,que consequencias trazem as scguintes

transformacoes

* . ~ 1o . .-
0 conjunto das transformacces de fase e forma o grupo abeliano unita-

rio de uma dimensao U{1).

g
b

% ) - - -
Neste caso dizemos que a transformacgao de gauge e global ou de 1% espe
cie,

B . . Y- . Al

Associada a esta invariancia temos uma corrente conservada j(x) =

= PGOYMY(). 0 fato de 3, jH(x) = 0, implica na conservagdo da carga.
Portanto, uma transformacaoc de gauge global U(l) & inteiramente equiva-
lente a conservacao da carga elétrica.

e
=

k% - - . - .
A transformacao de gauge, agora, e dita local ou de 22 especie.
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Yix) — Y (x)

eia(x)¢(X)

{(1.1.3)
Eia(x)

Px) — 9" (x) P (x)

i

Com a transformacao de simetria (1.1.3) encontramos
um problema que consiste no fato de agora Buw(x] nao se trans -
formar da mesma maneira que Y(x), mas assim

k]

& t _ oSralx) v i ia(x)
au¢(x] auw (x) = e au¢(x) ie w(x]aua(x] (1.1.4)

o que resulta na n3o.invariancia de Ly por (1.1.3), devido ao
surgimento do gradiente de afx). Agora, L, se€ transforma da

seguinte maneira
Ly > L) = Ly + EY“xp[aua(x)] : (1.1.5)

Que procedimento adotar para restaurar a invariancia
da lagrangeana ? Existe um procedimento* para construir a nova
lagrangeana invariante que consiste em agregar a LO um termo
que corresponde a interacao de Y(x) com um campo vetorial sem

* %

massa , chamado campo "compensador' — campo de gauge — que e

dado por

u
Ly = - e Ty A, (1.1.6)

onde e € a constante de acoplamento'da teoria (carga elétrica).

#Em geometria diferencial existe um procedimento padrao para se restaurar
a invariancia da lagrangeana, e que consiste na introducao de uma nova de
rivada chamada derivada covariante. Aqui, podemos proceder assim definin-
do uma derivada covariante de gauge.

**%0 campo de gauge Au é introduzido de modo natural.



-12-

*
0 campo de gauge Au se transforma assim

. 1
T L NCICO I (1.1.7)

Sob a transformacdo (1.1.7), o termo de interacgao se
transforma em,
. - H
L, » L; =L - Py w{aya(x)] (1.1.8)

* % -
A nova lagrangeana L invariante de gauge € a so-

ma de Ly e Lj. Entao L e dada por

L= P00 (iyYaamylx) - e Ty AL . (1.1.9)

Podemos escrever L na seguinte forma:

L= $l-iy" (au_ieAp)+m]wzzm(_iy“Du+m)w (1.1.10)
onde definimos a derivada covariante de gauge por DU = ap—ieAH
Fntao, comparando Ly el , podemos afirmar que para se constru
ir L a partir da lagrangeana do campo livre Lys ¢ bastan-
te redefinir a derivada Buw de modo que auw + Duwz(ap-ieAu)w.

Para completar é lagrangeana (1.1.10) devemos adicio
nar o termo correspondente a lagrangeana do campo de gauge 11~

vre (campo cletromagnético, no caso) que deve ser independente

* - - NP - .
Esta transformacido € conhecida da Eletrodinamica Classica. Ela represen-—
ta a liberdade que temos de escolher A, sem afetar as quantidades fisi -
cas tais como os campos elétrico e magnético.

L
w

% - . .
A lagrangeana L dada por (1.1.9) e invariapté pelo conjunto de transfor-
macoes seguinte: P » elQ(x)y , P > 710 XY e Au > AU+ % Bua(x).
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de ¢ , invariante de Lorentz e invariante de gauge. Este termo

¢ dado por

_ 1 uv
LA = -7 Puv(x)F (x) (1.1.11)
com Puv = auAv - avAu.
Da definicao da derivada covariante DU = au-ieAU ,tem
~-s5e que )

[Du’Dv] = —1e(3uAv—3vAu) = —leFuv (1.1.12)

onde o tensor intensidade do campo eletromagnético aparece fa-
zendo o papel de um ''tensor de curvatura'.

* -
A lagrangeana completa da teoria e portanto,

1

L. = w(-iY“Du £ My - 7

UV
c Fqu, . (1.1.13)

Notemos que em (1.1.13) nao aparece um termo propor-
cional a AUA“, pois, este termo nao € invariante por (1.1.7).
Em outras palavras, a invariancia de gauge forca o foton a ter
massa nula.

Vimos ao longo desta secao como construir a lagrange
ana da EDQ parfindo de uma lagrangeana L, que ndao contém o
campo eletromagnético. Para isto, impusemos simplesmente que a
nova lagrangeana construida a partir de L, (que €& invariante
por transformacgao de fase global) fosse invariante por trans -
formacao de fase local. Seguimos, para tanto, um caminho que

formalmente € equivalente ao seguinte principioc, chamado prin-

% - .. -
A equacao (1.1.13) nada mais e do que a familiar lagrangeana da EDQ.
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cipio de gauge: trocar em L, todas as derivadas Bu por Du =
= au—ieAu (derivada covariante de gauge) e adicionar o tefmo
_.% Fquuv correspondente ao campo de gauge livre, pols,para que
o mesmo tenha significado fisico deve existir independentemen-
te da matéria.

Em resumo, podemos afirmar que partindo da exigencia
de invariancia de gauge local de uma lagrangeana nao-cletromag
netica, € possivel deduzir a lagrangeana da EDQ, eq. (1.1.13),

a qual nos fornece imediatamente as equacgoes de Maxwell bem

como toda a estrutura. do eletromagnetismo.

1.2 - Teoria de Yang-Mills

A observacao de que a intensidade da interacao forte

(42) foi formulada

da materia independe das cargas dos nucleons
como um nove principio de simetria através da introducgado do
spin isotdpico. Em outras palavras, esta independencia esta as
sociada a invariancia da intensidade da interacao forte porro
tacoes no espaco abstrato de spin isotdpico. Portanto, proton
e neutron tornam-se meramente estados alternativos de uma Uni-
ca particula, o nucleon, e transig6es* entre os estados poden
ser feitas (ou imaginadas) ajustando a orientacao de um indica
dor neste espaco de spin isotopico (espacgo interno).

Em 1954, Yang-Mills(é) propuseram estender a invari-

ancia de gauge local para alem dos limites do eletromagnetis -

mo. Mails exatamente, eles propuseram que a forga interacao for

% ~ . s - . -
As transformagoes no espac¢o de spin isotopico formam o grupe SU(2), que e
nao-abeliano. Sua algebra e a do momento angular.
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te pode ser descrita por uma teoria de campo analoga a Eletro-
dindmica. Para tanto eles postularam que o grupo de gauge lo -
cal era o grupo de spin isotopico SU(2).

Queremos salientar que a teoria de Yang-Mills falhou
na sua proposta original de estabelecer uma teoria das intera-
¢coes fortes, porém ela estabeleceu os fundamentos da moderna
teoria de gauge nao-abeliana.

Nesta secgdao desenvolvemos brevemente a teoria de gau
ge para a interagao entre isospins (grupo de simetria local-
-SU(2)-nao-abeliano) devida a Yang-Mills.

0 nosso sistema & constituido por um proton e um neu-
tron. Estas particulas sao diferentes estados do nucleon.A uni
ca diferenca entre os dois estados é a 'carga 1isotopica™ ( ou
carga de spin isotépico), com o campo eletromagnético "desliga
do'". Denotando por wp e v, os espinores associados ao proton
e neutron, respectivamente, pode-se escrever o esplnor associé

, * P
do com o nucleon sob a forma v o= [ p] .

lj}n

A lagrangeana para os nucleons livres €: -

Ly = m(_iﬂlau + m)y (1.2.1)

L, tem jnvariancia global por transformacOes isotopil

% &

cas do tipo

N .- . - . -
0 espaco tridimensional abstrato sobre o qual ¢ e um espinor, e o espago
de spin isotopico agsociado com os nucleons.

- >

k% i0.0 io%o - . s
Podemos escrever e na forma e k onde k =1,2,3 e um indice no

espaco de spin isotdpico; af sido par@metros reais e Op sao os gerado-
res do grupo SU(2) (a menos de constante), e que satisfazem a seguinte

relacao de comutagao: [Oi,Oj] = ZlEijka'
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. >
N elu.cw

* (1.2.2)
v +$é1u o

onde 0 = (01,02,03) sao as matrizes de Pauli usuais e o =

= (ay,0,,02) € um parametro constante arbitrario.
A invariancia de Ly por tais transformacoes implica
na existencia de trés correntes conservadas ji (k = 1,2,3) que

sdao chamadas correntes isotdopicas e sao dadas por:

i @Yugkw : (1.2.3)

Analogamente ao que foi feito na secao anterior pode
mos verificar quais as conscquencias de se transformar a inva-
riancia global por SU(2) da teoria de campos livres numa inva-
riancia local SU(2Z). Vejamos, entdao, que consequéncias trazem

as seguintes transformacoes:

L -+
Voo o= elu(x).ow
N N . (1.2.4)
E N ﬁ‘ _ aéid(X)-U
Sob (1.2.4), auw se transforma da seguinte maneira,
. ) > ‘ _+( ) -+
RN [ap(ela(x O3y 4 et (X)-0y (1.2.5)

u

o que resulta na nao invariancia de LO por (1.2.4) devido ao

termo {8 (elu(x) 0)]w Agora, Ly se transforma em

Dy » Ly = Ly - ipeit () °[y“au(ei“(X)'G)1w (1.2.6)

Em analogia com a secao 1.1 adicionaremos a L, um
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termo que corresponde a interacdao de ¢(x) com um campo vetori-
al sem massa (campo de gauge) a fim de construir uma lagrangea-

na invariante por (1.2.4). O termo de interacdo &€ dado por

i

L. = —g_lﬂYu-Bu.-glp

- M
i - gy B Y

- .. * > ->
onde g € a constante de acoplamento e definimos Bu = bu.o =

com gu(bﬁ, k = 1,2,3) o campo "compensador' ( campo de

k
= buok
Yang-Mi11s).

k = .
Agora, os bu's ou Bu's niao se transformam de maneira

simples como em (1.1.7). A lei de transformagao para %J(ou bﬁ )

& obtida impondo-se a invariancia da nova lagrangeana Lg+Ly sob

as transformacoes (1.2.4), ou seja,

5

iG.0, ia.d 0.0 ia.o
1] T _ _ R Ty . - _ ——=1 s ; 1 . _
Lo+ = by - 108 NMENC )1y-g (P& 'WBUe ¥) = Do+l
(1.2.7)
Aeq. (1.2.7) implica que
.3 id.o 14.0 iG.0
L, = -iget™ [Y“au(e @-0yyy_gpyett: y“B;e1“° b1 (1.2.8)
o que apos um pouco de algebra nos fornece,
S L . L .1—> > _
B! = em'GBuém'o + —é ém“'oau(e G0y (1.2.9)

-

Para construlr a lagrangeana completa invariante de

gauge local por SU(Z) devemos acrescentar a Ly+L, O seguinte

) - .
Ep alguns casos usaremos a notacao matricial BU’ e outros usaremos a nota-

~ . . - . k
cac com os indices do espaco lsoctopico bu
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*
termo, que corresponde ao campo de Yang-Mills livre

_ 1 Lv
L, = - 7 TervF‘ (1.2.10)

onde o trago (Tr) € tomado no cspaco de isospin (interno) e
FUV ¢ definido como na Eletrodinamica (ver eq.(1.1.12)) da se-

guinte maneira

(D,,D,] = -igF (1.2.11)

o que da para va a expressao,

Fo, = 0,B, - 8,8 -ig[B ,B

Ly n:N 1. (1.2.12)

v

Observemos que agora aparece o comutador {Bu’Bv] em
FUV (comparar com o caso da Eletrodinamica) e que € resultado
do fato do grupo de simetria (SU(2)) ser nao-abeliano.

A lagrangecana completa da teoria de Yang-Mills, inva
riante de gauge local por SU(2) &
UV

_ —¢ i H — U 1 -
L. = ¢(-iy Bp+m)¢ - gy Bpw 1 Tr F. _ F

c e . (1.2.13)

Em L. nao aparece o termo de massa do campo BU' A
invariancia de gauge forca BU a ter massa nula. Mas existe um

mecanismo(ég’ég)

para gerar massa para Bu, superando esta difi
culdade da teoria.

Podemos escrever L. na forma seguinte

* -~ - . = . . .
Esta expressao e compativel com a exigencia de que L deve ser 1invarian
te de Lorentz e invariante de gauge, alem de nao podeT conter o campo ¥ .
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- Tl-ivM (o, i 1 W
L. = y[-iy (Bp—lgBu)ﬂn]lJJ -7 Ir FwF =

_ Tr o M 1 uv

= w(-iy" D +m)y - 7 Tr F F (1.2.14)

onde D]J au—igBu = Bu—iggu.g. Com esta definicao de Du, ve -
mos que o caminho seguido ¢ formalmente equivalente ao chamado
principio de gauge (ver final da segao 1.1), onde agora, fize-
mos a substituigao de au por au—iggu.g.

Assim, partindo de uma teoria de campos livres, ao
impormos a invariancia de gauge local, somos levados a teoria
com interagao que néa.é colocada arbitrariamente na teoria,mas
surge naturalmente como consequéncia da imposicao desta invari
ancia.

Seguindo estritamente os procedimentos adotados nes-
ta segdo € possivel construir uma tcoria de gauge para um gru
) () 6

po interno qualquer (grupo de Lie , cujos elementos sao

. a
escritos na forma(ié) V(ia) = et® Ta, sendo aa parﬁmetros reails
e Ta os geradores de G e que satisfazem a relacao [Ta’Tb] =
- f T , onde f ©  sdo as constantes de estrutura do grupo.
ab “c ab
Para construir a teoria geral, bem como as particula
res (casos em que G = U(l) e G = SU(2)) precisamos de tres

_ N )
quantidades fundamentais que sao: o potencial AM(X) , que e

um campo vetorial com valores na algebra de Lie de G.

’

a
AP(X) = Au (x) Ta (1.2.15}

R
. Jd

® . - - - - . -
A lei de transformacgao para AU e analoga a eq. (1.2.9) com e substitul

da por uma V{(a) arbitraria,
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a - . .. . .. %
onde AU (x) e um conjunto de campos vetoriais ordinarios e
T,, como ja dissemos, sao os geradores de G; a derivada DU e o

tensor intensidade de campo Fu que sao construidos a partir

\)J
de AU' Com estes elementos, que sao determinados a partir da
imposicao de que uma determinada lagrangeana da teoria livre
e que € invariante com respeito a simetria global de um grupo

de Lie qualquer, torne-se invariante com respeito a simetria
Al

local deste grupo, construimos uma teoria de gauge.

1.3 - Loop de Wilson

A descrigao das teorias de gauge por intermeédio do

* &
fator de fase tem sua origem no tratamento quantico do ele -

tromagnetismo felto por Dirac(iﬂ), que introduziu a integral
de caminho do potencial para descrever a trajetoria do elétron.
A extensdo desta técnica para tecorilas ndo-abelianas foi feita

consistentcmente por Mandelstam(ig’ﬂé) (EE),

e Wu e Yang
A quantidade fundamental para a formulacgao das teo-
rias de gauge nao-abelianas em termos de fator de fase € a ma-

triz

U(c) = Pexpl(ig J AUdXU) (1.3.1)

C

* - - . s -
0 numero de potencilais de gauge, para cada indice W de Lorentz, e exata-

mente igual ao numero de geraderes, e portanto, & determinado completa -

mente pelo grupo, independentemente da representacao,
b - -
Agui, estamos chamando simplesmente de fator de fase a variavel U(c) (path
dependent phase factor). Um exemplo particular de fator de fase e o ope-
rador de Wilson que corresponde a U(c), sendo ¢ uma trajetoria fechada .
Quando tomamos o traco do operador de Wilson obtemos, entao, o chamado
loop de Wilson.
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onde P significa ordenamento nos indices do grupo ao longo do
contorno C.

A matri; U(c) (eq. (1.3.1)) toma valores no grupo de
gauge G, e tem uma interpretagéo_geométrica simples, qual seja:
U(c) representa o operador de transporte paralelo da teoria.
Com ele podemos construir o invariante* que nos interessa, que
¢ o loop de Wilson, tomando o secu traco e considerando a curva
¢ fechada. Como proceder para calcular U(c) para uma dada cur—n
va ¢ 7 A integral eﬁ U(c) ndo ¢ uma integral no sentido usual.
Na realidade o simbolo PeprC'Audxu representa uma integral
multiplicativa, o que significa que para calcula-la devemos fa
zer o produto ordenado** ao longo da curva c¢ de elementos do
grupo de gauge em consideracao. Precisamente, o que se faz € o
segulnte: divide-se ¢ em N partes limitadas por x;, e x, ;.Cal-
cula-se, entao a exponencial em cada ponto x; ® faz-se o produ
to ordenado das exponencilais. Finalmente toma-se 0 limite
N - «, ou seja,
def i~ N-1

. . N
A _ . . =X. .
udxu] hd éig {—iEO ig exp(x; 4 Xl)uAu(Xfﬂ

(1.3.2)

U(c) = Pexpl(ig J
C

x . . . .

Aléem do invariante TrPexp(§C Audxu), numa teoria de gauge pura  podemos
construlr outxos tals como Ty Fqupo’ Tr FD°F (D & derivada covarlante
de gauge), assim como com qualquer quantidade X que se transforme assim:

-1 ; .
X + VXV “(V € G), bastando para isto tomar seu trago ou determinante. X
de se lo, F D F Pex A dx e outros,
po r, por cxemplo, NE y 90’1& p § uu u

*% - ) - . .. - .
A convencao de ordenamento e a seguinte: as exponenclals sac arranjadas

da direita para a esquerda com os argumentos dos AU'S indo do limite in-

ferior ao superior de integracao.
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O loop de Wilson classico € obtido tomande o tracgo

de U{(c), ou seja,

W(c) = Tr Pexp(ig § Adx ) (1.3.3)

c
onde a integracao agora & feita sobre uma curva fechada.

Consideremos, agora, o loop de Wilson quantico que €
dado pelo valor esperado no vacuo do loop de Wilson classico
e que corresponde a uma média funcional sobre os campos de gau
ge. Em principio esta média do loop de Wilson pode ser calcula
da via dlagrama de Féynman ou por integracao direta no grupo .
Ambos os métodos, no entanto, estdo associados a calculos ndo-
-triviais que envolvem integrals de contorno que sao divergen-
tes.

Para calcular os casos na@o-triviais, fazemos a expan
sao perturbativa do valor esperado ne vacuo do loop de Wil-

SOn(él), que € dado por,

W(c):%~d?&j>0‘= 1 <Tr P exp(ig %

N APdXP)>0 (1.3.4)

C

onde N & um fator de normalizacio e a média < > & defini -

da(él) pela integral funcional euclideana seguinte:

- 1 1 . _S(AU)
W(c)=33<W(c)>0 = N J DAu [Tr P exp(ig % Audxu)]e : (1.3.5)

onde $ € a acdo (S = j 4 1) do campo de gauge.

Expandindo o lado direito da definicao (1.3.2) (para

uma curva fechada) em série de potenciais de Aue tomando o li-
(47)

>

mite N+ o, obtemos
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U(c) =

1 8
—
o]
j4je
-
jm]
=
——
@]

jal
= Q
[y
e =
@]

jan]
¥4
j]
<D
—
b
e

b
p—
b4

A [xl)... Aa (x_) (1.3.6)

onde o aparecimento do fator 1/n se deve ao fato de existirem
n equivalentes escolhas da origem Xy Para a parametrizacao do
contorno cC.

Colocando-se a expansao (1.3.6) em (1.3.4), a fim de
construir uma série perturbativa para <W[c)>0, obtém-se,

(o) - 3 W(e)> = b<f W (e)5g= 2 <1r T (1" 1§ ax!
(c)=x 0°N L "t N T LoMe) q § e

a
n
% dx w0 (XX Aal(xl)"'Aa (Xn)>0 -
n
-1 - .. .n1 %1 “n
=1+N nzz(lg) 5 % dxl . % dx ec(xl,...xn)Tr<Aan(x1)...
Ay xp)zg (1.3.7)

n

sendo <A (x,)...A (x_)>. dada pela expansdo de Wick para um
ay Tl o, n 0
produto de N campos de gauge e dada por,

N Z N/2
<l A (x J)>, = Il D (x_~x_) para N par, (1.3.8)
m=1 %m ™ 0 7(N) m,n=1 “p*n ™ D
e zero para N impar, onde'Da o (xm—xn) € o propagador da teo -

mn
ria e w(N) significa uma soma sobre todas as permutacdes dis -

tintas dos N indices cntre as N/2 Dy o 's,
m n

O termo de 22 ordem em g da expansao (1.3.7) é

N VA .
Wz(c) = XQEEBy = -5 g % dxu % dyBDaB(X"y) (1.3.9)

(47)
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onde

4 g k k .
d'k aB o B ik(x-y)
Jﬁj Cz-A-77)e

D (Xw—y) =
ap 2m* 'k K

{1.3.10)
¢ o propagador do campo de gauge livre, sendo A uma constante
que depende do gauge.

0 diagrama de 22 ordem (Wz) ¢ também a expressdo
(1.3.9) sao os mesmos para 0S casos abeliano e néo;abeliano,
pois, dois pontos estao sempre na mesma ordem ao longo do con-
torno ¢, € portanto, o problema do ordenamento nio se poe aqui.

No termo de ordem g4, 0 carater ndo-abeliano da teo-

ria se manifesta. Neste «caso, tem-se cinco diagramas que
-~ (47)
H

540
com os trés ultimos provenientes das corregdes de auto-energias

dos propagaddres dos campos de gauge livres.



CAPITULO 2

RELACAO ENTRE O "LOOP" DE WILSON E O

DESVIO ANGULAR NO TRANSPORTE PARALELO

As formulagOes da Cromodinamica Quantica (CDQ) em ter
mos dos potenciais Aﬁ*s tem sido criticadas pelo fato dos Au's

serem variaveis com cor, e portanto, nao fisicas. Ao contra-

(31)

rio, o "loop" de Wilson , que contém toda a informacio dos

Au's(ié’ig) (uma vez conhecidos para todas  as trajetorias

(loops) possiveis) se apresenta como um candidate apropriado a

*
ser a variavel fundamental da teoria .

* %
Existem, como ja sabemos , um loop de Wilson classi

ig % A dx -
W(c) =Tr P e oM

e, um Quantico que & dado pelo valor esperado no vicuo W(c)>,

do loop classico, ou seja,

ig % Ajdx, -S(A)

<W(c)>0 = J DA Tr P e e
U

*A formulacao da CDQ em termos de loop de Wilson é motivada pelo desejo de
se trabalhar com campos fundamentais invariantes de gauge, pois os presu-
miveis estados fisicos da teoria sao singletos na cor (descoloridos). O
loop de Wilson também tem sido usado para caracterizar monopolos magnéti—
cos dentro de um esquema que faz uso de grupos de homotopia.

e
7

> . .
Ver Capitulo 1, Segao 3.
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£ claro que & este Ultimo o mails importante, porém
pode ser muito itil, além de seguramente ser bem mais facil,
usar o loop classico para entender melhor a fisica envolvida,
bem como para dar uma interpretacao flsica apropriada a esta
variavel.

Foi com este esplrito que na ref. (49), Bollini ,
Giambiagi e Tiomno calcularam o loop de Wilson classico para a
configurag§0 do instanton usando a representacao espinorial do
grupo de rotagoes.

Achamos interessante fazer O mesmo calculo usando a
representacdo vetorial do grupo de rotacoes e um potencial ti-
po instanton*. 0 calculo nesta represcntacao € justificado pe-
lo fato de termos, neste caso, rotagoes reais, o que Nos per-
mite ter uma melhor visualizacao dos ecfeitos do transporte pa-
ralelo de um dado vetor no espago interno; levando-nos a uma
interpretacao fisica simples do loop de Wilson.

A escolha do potencial tipo instanton € motivada
pela importancia do instanton e do méron como solugdes da

(50)

teoria de Yang-Mills e nas discussoes sobre confina -

mento(—s—wl-’ﬁs—E € éé).

2.1 - Calculo do "Loop" de Wilson

Consideremos o potencial tipo instanton dado por,

* . . . .
Chamamos de potencial tipe instanton, ac potencial da forma

0.
. Xv_xv
A = 1a0 v 5 5 s
H Wk x 3% 4 2

com a € R, Em particular, para a = 1, XO =0 e A =0, temos o méron e pa-

ra a = 2, XO e A quaisquer, temos o0 instanton.
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Xv"Xf
A = 1lan
H Lo (X~X0)2 Y

7 (2.1.1)

Para cada a (numero real), temos um potencial tipo instanton.
Por exemplo, para a = 1, temos o instanton e para a = 1/2, te-

= *(36)
mos O meron

na representacgao vetorial de SU(2).
As matri;es nuv que aparecem em (2.1.1), na represen

tacao vetorial SO(3) adjunta satisfazem as seguintes relacdes,

"ij < fijk"k € Nig = g (z.1.2)
com,
0 !0 11 [0 -i 0
n, = -1 ; Ny, = 0 0| ; ng = |3 0 0
lo i o [-i 0 o o o o
(2.1.3)
ou, compactamente, temos, 1(ni)jk = Eijk'
No caso especifico em que os potenciais tipo instan-
ton possuem centro em Xg = Xg = 0, temos que AU(X) para X no

plano X;X,, & dado por,

0 0
n. X, + 1 X N X N4 X
A - da LI w22 S5 udid (2.1.4)
X + A
cOom
X% - xf . x; . (x9,y2 +(Xf)2 (2.1.5)

% . .
Na realidade AU(X) dado por (2.1.1) correspondera ao méron para a = 1/2,

com A =0 e Xd = 0. Portanto, quando falamos em meron estamos tomando

A= 0.
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Considerando, agora, coordenadas polares no  plano

XIXZ’ encontramos,

HI

AudXu = (A1C058+A256ne)dr + (-Alrsen8+A2rcosejd8 Ardr + Aede
{(2.1.6)
com a identificacio obvia.

Para r constante, (2.1.6) fica simplesmente,

= de 1.7
A“qu Ag (2.1.7)
onde
A}J =—A1rsen6 + Azrcose
Podemos escrever (2.1.7) da seguinte forma:
dX = iB(® 1.
Au ' iB(6,r) 46 (2.1.8)
onde,
' 0 0
2 X X
B(0,1) = -iA(8,1) = 8T In (53 coso - -t sene) .
'l T
X"+27 L
0 ¢
+ ”2(77 senb + iFvcose)+nél (2.1.9)
Analogamente ao que foil feito por Bollini, Giambiagi
e Tiomno(ﬂg), vamos considerar um intervalo angular 6, < 0 <
< 0 dividi-lo em N partes iguais 0.-0,/N e calcular a exp. de
. A . _n -

[1B(en)AG] ou exp[A(Bn)AB] para cada Bn dado port en_N(ef Bi),
comn = 1,2,...,N. Devemos, entdao, efetuar o seguinte produto

. *
ordenado, que denotaremos por Uy g
i

* - . . . .
Nos calculos que se seguem iremos omitir o fator ig na exponencial.
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&

f
U = Pexp[ J A(e)de] = 1lim

5.6 o
fo1 9 N> (2.1.10)

A(Bf)AB A(GN 1)A8 A(Bi)AB
[} e - Y

As posigoes angulares 855 81, 85,000,041 8¢ estao

indicadas na Fig. 2.1.1,

6 .
£ o1 Figura 2.1.1 - Arco de circunferen
cia com centro na
%) origem e as diversas posi¢oes an-
e1 gulares.
0.
1
onde
R o SO e o N1 o
1 - N > Y2 N » "t 2 N-1 " N f i -

T(ééj ol de uma manei -~

As solugoes tipo instanton BPS
ra mais geral, potenciais do tipo dado por (2.1.1) possuem uma
propriedade de simetria que nos permite calcular o produto orde

nado (2.1.10) de modo relativamente simples. Tal propricdade €

a seguinte:

-ibn 16n
eA(B)Ae - o 3 eA(U)AG e 3

(2.1.11)

Usando a relacao (2.1.11), podemos cscrever os fato -

res do produto ordenado (2.1.10) da forma scguinte:

A(s:)AB -i8.n i0.n
1 o 1 3 eA(O)Ae o 1 3

e

A(el)AB ;i(ei + 0p-03/N)ng eA(O)Ae ej(ei+ef_9i/N)n3

i

e (2.1.12)

"A0)A8  —i8.n. i .
S0 _ s acoyse PP



-30-

Substituinde (2.1.12) em (2.1.10), tem-se,

ef_ei

) ] . - N-1
U g. = 1im e e e e %
8 -6. (N-1)(8.-8.) 8 .-06.
f 71 . f 71 . f i
A(O0) 1(8.+ o) -1(8.+———)n
o N e 1 N 3 X . x e 1 N 3 y
8.-0. 6 .~6. 6 ,.-8.
£ 71 . f 1 . i,
A(D) 1(0.+ Jng ~106.7n ACO) - 1657
e N e 1 N 5 e T 3 e Coe 7t 3:} (2.1.13)

onde substituimos A9 por 8.-8./N.

E facil ver que U dado por (2.1.13) pode ser es-

8,-0;

f 1
crito assim,
0,.-0. 0.-8.
. f 71 . fF 71 .
-16,.n AC0) 1 n N i6.n
U 5. = © £3 1im [% N e N 3:} e T 3 (2.1.14)
Apliquemos, agora, a formula de Baker-Hausdorff, qual
seja, eAeB = eA+B+1/2[A’B]+"' , a (2.1.14), o que resulta em,
9 ,~0. g .-0.
. O 1 f 1 2 .
—19fn3 . [:lm“N"_HS oy ACOY+0(1L/N )+...41N 16in3
U = e lim le e
7504 N J
(2.1.15)

Desprezando-se no expoente, no limite N - «, os ter-

. . A i
mos de ordem igual ou superior a 1/N7, temos finalmente,

Lig.n. i(B(0)sn,) (0,.-6.) if.n
U _e I3 e T (2.1.16)

Em (2.1.16) usamos a relagao B(8,r) = -iA(6,r) (confi

ra a relacao (2.1.9)).
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Podemos escrever (2.1.16) de outra forma, bastan
do para 1isto fazer 0 desenvolvimento cm serie de

expl1(B(0) + ng)(8-0;)1 e usar a relacao,

n:" = n. (i =1,2,3) (2.1.17)
(confira a eq.(2.1.3)),

o que resulta em,

Uefei(r) :exp(wlefn3) 1+ 1M sen(ef—ei)L +
2 .
+ M (Cos(ef—ei)L - 1{} CXp[lBins) (2.1.18)
2 b '
LY = B + B) + (BeD®, B(O) = B(O).F (2.1.19)
e
B B B_+1
- Nt BN S _ 2 _ 3
M = M.n : Ml = 7 ; M2 =T e M3 = T - (2.1.20)

No caso particular de uma circunferéncia completa

(6. =0 e ef = 2r), a Eg. (2.1.18) fica,

u =1 + 1 M sen(27L) + MZ[COS(ZHL)—I] . (2.1.21)

Zﬁ,O(r)

Tomando o trago de (2.1.21), tem-se, finalmente,

W = Tr UZW,O(T) =1 + 2cos(2nL) . (2.1.22)
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2.2 - Transporte de Vetores no Espago Interno

0 operador de deslocamento paralelo no espago inter-
no € o operador de Wilson, que estamos denotando por Uefei, e
& dado por (2.1.18) no caso de um arco de circunferéencia. Pa-
ra uma circunferéncia completa, tal operador & dado por (2.1.21)

Consideremos treés vetores normalizados, ¢(1), ¢(2) e

dados por,

1
b (1) ZLS] o P2) [

Se deslccarmos estes vetores ao longo de uma circun-

¢(3) >

o= o

0
] b gy = [ g] (2.2.1)

ferencia, os vetores resultantes serdo dados por:

$ciy = Yar 0 b1y (2.2.2)
onde
' 2
iJ B(e)ds
0
Uzﬂ,0 - P e (2.2.3)

e € dado por (2.1.21).
1 o - -
0s vetores ¢(i) e ¢(i) SO possucm componcntes recals,

entac, podemos definir os angulos reais Gciys, POT meio de

ay
COSs d{i) = ¢(i) UZﬂ’O ¢{i) (2.2.4)
Na Eq. (2.2.4) usamos o fato de que ¢ 4y @ ¢Ei) es-
tao normalizados a um e que a métrica & diag(+;%,+).

—~ ) e -
Em nossa notacao, ¢(i) e o transposto de ¢(i)'
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Usande as Eqs. (2.1.21) e (2.2.4), temos,

cosa(i) = $(i) 1 + 1 M sen(2mL) + MZ(COS(ZNL)—1{}¢(i) (2.2.5)

Os calculos dos cosa (i = 1,2,3) nos dao os seguin

tes resultados,

Cosa(l) =1 + i% [%; + (B3+1)%:(COS(ZWL)—1) (2.2.6)

coso =1 + 1 [%Zﬂ + (B +1)fq(cos(2wL)—1) (2.2.7)
(2) 2 1 37 s

coso,.. =1 + -2 (B2 4 BZ)(cos(2qL) - 1) (2.2.8)
(3) ~ LY 1 2 T

Adicionando (2.2.6), (2.2.7) e (2.2.8), tem-se,

3
Yy cosa,., = 1+ 2cos(27L) . (2.2.9)
] (1)
Comparemos, agora, (2.2.9) com (2.1.22). Concluimos,
entao, que,
3
W = Tr UZﬁ,O - _2 COSa 4y (2.2.10)
1=1
A cquacgao (2.2.10) & a relagio anunciada entre 0

"l1oop" de Wilson classico ¢ o desvio angular no deslocamento pa
ralcld no espago interno.

Queremos evidenciar que a Eq. (2.2.10) & valida inde-
pendentemente do valor de a; isto é; para potenciais do tipo

(2.1.1), quaisquer que sejam os valores assumidos por a. Obser-
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vemos, por outro lado, que os valores dos angulos sao dependen-
tes de a. Sabemos que os valores desses angulos (desvios angula
res) sdo uma medida da curvatura mcédia do espaco. Portanto, pa-
ra cada valor de a, tcmos um valor associado a curvatura do es-
paco interno devido a presenca dos potcnciais de gauge dados por
(2.1.1). Assim, por excmplo, o instanton curva o cspa¢o com di-
ferente intcensidade do meron.

Da Eq. (2.2.10) concluimos, cntaoc, que o "loop" de

Wilson csta associado a curvatura media do cspaco interno.



CAPITULO 3

EXEMPLO DE COP1AS DE CAMPO QUE DAD O
MESMO “LOOP" DE WILSON CLASSICO

Na Eletrodinidmica, um fato bem conhecido e que  se
dois potenciais AU e A; sao equivalentes de gauge, ou seja ,
se cles diferem pbr umé transformacao de gauge, que neste caso
corresponde a um potencial ser igual ao outro a menos do gradi
ente de uma certa funcao, entao, Fuv ¢ o mesmo para cstes dois
potenciais. Tnversamente, dado um Fuv’ todos os potencials que
geram este Fuv diferem por uma transformacao de gauge.

Em71975, Wu e Yang(éi) mostraram, cxibindo um exem -
plo, que © WeSmO Nao ocorre cm tcorias niao-abelianas. Ou  se-
ja, que & possivel dois potenciais Au e AL gerarcm 0  mesmo
campo Fuv sem, no entanto, estarem ligados por uma transforma-
cao de gauge. Este fendmeno, peculiar as Teorias de Gauge nao-
_abelianas, & conhecido como ambigliidades de Wu-Yang, ou tam -
bim como copias de campos de gauge, ou simplesmente, copias de
gauge.

A literatura existente sﬁbre o assunto & relativamen
te extensa. Aqui, citarcmos alguns dos trabalhos tais como os

k(éi); Calvo(éé); Roskies(éé); Coleman(éz) ;

(59,00}, Solomon(gl) ;

de Deser e Wilcze

(58)

[lalpern ~=’; Bollini, Giambiagi e Tiomno
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(62)

Weiss == e Deser e Drcschsler(gé).

Sabemos que o "loop" de Wilson € um invariante de
gauge, ou scja, cle nao sc altera por uma transformacao de gau
ge do potencial. Por outro lado, podemos perguntar: sera que
existe alguma rclagao para os "loops'" de Wilson corresponden -
tes a potenciais que sdo cépias ? Este ponto ¢ interessante
pois, ¢ sabido que nio sdo os Fuv's que contem a fisica das Te
orias de¢ Gauge nao-abelianas ¢ portanto, a scmclhanca fisica
das copias de gauge deve ser procurada através de  variavels
que sejam invariantes de gauge, tal como o '"loop" de Wilson .

Neste Capitulo exibimos um exemplo de potenciais que
sio coplas ¢ que ddo o mesmo "loop" de Wilson classico para
uma trajetoria particular (circunferéncia) e numa situagao par
ticular, qual secja, considerando os centros dos potenciais co-
incidentes com o centro da trajetcria. Mostramos tambcm que se
colocarmos os centros dos potenciais ao longo do eixo perpendi

cular ao planoc da trajectoria e quc passa pelo scu centro, oS

"loops" de Wilson ja nao terdo mais os mesmos valores.

3.1 - Exemplo de Potenciais que dao Copias

Vamos considerar os scguintes potenciais qgue sao c¢o-

pias de campos de gaugo(ég),

X

A}Ea) = - 2ia o, ;} (3.1.1)
(4

(1-a) x5 '

A}J = Zl(l—a) OU\) XT 3 (3.1.2)
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- . ~ 1
onde qu obedecem as 50gu1ntcs.relagoes. Uij =5 Eijk Iy e
1 et .
Sxa = 7 Tl COM Oy sendo as matrizes de Paull.
E facil verificar que os potenciais Aﬁa) e A&l_a)

dao os scguintes campos e correntes,

pla) _ pll-a)  fiall-a) o y g X+ %0 ) (3.1.3)

UV UV x4 povetp T vUpp P UV
&
X
(a) _  (1-a) - _ o Tup®p 1
Ju = J]J = 813:(1 aj)(l a) —XT . (3.1.4)

, . e _ - a -a
Tambem ¢ facll ver que os potenciais Aﬁ ) e Aﬁl ) dados por
(3.1.1) e (3.1.2), respectivamente, naec estdo rclaclionados por
uma transformagao de gauge. Para ver isto, vamos nos utilizar

da demonstracao por redugdao ao absurdo. Admitamos, portante ,

gue oS potencials Aﬁa) e A&l—a) estejam relacionados por uma
transformacao de gauge. Neste caso, F(l—a) e F(a) estdo
uv v
relacionados da scguinte maneira,
pli-a) o y-lglady (5.1.5)
uw IeY
pois, cstamos adnitindo que Aélua) = V~1A5a)v + VﬁlauV , onde
Vv & um elemento do grupo de gauge (grupo de simetria interna).
L(1-a)

Usando o fato de gque F Fﬁs) (confira (3.1.3)) podemos

IR

cscrever (3.1.5) da seguinte mancira,

. (a) .(a)
Vkpv = va v (3.1.6)

o que implica, portanto, que V comuta c¢om as matrizes de Pauli,
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(a)

" contém estas matrizes.

ja que F

Por outro lado, tambem € facil ver que as correntes

(1-a) (a)
Ju Au

gados pela transformacao acima, sc rclacionam assim,

estarem li-

e J(a)
U

, com a hipotese de Aélma)

(l-a)  -1.(a)
Ju =V J}J Voo, (3.1.7)
Mas, cono Jél"a) = —Jﬁa) (ver (3.1.4)), entao, (3.1.7) fica,
(a) _ (a) '
_YJU = - JP Vv s (3.1.8)

¢ portanto, V antlcomuta com Jéa), 0 que nos leva a conclusao
- R ' . . A a
de que V tambem anticomuta com as matrizes de Pauli,pois JS )

as contém. Mas isto nos leva a uma contradicio. Logo, a hipote

se assumida de que A&a) e A&l_a) estao relacionados por uma
transformacio de gauge, ¢ falsa.
5.2 - Calculo do "Loop" de Wilson para o Instanton

Neste paragr:fo faremos uma revisio rapida para efei
to de clareza do calculo do "loop" de Wilson para 0 instan-
(49)

ten =7, pois, os detalhes jd foram dados no Capitulo 2.

Comsideremos, entao, o potencial do instanton,que &,

x, - x\0)
A = 71 D S A L2
I 21 Opv [X_X[O))Z : AZ (3.2.1)
Estamos interessados cm obter uma expressao para 0

"lIoop"™ de Wilson do potencial do instanton, no caso particu-

lar de uma trajetdria circular situada no plano X{X,, com 0
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centro do instanton encontrando-se em um ponto qualquer do pla
no X3X4. Portanto, necessitamos do valor de (3.2.1) no plano
X,X,, ou seja, Xq :'X4 = 0. Por outro lado, o centro do instan

! (0) (0)
:XZ

ton tera coordenadas Xq = 0. Tercmos, entdo, que AU

no plano X,X, €& dado por,

. - 0 0
o ,X, + g ,X, - g X, - X
A = o2i B2 w2 22,% ‘.igi _——“-4_51- (3.2.2)
H X7+ A
2 o2 2 (0% )
onde X7 = Xl + XZ + XS + X4
Considerando agora coordenadas polares no planc de
. vy - - 1 — 1
integracao e levando em conta que 955 = 7 Eijkgk € Oy = 5 Oy,
onde 0s ok's sao as matrizes de Pauli, tem-se,
Audxu = A(O,r)ds = iB(0,r)ds (3.2.3)
com
‘ I‘Z r g Xg
B(o,r) = —f~ (= cosd - -~ send) «
X% L, T T
X Xy
t 0, ( S osenf o+ = COosSB) + GQJ (3.2.4)
De (3.2.4) observamos que B(B;r) pode ser escrito da
scpnlnte maneira;
_ i 19
B(O,r) =e - 3 B(O,r) e o . (3.2.5)

De (3.2.5) podemos escrever,

-
. - 1-=-0 -
e%B(G)d@ e 273 elB[O)d@ o ) (

N D

|92
[~

.0)
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Agora, veremos qual o procedimento para se calcular
C AUdXU
o '"loop" de Wilson classico que ¢ dado por W = Tr P e S,

*
para uma circunfercncia . Vawos considerar, inicialmente, o}

calculo da scguinte integral ordenada,

o

2
iJ B (o3do
0

ljZn,O(r) = P e (3.2.7)

]

7

onde [izcmos usc de (3.2.3).

Para se calcular a integral ordenada (3.2.7) procede

-sc da scguinte menciva: considera-se o intervalo angular 21
(para a nilrc1nyfor61u:ia), dividindo-se o nmeomo e N partes
iguals a Z2u/N. I'nz-.sc uso, entao, de (3.2.6) pura exXpressar

~3

o vulor de exp{(B(6)d8) em cada O, = 2»/N (n = 1,2,...,N) e

finaduenie, Tosa-sc o Timite N » =, Assim procedendo, chegarve-

. . 4G
mos 10 scguinte TCRUlfUdOLiw)Z

201 (-2« B0

3 =@ . (3.2.8)

o, 0¥

Dosceavolvende-se (3.2.8) ¢m scérie, ton-se a scguinte

expressao alternativa,
AP U{r) cos {11 f V(2o (3.2.9)

3

o Bigi = B(0) (3.2.10)

Estoios intereszados neste caso particular. Para um caso mais geral, ver,

(49)
10 — .

Io 11 Tni N Gimahia 24 j e o
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3.2.11
com 3 3 _ 1 ( )
U G , 2
"1 L

Towando-se o tyago de (3.2.9), tem-se,

W{r) = Tr U?ﬂ O[r) = -~ 2 cos(Z27L) (3.2.12)

3.3 - 0 Calculo do "Loop" de Wilscn Classico

0 calculo do "Toop' de Wilson W(r) para os pofencials

A(l‘n)
U

e

Aﬁa) & feito usando-se a Fg. (3.2.12) juntamente

com as identificacces dadas por {3.2.10) e (3.2.11). Fscrevendo

a Bg. (3.2.12) separedomecate para e

LT 2

/\[(‘1) f\[]‘a) Tomeso
M “u o

Wt (e - ~7cos (2L b)) (3.3.1)

2

w2 oy L o ls (2R 100Dy (3.3.2)
onde

LA oy +.}) (3.3.3)
[¢]

j (e CANNEY S0

o I La) C L{:l"a—J 1.0

. e ey e e
suostiriuindo L CAGOS DOl {.

trl
4

i

A
@]

(3.3.4), respectivimente, cea (3.3.1), teuos

¥

w(a)(r) - -2cos{+ 2m(a + %)J (3.3.5)

9]

_W(lwgJ(r) = ~2u05(i72W[g - a)) . (5.5.06)
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£ imediato verificar que (3.3.5) e (3.3.6) [fornccen

wla) o ylt-a)

o mosmo resultado final, ou seja, para gualquer

a. Portanto, neste caso particular, o "loep' de Wilson ¢ o mes

mo nara os potencials considerados,

i

Suponhamos, cgora, que a curva (circunferéncia) scja

*
deslocada  paralelamente ao plano XIXZ’ ¢ que seu centro este-

ja em (0,0,z4,t,). E ficil verificar com o auxilio de (3.2.10)

e lembrando que A(G) = 1RB(9), (puziv(a)(r) e 1V(l”a)(r), neste

casoe scerao Jados por

[s — B ~ 2 e ) )
W(d) = —2C0S |+ Zw(l + mfyAg“Tl)-jl/z T (3.3.7)
4 2 2 2
. T +to +ZO

e
. - _ oyl -

wil-a) HZCOS[; 2o o G2 r 2] 5 gy
— T +t0 +zo .

De (3.3.7) e (3.3.8) vemos que W(H) o w{l %) 5 sqo

rio dgunis para a = 1/2, Mas,neste coso, oS poteaciais S30

e portanto, nio nos intoressa.Outra pos

wa) o y(l-a)

bl

} {: i
ionais, AL ) = A( t)
R u H

sihilidade de ternos a igunaldade eatre ¢ quando

toannes o liwite r>e, o que significa ¢ para cilrouanferoucia

de ralo muito grande, o "loop™ de Wilson ndo detecta as copias,

on seia, mso distingue os polencizis que o cdnias de coipos
I3 ?'\[_;'k?‘

Concluiwos, portanto, quce ¢ suficionte tirar o cen -
tro da trejetdria Jda localizacio dos potenciails para  que  nao

X

“Na realidade, do ponto de vista dos calculos, o que fizemos foi caleular
o "lvop" de Wilson com a trajetoria no plano X1X5, e deslocar os centros
dos potonciais para o ponto 20,0,72p,t5), 0 que e cquivalente do ponto  de
vista da inforaacgao que gueresos obter, a deslocar a {vajerdria mantesndo
os centros dos potencials na origem do sistema de coordenadas,
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(a) wtl-a)

se tenha a igualdade entre W c , @ IICnos que T > @

oua = 1/2, o qué ¢ o caso trivial.



CAPTTUIO_ 4

COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DO "LOOP"™ DE WILSON

PARA O INSTANTON BPST E 0 MERON

Neste Capitulo, calcularcemos o "loop! de Wilson

classico para o instanton BPST{§§)

(56)

com A = 0 C para o mc-

ron . 0Os calenles sevao feitos para trajetorias circulares

no plano xlxz. Fmm seguida, cstudaremos o coumportamento assinto

tico do "loop'" de Wilson para ¢stas solugces das cquagoes Je
Yang-Mills.

A razio de considerarmos essas solucdes ¢ que clas,

(64,63)

tuntamente com o mononolo de t'llooft-Polyaekov se constil
J 1 =

cuem om intecessantes solucgoes Jdas equocoes de Yung-Mills.
Convém ressaltar que as solugoes classicas BPST com

“

A= 0 e o névon cstao ligodos wo fencueono de ftunclomento na

v

correspondente teoria quantica de Yang-Mills, e dail, a impor -

i

o 5 oy e - I | g . -~ .
roncia Jdestas solugoes do ponto de vista [isico.

B - 1 L .-
SRR RS IS WS FRECHEED S Rt CoaLos oo or omartoian o BRI S A I i

- L PR N L L

co do "loop' de Wilsen guando [X| » o roveste-se de cspecial
interesse, pois, o seu comportomento neste linite pode nos con
duzir a uma forma simples de detectar a presenca  de  deteymi-

nado tipo de particulas.
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4.1 - 0 Instanton BPST e o Méron

(35)

Belavin; Polyukov; Schwartz e Tyupkin == encentra-
ram na selugiao parvticular do tipo instanton das cgquagoes  de
Yang-Mills cuja curacteristica ¢ minimizar localmente a acao
dos campos. Tal solugao {icou conhecida cono solucan BPsT. Tis-

ta solucio & chamada instsnton ou pscudo-purticula.

0 potoncial BPST, ¢ dado por,

Y]

= - 210 e = 4.1.1
Au v 2,2 ( )
- X7 +A
com o ochodecendo as scguintes relacoes: o, . = 1 £..,0 c]
i © ij 2 TijkTk

) <

Oy 4 Oy s sendo oy (k = 1,2,3) as matrizes de Pauli.

0 potencial DrsST, cowmo vemos, ¢ regular em tedo o es

saco-tempe cuclidenno, scendo dependente de cinco parametios

& E
quatro para cspecificar a posic¢ao ¢ um para o tomanho A.
No lTimite guando lX[ » e (4.1.1) pode ser cscrito
CoOnid,
: PN
Tim A (xX) = g(xJ)5 g ~(X) (4.1.2)
oo U H
onde , N
k4+1X.U
e
¥ .\'
& um elumento Jo o grupo Jde gouge sUL2).
Portanto, gusndo |[X| - =, A (xX) & um gauge puUro ou

sejda,

l%m Fuv(X) = 0 (4.1.4)
x I ) i

correspondendo, entao, ao vacuo.
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0 resultade dade por (4.1.4) nos leva a conclusao de
que os campos correspondentcs a solucido BPST nio possuem fon -
tes no infinito.

Un outro tipo de solugac das equacocs de Yang-Mills
no cspaco-tompe cuclideano, ¢ o mcron. Solugdo esta, descober-
ta por De Alfaro, Fubini e Furlan(3é). Um fate que torna um
tanto obscura a rclevancia do meron Jdo ponto de vista fisico ¢
a existoncia de singularidade na Orégﬂm, Lem cowe, o valor in-
finito para 1 2¢30 corresponcente a esta solucao.

0 potcncial do miron e,

X
A - Y 4.1.
I IOPV Xz ( 5)
ou ainda,
Ax) = L g oy a0 (4.1.6)
y - 8 1.

- - T -
com ¢g(x) dado por (4.1.3).
Observesos que devido ao fater 1/2 com (4.1.0), FH\) (x)
1)
para o meron nido sera identicamente nulo, ou seja, o potencial

do méron nio corrcsponde a 1 gauge DUTO.

Venos calcular o "loop™ de Wilson para o instanton

c o mcron juntamente. Pava isto, tosarcmos em (4.1.1) A = 0
o que nos permite condensar (4.1.5) ¢ (4.1.1) com A = 0, c¢muma
unica expressio, que € a Scouinte,
Xv
A = -2iac o . (4.2.1)
1 HV XZ
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Vamos calcular o "loop' de Wilson classice para
P I

05

potenciais dados por (4.2.1), tomando como trajetoria uma cir-

cunferéncia com centro na origem do sistema de coordenadas e

localizada no plano X1X2°

Farzendo uso de (3.

2.12) juntamente

*
com (3.2.10), chegames facilmente ao seguinte vesultado

1

W(r) = -Zcos(x Zn{a +

Para a =

(4.2.2) assume © valor,

W = + 2 (vicuo)

Fazendo a = 1/2 (caso do mercn), tercmos,

De (4.2.4) venos que neste caso o

nic detecta a singularidade do méron, pois, o mesmo €

pora qualoguer r, inclusive no limite r - 0.

)

1 (caso do instanton), W(r)

(4.2.2)

dado por

(4.2.3)

(4.2.4)

"loop" de Wilson

finito

Podemes agora perguntar o que deve ocorver se deslo-

carmos a trajetoria paralelamente ao plano X

1727

ac longo do cixorXS, o seu centro. Como no cupitulo

X permanecendo

antcrior

(confira (3.3.7)), o "loop" de Wilson ¢ dade por,

COn (0,0,zo,to) siendo a localizacio dos potenciais,

Também neste casoc vemos que o "loop' de Wilson

-
0 resultado € onalogo ao do capitulo anterior para o potencial AU .

nao

(a)
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detecta a singularidade do mcron.
Considercmos, agora, o limite assintotico r + =, De

(4.2.5), temos o scguinte resultado,

W = +2 {(para o instanton)
W = -2 (para o mcCron) s

resultados estes, iguais sos do primeiro caso considerado.

Portanto, no caso do instanton, quando r + = obtém-
-sc o "leop" de Wilson correspondente aoc vacuo. Por isso dize-
nos que o "loop' de Wilson nao "detecta' ou vé o iastanton. Ao
contririo, no caso do méron, o "loop" de Wilson o detecta s
pois, seu valor & diferente do correspondente a0 VACuo.

Considerenos, agora, vma trajetdria tamblém ao  plano
xlxz ¢ couposta por segmentos radiaise um arco. Vamos tomar o
scgmento radial cntre € ¢ r, ¢ on scguida tomarcmos o limite
g » 0 {ponto singular de Au dado por (4.2.1)). Neste caso te-
remos que calcular Ugr(e)’ que ¢ dado por,

T

A dr
T

£

UET(G) =P e (4.2.6)

O produto vrdenzdo (4.2.6) ¢ alcliano ¢ portunto, po

de ser calculado da maneira usual forpecendo o scguinte resul-
€3o(f9]

idoy farctg (MR 0 x¥s,y 100,
U,r(G):e a ATsTE T e (4.2.7)
£
0.2 0.2
onde AZ = (X3) (X4] .
Para o potencial Ap dado por (4.2.1), Xg = Xg =0 e,

postanto, a contribuicao da parte radial ¢,
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Utr(B) = 1 (matriz identidade) (4.2.8)
independentencnte de & ser ou nao igual a zero. Logo, quando
tomamos o limite € - 0, a Bq. (4.2.8) continua valida, ou sc -
ja,

}ig Uar(O) = [ (4.2.9)

A contribuicio angular, por outro lado, e doda por,

W(0) = iT Uy g(x) - -2cos[8(a + %)] . (4.2.10)

O "loop" de Wilson scra dado por,

W = Tr{UE’r(O)Ue,O(r)Ur’E{G)) =
= Tr Uy o(r) = -7cos[t(a L. (4.2.11)
Portanto, neste caso cm que a trajetoria contém 0

ponto de siagularidade de AU’ o "loop' de Wilson nao detcecta

csta singularidade, pois, cle ¢ finito.



CAPTTULO 5

SINGULARIDADES DO "LOOGP" DE WILSON

E A DIMENSAGC DO ESPACO-TEMPO

(31)

0 valor esperado no vacuo do '"loop™ de Wilson que

-

.- * —
¢ definido pela integral Tuncilonal (veja Eqg. (1.3.5)) esta re-

laciensdo com o potencial estatico. Pava ver isto c¢laramente

2
considera-se um contorno ("loep'™) vetangular de lados R, numa
divegio espacial ¢ T na Jdircgao toemporal. A encrgila potencial

necessaria para scparar um quark e um antiquark de uma distan -

(66)

cia R ¢ dada pela bem conhecida formula =

V(R) = - 1lim % yaY) <W(c)>o
Toreo .

Se V(R) cresce com R, por exemple, V(R) = R, entdo € necessaria
wna cnergia infinita para scparvar os quarks, ¢ como V(R)T ¢ a
Ciyea do retangulo, obtcm-se, portanto, a lei das arcas, que e

wr criterio para confinarmento.

S
N e - -1 1 . IR PEUR PRI A 1
s cslonios Cos u 03 31 2GTie nrirxativa o

S 1 ro 'S<A) -~ g - v
mrendo f DA e nao esta normalizada a 1
cAeuo de W{le) como

, definimos o velor ssperado no

B G b N

Neste Cap{tulo ¢aleculamos somente o terwmo de 28 ordem cm g {constante de
scoplanento) da série.
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. 67,6
t1oop' de Wilson nos lcva a resultados diverge ntes(41 27,68,69)

e consequentemente a um problema que ¢ o de como tratar tais in
finitos. Para atacar este problema faz-se necessario o uso de
um motodo de regularizachko. Neste caeplitulo vamos usar o método

de Te UUldll/ag -IO d]‘fﬁ 7‘15101-131(70 71)

x
Para contornos nao suaves , 15

to e, com angulosidade,
quercmos ver gual a influcncia do angulo e de outros fatores ge

onétricos no residuo da singularidade em funcao do plmero de di

mensces v do espace-tempo. O preblema da renormalizacao para con

tornos ndo-suaves na dimensio do espaco-tempo fisico (v = 4)
Coqe e . . o, (68)
foi discutido por Brandt, Neri e Sato =7,
Neste capitulo farvemos, na segdo 5.1 una revisao do
. . . , . PP
formalismo desenvolvido por Abud, Bollini e Giambilagi™-+" para
ES

calcular o "loop™ de Wilson Quanticoe . Na secdo 5.2 investiga
mos a dependencia do residuo no polo com a dimensao Vv, do ecspa-
co-tempo, nos seguintes casos: 1) segmentos que sc tocam; i )

seomentos que se cruzam; ¢ 1ii) segmento e scmi-reta que se to-

-

cam. Na scgao 5.3, calculamos o "loop" de Wilson pava dois cir-
culos que intcragem. Investigamos, entiao, as divergéncias que

surgem om fungao da dimenszo do cspago-tempo.

5.1 - Formaliswo para o Calculo do "loop® de Wilson Cuzntico
Nesta secao faremes uma aprescntaca do formalismo

descnvolvidoe por Abud, Roi]rnl e Gldnb]lgl( 2) para calcular o

R ——F RN . o o
Para contornos suaves tem-se mostrado -— que as divergenclas logaritmi -
cas podem ser a2bsorvidas através da renosmalizacao da carga do campo
nac-abeliano.

Kk

Corresponde zo valor esperado no vacuo do "loop" de Wilsou Cléssico.
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"Joop" de Wilson Quantico usando o método de regularizacao di -

mensional.

0 "loop" de Wilson Quantico ¢ definido como(él),

g b A ax”
55 (A c H

W(ci>= Tr J DAU P e (5.1.1)

Desenvolvendo (5.1.1) em scrie, tem-se que o termo de

” *
crdem mais baixa e dado por ,

W(Zj(c) = - 5 J dx” J dyB D g (x-y) (5.1.2)
Cel
4 g k k ; .
Do(,B (x_}r) - J[ .,,,,(,1,,,,],,{,, { - %_8_ - 'A_OLLI.-B_ 1 1k (x m}'}
(Zm) k k

sendo A uma constante que depende do gauge.
para simplificar os calculos nos restringiremos a curvas no rla
nc no espace de v dimensces. Ircmos considerar também curvas aber

N

. (2
tas, © ncstes casos denotarcaos w( )(c) por V(Z)(c).

0 propagador do gluon livie que apavece em (5.1.2) &,

em v dimensoces, dado por,

v rg k k ]
D g(x-y) = J -ﬁ_kv i% A “ng} o1k (x-y)
29
o - : {(5.1.3)
(27 JR.
Para calcular W 77{c) su szi(c) L0 C3PAECO OS5 ROmeD-

ta, vomos definir um funcional linear sobre a curva ¢, da se -
guinte manecira,

£ (k) - J. otk X gy (5.1.4)

Eglamos tomando g = 1.
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Colocando (5.1.4) em (5.1.2), com W(Z)(c) substitui-

2 . = .
do por V( )(c), ja que vamos considerar curvas abexrtas, temos,

2k _k . )
V(Z)(C) = - le__J aVx { q% o B } J dxaelk'x J dyBélk'y:
2(2r) k G-wxt e ¢

Zk k -
S . J 4 k(gﬂﬁ - df SSESANCS I S I IS
2[217) (3 V)}\

Em (5.1.5) c¢stomos considerando A = 2/3-v {gange di -
mensional). A razao para esta escolha sera justificada posteri-
ormente. -

Suponhaimos que a curva ¢ esteja centida em un subespa
¢o de n dimensdes. Vamos; cntﬁo; decompor o vetor kp, que esta
no espago de v dimens6es (v » n), nas duas componentes seguin -
tes: EU; (que & a componente de kp no subcspago n-dimensional que
contém a curva c; ¢ ki que € a cbmpononte de ku no subespaco de

(v-n)-dimensces perpendicular ao subespaco que contém c. £ cla-

ro que a seguinte relacgio ¢ satisfeita,

(5.1.6)

Podemos escrever, portanto, a Bq. (5.1.5) da scguinte

o

maneira,

)

2 _F"‘_{:E’\ - - .
( ) () - 1 J( d\v\_nkl . 1 }‘. fz U S ..}.__; ]_ Lj\) £~ K}L)
Z(ZTr) ) _}( .(3‘\)) (k- ) (5.1.7)

8]

R

6*

Em (5.1.7) usamos o fato de que fg(k) e ft(k) s0 de -

pendem de iu , que ¢ a projecao de ku no subespacgo onde ¢ esta
B ﬁ-_- R ) ] . " :. e p oo~ B‘k N B

contida. Em consequeéncia disto, o tcrmo kukaC(k)fC (k) e nulo.

. ~ 1 .
Podemos fazer a integrac¢ao om kK- em (5.1.7). Para is-
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L ven-1/2

to vamos transformar av - k! oem (KZ) dk df2(v-n). A inte
. L LV 2 -

gragao angular } d@ (v-n) nos da a contribuicao TTVHH7§7' Para

calcular a integral em dkl, usames a scguinte formula,

@ (kf)n SM/2 F(Z+H) F(m n—w)
Od ki Eijmnizgﬁ = Yo "AZ - ’ﬁb_ (5.1.8)
Lt r(m) (k)M T2

Fazendo uso de (5.1.8) e do resultade da integragao angular |

LR P T ~ V-1
obtomos o seguinte resultado para a integracao cm d k ,
A

v-n-1

-g | 212 k o v-n-]
J dv"nkltuf - & 7] J Q(\)—n)J & kPP«
k“ ik (32 v)(k JEY) .
L 0
o TaB ___Z%iakﬁ__,,, L
% k2 (3- v (k 42
V-1
n_zm v-T vén'"l
= umT I (- 9 )1(1~--J(k ) E%B -
IC~2—)
2k _k p V-1
o B V-1 V-1l 12
C By T(~2“JF(2 - wgw)(k ) } . (5.1.9)
Usando a relacao I'(n+1) = nf(n) cm (5.1.9) e colocan
do o resultado em (5.1.7), tem-sec,
r(1- Yo L | k & R
v (o) D Rah T [, - R e g
ol Vi1 | | aB 3.0 2 C
vl o k
! (5.1.10)
Em (5.1.10), se towmarmos n = 1, o intcgrando sera ze

ro. Bste resultado e esperado, pois, no gouge dimensional a au
to-interacgdo de um scgmento ¢ nula. Tsto justifica, portanto |,
a cscolha de A como sendo igual a 2/3-v.
(2) .
De (5.1.10) vemos que para calcular V (c) precisa-

mos conhecer o funcional linear f% sobre c¢. Da definicao do
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funcienal linear fi(k) (confira Eq. (5.1.4)); pedemos escrever

a seguinte relacgao,

b
K £ o % f ax™a g1k X % kP Gikay s

a

De (5.1.11) e facil verificar que,

n? k.(b-a)

[k £%]% - 4sc > (5.1.12)

o que implica que para qualquer curva fechada (a=b), k.f 0.

1l

Usando (5.1.12) em (5.1.10) para n = 2, ¢ consideran

. - . . . . o >+
do a hipotesc simplificadora scguinte: kzig—b) = 0, tcm-se 0

seguinte resultado,

1_.(4_—\)) 400 0o V-4
: 7 2 20 2
v ey o 2T dk dk, (k{+k5) 7 (:]fxz 3
2v+1 1T\)+2/2 _
k, (b-a) —
- ﬁéiiyl-mung;_zm-senz thgfw_ | (5.1.13)
(kl +k2 ) —
V-0 -
== k- (b-a)
A intcgracac do termo (kf +k;2) Z sen2 ulm7-~ po
de ser feita com o auxilio das seguintes férmulas intcgrais(1§1
Fce] v-0 v-5 P ?1/5 =4
(kS 4k 2y 2 K. i 1(1/2lh-2m) (5.1.14)
dk, ( 1 tky ) = ( 1 ) Y Sy L.
S P
[ 5 -3%§ 5 kl(a_b) P(V—4)COS(E%iW)
dk, (k.7 ) sen” —— = - ' - (5.1.15)

Usande (5.1.14) ¢ (5.1.15) e as relacoes rfn+1) = nr(n) e
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1 1 . T 2 .
PTG = sty v(2) () dado por (5.2.13), fica,
4-v +oo oo V-4
2r Yy 22
(2) B ) 2 25 2 2
Ve - =% J' dkl_[_ dk, (k" +k, ) €)7o
(4"{]’) — o0

4.y :
I'(v-4) a-b
X LUT%‘WJ__“. (5.1.16)

(47) 4 rvt .

Para realizarmos o calculo de (5.1.16), precisamos co
*

o)
nhecer fc(k) para cada curva c¢. No caso de curvas planares fe-

chadas, k.f = 0, e portanto, fg(k) pode ser escrita na forma,

£ :'EaBka (5.1.17)

De (5.1.17), temos,

ap Q aB oo pA
S ka = E kBE kof = k £ {(5.1.18)

R - o .
Mas, da definigao de f7, podemos escrever (5.1.18) da secsuinte

maneira,

“Bka“ = $ dx“e“BkBelk'x (5.1.19)
Je
Comparando (5.1.18 e (5.1.19), temos,
K2f - % dx“e“BkBelk‘X (5.1.20)
C
Usando, agora, o tcorcma de Stokes no 29 membro de

(5.1.20), obtecmos,

oI
Consideraremos somente curvas no plano.
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Kor - J} dos (k e K-Xy _ i? J( do elkK:X (5.1.21)
ac o |
) z
onde ¥ ¢ a superficie limitada por c.
De (5.1.21) concluimos que,
£ =i {j dg otK-X (5.1.22)

Z
Sabendo-se, entao, f para cada curva c, coloca-se em (5.1.16)
¢ obtém-se V(z)(c). Fste e o procedimento para calcular o loop
de Wilson Quantico usando a transformada de Fourier do propaga
dor DuB(X_y)'

Ead - - 2
Em alguns casos e mais conveniente calcular V( )(c)

no e¢spacgo de configuragoes. Neste caso, toma-se DGB(XHY)’ nes-

te espago, gue é dado por(ZE)’
(x-y) - e oy |27 1 3Xa Y oy |V
Dot XY = 72 Sapi*™y T @B (A-vy “apiXY
(5.1.23)
2 =
e V fica cntao dado por,
1ﬁ(\)—Z)
(2, e o, o 2-v 1 _v}
V (C) = - Sﬁvfz { JJ dx dy ]X—YI + _(_\)—_.3—)—(\)__.4)_18_13]4 |
_ c
(5.1.24)
cem a escolba anterior de gauge.
5,2 - Singularidades do "Loop" de Wilson em Funcao da Dimensao

v do Espaco-Tempo

1) Interacdo de dois segmentos que se tocam formando um angu-

lc a (ver Fig. 5.2.1)
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Nesta sec¢ao iremos determinar o tipo de singularida -
de que traz um contorno nao suave; ou seja, com angulosidade.Em
particular queremos determinar o residuo no polo.

Considercmos; entao, a interacao entre dois segmentos

de comprimentos L, e LZ’ que se tocam formando um angulo o (ver

1
Fig. 5.2.1).

Figura 5.2.1 ~ Dois segmentos que se
tocam.

A distancia d e dada por,

re

a® = et e xS (5.2.1)

De acordo com o formalismo geral, V.

int» No  gauge di-

mensional, ¢ dado por,

21 (V52
T B B 2-v 4-v
Vint = 7 gv72 J dx -J " -yl (3“65(1“7 a-b|
(5.2.2)
No c¢aso que estamos tratando, (5.2.2) flcad1ﬁlworﬁv)
2r %59 g e J(L‘“’ 52t
v - o (4 ympindy 210220 L
int Sﬂv/z 1772 \)/2(3_\))(4 v)
seg(l) seg(2) (5.2.3)
As intcgrais [ [ podem ser calculadas mediante uma mnu-
5ﬂu(1) seg(2)
danca de variaveis, qual scia,
| Xy = fcosa
X, = fsena (5.2.4)
De (5.2.4) obtemos que dedyB = cosadfdy =-x,cosadfdA,

1

*
que quando 5ubst1tu1da em (5 2.3}, nos leva a

*Estawmos considerando o0 caso em qug ©os antldDS das setas implicam "conserva
¢io da corrente, ou seja, L2 . Em (5.2.5) a abreviatura sin(cosn) sig-
nifica sinal do cosa.
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ZP(Xlg) (0 [msin(cosa) Zﬂv
Vint = - ”g;vézﬁ J diJ di E coszu(senu) (1+A2C0tg u]
LZ -1
(v 2)(L4 v+L4 Y |f f ]4 v)
_ e a . (5.2.5)
V/Z(B-v)(4ﬂv)

Integrando (5.2.5) com relacao a & , obtemos o seguin

te resultado,

2r(¥z2y - . B =sinlcosa) , ) E%E
Vint © _gm$77— [a-v)2*® G(SOHQ) dx (1+x"cotga) -
-1
T ey |4 v
- T . (5.2.6)
ﬂv/Z(B_v)(4—vJ
Em (5.2.6) nao ha polo cxpliclto para v = 5,6, e ou -

*
tros valores subscquentes de v

Analisemos o caso particular em que v = 2. Neste caso
- * &
Vint © dado por
200-2r (V28 1Y ©sin(cost) v-2
(v=2) = 4 Z2 2 cosza(scna)zuv dxgl-)zyovozaj -
Vine dv 8ﬂ\)/z =) A (1+A"cotg
-1
(-2 wr)(L”‘ ) - |11, !4 =)
- " T B (5.2.7)
172500 (1) S f
“para v = 3, V ot possui um polo que esta associade a cscolha do gauge, e

portanto, pode ser Lllmlﬂado

k& — . ~ ' . .
Sendo P(va/Z)r o potencial na dimensao Vv, o potencial em duas dimen -

- - i - 2 .
soes que € £ r resulta de é%(v—Z)T(Eig)r v = const.xfnr.

v=2
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0 segundo termo de (5.2.7) & finito, em v = 2, como & imediato
ver, assim como todos os termos em que aparece a derivada de
uma funcao de v vezes
wsin(cosa) ‘ Qig
J d)\(1+)\2cotg2a)_2
-1
Resta-nos, entao, determinar o termo cm que aparece
esinf{cosa) v~2
é%[ J dA(1+A2cotg2a) 2
-1
. &
Para isto vamos tomar 0 < o < % , € portanto, sin(cosa) = +1.F§
zendo uso das seguintes formulas integraiS(ZE)
B m, 9 T ey bET (Lekm) 2
J (1+bx" ) 7dx = kzo (k) Ty com b® > 1 (5.2.8)
0
e
M raxPy TV ax - L PR L0 Y (5.2.9)
P p %
0
tem-se que,
o -2 1 1-v
[ E e 2,k ; B(5,75)
2 2 2 : v-2/2, (cotg”a) 1 2 2
t = =
dx(1+x"cotg”a) ’2 ( . ) KT Y7 Cotga (5.2.10)
1 k=0
Calculando-se, agora, d/dv de (5.2.10) e tomando !
seouida v = 2, vé-se que o resultado & finito, pois, para v = 2

o termo B(1/2, l—q/é), como se pode ver facilmente, nao tem pro

» Vipt € finito.

blema. Portanto, para v = 2

& . . .~ . - . -
Nos restringiremos a este intervalo de variagao de o devido a condicao de
aplicebilidade de (5.2.8).
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Consideremos a dimensio do cspago-tempo fisico, isto

H

&, v = 4. Para cste valoxr de v, V.. 4 dado por (5.2.6), possul um

polo, cujo residuo no mesmo & dado por,

wsin(cosa)

RIZ :--lz cotgza dx (1 + Aztotgza)_l + —lz . (5.2.11)
i 1 in
» Resolvendo a integral em (5.2.11) para 0 < o < g { e
portanto, sin(cosa) = +1), toremos o scguinte rcsultadocjg)para
o residuo da interagao,
RlZ _ (r-a)cotgn + 1 , (5.2.12)

2
A
PR 2 , _

onde o termo 1/4%° vem da escolha de gauge, e portante, depende
dele.

Cilculo anadlogo pode ser fcito no case ¢m que 05 sen-

— - . * —
tidos das sctas nao implicam ''conservacao da corrente'. XNeste

caso, basta Inverter os limites de integra 3o do £ em  (5.2.5),

{1

obtendo-se o seguinte resultado,

R - . lm-ojcotga + 1

12 S = (5.2.13)
’ Ay
Do cue foi visto, conclui-se entio gque, neste CASO
partjcular da Tntoreceo de Jeis scgmontos gue S0 Looam, i
= - 1nt.

- . - . —_ . - - -
56 possui polco na diwenszo do cspago-tempo fisico, com o0 Tesi -

duo no polo dependendo do znguleo o entre 0s segmentos.

%
* - . . -
Fste caso correspoice a srzuinte situacgao:
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11) Interacao entre dols segmentos que se cruzam.

Chamaremos de 2o o angulo que eles formam.

2

seg(l)

k
!

|

1

|

|

I

: o= k'ut
: K!r — knﬁn
i

|
|
i
]
|
}
| seg(2)
|

i

3

Figura 5.2.2 - Dois segmantos que se cruzam.

Vamos considerar, para efeito de simplificacao,o com-
primento do segmente (1) = comprimento do segmento (2) = L.
Usando (5.1.4) podemos calcular fsec' Teremos, entao,

o

para um segmento-ao longo do eixo kl’

L/2 -
£ - elklx1 ak. = <4 sen(k, I (5.2.14)
17K 17 -2

A expressao (5.2.14) para os sesmentos (1) e (2) que
i I g !

estamos a considcrar, fica,

2 '
fseg(l) = T sen(k j)
(5.2.15)
2 nw L
fseg(Z) = g sen (k™ )

Qu, usando a notacgaoc vetorial, tem-se,
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- 2 v Ly,

fseg(l) -+ sen(k f)u
. (5.2.16)
2 1 L +H

¥seg[21 = sen(k 7)u

> > ~ - . - > >
onde u' e u" sao 03 vetores unitarios nas diregoes de k' e k' |

respectivamente.

-E facil ver que k', k', kl e kz estao relacionados da
seguinte manecira,
k' = kl Coso + k2 seng
(5.2.17)
k' = kl cosa - kz sena
e portanto, ‘
k'k" = kf cosza - kf Senza (5.2.18)

De acerdo com o formalismo geral desenvolvido no pa -

ragrafo anterior, no espaco de Tourier, V. _ € dado por,

int
T ) 2.5

V., = AT dk Ak, (k.° +k2) i£]“ + termo de gauge

int vi2/2 1 2 1 2 =
(d1r) g (5.2.19)

e o}

(confira (5.1.16)).

onde no prescunte caso |f]2 ¢ substituldo por 2%ch[l)'%scg(2) >

ja que decvemos levar em consideragdo a intcracdo nos dois ramos.

Com o zuxilio de (5.2.15), tem-se a seguinte exprossao para
2% £

tseg(l)' seg(2)?

,_)' re ~ 8 . . k'L }\—_HL

Zfseg(l)'fseg[Z) = T cos(2a)sen( Z—}ggn( f—) . (5.2.20)

Substituindo (5.2.20) em (5.2.19), com o wuso simultaneo de
(5.2.17) e (5.2.18); e considerande o termo de gauge identica -

mcnte nuleo, tem-se,
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—lGFGi:E) 2 f+m sen(klgbosu+k2E%cna)sen(ki%tosa—RZESCna)
2 ; . 27 Z 2>
V., = —— = dk. |dk,cos(2a) X
int V+2 1 2 . kzcosza _ kzsen
(4n) 4 PSS PO 1 2
v
x ek, ) (5.2.21)
mas,
. L L L . L
ben(kl > cosa+k2 5 Sena)sen(kl > cosa - kZ = sena)
= senz(k. Ecosoa)—senz(k L sena) (5.2.22)
12 2 2
Colocando-se (5.2.22) em (5.2.21), tem-se,
~161 (A2 Y e e
Vint = ———_EFEWM cos (2a) dkl dk2 P
(47) z e -
senz(k ECOSaJ—senZ(k Lsena) v-4
1 2 2 2 2 2 2z
% — , (k7 vk ) (5.2.23)
T 2 7 1tz
k" cos™a - k. sen”q :
1 2
e o - = - . _(73)
Usando as seguintes formulas integrais‘‘2
[m r-1 : v
} TN (TrexP) T (1epxP) Vdx =
0
— 1 |%)\/p 4 }.\.. Ty VA.\' zt" )T _E
=3 @ Blpsurve 5,F (v, Siuevil-2) (5.2.24)
e - T (p)cos (K1)
- 2 :
x ™ lsen"[ax)dx = - “____;___.I,.,,,Vg,,_ (5.2.25)
0 vl ap

para integrar com respeito a k1 e k2’ tem-se,
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+4 o0 2 L \)"4
[ sen (k1 Zcosa) 5 ) T
dk {(k ki) =
) Z i Z 1 2
k" cos a~-k, sen‘u
—c0 1 2
2 L V-
sen (k =cosa) R . ,
R b (k%) © B(E, 23D ,F (4,551
2 1 2? 2 271 22 2 7
cosa Cos o
(5.2.26)
+ v-4
sen (kz Zsena) - Py
dk - (k. +k.J ) =
1 YA 2 1 2
- kl C -k, sen o
2 1. - v-5
Jem g gtene) 27T L ey, SIS
senza Z 2 2 72 7072 senza
(5.2.27)
+@®@ 1..( AYcas v-4
) 1 V- )uoa(mf—ﬂ)
sen (k sena)(k ) = - (5.2.28)
2 7 2 V- AL v-4
o (= sena)
% F(v 4)COS(~—ﬂﬂ)
J sen”(k, Leosa) (k) %dk, = - - S (5.2.29)
12 1 1 v-4
o 2V 4(Lcosa)
7

Colocando (5.2.26), (5.2.27), (5.2.28) e (5.2.29) en

(5.2.23), tem-se,

Lo A=V ' 2-v
M e WO _i,“_r_“__fiff__i‘_“?_ Dieentay B s
int Vil 2’ ! -4 | -
(4n) 2
2-v

1.6-v. 1 . 277" 1. 6-v. 1

x By (1,5;757 =)+ (cos ) JFp (1,575 55— 5-) } (5.2.30)
Sen o COs o

E agora, com o uso das relagocs,
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B(x,y) = “OTW) o ri1) - T C (5.2.31)
T(x+y)

podemos escrever V. dado por (5.2.31), da seguinte maneira,

1nt
16cos (2a)cos (GOT (25 > 23T (- “ B (1,395
Vint = TR - vz
(ary £ WVt (aly) (sen’a)
1 6- v 1
F. (1 3
2P e Y0524
< } (5.2.32)
z2 .2

{cos™a)

De (5.2.32), vemos que V. possuli um pdlo parav = 4

int
- - *
cujo residuo e dado por(zz)
R - - cotglan) (5.2.33)

e que depende, portanto, do angulo 2a entre os segmentos.,

Para fazer uma analise dos demais casos, quais sejam

. ' . ~ 73
v = 2,3,5,6,..., wvamos usar as seguintes relagoes(——)

Fila,5v;2) = mpiizesf) Boy+131-2) +
. (1-z)¥h T(g%§§%%§7_l JFp (Y0, ¥-B3¥-a-B+151-2)
(5.2.34)
o o T(y)T{B-a) e L1
2}.:1(05)6:\(:2_) = (1' ) ?L_BJ_F“L_Y Ot) ZFI(&’\_B’M—B-F]"].—Z) +

Na equacao (47) da referencia (72) devemos trocar o pelo suplementar de 20,
pois, no nosso caso os sentidos das setas nao implicam ''conservacao de cor
rente” se o angulo considerado for 2a, -
0 resultado dado por (5.2.33) pode ser obtide de culra maneira (ver Apandi
ce A).
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-8 T'(y)T (a-8) : L1
+ (1—2) F(Q)F—CW ZFI(B’Y_Q:,B—&-FI,E) (5.2.35)

Usando (5.2.34) e (5.2.35), JF (1,1/2;%5%1/cos%0) e JF, (1,1/2;

géy;l/senzu) ficam dadas por,

H-v.,  3-v
T (=501 (55-5)
- 2 2 2 -1 2
—;1/cos®a) = gy 2F1(1,1/2;"—2u;_tg a) o+

6
F.(1,1/2:-

27172 ? 4-v
F(wf—)F(mj-)

3-v 6-v
7 DT 2 4-v 5-v 5-v

v-3
)
2 . 2
+ (“tg Ot) —“’m7*2‘~r— 2F1 ("‘2 ,"‘2 ,'—2“",—tg Ot) (5.2.36)

c

6-v
I'(—-)T(~1/2)
503 2
; 2F1 (155 55t o

6V 2 2
Fo(1,1/2;—-";1/sen"a) = (-tg a)
et : r(1/2)r 5%

L2 T

+ (—tgzu)' —_— ZFl(l/Z,E%E;l/Z;—tgzu) .(5.2.37)

Com (5.2.36) e (5.2.37) em (5.2.32), e usando simul-

taneamente a relacao T (1-x)r(x) = 7/sen(nx), tem-se,

16cos(2u)cos(%;)r(E%E)F(Q%E)F(V—4)
Vint RS -

Gy 2 4w

5-v. 3 2
- Ty gs-tg el

stefs  r(-1/2)
: 4.
-\;5-3 r(1/2)r 5

e !

(senzu)

w=3 T
L-ESZGJI/Z Eﬁff—lsen[j(x—szl 1 323'1/2-_tg2a) )
V-2 r(172) 21 SVARETEE

(senig)2

3-v :

I (=5-) :
2 v-1 2
N 5 P (1,1/72:%555-tg20) 4

(cos?y) 2 F{E%E)F(E%E)
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3-v

2; -3
2 7 T
(_tg o) Z 4_v 5—\)_5_—_\)__ yA
vz T/ 281 CroeTrTcteT e (5.2.38)
(cos“a)
Observamos em (5.2.38) que para vV = 5 e v = 2 nao exis
* -
tem pdlos . Por outro lado para v par (v > 8) existe um polo as
sociado a F(E%X). Para v = 3, V.. ¢ Possui um polo cujo residuo
e dado por,
L
R = - = cos(2a) (5.2.39)
Portanto, para v = 3, assim como para v = 4, V. da-

int

do por (5.2.38) possui polos, cujos residuos nos mesmos depende

do angulo 2a.
I11) Interacao entre um segmento e uma scmi-reta

Vamos considerar o caso em que o sentido das setas im

plica "conservacao de corrente', o que correspondec a Fig.5.2.3.

Figura 5.2.3 - Segmento e semi -

. -reta que se to -
(y, 0 cam.

A distancia d € dada por,

y-x}? - (Y-lxll)z +.xf (5.2.40)

mas, V. . (c) e dado por,

int

* . - B
No caso vV = 5, o polo da T(EEE) e compensado pelo zero de cos(%;)
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v-2
T

rf o, o 2=V
Vi (€)= R JJ dx dy” [x-y| + termo de gauge  (5.2.41)

A substituicio de (5.2.40) em (5.2.41), com o  termo

de gauge indenticamente nulo, nos da,

F(v—Z) (0 oo 2-v
V. . (c) = - 2 dxdy [(y-|x,|%+x271 2 (5.2.42)
int T T g v/2 J yoLlY-Ixy 2 e
Lo

Com o auxilio da seguinte mudanca de varidveis:

y' = y_lxll, a integral em y fica,
” 2=y

I :[ dy' (yrPex ) (5.2.43)
'lxll

a qual pode ser rcsolvida com o uso das seguintes formulas inte

(73}

grals ‘="
u
{ (X2+Bz)vdx = Bzqu(—v,%;%;—né) (5.2.44)
0 - B
e
T2 o PG/DT3v) gy
J (x"+R7) "dx = —— ey R0 (5.2.45%)
u

Com o uso de (5.2.44) e (5.2.45), a expressao (5.2.43) fica

>

-3 2
r(3/2)7 (&) ' X
) 3-v 2-v..v-2 1.3 ~1

[ = — gy Xy o+ 1x11x2 F(==,5575-—% ) (5.2.46)
F(—Z‘ XZ

Colocando (5.2.46) em (5.2.42) e considerando a seguinte mudan-

ca de variaveis: X, = £Cosa e X, = Eseno, tem-se,
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V-2 0 v-3
r (5= F3 /2T (5D 5, -
V(C) = - ——\)—/mz— i d(g \)_2 E; (Sen&) +
8 L T(_f—)
+ £V cosa] (Scnu)z_\)F(y._g;z_;;;%;ﬂcotgza)} cosa (5.2.47)

A integracac em £ nos fornece o scguinte resultade final,

2

V-2, 4-v v-3
P57k gsq F(3/2)r(5™) ' 3-v
V(c) SY&: o7 {sena) +
8w (4-v) F(m%“)
+ ICOSu!(SCH&)Z—QF(B%E,%;%;—COthG) } (5.2.48)

vemos em (5.2.48) que existe um polo para v = 4, cujo residuo €

dado por,
R = S25%(1(3/2)T(1/2) (sena) "+ |cosal (sena) 2F(1,3,5;-cotg’a)
B 22 °
(5.2.49)
mas, Ssabcmos que F(1,1/2;3/2;~22) = arctgz/z, e portanto,
m
TZ— - O
Cotoo » para o < 7
F(1 l'é'_cot 2&) = -
2070 & = T (5.2.50)
7 + O
- Cotﬁ&”&' y paI‘a a > T

Usando o resultado (5.2.50) em (5.2.49), obtém-se os
residuos para os varios intervalos de variagao de o ,

{ﬂ-u)cotg(ﬂ—a)

R = ~ , para 0 < a < w/2
81
acotga '
R = Zg— R para /2 < a < m
8w (5.2.51)
R = 9593%9 , para 1 < a < 31/2

87
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R = (ﬂ+u)COt-£Eigl , para 3In/2 < o < 27
8m
Logo, para Vv = 4, cspacgo-tempo fisico, o residuo no pdlo depen-

de do angulo o entre o secgmento e a semi-reta.
Também existe um pélo em (5.2.48), para v = 3, cujo

residuo & dado por,
Lcosa
R = g (5.2.52)

e que bortanto, depende tanto do angulo o quanto do comprimen-
to do segmento. -

Para v = 5,6,..., nao existem polos, ja que as E's
nao 0s possuem.

Examinemos agora o caso Vv = 2. Bem, para Vv = 2, nao
podemos tomar diretamente a cxpressao (5.2.48) e tomar v = 2, A
razdo para isto € que o propagador que usamos e que & proporcio
nal a 1y—x|2"v so € valido para v # 2. Para v = 2, o propaga-

dor & proporcional a £aly-x|, mas o cdlculo direto nos leva a

‘resultados divergentes. Portanto, precisamos regularizar o re -

sultado obtido e para isto vamos fazer uso da seguinte formu-

1a(1£),

vic) = - lf dx® [ dy® jﬁi [(v-Z)F(E%E)Iy-xlz_v]} (5.2.53)
t v V=2

o que pode ser escrito assim,

v(e) ={ L loonrdsh j dx® j dy®* |y-x} %71 }v (5.2.54)

A integral deujdyuIy~xlz"v ja fol calculada e & dada por,
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V-3
4-v rz/r ) <y
jdxajdyaly—x]Z‘v = E-v cosa vﬂzz (sena)’ +
P
+ ]senalz_v cosaF(X%E,%;%;—cotgza) } {(5.2.55)
Calocando {(5.2.55) em (5.2.54) tem-se,
V-3
. 4~y T(3/2)T (—==)
d 1 L .oVv-2. L 2 3w
vic) = {Eﬁ [- 7(v—2)1(~7—) Ty cosa(“—miﬁi—nh— senal
T(“z*)
+ lsenalzﬂv cosa F(Bég,%;%;—cotgza)] ] (5.2.56)
V=2
forma esta que nos permite ver que para v = 2, V(c) nao possui

p610.

Nos treés casos abordados os residuos nos polos, para
v = 4, dcpendem somente de uma caracteristica geométrica das cur
vas, que € o angulo a. Para Vv # 4, os residuos nos polos (nos
casos em que existem, naturalmente) dependem nao s6 do angulo
o, mas tambem de outra caracteristica geomé?rica, qual seja ,
os comprimentos dos scgmentos.

Vale salientar também que de certa forma os 7resliduos

dependem (mudam de sinal) dos sentidos das setas. Os casos que

jmplicam "censervagao da corrente' tem-se sinal positivo e os

casos que nao implicam "“conservacgao da corrente" tem-se sinal
negativo.
5.3 - Interacao Entre Dois Circulos

Nesta secao vamos calcular W(Z)(c) para dois circu -

los cujos centros estao separados por uma distancia D e que nao
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se interceptam. Veremos, entao, como surgem as divergeéncias em
fungao da dimensao v do espago-tempo.

Da se¢ao 5.1 (conferir (5.1.16)), W(Z)(c)* & dado

por,
4-v +00 w v-4
20 (42 V-4
(2) Z 2 2.2 2
W (e) = - — viz J dk,; J dk, (k" +k;7) | £ | (5.3.1)
(4m) = 7 e

No caso de uma curva fechada, a = b, e 0o termo de gauge ¢ iden
ticamente nulo.
Bem, o0 nosso problema restringe-se em boa parte ao

calculo de [f|2. De acordo com (5.1.22), f para um cIrculo

de raio R ¢ dada por,

R 27
. ikrcosd . ZmR i
f =1 [ rdr J d ¢e = 1 55— Jl(kR) (5.3.2)

0 0

Este resultado foi obtido com ¢ auxilio das seguin-

tes formulas integrais(ZE),
P2

sen(zcosx)cos(nx)dx = Zﬁsen(%;)Jn(z) {5.3.3)
J0 '
r2ﬂ

cos(zcosxlcos(nx)dx = ZﬁCOS(%;)Jn(Z) (5.3.4)
B
Fl

1 -1 :
xV" T (ax)dx = a J (a) (5.3.5)
V v+l

0

Para dols circulos de raios R e r, separados centro a

% - )
Estamos usando a notacao W(Z)(c) em lugar de V(z)(c), pois, agora, esta -

mes tratando de curvas fechadas.
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centro por uma distancia D, o f total &,

- 2im . ile
f = =~ [RJ; (KR} + ¢

% rJl(kr)] (5.3.6)

e portanto, £%  dado por (5.1.17) fica,

. 1k, D
o ol 2im BN
R kB ~T—[RJ1(kR) + e rJl(kr)] (5.3.7)
Colocando £% dado por (5.3.7) em If[2 = ganafBT, tem-se o0 se -

guinte resultado,

-

[£]% = 4n®[R%I ) (rywr? F (kr)+2Rreos (kD) (KR)J, (k)] (5.3.8)

Agora; cologuemos (5.3.8) em (5.3.1), o que nos fornece o se -

guinte resultado,

(2) ‘ZF(E%B) " +w 2 .2 Eiﬂ’ 2 2 2
W o - 5|k J ak, (k2 k) {4w (R% F (kR) 4
(43) i —0 —o0
. r2J£Z(kr)+2Rcos[k1D)Jl(kR)Jl(kr)] } (5.3.9)

Os termos que contem Jf (kR) e Jj?(kr), em (5.3.9) ,

correspondem as autointeracgdes dos dois circulos e sao  dados
72
or(—~),

p
2y RTrERMrose
Npl o= - E%E _ (5.3.10)
v-1 H-v
2 I r (T)
2) r4_vr(§%X)F(u/2)
Wt e - —3 (5.3.11)
v-1l 2 H-v
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0 termo que contém Jl(kR)Jl(kr), em (5.3.9) correspon
de a interacao entre os circulos. Para calcula-lo vamos fazer a
seguinte mudanca de variaveis: ky = kcos8 e k, = ksen®. 0 ele -
mento dkldk2 se transforma em kdkd6. Com estas mudancas escreve

mos o termo de interacdo entre os circulos da seguinte maneira,

oo

() 16T’ s
Woor o= P dk J dek ™ chos((kcosejD}Jl(kR)Jl(kr)
(4m) 2 0 0 (5.3.12)

Usando (5.3.4) para fazer a integraci3o em 8, tem-se,

3 4_v oo
-32w°r (—5-)Rr
(2) 2 V-3
wint - V+2 } dk k JO(RD)JI(RR)JI(RT) (5.3.13)
(4m) 2 0
(73)

Podemos resolver (5.3.13) com o auxilio da seguinte formula

3

o0

Zp—lakbuc—k—p-pr(A+u+gig)

xp—le(ax)Jp(bx)Jv(cx)dx = 2 x

0 FOS1T (uel)T (1= AFEsVeD,

x B, (AtHZVFD  Arutvip oo g LAl bz) - (5.3.14
4 5 ’ 5 y A+h, H+1g Zj 5 Zj .. )

onde a, b e ¢ satisfazem a seguinte relacdo: c > a+b, com a >0
b>0ec > 0,

Obtem-se, entZo, os seguintes resultados,

2 2 2 2
(2) _ (v=2)R"T°r(v/2) VoV, R x°
Wint - V-4 F4("Z’2’2’255D—2‘:D2) (5.3.15)
VAR
27 D*

com a escolha: ¢ =D, a = Re b = r; e portanto, D > R%r; e
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2.2-v 2 2
(2) _ -r"R7TT{(v/2) v_2 v, ..D°.x
Wint B v-4 F4( i sfsl’zsgj,ggj (5.3.16)
2
i

com a escolha: ¢ =R, a =1 e b =D, ¢ portanto D < R-r.

(2

Adicionando-se NS
int

nos casos em que D > R+r e

D < R-r, a Wéz) e w£2); tem~se finalmente que,

r(B—EE)r (v/2)

W(Z) - _(R4—\)+r4"‘\)) \}_3 +
2>t 28
(5.3.17)
2.2 2 2
(v=-2)R"r"T (v/2) VARV R r
y__—4_ F4('2-l,7,2,2,}—)—2,5?) » D > R+I‘
2w 2 nY
e
3-v
T (75T (v/2)
2Vt r (05
(5.3.18)
2,2-v 2 2
T R T{v/2) V-2 v, D™ .r
- - _ -4 F4( 2 ’7’1;25E7:E7) s D < R-r
T 2
Tanto (5.3.17) quanto (5.3.18) sao finitas na dimen -
sio do espaco-tempo fisico, ou seja, v = 4. Para v = 2, 0s
W(zj's nos casos em que D > R+vr e D < R-r, sao finitos, e da-
des por,
W(Z) = - % ﬂRZ - %— ?TI'Z' , D > Rsr
(5.3.19)
W(Z)———l—rrRZ—éﬂrz , D < R-r
2 2
Estas contribuicoes vem das partes de auto-interacao.
Para v = 2n+1 (n = 1,2,...,), temos polos associados a T(éli),
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cujos residuos para v = 3 e v = 5, sao, respectivamente,
Res = - % (R+r) , mnos casos D > R+r e D < R-r (5.3.20.
e
R -3 (l + l) ara D > Rsr e D < R-r (5.3.21)
es. 64 ‘R* 71/ » P T

Observemos que estes polos provem das partes correspondentes as
auto-interacoes, nao havendo contribuicao da parte que corres -
ponde i interacado mﬁtua_entre os circulos.

Para v = 2n+1 (n = 1,2,...,) existem, portanto,polos
assoclados a F(E%E) provenientes das partes de auto-interacao
(para D > R+r e D < R-t) e cujos reslduos dependem dos raios
dos circulos (veja explicitamente para v = 3 e v = 5), que sao

caracteristicas geométricas.



CAPITULO 6

OBTENCAO DA RENORMALIZACKO DA CARGA NA
ELETRODINAMICA QUANTICA USANDO O "LOOP"™ DE WILSON

E bem conhecido que podemos calcular a renormalizacao
da carga na Eletrodinadmica Quantica calculando o espalhamento

de um elétron por um campo externo. O método comsiste em consi-

(75)

derar sistematicamente todos os possiveis diagramas (na Fig.

6.1, mostramos os diagramas de 22 ordem) que contribuem com cor
recoes (chamadas correcoes radiativas) ao processo em conside -

racao.
,M‘“‘.ﬂg"

h"*:.,

o
>
(a) |
(c) (d)

Figura 6.1 - Corregoes radiativas de 2@ ordem ao espalhamento de um eletron
B por um campo externo (indicado por x).
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As integrais correspondentes aos diagramas (a), (b)
e (c) da Figura 6.1 apresentam divergencia infravermelha, que
surge artificiaimente devido a aplicacao da teoria de perturba
cdo a fotons com frequencia extremamente pequena. Para superar
este problema (divergencia infravermelha) faz-se necessario o
uso do método funcional desenvolvido por Bloch e Nordsieck(zg),
que trataram pela primeira vez tal divergencia. Vale a pena res
saltar que tal meétodo envolve calculos nao-triviais.

0 diagrama (d), que corresponde a polari;agﬁo do vé
cuo, por sua vez; apresenta divergéncia ultravioleta. A inte-
gral de poiari;agéo do vacuo € calculada introduzindo-se¢ um ou
mals parametros de corte ("cut-off parameters™). Com a introdg
cao do parametro de corte, a integral se decompbe em uma parte
que depende do parametro de corte, e portanto, e infinita e ou
tras partes finitas que nao dependem do parametro de corte. A
parte que depende do parametro e que tende a infinito com ele,
¢ eliminada, incorporando-se a carga.

ApGs os calculos dos diagramas da Fig. 6.1 correspon
dentes a auto-energia do elétron, a modificacdo do vértice e i
auto-energia do foton (polarizacao do vacuo), combinam-se as

contribui¢cdes de cada um deles a renormalizacao da carga. Fi -

wr

nalmente, investiga-se qual a contribuicao global 1iquida
renormalizacao da carga. Verifica-se, entao, tendo em vista a
invariaucid sob U(1) da Eletrodinamica Quantica que somente o
diagrams de polarizacgao do vacuo distribui para a renormaliza-
¢ao da c¢nrga. Este resultado pode ser generalizado para todas
as ordens da teoria de perturbacao conforme foi demonstrado

por Ward(zz).
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0 nosso objetive ao relatarmos as etapas do método
mencionado & para termos uma idéia da quantidade de calculos
envolvidos, que sdo muitos e em alguns casos, nao-triviais.

Neste capitulo mostraremos como se pode obter a re -
normalizacao da carga de maneira simples, Sem praticamente ne-
nhum calculo. Na realidade, o Unice calculec a ser feito (admi-
tindo que ainda ndo tivesse sido feito) € o do propagador foto
nico com a correcao associada ac "loop'" fermidnico. Para deter
minar a renormalizacao da carga da maneira simples menclonada,
vamos fazer uso da série perturbativa do "loop" de Wilson Quan

tico, da qual tomaremos apenas o termo de segunda ordem.

6.1 - Série Perturbativa do "Leop" de Wilson Quantico

Consideremos a definigdo do "loop" de Wilson Quanti-

co, que €,

(6.1.1)

N

W(c)=.%<wtc)>0 = S <TrPexp(ig é AM(XJqu>U

onde < > indica uma média funcional que & tomada sobre todas
. ~ a
as configuracoes dos campos de gauge; AU(X) = Au T, > sendo
Af‘(x)'s os campos de gauge na representacao adjunta e Ta as
NxN matrizes geradoras de SU(N) ou U(N). No caso que nos inte-
ressa, isto &, na Eletrodinamica Quantica, N=1, e g = €
(carga elétrica, que € a constante de acoplamento da teoria) .
Neste caso, como a teoria ¢ abeliana (grupo de gauge U(1)) nao

& necessario o P (ordenamento) nem o trago pois o} operador

exp % Audxu & uma matriz 1x1. A serie correspondente a (6.1.De
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Wic) = <W(C3>¢ = <exp(ie }E A, G0dx )7 =

= . n 1 ul [ un

=1+ Y (ie) o § dx; 7. ? dx “<Al (Xl)"'Aa (xn)>0 (6.1.2)
n=2 1 n :

onde <Au1(xl)"'Aan(Xn)>0 = Dul...un(xl""’xn) ¢ o chamado

propagador do campo de gauge.
Vamos tomar em (6.1.2) o termo de 22 ordem, que & da-

- do por,

() x E e foy nonory

) (6.1.3)
1
-3 e % dx % dyB DGB(X—Y)

onde D . (x~y) € o propagador do fdton livre, e é dado por

4 g ;
DaB(x—y) = J _QgKI (- —%E) elk'(x“y) (6.1.4)
(Zm) k

Consideremos, agora, tambem o terme de 22 ordem da se
rie (6.1.2), so que ao invés de considerarmos o propagador do
foton livre, vamos introduzir um "loop" fermidnico formado por
um par elétron-pésitron associado 3 polarizagao do vacuo. Neste
caso, o propagédor, que iremos denotar por ﬁas(x—y) esta corri-
gido em relacao a DaB(X_Y) da contribuigac da auto-energia do

foton. A Eq. (6.1.3) fica, entiao,

— [ —
X 6%5) y = w2 o % e? ? dx % dyB DGB(x—y) (6.1.5)



-82-

6.2 - Correcao do Propagador Fotonico

Interessa-nos, agora, uma expressdao para o propagador
fotdonico com a correcao de 22 ordem do propagador do foton 1i -

vre, que €,

PN S D . (k) = S8 (6.2.1)
= G,B = = i(—-z——' - -
no espaco dos momenta.
Com a correcao de 22 ordem, o propagador fica,
k ' k ' k Eag
MM %M&OAAAM = DOLB(k) = - —k—z-—- +
: g g
pA R 2 nv
+ (- 17—) Ikn(k } (- ij‘) (6.2.2)

onde %ﬁ#kz) & o tensor de polarizacdo do vacuo, renormaliza -

do(1§), e € dado pela seguinte expressao:

2 2
R 2 2 e M
I (k") = (k7g, -k,k ) y—— [log () -
AN An AT 124 m
! 2
- 6 du(l-ulu log(l - ~7u(1~u)] (6.2.3)
0 m
com M2 sendo o parametro de corte e tal que M2 >> kz.

Colocando (6.2.3) em (6.2.2), tem-se,

= g Sua o 2 M2
= - Y _= - -
1 2
6 | d k S
- u(l-uju log(l - ~Zu(l—uJ)(- +7~)] (6.2.4)

Como na Eletrodinamica a corrente se conserva e Como
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o propagador fotonico esta entre duas correntes (véertices), en-
tao, o termo em kkkn se anula. Levando em conta este fato e ad-

mitindo que a variacao do momentum seja muito pequena, isto g,

k% = 0 (6.2.5)

a expressao (6.2.4),torna-se,

Bo(k) = - 9B (1 e’ (M2)1 ©(6.2.6
0T TR T R o

-

6.3 - Renormalizacao da Carga

Comparando as expressoes para oS propagadores DaB(k)
e ﬁug(k), i.e, (6.2.1) e (6.2.6), respectivamente, e tomando

a transformada inversa de Fouriler, tem-se,

2 2
= € M
D(},B(X"y) = D(I.B (X—y) {1 - T log (;Z)] B (6.3-1)

12n

Colocando (6.3.1) em (6.1.5), temos,

2 2
—(2) 1 .2 e M
W = - 77 (1 - S log(Ty)) % dx | % dyg D, (x-y) . (6.3.2)
127 m
Comparando (6.3.2) com (6.1.3), conclulmos que elas
nos fornecerao o mesmo resultado se no lugar da carga e em

(6.1.3) colocarmos ep dada por,

2 2
el = el - =5 10g®p (6.3.3)
12n m

(78)

que € a exprcssac conhecida*'=’ para a renormalizacao da carga
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na Eletrodinamica Quantica, na aproximacdo de ordem mais baixa,
obtida sem a necessidade de se calcular as contribuigdes a re -
normalizacdo da carga devido a modificacdo do vértice e a auto-
energia do eletron (que se compensam), e portanto, de usar o mé
todo de Bloch—Nordsieck(Zé); pois; tais processos nao aparecem
no formalismo dos fatores de fase dependentes da trajetoria
("loop'" de Wilson).
,

E, pois, bem provavel, que também nas ordens superio-

res, seja mals simples o calculo com o "loop" de Wilson do que

com os métodos tradicionais.



~85_

CONCLUSOES

O Loop de Wilson Classico esta relacionado com o des-
vio angular no deslocamento paralelo no caso em que os vetores
transportados sao paralelos aos eixos do espaco interno e usan-
do-se um potencial tipo instanton. O loop de Wilson nio discri-
mina; para alguma classe de trajet5ria; diferentes potenciais
que ddo copias de campo. O comportamento assintético do loop
de Wilson permite que se detecte a presenca de mérons e nao de
instantons. A Singularidade do méron nao € detectada pelo loop
de Wilson. Para dois segmentos que se tocam ou se Cruzam, Ou pa
ra um segmentos e uma semi-reta que se tocam, as interacdes mu-
tuas possuem polos na dimensdo do espaco-tempo fisico cujos re-
siduos s6 dependem do angulo entre eles. Para outras dimensdes
em que ha polos os residuos dependem de mais um fator geométri-
co que S0 65 comprimentos dos segmentos envolvidos. As auto -
-interacoes e intera¢oes mituas para dois circulos nio possuem
polos para v = 2 e v = 4. Para v impar, as partes corresponden-
tes as auto-interacdes possuem PGlos cujos residuos dependem
dos raios dos circulos. As interacbes mituas nao possuem pdlos
cm nenhuma dimensao v do espago-tempo. E possivel obter-se a re
normalizacao da carga na Eletrodinamica Quantica por intermé-
dio do loop de Wilsdn na aproximacao de ordem mais baixa, e pro

vavelmente, em outras ordens.



APENDICE A

CBTENCAO DO RESIDUO NO POLO PARA A INTERACAC ENTRE DOIS SEGMENTOS QUE SE
CRUZAM EM TERMOS DOS RESTDUOS DAS INTERACUES ENTRE 0S PARES QUE 0S COMPOEM

Neste Apendice fazemos um breve calculo para obter -
mos a expressao (5.2.33) a partir das expressdes (5.2.12) e

(5.2.13), ou seja, queremos mostrar que o ResV. (v = 4) de

int
2§:I><<iéa pode ser obtido da soma de '

Res V. (v 43 de Res Vi (v=4) de

nt

Res V. . (v=4) d <<f:::;e do Res V. . (v=4) de

MT-20

Das expressoes (5.2.12) e (5.2.13) tem-se,

_ _ (m-Za)cotg(2a)+1
Res V. . (v=4) de %Ei:r>> = - 1,2 (A.1)

Zacotg(n-2a)+1
2
4a

Res Int(v 4) <iiz::::\ = - iﬂggﬁlggffézglil (A.3)

Res Vint(v=4) (A.2)

Zacotg (n-20)+1
= > (A.4)
4t

Res Vint(v=4) de
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|
1

ki

Somando Vint (v=4) de (j>> :\»//+ <<;3/A\3 = cotgZa

= Res Vin (v=4) de 2a 20

t



APENDICE B

0 METODD DE.REGULARIZACEO DIMENSIONAL

Un fato conhecido € que a solucao da equacdo das on-
das possuil propriedaéés fisicas bastante diferentes dependendo
da dimensao do espaco ser par ou impar. Por exemplo, uma pro-
priedade fisica muito importante que depende da paridade da di
mensdo do espaco € o principio de Huygens, que s& & valido
quando o numero de dimensces espacio-temporal for par.

Em 1972, Bollini e Giambiagiczg) tomando como base
o fato de algumas propriedades fisicas dependerem da paridade
da dimensao do espaco-tempo, acharam interessante investigar o
comportamento da teoria quantica de campos com respeito ao nu-
mero de dimensoces do espaco-tempo euclideano, particularmente,
a relacao entre as divergéncias que aparecenm na teoria e a di-
mensao espacio-temporal. Destas investigacoes, surgiu, entao,
um método de regularizacao no qual a dimensao v do espaco-tem-
po € o parametro regularizador. Tal método, chamado regulariza
¢ao dimensional, foi desenvolvido ihdependentemente por t'Hooft
e Veltman(zl).

As 1ntegrais de Feynman sao calculadas, neste méto-

do, para um numero inteiro e arbitrario de dimensdes v . Nos

calculos, os vetores, as matrizes de Dirac e o tensor métrico
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sao generalizados* naturalmente para v dimensoes (v inteiro) ,
ou seja; eles sao manipulados como em 4 dimensoes. No resulta-
do da intEgragéo; as divergencias ultravioletas-usuais apare -
cem como polos para alguns valores inteiros de v . No caso do
espaco-tempo fisico, as divergéncias aparecem como polos sim -

- : * %
ples ou multiplos quando fazemos v = 4 . As partes finitas po
dem ser, portanto; extraidas, e as partes divergentes podem ser
isoladas e incorporadas a alguns parametros da teoria, tais co
mo massa e constante de acoplamento.

Uma das caracteristicas deste metodo € manter a cova
riancia relativistica, bem como a invariancia de gauge em to-
dos os estagios dos calculos. Este ultimo fato, torna este mé-
todo o mais adequado na renormalizagao de tais teorias, pois ,
a invariancia de gauge € mantida para cada valor de v, e nio
so no limite v » 4,

A regulari;agéo dimensional €& aplicavel ao modelo o,
e Eletrodinamica Quantica e a teorias de gauge nao-abelianas.

Como exemplo de aplicagao do metodo de regularizacao
dimensional; vamos calcular o diagrama de polarizacdo do vacuo
na Eletrodindmica Qudntica, como uma fungdo analitica de v, na
aproximacao de ordem mais baixa.

A integral de polarizagcdo do vacuo (energia propria

do foton) corresponde ao diagrama (Fig. B.1),

* . - ~ . .
Os espinores, no entanto, nao sao generalizados naturalmente para v dimen

soes, porem, nos calculos efetivos eles aparecem como tracos das matrizes
de Dirac, ao fazer-se uso do operador de projecao de energia.
Para o tensor metrico gL , tomamos a forma diagonal com wvale -

res de +1 e um valor -1.

*& . . - . - - .
Partir de v dimensoes para 4 dimensoes e um processo natural se.a teoria

nac contiver a matriz Y5, due assume uma forma partlcular para Vv = 4, ou
seja, esta passagem € natural se a teoria nao contiver acoplamento axial.
A definicao de YS nao & univoca para dimensoes maiores do que quatro.
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Figura B.1 - Diagrama de polarizacao
do vacuo.

De acordo com as re- p
gras de Feynman da Eletrodina- .
mica Quantica, o diagrama de polarizacdao do vacuo (ver Figura

B.1) corresponde a seguinte integral

: 4 _
il (k) = 82 I:- -__7(1 P Tr Y Y.p+m Y Y'(p_k)-ﬂn (B 1)
of J (Zm) B pz-—m2 o (p—k)z—m ) ]

-

A equacgao (B.1) define o chamado tensor de polariza-
cao do vacuo.
Admitamos que a Equacao de Dirac em v dimensoes se -
ja,
(Yup“ém)w; o, (B.2)

onde Y e um espinor em dimensoes v (inteiro) e Yy sdao as matri-
zes de Dirac generalizadas de maneira natural para uma repre -
sentacao de dimensao d(v). Entao, os yu's satisfazem a seguin-

te relacao,

Y. ¥ .+ Y Y = Zgup lvxv (B.3)

imposta pela validade da Equacao de Klein-Gordon a cada compo-
nente do espinor . Podemos, entao, generalizar a Eq. (B.1) pa

ra v-dimensoes como segue,

y |
T (K,V) = e’ J dp 1y {Y_B Y Py ﬁ&}?—*ﬁ?} (B.4)

(Zﬁ)v p_-m & (p-k} "-m

Fazendo uso; em (B.4), do fato do trago do produto



de um numero Impar de matrizes v ser nulo e das seguintes re -

lacoes,
Tr(Ypr) = d(v)gpp (B.5)
TT(YQYPYBYD) = d(v)(gupgsp * 84088y " 80885 (B.6)
P _ . p
gUQg A gu)\ ’ gupp - PU *
(B.7)
g _ WP
gU' = v ) gpp = gDH e gppY Yu
tem-~se,
2 R .
QN Mg atPg (P ok )P (Pg-kg)-g P (P-k)
naB(k’vJ - ezd(v) : pv ek Za 2a > g S =
(2m) (p"-m™) [(p-k)"-m"]
(B.8)
Em (B.8), d(v) & uma func¢do analitica de v. Para v

inteiro d(v) coincide com o numero de componentes do espinor
no espaco de v-dimensoes.

Usando, agora, a parametrizacao de Feynman,

1

1 .
B S B (B.9)
DlDZ J [Dlx + Dz(l—x)]z

- . ~ A Z
e fazendo a seguinte identificac3o: Dy :,(p—k)zwmz e D2=p”—m£,

a Eq. (B.8) fica,

1 ' VA
d\&) m gaB+pa(pB—k8)+p8(pa—ka)~gaBP-(P"k)

[
g (ksV) = ezd(vJJ‘dx}

0 (Zﬂ)v [(p—kx)_2 + kzx (l—x)—mz]2

(B.10)

Calculando a integral dada por (B.10) com métrica
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euclideana” e fazendo uma mudanca de varidveis p + p+kx, a Eq.

(B.10) fica,

1 .
] o gV
ﬂas(k,v) = ie“d(v) dx . m_gEv x
0' J {(2m)

2 : 2
m"g e+2P P+ 2x (x-1)k ko+g o[p -x (x-1)k%]

x

(B.11)

[p2+x(x—1)k2+m2]2

onde eliminamos os termos lineares em p, porque aparecem multi
plicados por funcées de pz.
Fazendo, agora, a seguinte substituicao,

1 2
PPg 7 - % 8P (B.12)

chega-se a uma nova expressdao para (B.11), que &,

2 -rl av

Tog (Kov) = id(v)e” | dx C P«
o 0o (2m) "
2 2 2 2 Y/
5 m ga8+(1~ ;)gagp +2x(x—1)(kak8nk guB)gqu(x-l)k
[p2+k2x(x~1)%m2]2
(B.13)
*

Com a finalidade de evitar a discussao da convergencia da integral (B.10)
em relacao ao sinal de pz, podemos deformar o caminho de integragac  ate
faze-lo coincidir com o eixo imagindrio de Pg» ja que o integrando € uma
fungao analitica. Esta operagao, que se chama rotacao de Wick, é equiva -
lente a transformar a.métrica e euclideana, ou seja p~ > —pé. Em conse -

quéncia, teremos que | dvp + g f dva.
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Utilizando-se a seguinte formula”

, . Voo Y
de (gz)n ) ﬂv/Z F(7 + H)F(m;n—‘z) (B‘14)
‘ {p +a)m iT{v/2) r(m)am-m -3
e a propriedade da funcao de Euler,
nT'(n) = T{(n+1) (B.15)
ve-se facilmente que,
2 2 2y .2
dvp [m®+x (x-1)k }g%B2 - va ;1- U)p i“ﬁz -
(zm)Y [plax(x-1)k%+m’] (21)Y [plex(x-1)k%m®]
W
r{l - s)g
. v 27 %aB
= wl(l - 7) 1 _ v]Z (B-lﬁ)

m® s (x-1)xk*]

e portanto, se cancelam mutuamente, restando somente o seguinte

termo,

2 d(v) v 2
WGB(k,v) = ¢ E&ﬂ)v F(z - ?)(kake"k gGB) X
1 )
« | dx2x(x-1) [x(x-1)kZ+m?1? (B.17)
0

Na obtenczo de (B.16) e (B.17) identificamos o a que

aparece na formula (B.14) como sendo igual a m2+x(x—l)k2.

Observemos em (B.17) que o fator invariante de gauge

0 fator i vem do fato da integral ser calculada com metrica euclideana,
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(kak ;kzgas) aparece para qualquer v; 0 que nao acontece no mé-

B
todo tradicional de regularizacao analitica.

Escrevamos (B.17) numa forma diferente, qual seja,

SN S 1CO ) 2 =2
ﬂas(k,V) = e 12;5572 (kaks"k ggB)ﬂ(k , V) (B.18)
onde,
1 )
FkE,0) = T(2-D) J dx2x (x-1) [x (x-1)k%+m?] % (B.19)
0
Para um foton real ou fisico, devemos ter k2 = 0, e
portanto; a Eq. (B.19) fica,
_ v, ol
T(O,v) = r(2_§)(m2)7 J dex(xnl):_%mv_4F(2-%) (B.20)
' 0
. . . (79)
Tomemos, agora, a seguinte identidade =7,

FkE V) = n(0,v) + [F(kZ,v)- (0,v)] (B.21)
ou seja,
AW = - 2 r@-pavTtare-y J dex(x-l){ [x (x-1) k%4
0
yv.z2 yv.2
A A } (B.22)

onde fizemos uso de (B.19) no 29 membro de (B.22).

£ ficil ver L) que a integral em (B.22) dara uma con-

tribuicao proporcional a (%—2). Para isto, basta fazer £(z) =

Z)v/Z - 2

. 2 - .
= (z+m™X , desenvolver em serie de Taylor e observar



_95..

que escolhendo-se z = x(x-l)kz, o termo entre chaves que apare-

ce no integrando de (B.22) e,

v_3

. —4
F-2) [x(x-1 k2?1 (n?x D 515—115~(7-3)( 2

(B.23)

Usando-se este resultado em (B.22) (29 termo do 2Q mem

bro) e a relacao (B.ISJ; conclui~se que,

1

-2 -2

F(Z-%)[ dx2x (x-1) [x(x~1)k2+m2]7 —(mz)z }
0

- s f 2

e finita para v = 4, parte esta que denotaremos por ﬂaB(k , V)

A Equaciao (B.22) fica dada por;

\)
-2
700 = - gre-padt Tl ol (B.24)

Colocando (B.24) em (B.18), tem-se,

m o (Ksv) = Eiﬁ?i%% (k ko-kg )01-% -9 el (%01 (3.25)

0 termo —%F(Z—%)mv"d e divergente quando tomamos v =4,
pois F(Z—%) possui um polo para este valor de v. Portanto, em
(B.25) as partes finita e infinita estao separadas e podem ser
extraidas, sendo a parte divergente gbsorvida, neste caso, pela
constante fenomenol6gica e (carga), renormalizando-a. Com esta
operacao, o tensor de polarizacao do vacuo fica finito, podendo

ser calculado com a precisao que desejarmos.
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