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RESUMO

Neste trabalho sao apresentadas as equagbes para
0% campos gravitacional e eletromagnético, derivadas de uma
densidade lagrangeana representando um acoplamento nac minimo
entre a gravitagao e o eletromagnetismo.

Resolve-se o sistema de equacgOes nac lineares, por
meio de perturbagoes,para o caso esfericamente simétrizo no va
zio, com uma particula sem carga na origem. Conclui-se que o
acoplamen&o nao minimo gera um potencial eletrostitico nao nu
Id. para uma particula sem carga. ﬁeso]ve—sé, tambem, ‘o mesmo
sistema, exatamente, para um modelo de Universo anisotropico,
preenchido apenas pelos fotons nao lineares, que ‘admita uma me
trica espacialmente homogenea. Mostra-se que a solucdo ndo ad
mite a presenga de um outro conteudo energeético e material, e

que e estavel.
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INTRODUCGAD

No fipal dos anos 60 e inicio dos 70, HAWKING e
PENROSE (1 e 2) propuseram uma série de teoremas que garantiam
a existencia de uma singularidade* no espaco-tempo, o mais po

deroso dos quais, baseado nas seguintes hipoteses:

(i) validade das equacoes de Einsteing cuwic '
(ii) inexistencia de curvas tipo tempo fechadas;
(iii) positividade da energia;

(iv) generalidade do espago-tempo**;

(v) existéncia de uma superficie aprisionada fechada¥®**.

Diversas tentativas foram feitas para elaborar u
ma teoria que evitasse a existencia da singularidade - que se
apresenta a comunidade cientifica como filosoficamente indese
~ javel - dentre as quais a mais importante certamente & a quan
tizacdo da gravitacao (4).

Dentro do contexto classico, todavia, & possivel
evitar a singularidade, desde que alguma: das hipoteses do te

orema de Hawking e Penrose nao se verifique .

* De acordo com SCHMIDT (3), uma singularidade no espaco-tempo & um pon
to terminal de alguma curva tipo tempo aberta ou alguma geode51ca ti-
po espago Ou nula, num intervale finito de comprimento proprio (ou pa
rametro afim para as tipo nulo).

** Trata-se de um espago-tempo em que cada geodesica tipo tempo ou nula
passa pelo menos em um ponto (evento), no qual

pH Y v[aR ] v[Yv(S] +0,

*** Yem a ser a superficie para a qual as frentes de onda de luz dela eml
tida, quer para 0 exterior guer para o interior, POSSsuUem area menor
gue a superficie emissora.



A hipotese (iii) & muito dificilmente contesta-
vel, e as hipoteses (iv) e (v) razoavelmente devem ocorrer em
um modelo real do Universo. A hipdtese (ii) pode nao ser veri
ficada, como, por exemplo, no modelo de GODEL (5). Todavia, is
to representa uma patologia talvez mais grave que a existen-
cia da singularidade por derrubar o prineipio da causalidade,
um dos pilares da ciencia.

Resta modificar a hipotese (i). Teorias alterna-
tivas da gravitagao ja foram propostas, como, por exemplo, a
de JORDAN, BRANS e DICKE (6 e 7), a qual considera a constan-
te gravitacional G como uma variavel de campo adicional (na re
alidade, o seu inverso). Outra possibilidade consiste em se a
coplar os campos ja existentes na natureza (eletromagnetico e/
/ou o campo das particulas elementares) nao minimalmente com
a g}avitagéo, introduzindo, por exemplo, produtos destes cam-
pos pelo.tensor de curvatura, suas contragoes oOu seus invari-
antes, na densidade lagrangeana. Tais termos levam a equagoes
de campo diferentes da de Einstein e, portanto, pasgfveis de
nao verificar a hipotese fundamental R v TTAGES 0;

Se se escolher o campo eletromagnetico para aco-
plar-se nao minimalmente com a gravitagao, alem de se poder e
vitar a singularidade, obtéem-se uma teoria eletromagnetica nao
linear, alternativa a de Maxwell, na qual o foton possui uma
massa de repouso nao nula. Esta teoria, por si s0, e de muito

interesse*.

0 orientador deste trabalho de tese, M. Novello,

* Nao e necessario que o campo vetorial seja o do foton, podendo ser qual
quer outro campo vetorial.



juntamente com J.M.Salim, iniciaram um trabalho de pesquisa so
bre o a;oplamento néo‘mfnimo entre a gravitagao e o eletromag
netismo, expresso por um termo na lagrangeana do tipo RAZ, on
de R & o escalar de curvaturare A o quadripotencial. Em um ar
tigo de 1978 (8), Novello e Salim expoem as linhas centrais
deste tipo de acoplamento, o que e desenvolvido com detalhes
no Capitulo 1 desta tese. F apresentada ali, tambem, uma solu
cao cosmologica homogenea e isotropica do sistema de equagOes
(item 3.2 desta tese), bem como um Caso particular da so]ugao
anisotropica, no vazio.

Dando prossequimentc a esta pesquisa, a presente
tese, no Capitulo 2, estuda a solugao do sistema de equagoOes
de Novello e Salim, no caso de uma particula puntiforme cir-
cundada por um campo elétrico e gravitacional estaticos e es-
fericamente simetricos. As equagOes sao explicitadas para es-
te caso e um metodo de perturbagoes e desenvolvido para solu-
ciona-las. Devido 3 extrema complexidade do sistema, uma solu
¢ao analitica geral nao foi obtida, mas, somente no caso par-
ticular de uma particula de carga nula. A soluc¢cao cosmolagica
homogenea e anisotropica geral para o vazio e apresentada no
Capitulo 3, onde tambem se faz um estudo da estab i lidadé do

sistema.



CAPITQLO |

MODALIDADES DE ACOPLAMENTO ENTRE A
GRAVITACAO E 0 ELETROMAGNETISMO

1.1 - ACOPLAMENTO MINIMO

A teoria da relatividade restrita surgiu da cons
tatagao de que as equagoes de Maxwell da eletrodinamica nao
sao invariantes sob uma transformacao de Galileu. Einstein ad
mitiu que as equagoes de Maxwell est3o formuladas corretamen-
te e sao validas em qualquer referencial inercial. A transfor
magao correta entre os referenciais inerciais & que n3o e a de
Galileu e sim a de Lorentz. Desta maneira, a mecanica newtoni
ana teve que ser reformulada para que suas equagaes,. que sao
invariantes sob transformagoes de Galileu, passassem a se-lo
sob transformagbes de Lorentz. As equagdes de Maxwell, toda
via, ja sao invariantes sob transformacoes de Lorentz (9).

Entretanto, quando se consideram tr‘ansformggaes
gerais de coordenadas, quer relacionando referenciais em movi
mento relativo ace]erado, gquer relacionando sistemas de coor-
denadas diferentes em espagos curvos, as eguagoes de Maxwell
precisam ser modificadas para se apresentarem manifestadamen-
te covariantes.

Definindo-se o quadrivetor potencial no espago-

-tempo de Minkowski

AM = (e, A, A, AT, (1.1-1)



s -~ —~ -
onde ¢ € o potencial elétrico escalar e A = Ax x4'Ay y + Az z

€ o potencial-vetor magnetico, e ainda o tensor eletromagnetti

co
F = A - A 1.1~2
onde Au = 8.y AV (soma implicita sobre o Tndice repetido), bem
como definindo
Ju = (C—D’ jx: jgr jZ) s (1.1-3)

como o quadrivetor densidade de corrente, no qual p é a densi
- . i o ) - .

dade de cargas, § = jx X + jg y + §, 2 € a densidade de cor-

rente e ¢ a velocidade da luz no vacuo, pode-se escrever as e

quagoes de Maxwell, em unidades gaussianas, como

PV o 4T qu : (1.1-4)
C

*FuV!v =0, _ (1.1-4.3a)

. [ - - .
nas qualis MY = 7 ghvoB FaB’ onde euqu e 0 simbolo de Levi-

-Civita e a barra denota derivagao parcial.
Em uma transformagao geral de coordenadas
!

x" > x"

os quadrivetores se transformam como-



JH - g_x_& J° (1.1-5)

ax

o
7o 2 J, - (1.1-5.a)

L 311—[

Todavia a transformacdo de Fuv[v e:
v oadd o (aEM axY pap) | 2xY paB
IV axY ax? [ax®™ axP ax® 1B
s ax* ax®  alxY FoB 3 2xH FoB . (1.1-6)
3%’ ax® axPax? 3x%3xP

Sendo a transformagao (1.1-6) diferente de (1.1-5), ve-se que
a equagaoc (1.1-4) n3o e covariante sob transformagoes gerais
de coordenadas.

Para obedecerem ao principio da cov&riancia ge-
ral, as equagoes da fisica devem ser expressas de modo a per-
manecerem com a mesma forma sob transformagoes gerats de coor
denadas. Entao elas devem obedecer ao seguinte (10): i) serem
expressas na forma tensorial e portanto independerem do siste
ma de coordenadas®™; ii) reduzirem-se as expressoes validas pa
ra a relatividade restrita quando a curvatura do espago-tempo
for nutla.

Tal objetivo sera alcangado se: iii) as equagoes
forem escritas como valem na relatividade restrita; iv) o ten

sor metrico v do espago de Minkowski for substituide pelo ten

* ou senao na notacao de formas diferenciais.



sor metrico guv do espago de Riemann; v} as derivadas ordina-

rias forem substituidas pelas derivadas covariantes.
A derivada covariante de um quadrivetor e defini

da como (6):

i
<
=

= + TH. K (h.1-7)

ih

v - ; LA-7.

onde os simbolos de Cristoffel valem

A - 1 Ak
v 79 [gKu\v T Skv|u T gpv]K] . (1.1-8)

Pas equagoes {1.1-7) e (1.1-8) ve-se que no espago de Minkowski,
onde guv s ﬂuv = constante, a derivada covariante se reduz a
ordinaria.

Com base nestas consideragoes, a generalizagdo

das equagoes de Maxwell para um espaco riemanniano qualquer se

torna
Hv _4m o {(1.1-9)
F e J
e
*FHY. o p 1.1-9.
HV ’ ( 9 a)
onde agora *FHY = T gHVeB Fa 'sendo g = det (guv].



As equacgoes (1.1-9) e (1.1-10) sao covariantes

gerais, pois

?uv = Y + T# Vo, 1V FHS - EEE FmB +
v v VK VK e |8
X
, axt ax* o%x¥ _ap, 2%%" Lo,
5x¥ ax® axtoxP 3x%3x P
- —K azV _ SHoaTK
p PR S SX o pYE gy SXC SX pey (1.1-10)
axY ax ax ax Y
Impondo-se a Tkuv a equacao de transformagao
TH . ax¥ sxY axP ¢ a%x*  ax® axf (1.1-11)
VK ax® 9xF ax¥  BY 5x®axP ax® axV

que é obedecida pela equagao (1.1-8), a equagao (1.1-10) fica

7 H
FHV _ 99X FGB + ¢ FYB + FB FOY
v e |8 BY BY
- H
= X paB (1.1-12)
ax® I8 '
mostrandoc que ?UV”U obedece a lei de transformagaoc dos tenso-

res gerais.

Todavia, a equacao (1.1-9), construida pelos cri
térios iii, iv e v nao € a unica que obedece aos requisitos
ie ii.

0 tensor de curvatura:



(6.4 o o T o T
T r r - T r
Bnly

o1 _ .
ny|g - Ty Bn TR yn !

R ngy

T (1.1-13)

suas contragoes e seus invariantes reduzem-se a zero no espa
¢o de Minkowski. Assim, adicionando-se termos construidos com
o tensor de curvatura ou multipiicados por invariantes de cur
vatura as equagoes da relatividade restrita, alem de se seguir
os criterios iii, iv e v, obtém-se equacoes que obedecem aos
requisitos i e ii, e na verdade ha uma infinidade delas.

Se as equacgoes sao construidas apenas obedecendo

_ 2 7 )
aos criterios iii, iv e v, sem termes de curvatura ""desneces-
sarios', diz-se que elas foram construidas pelo Prineipio de
Acoplamento Minimo das outras partes da fisica com a gravita-
géo. Na relatividade geral, a geometria passa a ser parte da
fisica, contendo em si a gravitacao.

As equagoes de Maxwell tambem podem ser deriva-
das via Prfneipio da Agao Minima, a partir de uma densidade la
grangeana convenientemente construjda.

Para a relatividade restrita, esta lagrangeana

e (11):

B e L LA A e (1.1-14)
Téem "uv c U

As equagoes de Euler-Lagrange para campos, neste

caso, ficam:



Escrevendo

+ 1 J AY
¢ u
tem-se:
3 1
- Ho VB op o
BKDO fgm NN (Gus\)FaB_
4P o p o P o _
6\)61JF0LB+60L68 uv - 8 8, w]-
1 .
donde
34 1
- HV
[‘ST——J _WF I\) (].]"'16)
. ]J\)I\)
Como
8 g
BTL- = E J]—l » (1.1-]7)
levando as equacgoes (1.1-16) e (1.1-17) na equagao (1.1-15),
obtem-se que
LA 5 A
F v R v,

que e a-equagﬁo (1.1-4).

Da definigcao de tensor dual no espago de Minkowski



vem a relacao

*-uv _ 11 wvik ] PVAK _ .
oo [z € FAK)]v 7 |© Arpe = A N
HVAK
pois, Al]Klv € simetrico em K e Vv, e suvAK e antissimétrico,

o que leva a equagao (1.1-4.a).
Para se escrever a lagrangeana de Maxwell num es
pago riemanniano geral e mister fazé-lo de tal maneira que a

agao
_ 44
I = fd" x[ (1.1-16)

seja um invariante sob transformagoes gerais de coordenadas.
4 : . . . '
Uma vez que d x se transforma muitiplicando-se
pelo determinante jacobiano da transformacao de coordenadas,

pode-se multiplicar a lagrangeana da relatividade restrita por

/gl =/ ldet (g,))1

»

cuja transformacao € justamente

-1 _ | ax® BxB ~
//[det v (x)] = //idet [gi— ;;3 Sag (x)J] =

= det [ﬁﬁ] J/[det S (X)T ,

3%



. - 4 4- )
o © . zoipenta a tiaensformacgaoc de d ' x, d'x = dedt gﬁ—J d x.
Alem dissec, aplicam-se os demais criterics de a-

ceniamento minimo e obtém-se a lagrangeana de Maxwell minimal

mernte zcoplada com a gravitagao, que e

Ylgl ¢ pwv , Ylgl

{7 7 Fu o

I, AM . (1.1-17)

As equacoes de Euler-Lagrange sao entao

= -
A

[%]HU =i‘.t_ (1.1-18)

Como A da equagao

S AL = A - A
pil v vilp Ty v|u’
(1.1-18), tira-se facilmente a equagao (1.1-9).

Se se desejar que a lagrangeana tambem inclua a

gravitagﬁo,rbasta adicionar o termo de Einstein, ficando en-

4

e’ R uv  1ém H _
G FwF — JuA) (1.1-19)

P

onde R e o escalar de curvatura e G a constante gravitacional.
A partir da equagao (1.1-19}, por variacao de 9y acham-se as
equagoes de Einstein para o caso do campo eletromagnetico ser
a fonte da curvatura do espago-tempo, j: 7 nte com as car-

gas. Como estas devem estar em um substr. . material, necessi

* A lagrangeana de Maxwell fei aqui multiplicaca 1767 ~I ner conveniencia
furura.
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ta-se acrescentar um termo de materia a lagrangeana, que fica,

pois,

4
[ = [EEE - Fo Pt Lae , (1.1-20)

onde ja inclui o termo de corrente.
maf J

Da equagao (1.1-20), por variacao de 3,y Vem que

4
_7. a VB
8[=—— 6(lal & ") - FoF o s(/la] g"* g¥F) +
4™ o w 9 T Py Fug 8 )
4 .
* S dmat 1:wG (Vlal &, 89" + Vig| g"¥ 6r 4
ST 7
+Re/lgl) - == F, P (8" 0"® 6/1g| +/ gl 8 5" 4
7o MV aB
2 .
+ Vgl g°P 5g¥%) + 95 Ty /gl sq"V - (1.1-21)
ja que
7
_ Gt / uv
5'{ma.t=_2 Igl TU\) Gg ’

por definigao.

Na referencia (é), por exemplo, encontra-se que

s/igl = -5 /gl g, 64" (1.1-22)

SRy = 6Ty = (6T )4 - (1.1-23)



togo,
8, = e’ [lgl R, 83" + gl g™ [(ﬁfa iy -
1676 BV : palflv
0 ! ' ' pv |
- (6T uv)Ha] -5 R 7lsl g,y 89 }
1 pa VB 1/ op
ST Fiv Fog {g 8" (5 Vsl 85, 8g77) +
w
+ Vgl g"* 69" + V1gl ¢"F Gg“a] + = Vgl T, 88"

c4 la] 2 1 C4/T;T,

- - — R sgtV + ['““5 ¢ -
16n6 MY Suv) 99 1676 (s wad v
| /|gl
- uv o 1 o B _
(7" 6T uv)“a] v S (7 Fap T Suv
2
- FY FL) 8t S gl T 8ghY (1.1-24)
‘Denominando
R -1g e
v E gp\) - uv ’ (1.]'25)

= E (1.1-26)

e sabendo-se gue



..]5_

Aol [ or®, 0y, - @ e ) -

= (Vlgl g"¥ er® ), - (Mgl " er® )y, (1.1-27)
pa’ v o’ |

vé-se que, ao se levar a equagao (1.1-27) na integral da agao,

em todo o espago-tempo, este termo se anula, donde

Vg1

. uv §nG J
= . G + T .1-28
e [ w * 7 By T (1 )

onde o simbolo = significa equivalencia quando levada 2 varia
cao da agao I = fd4x{ .

Pelo Prinecipio da 4Agao Minima
sffd'x -0,

donde §f = 0, ou seja, para qualquer Gguv na equacgao (1.1-28),

deve-se ter

Guv =-= [Ew + Tuv) , (1.1-29)

que sao as equagoes de Einstein para a gravitagao, sendo Euv
0 tensor momentum-energia do campo eletromagnetico, eT'v o da

materia.

A variagao da lagrangeana (1.1-20), com relacao

a AU conduzira novamente a equagao (1.1-9).



1.2 - ACOPLAMENTO NAO-MINIMO 1

Como foi mencionado no item anterior, termos adi_
cionais contendo fungoes da curvatura podem ser adicionados a
lagrangeana, preservando-se os criterios de covariancia geral.
No caso.de acoplamento nao-minimo da gravitacao
com o eletromagnetismo, dois tipos de termos de primeira or-

dem na curvatura podem ser considerados (g), qualis sejam

i) { = /gl Ry AV AY (1.2-1)

ii) {

TR i
lg] R, A" A (1.2-2)

0 caso (i) assemelha-se a Lagrangeana de Proca

¥

.7
[ = — Fuv FHY % Ju AH oM Au AV . (1.2-3)
16w 8w

Por variagao de AU’ na equacao (1.2-3), ao inves

da equagao (1.1-4), obtéem-se, na relatividade restrita,
LA I L AL (1.2-4)

Procedendo-se a escolha do calibre (gauge) de Lo

rentz, para o qual:

1
f )

AV
v ’



levando a equacao (1.2-4), pela definicao de F"°, a ficar co-

mo
IR [JA¥ - 0 = 4% 34 - p? pM
| v ]V ¢ !
ou
[ AY + m? AM - 47 pu (1.2 -6)
c
Sse AY & estatico, a equacao (1.2-6) fica
vZ AM C o oa¥ oo 4o (1.2-7)
C
pois,
. Z,u p
DA“E——-~———BA - v oAb

a{ct)?

Sendo a fonte uma carga ¢ fixa na origem, tem-se

J% = {eq, 0, 0, 0) 6(%)

e
AY - (¢, 0, 0, 0)
e logo,
vl - mle - 4T o (1.2-8)
C

equacao cuja solugao e o potencial de Yukawa (11):

~mn

= e R . 2=
¢ @ (1.2-9)
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0 parametro m & interpretado como a massa do fo-
Me
A

lagrangeana (i), todavia, este papel & representado pela "raiz

ton, em unidades geométricas, m = , sendo uma constante. Na
quadrada'" do escalar de curvatura.

Considerando-se a densidade lagrangeana completa
com um termo do tipo (i) adicional, tem-se a expressao

gl .4 .

[ - [Q R+ ly RA, AY - F F”“J , (1.2-10)

16w L G

onde y € uma constante de acoplame%o adimensional,
As equagOes obtidas da®lagrangeana (1.2-10), por
variacao de Au e gy nao serao respectivamente as equacdes de

' . . . e I
Maxwell e Einstein, e, sim, outras modificadas qu%fdeverao se

reduzir aquelas y._ado vy = 0. ' i’

Para se aplicar uma variacao de gu"E lagrangea-

na (1.2-10), escreve-se, primeiramente, fazendo

A= lg (1.2-11)
c
a lagrangeana como
4 /7
e Vig| "
= ———— (1 + 2A_ A g"V) R -
161G o
/gl . ne ve
) 167 Hv FUB g g * ‘{mat (1.2—]2)

Dai wvem:

5

-



; ? Hv o ua
—— %A [[g §T ua]llv' (g ar“w)”v] (1.2-13)

onde = novamente significa equivalencia quando levada 3 varia

¢do da agdo & f[ d4x, e G, = R, - %ng.

Como

v, =

1 &
= el

| u

a expressao
/ Vi UV oo _ . Y
sl 4 [(9 AT MR uu)lle

fica:



2 13Y a a v .
S AT, Alal (g7 er® - gM e ) =
24l ua v PRI o -
=A%, Vgl (g7 sr¥ - g™ sr® )
./ 2 po 42 uR .o v _ )
= /]g| (A v 9 A 1g g s L) 6T o T (1.2-14)
Mas,

v 1 vp _
ST 77897 Boula * Spa)u Sualo) *

1T wvp o - )
+ Eg ((S ngIQ'- l'f' ngpalu 6QUG|DJ . (]-2 15)

Como esta igualdade e tensorial, vale em qualquer referencial

e, localmente, g

ualp = ?, logo

(1.2-16)
Assim, fica-se com
A 2
v o= Vlg| (A HE A 8 g"* 5%,)

Sty 94a],) (1.2217)
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Mas,

= 0,
p N - L 3 tem-se:
) 8ou

gu , almente.
Ia
Como v | |

pois,
P 2 SRS ua
y [AIBOLQ 6\) A!\)IO’.QJ_
| (1.2-19)

/T;T 8ou
] 85" = ¢

2

Z
oy " ive

fial [ae

1
Z

Outrossim,

vp | . LB o
o o [A v 9 A g 9 6\))
8%, -
(1.2-20)

]
7

E ainda:



I v
7 7lal 97" 83,41,

1

+% gl > ¢

2 uo B ca y
9ua (A" )upp 9 IBlp g 8%)

_ 1/ 2 e uB jop 42 = 0 1.2-21
=5 Vgl g, (A4 93 6 1e) - )
De gvp 6QDU = —gpuégvp, multiplicando por gva, vem
. . ' vp
6gau = g\)a qu 69 y
da’l,
1 2 pa
s -1 A -
0 = -2 Vlgl g9,,9,, 89" (O
ao ,2 / vp
- g¥"® g%% 4 lglo) = 7 Vel 89 (O dvp ~
8 v 2 FA vp 7 Y -
- 87, 8 Aol gl 87" (A" g,, - A |D|U] (1.2722)

Levando as equacoes (1.2-20) e (1.2-22) na equacaoc (1.2-17),

e esta por sua vez na equacao (1.2-14), obtém-se:

v o= -Yg] ([:]Azgvp - AZIvaJ 597 . (1.2-23)

Levando a eguagao (1.2-23) na equacao {(1.2-13), vem:



2
§f = [_L»nAA)G + ARA A+
4 16wG HOoV
§nG 2
+ 2 [Ew * Tuv) - A[]A 9, *
? 1Y
AA § 1.2-24
’ 1u||v] g ( )
onde a dupla barra “ substituiu a simples barra | para covari

ancia geral,
Para minimizar a agao, deve-se ter §{ = 0 para

qualquer Gguv. Assim,

AN ?
[I_ + AA%) Gy ¥ MALALR - \A[:[A‘QU\’ +

2 _ -
+ XA lujv_= K ‘[Ew + TLW] (1.2-25)

onde K = inG € a constante gravitacional de Einstein.

o?

Esta e, pois, a equagao que generaliza a equacdo
de Einstein para o modelo (i) de densidade lagrangeana de aco
plamento nao-minimo entre a gravitagao e o eletromagnetismo.
Ve-se que ela se reduz a equagao de Einstein quandoy = A = 0,

qual seja,

G,y = K (Ew + Tuv) . (1.1-29)

Para se obter a equagac que generaliza a equacao
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de Maxwell, tem-se que achar a derivada variacional de {'com
respeito a A .
esp u

Considerando AU como independente de guﬁ (e nao

AY) da equacao (1.2-12}, obtem-se:

= - FHY (1.2-26)
SAUIV 4q
Ainda,
84 c4>u/]g|RAu
= , (1.2-27)
GAu §mG
ja que
3 A AY
L = 7 AM |
3 A ‘
u

Entao as equagoes de Euler-Lagrange dao:

gHV _ _4me” x

v RAH + 47 (1.2-28)

onde o termo em J" & originario da parte da matéria lagrangea

na.

Esta equagao reduz-se & do acoplamento minimo quan

A equacgao da continuidade ou da conservacao da
carga pode ser obtida pela divergencia da equagao (1.2-28), ou

seja, como



tem-se
T T PTI L L e T
c K
donde
D gy inda
(sl Py, = 2 el 0" - 22 rah), (1.2-29)
Mas, (V]g] Fuv)]vlu = 0, pois, F"Y & antissimétrico e [viu e
simetrico em v e U. Assim,
/’ucg?\u] ST et o u
lal (7 —K—RA\)luz']Q. (a5 - —RA)” =0,
J K
ou"-
e u
Tiw T B4 (1:2-30
Ve~se, da equagao (1.2-30) que, ou se impoe a res
tricao de que (RAp]”u = 0 para que a carga seja conservada ou

se admite que possa haver criagao de cargas pelo campo gravi-

tacional.
Tomando~se o trago da equagdo (1.2-25), acha-se:
ya u T u u ya
1o+ AAT) (R - ZsMr - H
( J(RY, - F 64R) + a A MR- a[JA%eY
2 |u u u
+ MA = -
liu S T
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ou (1 + AAZY(R- 2R) + AAZR - 4x A% + A(JA% = -« T, pois,
Y -0 e sY - 4, logo,
M H
2 2 2 _
(1 + AA")(-R) + AA"R - 3X [ JA" = -«T,
ou ainda
R + 3x [ JAL = «7 (1.2-31)

Levando a equacao (1.2-31) na equacao (1.2-28),

tem-se’
' 3,2 ,
AR 4m -[J“ P 3C7A (r7Af) aM - B TA“] (1.2-32)
v C K .
Mas,
W oullv v _ amllv _ avlm }
Pl = (A S G T G TN
. AW _ (MO 4V _ Mo HO 4V -
[ (677 Ajago) = LIAT - a7 (A%,
- rV AB - AM _o[av ”U _ pH 3 _
Bva /) D [ ”\)) R B A (1.2 33)

Dai, substituindo a equagao (1.2-33) na equacao (1.2-32), tem-

“5e:

3.2
[3ch (DA% & - A TA”+J“] (1.2-34)

v 4
[] AV - (A “U)Hu - RuvAv ='7§
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ue € a '"equagao de onda' para o potencial AM (8).
q quag ¢ 4
[] Al - va AV & denominado “"operador de onda de

Rahm' no espago curvo.
1.3 - ACOPLAMENTO NAO-MINIMO 11

Partindo-se de densidade lagrangeana do tipo (ii)
do item anterior [equagao (1.2-2)], constroi-se a lagrangeana

completa

PR A AY F“"J F L (1.3-1)

Para proceder ao calculo da derivada variacional

desta lagrangeana e melhor escreve-ia como:
I {Ei [R PV /gl + nR .A A g"% gVB
{ Vg Ruv s g nR AL AgS 8

x V1gl] -, Fog 8" 8"° flgl} * Amat (1.3-2)

onde

nos = . (1.3-3)
o4

Proceder-se-a primeiramente ao calculo da varia-
cao do segundo termo da lagrangeana (1.3-2), j3 que os demais
ja foram calculados. Novamente se considera que AU e indepen-~

dente de gyv. Assim, por variacao de gpv, tem-se:
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oo sH s gMV

: we VB A L/
6[Ruv g9 3 Vﬂgl] = /]gl R, g g 897 ¢

nv / T T S e e U1 2B,
X 8. 89 + Y]al| g 8 "SRuv' o P 4 | 1.3 ’+)_.

Levando este resultado na variacao -da -equacao

(1.3-2), conforme a equagao (1.1-24), tem-se:

. -1 a
8f 161G {[Ruv 7 Suv 7 n(ZRa{u Avl A
-2 @ 4B uv uv TRV
g A 0] 60 [o et )
Vlg]
x §R } + {i F B4 L+ F } x
uv g7 4 af TRV o v
HV c2 v
x 8§g"Y + & Vlg| 7. sg" . (1.3-5)
2 HV
Ja foi visto na equag3do (1.1-27) que V|g]| guv GRuv
quando integrado em todo o espago-tempo se anula, logo resta

calcular

o = Mgl A% A% sr - gl A 4, g% [(sr®

wed v -



fie

H
(A Ap]lv
(1.3-6)

X

[(Au Ao v g™ - ( Ao)

divergencia total

devido a equacgao (1.1-23) e a anulacao da
quando integrada no espacgo-tempo todo (note o significado de

localmente guvlu 0, pode-

2).

Considerando-se que

-se escrever a equagao (1.3-6) como

- [Au Ap][BVQBp Sav] X

LT

1 Ve
* 58 A Iouja ¥ ®9galy ~ aguulc]==_
Vo fakH op
< g% {sg, [ &) o0 9% - (¥ A) 41
g -
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a ultima passagem novamente devido a anulacao da divergéncia

total quando integrada em todo o espaco-tempo (note que os dois
primeiros termos se cancelam). R
uo . o L
Usando g Ggav . ?av §g" ", pode-se desenvolver

a equacao (1.3-7) da sequinte maneira:

o o

LT 7L R
oo Vlel (AT A oy 09 7" (WA gy
oa _ _vo U ap
x g . 83 g” (AT A s 9y 8970 #
Bp H og ._
+ g"" (A Ap)lBIG 8,4 99 } (1.3-8)

Rearranjando os nomes dos indices e passando a co

variancia geral, tem-se:

1 o o 4B
o =L AsT {0 Ay, e - AR g e -

- D (AU A\,) + (Aa AU)”VHD{. } GQU\-) . (1.3-9)

Levando o resultado da equagao (1.3-9) na equa-



E§mi KV .
; (Euv + Tuv]} g . (1.3-10)

+

* g
uv c

A exigencia de gue § I{ d4x = 0 conduz as equa-

9565
T oaa 4B _ 1 '
Gll\) + n [2 [A A ]HOLHBQ].N 2 D [A]J AV} +
o vl ]
+ (A A[v]”u}"a *IR LA AT - 7 Rug * (V.3-11)
‘ « B 1 .
i x AT A 8,y T ¢ [Euv + Tuv} .
Por var’acaro de A]J na lagrangeana (1.3-2) obtém-
-se
4 .
. ne'vig|
§f = ——— -[zn A, A gM® g“B] .
1616 wv B

u o’ (1.3~12)

7
pRV. - 4T gH _dmetn RY AV (1.3-13)

K

As equagoes (1.3~11) e (1.3-13) reduzem~se tam-

bem as equagoes de Einstein e Maxwell, respectivamente, quan-



Como {(V]|a]l Fuv]lv = /|g| Fuv“v, tem-se, da equa-

cao {(1.3-13), T e T i
F - ay r Fop e yatreada p
?
uv _ 4 -p  4m e n Lu vi. ..
(sl 7y, = Mol (2 ¥ - frenge oo
H re. PR L Al
Logo,

.. . v . .
pela antissimetria de F"Y ¢ a simetria de [v]u.

Assim,

| 3
gH - L0 gH A"] =0
[ K A¢ g

ou

3
oo . 7N (pH 4V
J“u K(RUA]

Il (1.3-14)

Novamente pode se ter a criacgao de carga pelo cam .

po gravitacional.

Tomando-se o trago da equagao (1.3-11}, obtém-se:
{1 2 a ;B a 4B ): -
R +m 3 [JA" + Rg A" A 3{A" A )Hallﬂ kT . (1.3-15)

As equacoes de movimento derivadas da lagrangea

Ji
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na (1.3-2) diferem substancialmente daquelas obtidas da lagran
geana (1.2-12), uma vez que aquglas, mesmo n; géso de um Uni-
verso homogéneo e isotrdpico, nao admitem uma solucao do tipo
Friedmann, conforme mostrado por NOVELLO e SALIM (8).

Cumpre observar que as duas modalidades de aco-
plamento ndo-minimo apresentadas conduzem a teorias que nao
sao invariantes sob uma transformagao de calibre (gaugé)..Tal
fato deve-se a presenca do termo que contém a constante de a-
coplaménto na lagrangeana, correspondente ao termo de massa na
lagrangeana de Proca. Esta constante de acoplamento deve ser
tomada como positiva para se evitar a existencia de particu-

las de massa negativa (taquions).

o b€ !
\5"\“ P‘%

“?\

& RUAOR. IAVIER
e SN, 59- R
=
<}

BIBLIOTECA ?




CAPITULO 2
SOLUCAQ ESFERICAMENTE SIMETRICA,

2.1- FORMULACAOQ D0 SISTEMA DE EQUACCUES COM METRICA ESFERICA-

MENTE SIMETRICA PARA A LAGRANGEANA DO TIPO (4)

Neste item se formula o sistema de equacdes (I.2-25)

e (1.2-28), quais sejam

2 — 12
(1 + AA%) Gy * ML AR - A A 9,y *

" AAQIMHV = o (B, ¢ Ty (2.1-1)
=4
2 -
F”””v S Ame M, AT gu (2.1-2)
K C

para uma métrica e um potencial estaticos esfericamente simé-

tricos, dados por
ds? = opln) et el - paln dn? - A2 de? -

~ 2lsen? ody? (2.1-3)

A= {¢ln), 0, 0, 0) . (2.1-4)
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Da equacao (2.1-3), ve-se que

. o4 . o sl 2.4 .
800 eP, 817 F "% 899 T "R, 8323 o Aen JB
i 7
Como a métrica € diagonal, tira-se:
- - ? .7 33 1
Qoa_e'p: Ilz_eq: 92:_1/)"’ g T Z
”sen” B
Da definigao dos Simbolos de Christoffel,
A 1 Ak _

tiram-se os valores nao nulos:

A2:1-5)

(2.1-86)

(2.1-7)

» (2.1-8)

o 1 , S N [ I I
T I A Dop=3P ¢ 7 T e |
! -g 1 _ -g 2z 1.
T py=-e ", F33 rsen fe t, TIZ .
2 3 1 3
r 33 = sencos B, T 73_1—1' T 23 = cot 6 J

onde as plicas representam derivagao com respeito a 4.

Sendo

(2.1-9)

i~
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a partir das equagoes (2.1-8) obtém-se:

R ) ep_q [_.B._'_’. s pnql ) plz ~ P_'E] - e C(Z'.V']-]D;\a*)‘f o
00 Z 4 4 n
1 1 2 T /
oo p _p'eg’ L p'T g -
R” 7 y + y }L (2..1 10.b)
R = ¢ 4 [1 P A (2.1-10.¢)
27 2 7
Rz = Rzz.éenz 8 ' (2.1-10.d) -~

A partir das equagBes (2.1-10), calcula-se

' 2
R = Ru = e-q [_pﬂ + p'q —_ p - zp’ +
H 7 2 R
' 4
s 2al, Ze -_3.] . (2.1-11) -~
G 22 22

Como G R, de (2.1-10) e (2.1-11) vem:

nv Ruv 7 %0

- ']-,Q,q, '
Gy = et - i“] 2.1-12.a) -
00 [ Y M ( a)
_a4 ¥
Grq - - — - = (2.1-12.b)
o i
Z -q 12 t ot ] [
nee _
Cog = - i i R } 2.1-12.
27 5 [P ; ; - ( c)
i

Ggs = G,y sen"8 - (2.1-12.d)



Das equacgoes

Logo,

e ainda

Z

A

Sabendo-se

(1A% -

37 -

Da equagao (2.1-4) tira-se

AU = ¢ {x})

e P

que

{(2.1-6)

e

Ay =

e (2.1-13) vem:

= o P
Ao—eqa
FEA
A
Av = e 0

(2(¢¢r)' _ 4pl¢¢! _ (Pn _ prz) ¢2]
A . v 4,2 o uv P
fulv: ™9 Ay T 9 AT
2 1 11 .2 11
11 T00 9 A1y 11T 1
I G337 o

(2.1-13)

(2.1-14.a)

(2.1-14.b)

(2.1-15)

(2.1-16)

(2.1-17)

(2.1-18)
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e usando-se os resultados anteriormente obtidos, chega-se a

1A% = -7 PP Taggen)t - (3p7 + ¢ - %]‘¢¢' -

2 oy \
S (e - B _plel, 2R ¢2J

Da definicao

tira-se:
For = Aopr ~ Arpo = 0700
e
- — = —_— ,
Fro = A1p0 ~ Agyp = -0 ()
Como Fuv = gua Fav’ tem-se:
0 _ 00 _ =P,
F 7 = 8 ?fo,7 = e )
e
[ _ o -q
Flo - Fip = ¢ 7 ¢
E como FHY = gua ng F@B’ tem-se:
01 gOD g]? r - _e-(p+q)¢,

01

o ot

(2.1-19)

(2.1-20)

(2.1-21

(2.1-21.

(2.1-22.

(2.1-22.

(2.1-23.

.a)

b)

a)

b)

a)



Assim,

mento-energia

Ass’im:

00

11

22

39 -

e"p+q? o' (2.1-23.b)

10 _ _g4r? o (p*a] (2.1-2k)

De posse destes valores pode-se obter o tensor mo

do campo eletromagnético

1 afB 1
F FfF* +Lg F _F ) (2.1-25)
[ Ho v 4 “uv aB dnel
‘  -g
| aBl _ ¢'e
F Flpo+ g F . F ] = -
[ 0b " 0 00 "B Py
¢'2 e ¥ - ! e 4 ¢'2 ; (2.1-26.a) -~
gnel
P, FOo+Llg F“ﬂ et o,
10 i 4 11 "aB 411'0.2
e P o1 ,p ¢'2 ; (2.1-26.b) .7
gne? -
aB ] (g ,
T I e I AL L I TR TS I



<
- 40 -
o .
_ ] uB'; 2- . e
F 7 933 Fag FO0 = sen’BE,, . _o.d)
Ainda,
/ 2 £
lg| = 2° send e Z (2.1-27)
e
P?q pP*q
[n/lgl]“ = 2n seng e 2 +n24enep;q e ? . (2.1-28)
Baseado nestas relagoes, tira-se:
FRV L = FRY e TH ERY v e oy
v | v KV KV jv
1 /
’ FuKU FK\) * /i—r [ lng,K FHK (2.1-29)
g
Entao
Fo\)“\) i} Fm“ s 1 [/f_'glJll 01 1
Yigl Y1gi
01 . _pP*q p*q
"["IQIF]“-Z Ez[héene?_zx
e send




"-{0'

e
_ ! af _ 2 _ e
Egg = . 833 Fag = sen” ® Epp - (2.1-26.d)
Ainda,
p-l'
Aal = 1t sens ¢ ? (2.1-27)
e
p+q | ptq
[“]Ql}“=2‘&ben8e2 +&25en8p;q ez . {(2.1-28)
Baseado nestas relagoes, tira-se:
FHY e N M E A Lol b
[fv | v KV KV | v
+ Fqu FY . 1 [#IQIJIK FHe (2.1-29)
/1g]
Entao

1
I T et I /gl
, - _P*q p+q
x[]g]Fo}“=—-«2—I—~——ez [&Zéeneez x
"he sen @
_p*g
p*q
et o) e L 2T )
e ¢ =
R



- Zo 7 tpral [d)” —'[———q-—p'; . %} ¢'] , (2.1-30)

Desta maneira, a equagao (1.2-28) fica:

2
Fov - _4me A pu0 4T g0
”\) K c
Supondo J° = 0 (caso do espago vazio), passa-se a ter
-b*q g
o, B v gmela -
FO\) = _e. [’L e 2 (le = - Trc' e q »
v ) .
¥ ¥ 2 T ¥
x (-P_ + P ¢' _p'" _p’ + 4, EE - _L] o P ¢
2 4 4 i fl. X &ZJ ’
ou ainda
2
" T+ ] 8 "
¢..(P_,_L_£]¢r}_ml[_£_+
ya i e Z
(2.1-31)
2
L ple’ _ptT _plegl 1-ef)
4 4 n R

Esta e a primeira equagao do sistema a ser solu-
cionado.

A equacao (1.2-25) para a componente (-0 fica:

2 2

] ) 2
Gpo * ¥Egg = M 8gp [IA™ - A" Gyp + A

! 2
TR R(A,) ] (2.1-32)
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se se escrever a equagao (1.2-25) como

KEHV =

G

ya ?
LV A[guv [JA® - A" 6

pv

Az +
[ufv

(2.1-33)

0

e se supor T

v (espago vazio) .

Substituindo na equagao (2.1-32) os valores pre-

viarente calculados, obtém-se a segunda equagao do sistema:

o4
Q,p [1 (2 _ il} n K ¢12 - A[‘2(¢¢'}' + [4,0' +
n? i sme?
rae i} 90" + [2;0" et - (2.1-34)
1 " 2 1 " " )
i
nl
A equagao (1.2-25), na forma (2.1-33), para a com
ponente 1-1, fica:

7
1A

+

- 2 _ 42
Gy * xEyy = a{g;;[JA -A" 6,

r! (2.1-35)

FIRED

ou, de acordo com os valores calculados:



(2.1-36)

Finalmente, a ultima equagao independente & a com

ponente 2-2 da equacao (2.1-33),

) 2 _ 2 71 ]
G, * KE,, .»A[QZZDA AP S L (2.1-37)

ou

Exz [p" + p'z - p'q, + p'_q'] _ K q}!z =
2 2 7 n smel
' .' | ! r 2 ] ]
= A[-Z[q')cb ) o+ [3}0 +q' - —] b’ + = x (2.1-38)
n 2
x { "o 3P'2 - p’@l.+ p'*Qr) ¢2}
P 2 2 n

As equagoes (2.1-31), (2.1-34), (2.1-36) e (2.1-38)
constituem um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de
segunda ordem na variavel independente 4, ndec Lineares. Como
se tem tres fungoes desconhecidas, ¢{x), pla) e ¢{r) e quatro
equagoes, o sistema & sobredeterminado, havendo vinculos en-

tre as fungoes. A solugao direta deste sistema por métodos a-
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naliticos € praticamente impossivei. Ser3 tentada uma solugao

por métodos de perturbacgao.

2.2 - SOLUCAO NO CASO x = 0

Para o caso A = ( todavia o sistema se reduz a
1 ]
q)!l _ [p +q - _2_} q)' = 0 ; (2.2_1)
2 r
_o4 '
P [1ze -5‘—}+ < g1t -0 ; (2.2-2)
(Y 4 gmel
_ o4 '
e [’.9’ , P-—] TR (2.2-3)
2?2 A grcl
e
p 'l prg p'-q’ . K 2
e [P" + _ ¥ ] - ¢' = { (2 2"1})
Z Z i 4me?
Das equacoes (2.2-2) e (2.2-3) ve-se que
p' = —q' . (2-2_5)
Logo
p = -q +C (2.2-6)

E razoavel impor a condigao da métrica se redu-
zir a de Minkowsky (espago-plano) quando 4 tende ao infinito,

onde se deve ter, pois, p=g =0 e portanto C =0, daf,



p = -q . (2.2-7)

Levando este resultado na equagao (2.2-1) tem-se:
1E 2 ]
d) + .;L_ q) = 0 . (2.2'8)

Dividindo por ¢' vem:

¢II 2
T
que integrando da
£n¢'=-2£n!L+C=£nﬂQ—,
n?
donde ¢' = Q/kz, que integrando novamente, da:
6= vc. (2.2-9)
M .
Se novamente se impuser que ¢ = { quando n -+ o,
tem-se C = 0 e, pois,
2
= -= .2_0
_1¢ - (2.2-10)

Levando as equagoes (2.2-7) e (2.2-10) na equa-

cao (2.2-4), vem:




ou
pyr o, L Py < gof
(e} + = (eF) = = . (2.2-11)
S gnel a4
R 2
Multiplicando por n~ vem:
9 n p ' K QZ
G [e‘p) t In [e' ) = 7 P
4me n?
ou
Py ! 2
[12 (eP) J = Kz L (2.2-12)
4me n?
Integrando uma vez obtém-se
2 ' « gf
nt (eP) - - = + A,
gmel n
ou seja,
2
]
(eP) =X 2, A
frel 43 n?
integrando novamente acha-se:
p__x 98 A -
et = — —2-———4'5 (2.2-13)
smel  n n
se e? =1, quando % + = deve-se ter B = ], e se gquando § = 0
{¢ = 0) asolugao & a de Schwarszchild, entao
A= LCM _ kM (2.2-1h)
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onde M e a massa localizada na origem.

1
Conseqlientemente:

Z
L B B (2.2-15)
4nn smeln?
ou
p 26M . 6ol
e = 1 - + 7 {(2.2-15.a)
eln otn
onde -0 & a carga eletrica localizada na origem.
Esta solugao é conhecida como de "Reissner-

-Nordstrgn' (6).

2.3 - SOLUCAO POR PERTURBACAQ

No caso de se ter A = 0 mas AZ << A, pode-se ex-

pressar:
¢ =, * 86, p=p, +tSp e q = q +8q (2.3-1)
onde ¢, p_ e q, * P, s3o as solucgoes para A = 0 (Reissner-

-Nordstrgn) e os §'§ s3o pequenos de modo que todo produto de

6’4 pode ser desprezado, bem como os produtos de A por &§'s.

A equacao (1.2-28), no caso J¥ = ¢

pressa como:

Fov 4

RA°

"

. pode ser ex-



ou, pela equagao (2.1-30):

_p*tq _p*gq , 9
_1 2 [nze zq),] o dmetd py
}12 K
ou_ainda,
_p*q ’ 9 ptq
[nz e 2 ¢'} S dme A Ty e 2 (2.3-2)
K

Usando as perturbagoes (2.3-1), a equagao (2.3-2)

fica:

R R N SR

x [Ro o [1+»‘5ﬁ%§i]+noa¢+¢oan], | (2.3-3)
onde se expressouy R = Ro + 6R.

Da equagao (1.2-31) ve-se que Ro = 0, quando A =0

e T =0 (ausencia de matéria), donde:

2

[ 9 C8p +8q)., . .2 .Y dwetan 2
[n [1 "g—”]% + R aq)J = " fnq:ocSR, (2.3-4)
ou ainda
[nz (1 - —-M—‘Sp;éq] ¢! + 6¢'}' -0 (2.3-4.a)

pois, o produto A 6R > 0.
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A equagao (2.1-34) com as perturbagoes (2.3-1) fi

Ca.
p
1 Po e’ ' '
E[[e *TJ (7+6p]-6q]+7[r)0[7+6p]-6q]+
# - [¢'2+2¢'6¢']=A{ -2 (6,8 + 0,0
gne? O 0 0’0 o
(2.3-5)
12 7pl
4 " o o
3 Py i
+E[7-p’ ” ¢o}
Da mesma maneira, a equagao (2.1-36) fica:
p
p o)
Le°-1) 0+ o) - 5a) +&= [py 1+ 59} + 5p7)
nZ ©
el R TR TS IR ! [0, - (2.3-6)
§mel 0 0 o "o o}

Analogamente, a equagao (2.1-38) fica:



Py -
e " fopr + [2 50 _?_)5,_[0 1]5r+
4 [6}9 [2 Po 7 " P 2 )] 4
Z2p !
: 1 2
+ [po" + P, z + }LO )[]’ +6p)] + ng [q)o ¥
me

(2.3-7)

As equagoes (2.3-4), (2.3-5), (2.3-6) e (2.3-7)
constituem um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, a-
gora tornado linear, que devem ser resolvidas para se achar

o), plr) e qln). '

i
<

2.4 - CASO EM QUE ¢_ ()

Se a particula que cria o campo esfericamente Si
metrico nao possuir carga elétrica, tem-se ¢O () = 0 e por-

tanto as equagoes (2.3-%#), (2.3-5), (2.3-6) e (2.3-7), respec

tivamente, ficam:



I ({0 . _ e’ (. } 3} .
7 [[@ 7}[* + 8p) 5@} * = [PO (1 +8p) +6p') =0 (2.4-3)
e

Py '
e " 3 i} . [o 1] '
— 8 + —} § AR S +

; [P t [ P p P q

2p ! '
n ,2

+ {po tp) f ] (1 + Gp]] =0 . (2.4-4)

Cumpre ressaltar a feitura interessante do siste
ma de equacgoes {(2.4-1), (2.4-2), (2.4-3) e (2.4-4}, as quais
se tornaram inteiramente desacopladas do parametro "A". lsto
significa que estas equacgoes, apesar de serem originarias da
existencia de "A" na equagao origfnal, nao dependem do seu va
lor.

A equacao (2.4-1) possui a solugao:
+ B (2.4-5)

Considerando-se 8¢ = ( para n -+ =, tem-se B = 0,
de modo que A se comporta como uma ''carga efetiva' originando
um potencial eletrostatico para uma particula sem carga real,
no caso de valerem as equacgoes de acoplamento naoc-minimo do ti
po I {(vide segao 1.2}.

As equagoes (2.4-2) e (2.4-3) conduzem ao fato de

que

§q' = -8p' . , (2.4-6)
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tevando esta informagao a equagao (2.4-4) e sa-
bendo que, para o caso ¢O = 0; tem-se Q@ = 0 e logo, da equa-

cao (2.2-14):

e~ =1 - = (2.4-7)

e P = (2.4-8)
o) c2n2
e
Po [ zJ 4GM '
e p," * P, = - , (2.4-9)
o 0 CZ&S
obtéem-se:
1 GMJ 1
— - —2=| 8p" + —- 8p' = 0, 2.4-10
[2 A P . P ( )
donde tira-se:
1]
519' - ___226M , (2.4-11)
sp' n - 57
c
gque integrando da:
dp' ,:__2____, (2.4-12)
[ 2GM]?
S
c
Ltogo,
_ D
S§p = ‘;ff?@ﬂ + consit. (2.4-13)
CZ

Una vez gque se espera que §p + 0 quando & » =, de



ve-se ter a const. = 0. o

Pyt 6P p

Como eP = ¢° = e O (1 +68p), tem-se:
6M , o
ol

ey (2.4-14)

i
Da equagao (2.4-6) tira-se dq¢ = -8p + const., mas,

como ambos &g e &p devem se anular no infinito, a constante de

ve ser nula, e como po ® 4y tem-se
el = 7P (2.4-15)
Na equagao (2.4%-14) nota-se que se M = 0 a solu-

¢ao e semelhante a de Séhwarzschi]d, com "DP" fazendo o papel
de uma massa efetiva criada pelo acoplamento nao-minimo.

7 Se A = 0 e Q = 0 tem-se a Solugao de Schwarzschild
que e a solugao {2.4-14), com P .= 0. Isto significa que D é u

ma fungao de A, tal que

Lim D {X) = 0 (2.4-16)
A > 0

Dimensionalmente, tem-se [D]==L e DJ = M_TL_?TZ.

Assim,

2
[p] = [x] ML | (2.4-17)
7

Assim sendo, pode-se considerar



- D= xe , (2.4-18)

onde € e uma constante com a dimensao de energia.
Por um raciocinio analogo ve-se que a constante

A da equagao (2.4-5) deve tambem ser uma fungao de XA tal gque

Lim A (A} = 0 (2.4-19)
x> 0

Dimensionalmente, uma vez que A & uma carga "efe

tiva', tem-se [A] - /2 L3/2 1
Assim a relagéo mais simples que se pode achar en

tre A e X fica como
172 ML?
[A) = [2] == . (2.4-20)
Desta maneira pode-se considerar

A= Ve, (2.4-21)

onde €' e novamente uma constante com a dimensao de energia.

0 resultado final, portanto, fica:

o va e’
¢ x (2.4-22)
e
| i
L p p 2GM e
e’ = e =1 - 0 - = (2.4-23)
eZn < .




como solucao das equagoes (1.2-25) e (1.2-28), no caso estati
co esfericamente simetrico no vazio para-ué corpo sem carga na
origem. .

Uma solucao do tipo ¢ = b eP = e 1 =7 - il4-i£

n 42

so e admissivel para o sistema de equagoes nao perturbadas do

item 2.1 no caso de se ter o espago de Minkowsky eP = o7 -,



CAPTTULO 3
SOLUCAQ COSMOLOGICA

3.1 - FORMULACAO DA EQUACAO COSMOLUGICA

0 sistema de equagoes derivadas da lagrangeana
com acoplamento nao-minimo entre a gravitacao e o eletromagne

tismo do tipo I, qual seja

gl Asl

{ ) _TZEE_ [I f AA“ A“] k- lémw FUV FUV ! {mat » (1.2-12)
&:
[r " AAZ} G, + A A R - A[]AZg  +
nv TR 1V
+ lAz]qu = -k (Euv + Tuv]' (1.2-25)
e
F““”v - _iﬂifi R AM +-%g b : (1.2-28)

0 objetivo deste capftulo e encontrar uma solu-
cao deste sistema no caso cosmologico, admitindo-se a presen-
¢a de anisotropias e de um conteldo material.

0 tensor momento-energia da matéria, neste caso,

& (6):
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v (3.1-1)

r o, ] v v - B2

p A Y. g
onde p e a pressao isotropica (hidrostatica) e p a densidade
de energia e matéria.

De (3.1-1) vem:

M L e U N S VI 3p -
T =74 - + vM v 2 8E = p - I, -1-2
" [az p] T (3 )

onde se convencionou que a quadrivelocidade seja normalizada

a unidade,

Pode-se considerar que no Universo como um todo
os campos eletrico e magnetico médio se anulam, mas, nao neces

sariamente os potenciais escalar e vetor, de modo que

FH*Y - o . (3.1-3)

ConseqUentemente, de (1.2-28) e (1.1-26), tem-se:

Apa¥ . L ¥ (3.1-4)
K C,3
e
E =0 . (3.1-5)

£ razoavel supor a dernsidade de carga e de cor-

rente no Universo como nulas, isto €,



J¥ -0, donde R =0 . (3.1-6)

Pela equagao (1.2-31),
R+ 3x[] At - oeT (1.2-31)
Usando (3.1-6), a equagao (1.2-31) fica:
Z _
A] AT s (3.1-7)
Definindo, segundo NOVELLO e SALIM (8),
_ 2
Q= (1 + )\A ] » (3-1-8)

a equacgao (1.2-25) fica:

kT _ _
2Ry 5 St Fuy T R Ty (3.1-9)

Usando (3.1-1) e (3.1-2), a equac3o (3.1-9) fica:

ar -k [, - J.?_J —’O—J
py T3 [p ) Sy T Ry : [p )

QR - %Eguv-f»glu”v = -K[p+_p_JV v (3.1‘]9)

Por outro lado,



DQ::ADA2=£I. (3.1-11)

A equagado (3.1-10) com a condigao (3.1-11) pode

ser resolvida em varios contextos.
3.2 - CASO ISOTROPICO NO VAZIO

No caso p = p = 0, tem-se Tuv = 0 e entao as e-

quagoes (3.1-10) e (3.1-11) ficam

e Ml

.2-
. : (3.2-1)

o =0 (3.2-2)

Seja achar a solugao para este sistema em uma me

trica do tipo Friedmann—Robertson-Walker, qual seja (12}:

2 2,2

ds? = fdt - & (et) [dxz r ol iy) (ds? + sen® 69 (3.2-3)

As conexoes metricas nao nulas neste caso valem

(note que xX° = ex):

r]? = aa; ng = aaoz; ng = adozéenzﬁ; Fé, = a/a; ]

1";2 = -gg'; F;& = -oc’éenze; ng = ala; 1“?2 = g'/o; H(3.2-1)
I‘éa = -5enBcosl; 1“33 = ala; | 1"?3 = g'/o; ' I‘SB = oot 0.



. = - 0 .
onde os pontos denotam derivacgao com relacao a x e as plicas

com relagao a ¥.

As componentes do Tensor de Ricci para a metrica

(3.2-3) sao:

0 " (3.2-5.
1 a 24 ggv
R ;g =t - — (3.2-5,
a al azc .
2 " 1 2 _
R22 = R33 = + 2% 4 Za - —?— c 4+ 8 ?] (3.2-5.
a al a2 g g
Entac as derivadas covariantes de @ ficam:
gl - ¢ (3.2-6
[l o
|1 _glz . 13, ad _
S AT R T R (3.2-6

b)

c)

.a)

.b)

As equagoes (3.2-1) e (3.2-2), portanto, leem-se:

a Q ’

a , 2a 2g" _  aQ

- _-__‘_ﬂ__)

a al a20 ag
@,deﬂ;_{o_",,off—v]__g_@.
a a? al lo g2 a

(3.2-

(3.2-

(3.2-7)

8)

9)



L U (3.2-10)
Das equagoes (3.2-8) e (3.2-9) sai a equagao

0'2 - gg" =1 (3.2-11)

que admite as solugoes

o (x)=x, (3.2-12.a)

sen X (3.2-12.b)

Q
—

>
——

i1l

Q
Pt
>
L7
]

senh - x . (3.2-12.c)

Dividindo-se a equacgao (3.2-7), membro a membro,

pela equacgao (3.2-10), obtem-se a equagao

2.2, | (3.2-13)
a
que integrada da
.
a =K. (3.2-14)

Levando a equacao (3.2-14) na equacg3o (3.2-10),

obtem-se

sa . &, (3.2-15)
a a



A integracao desta equacao leva a equagao

i=ba’, (3.2-16)

cuja solugao e

T an1/2
e tz + Bed + a 4

a{ct) (3.2-16)

1]
——
D
<

Levando este resultado na equagao (3.2-14), veri

fica~se que

’ Q let) (Z2ect + B)
. v alct)

(3.2-17)

Considerando-se a metrica (3.2-3) como sendo

ds? = olar? - dlice) ae? (3.2-18)

onde dﬁz e o elemento de distancia do tri-espago, qual seja,

de? =yt ¢ olix) do? ¢ ol(y) senlodp? | (3.2-19)

pode-se calcular o tensor de Ricci do tri-espago, cujas compo

nentes nao nulas, sao:

P = 20" /0



(3.2-20)

P ::P :E:+
2 372

Dai o escalar de curvatura do tri-espago vale:

" 12
P - p’I P L P33 - 400 g0 o0 (3.2-21)
2 o o2
Conforme seja ¢ = x, o = senyx ou o = senh ¥y,
tem-se, respectivamente
P =0, P = -5 e P = +5 ,

correspondentes aos casos de espagos planos, positivamente cur
VOS5 e negativamente curvos.

Das equagoes (3.2-5), tira-se

- .7
R = ROO + R]‘] + R22 s R33 = 4 [.(_1- + .a_] - _}.)2_ . (3_2—22)
a al al -
Como R = 0, a equagao {(3.2-22) fica
P =6 (aal. (3.2-23)
Levando a equagao (3.2-16) na equacao (3.2-23)
vem que
P = 4¢. (3.2-24)
Dai, € = ¢, € = -1 ou € = +1, respectivamente, para o = %,



g = dem ¥ ou O = senh  x.

. 7.1 71172
A solucao afet) = [EC 1" + Bet + a, ] somente
sera real no intervalo de validade da inequacao
eclz? + ger + aoz >0 . (3.2-25)
0 discriminante,
A= gl 48(102 , (3.2-26)

sera positivo no caso de um Universo positivamente curvo {e=-1),

supondo-se ue a seja uma constante positiva. Isto significa
p q 0 J p g

|

que, como £ -1, existem duas raizes reais, I] e 12, entre as
quais alct) e real, isto &, hd um infcio e um fim para tal U-
miverso positivamente curvo.

Para € = 0, afet) sera real a partir de um tempo
ZF, se B> 0, ou ate um tempo Zy,, se B<0; existindo indefinida-
mente desde 1, ou, até t,. lsto e, nao tem comego ou n&o tem
fim.

Para ¢ = +1, se A<0, o Universo nao terd comeco

e nem fim. Se A > 0 existem duas raizes reais, t] e IZ. 0 Uni

verso so existira para % < Z, ou para t > Z,, supondo T, > Z,.

3.3 - CASO ANISOTROPICO NO VAZIO

De uma maneira geral, a metrica para um Universo
no qual a taxa de expansao varie com a direcao, em coordena-

das comoventes retangulares, € a seqguinte (12):
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ds? = oPde? - a? (et) dx? - BT ety dyt - of fet) dzl (3.3-1)
As conexoes métricas nao nulas, neste caso, sao
(note que x° = ct):

r’,, = ada, T°,, = bb, r¥,, = ca,
(3.3-2)
1 a 7 b 3 é
1_‘ = — ]_-‘ = -, 1_' = =
10 a’ 20 b 30 o
As derivadas covariantes de £ ficamz
0 00 e
Ql “0 = [g Q|0]|0 = Q » (3'3—3-8)
| 1 _ 11 ! 0o _ ) _
f ”] ' (9 'Q]]]“ + T ;0(9 Q’g] = (3.3-3.b)
:—QI]l] =4 g'._s.z = ELQ.
al a a ’
i
QIZHZ - ba (3.3-3.¢)
b
e
3 ¢
aldy, = &2, (3.3-3.4)
c

pois, Q|7I] = lelz = 913|3 = 0 ja que esta se supondo FUV = 0.

As componentes do tensor de curvatura de Ricci,

nao nulas, sao:

{3.3-4.a)

=3
[}
QiR
+
oot
+
nir



RI = E + & [E + E] , (3.3-4.b)
- - 1 a a b e . :

2 b . b [a é] -

R = - — —_— —— » . "l'l'.
Z b i b \a i e (3.3 <)
3 ¢ . ¢ (a 6] |

R ==+ = |2 2 (3.3-4.d)
5 e c [a b

Desta maneira as equacoes (3.1-10) ficam:

C

0 lo . _ pyo Kp ;
ar= .+ 9 llo K [p+C2]V v, + 3 6" (3.3-5)
Em coordenadas comoventes, vH = 6“ , entao
ve v =g W% UM =
0 uo
Usando as equacoes (3.3-3) e (3.3-4) tem-se
9[5 MO I - (3.3-6)
a b cj 3 o2
Da mesma manetira,
1 |7 Kp o
ou
Q[E+E [P.-;—EJJ +EQ - Kp (3'3_7)
a a ‘b c a 3

Bem como



o (o

e

Q[E
C

[

A equacao (3.1-11}),

[] e
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é_ + _C_] + E Q = @ .3-8
[a c] b 3 (3.3-8]
ii- + E] + _.-é. Q = E_Q.. . . 3-
[a b] - : (3.3-9)
usando a equacao (3.1-2}, fica:
] ¥ 13
+ gl + 0 +Q =
0 |7 2 Il 3
[ﬂ F by E] O = E.[p - éﬁ] (3.3-10)
a b C 3 QZ

As equacgdes (3.3-6), (3.3-7), (3.3-8), (3.3-9) e

(3.3-10),

juntamente
tituem um sistema de

goes a, b, ¢, Q, pe

No caso

quagoes (3.3-6) a (3

AR |
oo o o

o | oy

N jmt
eliek

com a “equacao de estado' p

p (p}, cons

seis equacoes diferenciais nas seis fun-

P,

do varzio,

do tempo cosmologico £.

.3-10) ficam:

(elTel

[=al =20

p=9p = 0. Assim sendo, as e-
=0, (3.3-11)
é
- 0, .3-12
Q] (3.3 )
él
LS B . 3-
Qj , (3.3-13)
Q)
— = O - -
QJ , (3.3-14)
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9'4'9_ [EJ-E-}-E] = (3_3_.]5)
Q Q la b [
Seguindo KASNER (13), pode-se fazer
tDﬂ I B Jt'Y tm
Gl el o
IO to ) IO to

Utilizando estas relacOes nas equagoes (3.3-11),

acha-se que
?
u+B +-Y ¥ w :a-”B'f"_Y"'UJ. (3-3‘17)

Adicionando-se as equagoes (3.3-12) a (3.3-15) e

levando-se em conta a equagao (3-3*11),.vem:

ab , ac . a@ , be . b2, ca _

ab ace aQ be ba e

H

o que, de acordo com as equacoes (3.3-16), fica
af + oy £ ow + By + Bw + yw = 0 . (3.3-18)

Tomando-se o quadrado de o + £ + Yy + w, obtém-se

(0 + 8+ y + m]2 - al s gl Y? wl s g {aB + oy +

+ oaw + BY + Bw F yw) = a” + B° o+ vy~ o+ w°

de acordo com (3.3-18).
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Assim, conforme a equagao (3.3-17),
[a+B+Y+w)2=0l+3+Y+w=]' (3.3-19)
Da7 a condicao imposta a a, B, v € w ser
at + RS+ oyt o+ wZ = a+ B F Y Fw=T. (3.3-20)

A primeira possibilidade para os valores de o, B,

i

Yewe um deles valer 1 e os outros 0. Se Q I/IO entao tem-

-se uma métrica estatica. De outra maneira, o quadripotencial
€ estatico, mas o volume do Universo varia com o tempo pela va
riagcao de uma das dimensoes.

Qutra possibilidade & se ter tres valores iguais

1 ' .
a — e o0 outro igual a -
: 1
= —ew = -—, o Universo & isotropi

7

co, seu volume aumentando indefinidamente com o tempo, enquan

1

2

Se o = B = ¥y

to § decai potencialmente. De outra maneira havera um eixo de
anisotropia.

Em geral, como as quatro variaveis o, B, Yy e

devem satisfazer as duas equacgoes (3.3-20), tem-se dois graus

de liberdade. Se se considerar a e w como independentes, en-

tao a expressao para B e y, a partir das equacdes (3.3-20) é:

B —;— [s - /ZQ—SZJ (3.3-21)

ry |~

s - Jrg-sT], (3.3-22)



onde § =1 -~ a - we@=171-a - w.

As equagoes (3.3-20) também sao preenchidas no ca

so restrito de se ter as condigoes adicionais

a + B =0 (3.3-23)

Yy + w o= 1. (3.3-24)

Entao perde-se um grau de liberdade e pode-se ex

pressar a, B e Y em fungao de w como:

a = Yol -w] , (3.3-25)

B = -V wl(l-w) . (3.3-26)

y =1 - w. (3.3-27)

0 volume deste Universo €& dado por

o
I

[11 Sidet g1 dx dy dz -

ft

)7 g e ay a -

(3.3-28)

1]
—
|
S
—a
I
£
e
—
e
[
-
1.
Sy
[
N



A taxa de variagao do volume €& pois:

[ (3.3-29)
voo(t/z,)

3.4 - CASO ANTSOTROPICO COM PARTICULAS ULTRA-RELATIVISTICAS

Se, alem dos fotons nao lineares, originarios do

- L - . - - L
acoplamento nac-minimo, existir no Universo um fluido de par-
ticulas ultra-relativisticas de densidade p, nao interagentes
com os fotons (por exemplo, neutrinos), a equacac de estado

sera

p = &P (3.4-1)

Entao as equagoes (3.3-6) a (3.3-10) ficam como

%*f%*%*%:—%, .(3.4-2)
%+g+%+_§=o, (3.4-3)
frsedii-x
Feidiln
Giegien



Somando as treés ultimas equacgoes, vem:

,S} if,@ 4 _@. + E) + 7 [E’_b. + Eg. + EE + E + é + < - kb . (3.1}_7)
Q la b ¢ ab ae be a b e Q
Levando (3.4-2) e (3.4-3) a (3.4-7), obtém-se:
éé + éé + éé = KP (3.4-8)
ab ac be Q
Quadrando-se a equacao (3.4-3), tira-se:
-2 '2 .2 . ' . . . . --2
a_ + _b__ ¥ c_ + 7 [E'_tz + ac + b_gJ = &_ . (3.1;-9)
a? b2 o ab ac be Q?

Substituindo a equagao (3.4-8) em (3.4-9), fica-se com:

i Bt
— + ——2 + 7 - —_—2 = m . (3-"“-]0)
a b c Q £

Levando a equagao (3.%5-2) na equacao (3.4-10), vem:

Y Y R 2 L.
a_ ., E? + Ef = 9 [E LA (3.4-11)
a b® e a

seja,

a equagao (3.4-3) conduz a que



o+ B+ vy +w =1, (3.4-13)

lgualmente, a equacao {(3.4-11) conduz a que
a + BT+ y" o+ 3wt - 2w =1 . (3.4-1h)

Levando os resultados (3.4-12), (3.4-13) e (3.4-14)

na equacgzo (3.4-2), obtem-se:

Lo

-2
[w*) [w(w -1} +afa~T7) + B (B-T) +

ou

ou ainda
o =14 (3.4-15)
K
Levando este valor na equacao (3.4-6) chega-se a
b raly sy vy -0 = e e Ty, (3.4-16)

Considerando a equagao (3.4-13), a equagao (3.4-16)

mostra gue wl{w -1) = 0, donde

ou w = 0 ou w = T . (3.4-17)



1
Conseqientemente, tem-se que

. t w-2
Q= w [(w-=-1) {——J = f (3.4-18)
Lo
e dai cue
o =0 . (3.4-19)

Este resultado seria esperadoc uma vez que as e -
quacgoes (3.1-10) e {(3.1-11) poderiam, juntamente com a equa-
¢ao de estado, determinar seis fungoes, a saber: o, B8, v, w,
p e p. Arestrigao R = 0 tira a liberdade de se considerar u-
ma fungdo p (e logo p), uma vez que se considerou livres a, B,

Y e w.
3.5 - {ASO ANISOTROPICO COM POEIRA

Se o Universo for considerado preenchido por po-

0

1}

eira incoerente, isto &, p , entao as equacgoes (3.3-6) a

(3.3-10) ficam como

a,bh,e, 8.2 koo (3.5-1)
a b e Y 3 Q

a ;& [9 +é+9} = l kP 3.5-2)
a a b Y 3 9’ (

b b (t.l o Q) I kp

- + = = + = 4+ X = S 3.5-
b b la c Q 3 Q 3573



£ + c [g‘_ +. _tl + 9] = l _K_p_ (3_5_.[”
c c \la b Q 3 Q
E + 9. [(_.1. + P. + E} = _T. fﬁ (3_5_5)
0 G la b c 3 Q
Adicionando-se (3.5-2) a (3.5-5), levando em con
ta a equacao {(3.5-1), se obtém que
@ + éé + _fzé. + g [é + E + é.} - k£ . (3.5-6)
ab ac be Q ta b e Y

Subtraindo-se a equacao (3.5-5) da equacao (3.5-6)

tira-se

alRA
+
oo
N
N le]
|
ol -]

a, b, &) . _xo _
[+b+cJ 2 (3.5-7)

Adicionando-se as equacoes (3.5-6) e (3.5-7), ven:

o
~

S
]
Lo ]

a b c , ab  ac

.5-8)
a b c ab ac (3.5

o
o

Novamente, pode-se considerar
£)% AL )Y Ak
- ()% 0e (25 e () s (20 G

Levando (3.5-9) a (3.5-8), acha-se:

o+ B+ Y = u? ¥ 52 + YZ + aB + oy + By . (3.5-10)
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Adicionando-se a equacgao {(3.5-1) com o dobro da

equacgao (3.5-5), obtem-se:

+

30 28 [E + b + g] = 0 (3.5-11)
0 Y]

aln
+

oo
+

olo

Levando €3.5-9) a (3.5-11), acha-se:

u2+82+Y2+3m2=[u+8+Y1 {1 - 2w) + 3w. (3.5-12)

-

Subtraindo-se a equacgao (3.5.4) da equacao (3.5-3), vem:

_%,L[_Z_a,%}[%_%}:o. (3.5-13)

oot

Levando (3.5-9) a (3.5-13), obtém-se que
@+ BF oy +Fowo= T . (3.5-14)
Levando (3.5-14) a (3.5-12), acha-se ainda:
e I A (3.5-15)
ConseqUentemente, esta soluggo e exatamente igual
a do caso no vazio, podendo os valores o, B, Yy e w serem da-
dos pelas relagoes das equacgoes (3.3-21).

Inclusive, levando-se os resultados (3.5-14) e

(3.5-15) na equacao {(3.5-1), ve-se imediatamente que



o =0, (3.5-16)

em corroboragac ao exposto no final do item 3.4 [vide a refe-
rencia (g)].

Conclui-se, dai, que o sistema so & compativel pa
ra p=p =20, isto e, um Universo preenchido pelos fotons cor
respondentes aoc acoplamento nao-minimo em gquestao somente ad-
mite uma métrica homogénea (anisotropica ou isotrdpica) quan-
do nao possuir outro conteiido material ou energético, além des

ses fotons e da gravitacgao.

3.6 - ESTABILIDADE DA SOLUCAO COSMOLOGICA

Conforme exposto no ultimo paragrafo do item an-
terior, a tnica solucao homogenea admissivel & a do sistema de
equacoes {(3.3-11) a (3.3-15). Para se analisar a estabilidade

de sua solucao, convem definir

>
Tl
ala

s V = b ) 7 = & e W = 5 . {3.6-1)
b o Q
Assim sendo, tem-se:

W+

-y
oo
1]
L=
+
o
~
pip:
)
i~
+
P~
(0]
o] o)
]

(3.6-2)

Desta maneira, as equacoes (3.3-11) a (3.3-15),

respectivamente, ficam como:



X+ YV +7 +0 = _(XZ syl 4 72 +7w2] , (3.6-3)
X+ X (XK+Yy+2+Ww =0, (3.6-4)
Vv (XK+Y+rZrw =0, (3.6-5)
27+ 7 (X+Y+27+W) =0, (3.6-6)
W+ W (X+Y+2Z+W0) =0. (3.6-7)

Das equacoes (3.6-4)a (3.6-7), conclui-se que
— = — === == (X +VY + 7+ W . (3.6-8)

Consequentemente, pode-se expressar X, ¥ e 7 como
X = &W, Y =nl e ¢ = gl . (3.6-9)

Assim, a equacao (3.6-7) fica

2

B = -w (g+n+c+ 1) = -Kw?

r (3-6—]0)

onde

K =g +n+0z+ 1 . (3.6-11)

A solugao da equacao (3.6-~10) é:



= (3.6-12)
Kt + ¢C ’
Portanto, X, ¥V e Z valem
X = — & , Y= D e 7z 5 (3.6-13)
Kt + C Kt + C Kt + C

Levando-se estes resultados em (3.6-1), obtém-se

dende, integrando,

LnQ = £n C' (KXt + (),

ou, exponenciando,

+ ny 1/K
Q = [—— + C J s (3.6-14)
o
onde
] kr ]
’tO:—r (] C = CC
KC

Fazendc uma transliacao no eixo dos tempes, defi-

nida por

o=t o+ g, "

»

e suprimindo as plicas, obtém-se finalmente



identificando, portanto, os parametros das equagoes

COMmo

| =

Ve-se, entao, que

a+B+Y+w=£+n;c+]:1

levando (3.6-9) em (3.6-3),

E, ainda,

(e+nro+1)w = -(ef snf s chan)el,
Levando.(3.6—lﬁ) em (3.6-19), acha-se
A N O B U S S 'L

ou

Fa e
+
= |3

(3.6-15) -

(3.6-16)

(3.3-16)

(3.6-17)

(3.6-18)

(3.6-19)

(3.6-20)
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em concordancia com a equacgao (3.3-17).

lsto significa que a solucio tipo Kasner & a ani
ca possivel para o sistema proposto.

A solugcdo anisot.opica possivelmente seria vali-
da em estagios primitivos do Universo, gradativamente cedendo
lugar a uma solucgao tipo Friedmann. Tal acontece quando a= 8=y
[isto e, a = b = ¢, na metrica (3.3-])].

Neste caso, as equacgoes (3.3-20) dao

o ' (3.6-21)

a = 0, w = 1 | (3.6-22)
cu

a=1/2, w=-1/2 . (3.6-23)

0 caso (3.6~22) corresponde ao espaco de Minkowsky
e o (3.6-23) ao de Friedmann.

Em termos de X e [/, tem-se:

MR

Minkowsky: (3.6-24)

&+ [E
=



el
~
o~

Friedmann: ) (3.6-25)

M~ E
™~
as

Num diagrama representativo de X em fung3o de W,
onde X faz o papel dos trés eixos espaciais X, ¥ e I, pode-se
observar a evolugao temporal das geometrias tipo Kasner, to-

das tendendo a origem, quando £ tende para o infinito (Figura

1).

Y

FIGURA 1 - Evolugao das geometrias de Friedmann e Minkowsky,
com o passar do tempo.

tsto significa que o sistema de equacgoOes diferen

ciais autonomas, (3.6-4) a (3.6-7), é altamente estavel no es
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pac¢o quadridimensional dos X, V¥V, Z ell, sendo a origem um pon
to de estrela assintoticamente estavel (14).
Note-se que a equacgao (3.6-3) representa apenas

um vinculo do sistema, pois, usando as equagdes (3.6-4) a (3.6-7),

pode-se escreve-la como

XY + X2 + XW + YI + yW + ZW0 = 0 . (3.6-26)



CONCLUSOES

Neste trabalho ticou mostrado que existe uma so-
lugao para as equagGes de campo gravitacional e eletromagnéti
co, derivadas de uma lagrangeana com acoplamento nao-mini mo en
tre a gravitacao e o eletromagnetismo do tipo A RAU AY, no ca
so cosmoldgico, homogeneo e anisotropico, exata e estavel, con

quanto o Universo seja preenchido apenas pelos fotons nao-~1li-

! Jk'w}’f” ri B

neares, ‘do dito acoplamento. No caso de métrica estatica esfe
ricamente siméetrica, achou-se uma solugao por perturbacao pa-
ra o caso @ = 0 que implicou na existéncia de um potencial nao-
-nulo, significando uma carga efetiva, criada gelo acoplamen-
to nao-minimo.

Futuros trabalhos poderao ser dedicados & solu-
¢ao exata da metrica estatica esfericamente simétrica, o que
envolve extensa quantidade de calculo.

Testes experimentais também poderiam ser planeja
dos em futuras pesquisas para a deteccao de tal acoplamento
nao-minimo, ou pelo menos para o estabelecimento de um limite
superior para o valor da constante de acoplamento.

Outro topico de interesse a merecer investigagao
mais detalhada e o mecanismo de criagao de carga devido 3 nio

invariancia de calibre {gauge) da teoria apresentada.
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