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RESUMO

E apresentado o modelo CPn_] generalizado que tem
U{p) como grupo de Gauge, no espaco Euclideano a duas dimensdes
nas diversas formulacgoes existentes. Tal modelo & descrito como
uma realizagao ndo linear de simetria que se torna linear quan-
do restrita a um determinado subgrupo, tratando-se portanto de

campos que tomam valores no espago quociente G/H.

Sao apresentadas solugdes classicas de instanton e me
ron para esse modelo e demonstra-se a existencia de um mecanis-
mo para gerar uma familia de soluc¢Bes nao autoduais com acdo fi

nita, tomando-se como ponto de partida as solucoes de Instanton.
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CAPITULO 1

INTRODUCAD

A cromodinamica quantica (QCD) tem se revelado cada vez
mais util para a compreensio das interacdes fortes, fornecendo
diferentes e promissores métodos para problemas tais como os de
confinamento, quebra de simetria quiral, espectro hadronico etc.,
cujo tratamento ndo pode ser feito atraves de teorias de pertur-
bagao.

Consideravel ajuda para essa situacdo provem de mode-
los bidimensionais tanto como um laboratorio tedrico para os me-
todos quanto como uma fonte de sugestdo para os mecanismos fisi-
cos reais no estudo em questdo. Esses modelos devem ser suficien
temente complexos para imitar a estrutura tedorica rica e sutil
da Q.C.D. e para oferecerem solucgdes explicitas, pelo menos, em
um limite conveniente que tenha significado fisico.

0 modelo ¢, introduzido em 1960 por Gell-Mann e
Lévy(l_é) € um modelo tedrico de campo que realiza simetria qui-
ral e conservagao parcial da corrente axial (PCAC). O nome ©
se origina de uma das suas notacgoes.

O fato do modelo o linear e seu limite de Goldstone ve
rificar todos os vinculos da algebra de corrente e PCAC mesmo no
nivel de termos de Born sugere o Seu uso como uma lagrangeana
fenomenologica no mesmo sentido que a teoria de Fermi para inte-

ragoes fracas. De fato, existem algumas interacles fenomenoldgi-



cas com essa propriedade. O espirito dessa abordagem € ignorar
os problemas de renormalizacdo e usar em primeira ordem as rela-
¢Oes que surgem nos ProcEssSos.
Um exemplo desse uso é dado pelo modeloe ¢ nao linear.
. . ~ o . (4-7) .
0 nome se origina da realizagao mao linear‘— — do grupo quiral

na variedade:

olx) ¢+ Tl = £ (1.1)

Expressando o em termos do campo do pion a lagrangeana

resultante é escrita como:

2
p=3mn?.; b (1.2)

f=o -7
m
Apesar dessa teoria ndo ser Ttenormalizdvel de acordo
com o critério usual no espago-tempo a quatro dimensdes, ela des
pertou grande interesse por suas aplicagles em mecanica estatis-
tica, onde ela descreve a versdo continua do modelo de Heisen -
berg. Alem disso uma teoria como (1.2) € renormalizavel em duas

dimensges onde um campo escalar € adimensional. Ela entdo tem

muitas propriedades em comum com as teorias de campo recentes pa

ra interacbes fortes, tais como: liberdade assintdtica, topolo-

gia nao trivial, existencia de solucgoes de instantons, invarian-
cia conforme a nivel classico, etc.

Inicialmente, foram estudados modelos o ndao lineares

(8-11) - - .

O(n)*— —’ mas, como esses modelos so possuem solugoes de instan

ton para n = 3, fez-se uma generalizacdo para modelos invarian

tes sob o grupo SU(m) (SU(3) = 0(2)) que além da simetria glo-



bal tem uma invariancia de gauge local; esses modelos sio chama-

dos cpt 1(12-18)
Neste trabalho estudamos uma generalizagdo do modelo
¢P"™* onde o grupo de gauge abeliano U(1l) & substituido por

um grupo nao abeliano U(p)(lg—gé), sendo que U(n,1) e identi-

co a cp1,

0 modelo U(n,p) pode ser descrito como uma realizacao
do espaco quociente U(n)/|_U(n-p) ® U(p) | nele meSmo(gi_zé) :
portanto, no Capitulo 2 introduzimos alguns conceitos de teoria
de grupos, nos detendo particularmente no estudo das proprieda-
des dos espagos quocientes; apresentamos também a teoria clissi-
ca de realizagdes nao lineares de simetria.

No Capitulo 3 estudamos o modelo U(n,p); as equacdes
de movimento,-mostrando a relagao entre as diversas formulacoes
que aparecem na literatura, tensor energia-momento, corrente de
NBether e estudamos a construcdo de um nimero infinito de leis

de conservagdo; finalmente escrevemos o modelo como uma realiza-

¢ao nao linear de simetria.

No Capitulo 4 apresentamos algumas solugoes classicas
para os modelos CPn-1 e U(n,p), solugoes de instanton, solu-
¢oes de meron e uma familia de solucdes nao auto-duais com agao
finita.

No Capitulo S apresentamos as conclusdes deste traba-

lho.



CAPITULO 2

ALGUNS ASPECTOS DE TEORIA DE GRUPOS E
REALTIZACUES NAO LINEARES DE SIMETRIA

2.1 - Teoria de Grupos - Definigbes Basicas

Esta secdo bem como a seguinte, contém algumas defini-
¢oes e teoremas da teoria de grupos que siao apresentados sem de-
monstragdo, as quais podem ser encontradas nas refs. (26) a (29)
que apresentam um estudo bem mais completo desse assunto. Tive-
mos como objetivo principal o fornecimento de subsidios para o
estudo das propriedades de transformac@o dos espacos quocientes.

Um grupo G € um conjunto g4-82>-++.8,<& G com uma ope
racao (*) denominada multiplicagéorde grupo que satisfaz as se -

guintes propriedades:
(1) gy € G, g. ¢ G — g; * g; € G Fechamento

(i1) gy * (gj*gk) Associatividade

If
~
1je]

=
*
1je]
e
p—
*
Vo]
b

(111) g3 » gy = g * g; Vg Existéncia de Identidade
(iv) g, = = * = Existéncia de elemento inver
k "By 7 Byt Bk T8 > 1 =
SO unico gy = 8

Um grupo que satisfaz uma quinta propriedade alem das

quatro acima € chamado grupo abeliano ou comutativo,

(v) gi * gj = gj * gi hra gi,gj e G Comutatividade

Um subconjunto H< G € um sub grupo de G se, com a



mesma operagao de G os elementos de H formam um grupo. Natu -
ralmente o elemento neutro de G deve estar contido em um sub gru
po H.

0 mapeamento de uma estrutura algébrica em outra estru

tura algébrica similar € chamado um homomorfismo se ele preserva

todas as operacoes combinatorias associadas a essa estrutura. Se
alem disso, o mapeamento e fiel de modo que se defina um inverso,

ele € chamado isomorfismo. Um isomorfismo de G em G € chamado

um automorfismo.

Se 0 mapeamento & uma estrutura algebrica que possa

ser €scrita concretamente e descrita analiticamente € chamado uma

realizacdo; se € em um conjunto de matrizes & chamado uma repre-
sentagao.

Uma funcdo métrica em um espago vetorial V € um mapea-
mento de um par de vetores em um numero no campo F associado com

0 espago vetorial.

(vl,vzj = f Vy.V, € v, feF .

Este mapeamento obedece:

(V1,0V2+BV3) = a(vl,vz) + B(vl,v3) (2.1.1)
e

(Olvl + BVZ’VS) = (Vl,vg)a + (VZ’V3)8 (2.1.2)
ou

(avy + Bv,,vg) = (vy.vg)a® + (v,y,vg)B” (2.1.3)

As métricas que obedecem (2.1.1) e (2.1.2) sao chama -
das metricas bilineares e as que satisfazem (2.1.1) e (2.1.3) sao

chamadas sesquilineares.



Um espaco topologico T & um conjunto de pontos nos

quais & inserida uma topologia T.

Uma topologia T ¢ uma escolha de subconjuntos 81,82...

de T

A topologia 7 obedece aos seguintes axiomas:

(i) O conjunto vazio T e o espago T pertencem a T

(ii) Intersegdes finitas de elementos em T sao elementos em T.

finito

(iii) Unioces arbitrarias de elementos em T s3o elementos em T

finito ou
infinito

LJ 5, e T
1=1

Os elementos Si na topologia T sao chamados conjuntos

abertos.

Um espaco topologico que obedece aoc seguinte axioma adi

cional @ chamado um espago de Hausdorff

(iv) Se pe T, qe T, p# q entdo existe Sp e T, Sq e T com

a propriedad S S S S = ¢,
propriedade p e pr 4 € P rw q ¢

q'}
Um conjunto aberto Sp contendo p € chamado uma vizi -

nhanca de p.

Um espaco T € compacto se toda sequencia infinita  de



continuo e diferenciavel.

r

(iv) Os mapeamentos ¢p 0 ¢&1 e ¢q 0 ¢51, descritos em (iii)

sao mapeamentos em ¢ .

Variedades sao importantes e Uteis porque elas sao lo-
calmente Euclideanas em todos os pontos. Através dos axiomas (i)
a (ii1) todos os metodos e conceitos usados no estudo do espago
R, podem ser transferidos para a variedade. Em particular, a di-

~ . - . . ~ n .
mensao da variedade p e igual a dimensao do espago R, ou seja n.

Um grupo topologico ou grupo continuo tem dois tiposdi
ferentes de estrutura: ele tem uma estrutura topoldgica e uma
estrutura algébrica. Algebricamente ele € um grupo, entdo obede-
ce aos axiomas de um grupo; topologicamente € uma variedade. As
propriedades algébricas e topoldgicas sdo combinadas por dois

axiomas adicionais:

(a) o mapeamento o x T + OT & continuo

-1
continuo

[°3)

(b) o mapeamento T+ T

Esses s3do os dois Unicos axiomas necessarios para co -
nectar as propriedades algébricas com as propriedades topologi -
cas de grupos continuos. Da imposicao desses axiomas resulta uma
estrutura rica e bonita — a teoria dos grupos de Lie.

Um grupo topologico ou grupo continuo consiste de

(i) uma variedade n-dimensional ¥ ,

(ii) uma operacaoc ¢ que mapeia cada par de pontos (B,a) na va -

riedade em outro ponto <Yy na variedade.

(iii) Em termos do sistema de coordenadas nos pontos vy, o, B €s-

Crevemes



pontos t1.ty.en (ti e T) contém uma subsequéncia de pontos que:

a) converge para um ponto e
b) esse ponto esta em T.

Um conjunto T & fechado se ele contém todos os seus pon
tos limites,

Seja ¢ um mapeamento do espago T com topologia T, no

5 i . a i . &
espaco U com topologia U. Se t1 e T, entao a imagem de t1 e um

ponto u. e U

¢(ti) = 4y

Nem todo ponto em U € necessariamente a imagem de al-
gun ponto em T. Alem disso, muitos pontos diferentes em T podem
ser mapeados em um ponto de U. O conjunto de todos 0s pontos
tysty,... € T que vdo em um ponto particular u e U e chamado

a imagem inversa de u.

$:(T,7) » (U,U) & continua se a imagem inversa de qual
quer conjunto aberto em U é um conjunto aberto em T.

Uma variedade diferenciadvel M consiste em um espaco de

Hausdorff (T,T) e uma colecao ¢ de mapeamentos ¢p e ¢

que obedece as seguintes propriedades:

)

(1) ¢P € um mapeamento 1~1 de um conjunto aberto TP (p e Tp

em um conjunto aberto no Rn
1i) UT_ =T
(i1) b
iii) Se T T & nao vazio, entao T T € um conjunto
(ii1) se T, () T, &n 0, (T, N7 j
aberto em Rn’ e qh (Tp rj Tq) e um conjunto aberto em R

diferente de ¢p (Tp M Tq). O mapeamento ¢ © ¢;1 deve ser
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{(b) um espago gecométrico Gy» que € uma variedade N-dimensional,

€ um mapeamcnto

f: 7 x G + G

que obedecem

Postulado (a'): T _,¢ obedecem aos postulados de grupo topologi-
n

CoO.

Postulado (b'): A funcao

1 1 N
y = fl (al""gans X "..,X]

€ continua e tem as seguintes propriedades:

(i) Fechamento

ae T, xe (G =—ux e

|

vt = ed e xh ™

(ii1) Associatividade:

B(a.x) = (B.a) X

ﬂ

£ e, flex)) = £2 (408 a) %)

(1ii1) Identidade

flee . x) x*



As fungoes

devem ser continuas.
As propriedades de multiplicagao de grupo podem ser

transcritas como condigdes em ¢:

(1) Fechamento: C

= [l

Y™ = ¢¥(8,a) a,B,Yy e M

(ii) Associatividade: c.(b.a) = (¢c.b).a
o (v, 9(8,a)) = ¢M(o(v,B),0a)

(iii) Identidade: e.a = a.e = a

(iv) Elemento Inverso: a.a = a ~.a-=c¢

Mla,a ) = o¥ e = €M

Um grupo continuo de transformagoes consiste em:

(a) um espago topoldgico T » que € uma variedade n-dimensional ,

juntamente com um mapeamento bindrio ¢:

b: T X T T
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{(iv) Elemento Inverso
uwl(ux) = a(a'lx) = (ua_l)x = x

0l £a0) = F o, flo b)) = Folo,e ) .0 = & .

Para distinguir entre o espago topologico do grupo e
0 espago geométrico no qual o grupo atua, indicaremos todas as
propriedades do espago topologico com letras gregas (os pontos
@,B,...; © mapeamento ¢; os indices das coordenadas au,...) e
todas as propriedades do espaco geométrico serdo indicadas por
letras romanas (os pontos Xx,y,...; O mapeamento f; 0s 1indices
das coordenadas i,...).

Todo grupo continuo pode ser considerado como um grupo
continuo de transformagdes se for permitido que ele atue nele mes

mo. Entao temos as identificacdes:

De modo que grupos continuos sao casos especiais de grupos contl

nuos de transformacgoes.

Um espaco € conexo se quaisquer dois pontos do espacgo

podem ser ligados por uma linha e todos os pontos da linha esti-
Verem no espacgo.

Pode-se demonstrar que a componente de um grupo conti-
nuo que € conectada com a jidentidade & um grupo.

Um espago & simplesmente conexo se uma curva conectan-
do dois pontos do espago pode ser continuamente deformada em qual
quer outra curva conectando os mesmos pontos.

Seja H um subgrupo de G. Entao para qualquer g fixo eG,



-i2-

o conjunto de operacdes de grupo

gHg " = {ghig“l,h. e H}

1

também forma um grupo. Esse grupo € conjugado a H

Subgrupos H que sao autoconjugados para todos os ele -

1

mentos g € G (gHg = = H, ¥g e G) sdo chamados subgrupos normais

ou 1lnvariantes.

Pode-se demonstrar que a componente conexa G, de um

grupo continuo G & um subgrupo invariante de G.

Soma direta e produto direto sao construgoes uteis pa-
ra enriquecer a complexidade de um dado tipo de estrutura alge -
brica, mas quociente € a arma secreta do arsenal matemdtico para
a construcao de novos tipos de estruturas algébricas.Vamos olhar
para as propriedades do quociente G/H, onde H € um subgrupo de

G. Tais estruturas sao chamadas classes laterais ou cosets . Uma

classe lateral direita € o conjunto de operagOes de grupo cq,Cy,
-, ¢ G com a seguinte propriedade Hc, + Hcy + ... = G. Alem
disso, nenhum elemento g de G estda contido mais de uma vez na so

ma @ esquerda. Em outras palavras, os c. sdo escolhidos de modo

que todo elemento g e G pode ser escrito unicamente COmO

Analogamente, classes laterais esquerdas envolvem uma

decomposic¢ao Unica

h, e H

ck e C
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Pode-se demonstrar que classes laterais esquerdas e

direitas de um grupo continuo G por um subgrupo fechado H sao va

riedades de dimensaoc

dim G - dim H .

Além disso, demonstra-se também que se H €& um subgrupo invari-
ante de G entao, os elementos da classe lateral CO,Cl... podem
ser escolhidos de modo que eles sejam fechados sob multiplicagao

e formem um grupo chamado grupo quociente G/H.

Intuitivamente, podemos visualizar G/H do seguinte mo-
do: como cada classe lateral formada com H define uma classe de
equivaléncia em G (pois gH = Hg), o conjunto de todas as clas -
ses laterais formadas com H, isto €, o grupo quociente G/H tem
como elementos estas classes de equivalencia. Como duas classes
laterais distintas nao podem ter um elemento comum entao os ele-
mentos de G/H s3o subconjuntos separados (disjuntos) em G. Por -
tanto G/H representa a divisdao de G em distintas classes de
equivalencia de H.

0 ponto crucial para o estudo de grupos continuos € o
seguiﬁte teorema, que permite que se estude todos os grupos con-

tinuos estudando separadamente os grupos continuos conexos e oS

grupos discretos.

Teorema: o grupo quociente de um grupo continuo G pela sua compo
nente conexa G, € um grupo discreto, D, de dimensao ze

Tro:s

G
_=D .
Co
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2.2 - ARlgebras de Lie dos Grupos Classicos

Eventualmente, podemos descrever muitas das proprieda-
des gleobais de um grupo continuo conhecendo somente suas proprie
dades na vizinhanga da origem; quando procedemos assim, lineari-
zamos a estrutura do grupo e assim aparecem oS grupos continuos
locais e grupos de Lie locais.

Um grupo de lLie € a componente conexa de um grupo con-
tinuo na qual a fungdo composigdo ¢ & analitica no seu dominio
de definigao,

Estudando-se as propriedades infinitesimais de grupos
de Lie, isto &, as propriedades do grupo proximas ao elemento
identidade, chega-se de maneira natural aos conceifos de gerador
infinitesimal e algebra de Lie.

Associados a cada grupo de Lie de r-pardmetros existem
r operadores infinitesimails que sdo caracterizados por suas pro-
priedades de comutagdo. Podemos dizer que os r operadores infini
tesimails X varrem um espago vetorial r-dimensional real caracte
rixado pelas quantidades =T aTxT, onde os a' sdo nimeros reais.
A algebra desse espago vetorial r-dimensional & definida pelo Te

querimento que os operadores infinitesimais X satisfagam as

condigoes:
— - T
“XD,XG_I = o0 %1
T -
onde ¢ = -Cop , constantes de estrutura
Tx ,X = 0
Cx,ox, 1

e a identidade de Jacobi
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xoo Txgx, I]

f0,|:xv,xp 11 + xv,]:xp,x0 :[] =0

Sob as condigoes acima os r operadores infinitesimais
X, formam a algebra de Lie do grupo de Lie correspondente. Pa-
ra todo grupo de Lie existe uma algebra de Lie e para todo sub-
grupo existe uma subalgebra.

Desse modo fica caracterizado um caminho entre grupos
de Lie e algebras de Lie. A algebra de Lie € unicamente determi-
nada, a menos de uma mudanga de base, pelo grupo de Lie. Resta
uma questao: Dada uma algebra de Lie, podemos associar a ela um
grupo de Lie ? A resposta €& a seguinte: Muitos grupos de Lie
tém a mesma Adlgebra mas, entre todos os grupos com a mesma alge-
bra existe somente um que € simplesmente conexo. Esse grupo € cha
mado grupo de cobertura universal.

Todos os grupos com a mesma algebra de Lie podem ser
obtidos do grupo de cobertura universal de uma maneira simples.
Se SG € um grupo de Lie simplesmente conexo € D € um de seus

subgrupos invariantes discretos, tal que

gd. g~ =d. , 1773 (2.2.1)

Entio o grupo quociente

€ um grupo de Lie cuja algebra de Lie g € isomdorfica a algebra
de Lie de SG; G € multiplamente conexo quando D contém mais de

um elemento.

As constantes de estrutura de uma algebra de Lie forne
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cem uma representagao matricial para a algebra. Em geral, essa

representacdo € infiel. A representacido, chamada adjunta ou regu
lar, € obtida associando-se com Xu (v = 1,...,n) uma matriz n xn

Mu cujos elementos sao dados por

B _ g
(Mu)a = - S )

Além disso, existem teoremas que garantem que todos os elementos
de um grupo de Lie compacto G, podem ser obtidos por exponen -
ciagao de algum elemento da dlgebra de Lie.

Umn elemento arbitrario na vizinhanga da identidade de
qualquer dos grupos matriciais classicos pode ser escrito na for

ma
I + 6M (2.2.2)

onde &M € uma matriz infinitesimal. As condigoes que definem o
grupo classico podem ser transferidas para assercoes sobre as
propriedades de &M,

Fazemos isso escrevendo as condigdes na operagao de gru
po (2.2.2), expandindo e retendo termos de primeira ordem. Como
6M descreve a operacao algébrica perto da origem, um elemento ar
bitrario M da algebra tem as mesmas propriedades que o elemento
infinitesimal.

As algebras de Lie calculadas dessa maneira estio defi
nidas em um espago vetorial linear real n~dimensional R + Mas

y

o campo dos numeros reais Rq nao & fechado algebricamente. Per
mitindo que todos os parametros reais no espago vetorial R~ se
tornem complexos, formamos uma extensdao complexa das algebras so

bre R para algebras de Lie sobre C,- Extensoes complexas de al-
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gebras de Lie reais simplificam significativamente a classifica-

cao dessas algebras.
Qualquer operador T que mapeia a algebra de Lie nela

mesmo e chamado um automorfismo. Tais automorfismos obedecem

(x,y) = (Tx,Ty)

Qualquer automorfismo com a propriedade

¢ chamado um automorfismo involutivo. Tais automorfismos tém au-

tovalores *1, pois
(T-1I)(T+1I) = 0

Esses automorfismos separam a algebra de Lie nos subespagos com

autovalores *1,
Seja g uma algebra de Lie simples compacta. Decompomos

g nos seus autosubespacos de T da seguinte maneira

g =hep

T(g) = T(h) @ T(p) (2.2.3)

(+1Dh @ (-Dp

Além disso, mostramos que h e fechado sob comutagao e portanto é

uma subalgebra

(I"H,HT.P)

[

(T|H,H"],TP) = (| _TH,TH'],TP)

1t

Il

1
feml

(l:"’H,"’H'I,-P) = = (]:Hin:[’P)

H,H' € h , Pep
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Similarmente, todos os outros produtos internos da for
ma (JA,B],C) se anulam quando um nimero Impar de argumentos vem

do subespago p de autovalor -1. Temos:
B.5] | p —>[R.E[ S h

h.p] 1 h

B.5] L p =—> [p.B5] C h

>]:_Ii,pj = p (2.2.4)

Entao h forma uma subalgebra, e p forma o subespago ortogonal com
plementar. Se agora aplicarmos o truque unitario de Weyl no sub-

espago p, construimos uma nova algebra g*

g* = h ® ip : (2.2.5)

Esse espaco € fechado sob comutacao com constantes de estrutura

reals porque g tem constantes de estrutura reais e

[h,Aif< h

|h,ip] = ip

> [g*.g*] = g*

[ip.ip]< (-)h

Além disso, essa nova algebra g* € ndo compacta a me -

nos que h = g:

X(g*) = dim(p) - dim(h)

-

Essa decomposicao ((2.2.3) e (2.2.5)) e chamada de de-
composicao de Cartan. O subespaco h € a subalgebra maxima compac

ta de g*.Com relacao a essa decomposigao, a representagao regu-

lar de g e:



-19-

+ A,B,C reais
B = -B

Como g & compacta, as matrizes R(h) e R(p) sdo antisi-

métricas e reais. Uma decomposigdo similar para g* da

A,B,C reais
gt = -3

-

Novamente, R(h) e antisimétrica. Removendo-se o fator
i das bases de 1ip, a matriz R(ip) se torna uma matriz real simée-
trica.

Por essa construgdo € possivel associar uma forma real
nao compacta g* com a forma compacta g através do automorfismo

involutivo T. Pode-se mostrar que esta € uma construcgdo comﬁle -
ta: a medida que T passa por todos os automorfismos que obedecem
T2 = I, g* passa por todas as formas reails associadas com a alge
bra complexa semisimples da qual g & a forma real compacta conhe
cida.

A decomposicao de Cartan para a algebra de Lie g#(n,c)

e dada por
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natriz [ matriz matriz
arbitraria| = . e ® L
complexa tantlhermltlana hermitiana

Os elementos do grupo em G&(n,c) podem entao ser escri

tos como

matriz matriz matriz
Exp { cozplexa | = Exp |antihermitiana| & Exp |hermitiana
(arbitraria n xn n Xn
+ ¥

G2(n,c) = matriz unitaria ® matriz hermitiana

Esse € um resultado bem conhecido: uma matriz arbitra-
ria complexa pode ser sempre escrita como o produto de uma ma-
triz unitaria por uma matriz hermitiana. Sob a restrigao de vari

aveis reais, existe um resultado semelhante:

G&(n,r) = (ortogonal) ® (simé€trica)

A decomposigao de Cartan da algebra de Lie tem uma con
trapartida no grupo de Lie que € a decomposicdo em classes late-
rais. Se G* descreve um grupo de Lie n3o compacto e H o subgrupo

compacto maximo, entdo podemos escrever

G* = P*H ou G* = HP*
Decomposicao em classe Decomposicao em classe
lateral esquerda lateral direita
G* = Exp g*
H = Exp h
P* = Exp p*
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As decomposigbes em classes laterais esquerdas e direi
tas sdo unicas. Toda operagdo de grupo & unicamente escrita como
o produto de um elemento do subgrupo por um elemento da classe
lateral. Uma escolha natural para a representagao das classes la
terais & Exp p*. O espago definido por Exp p* (espago quociente)

€ ndo compacto.

2.3 - Propriedades dos Espagos Quocientes

A decomposigao de Cartan das algebras de Lie g, g* tem
uma estrutura simples da forma de diagonal de bloco na represen-

tagao regular ou adjunta.

g Tepres. regular Aq ’ 0 ® 0| B |} dim h
0 |A2 -8t| 0 |} dim p

(2.3.1)
g > h + p
g* > h + ip
Aq | 0 0 B
g* > @ T (2.3.2)
o | a, s | o

As matrizes Al e AZ sao antihermitianas, a representa
tiva de p também €& antihermitiana mas a representativa de ip e
hermitiana. De fato, como a representagao regular consiste de ma
trizes reais, Ay e A, sao antisimétricas, B € real e as represen
tativas de p e ip sao, respectivamente, simétricas e antisimétri

cas.

As matrizes representativas da algebra g, T(g). podem
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ser exponenciadas nas representativas matriciais associadas, T

*

do grupo,da seguinte maneira

I{exp g} r{exp g*} representacao do grupo
3 4
I(g) I(g*) Tepresentagdo da algebra

A representagdo da algebra T(g) da origem 3s repre -
sentagOes associadas I'*(g*) da dlgebra g* da seguinte manei-

ra:
I'(g) = I'(h @ p) = I'(h) ® I'(Pe—> T(h) ® il(p) = I'*(g*) .

Em geral, em qualquer representacao I' de dimensao fini
ta, as matrizes representativas da subalgebra h sdo antihermitia
nas. As representativas T(p) sdo antihermitianas também pois a
algebra de um grupo compacto & formada de matrizes antihermitia-
nas; as representativas I'(ip) = il'(p) sdo entdo hermitianas. Ma

+ _

trizes antihermitianas (M = -M) e hermitianas (M+ = M) 530

mapeadas em matrizes unitadrias e hermitianas, respectivamente:

(e+M)+l hermitiana

= e
\\\\\\\(G+M -1

) unitaria
Existem dois casos em que a representagdo da subdlge -
bra h permanece irredutivel, ou seja, nao pode ser escrita na for
ma (2.3.1) de diagonal. Mas, esses casos serdo deixados de lado.

As matrizes representativas do subgrupo Exp h e as re-

presentativas do quociente sao dadas por
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Al 0 0
Exp h = Exp = X {(2.3.3)
0 | .

r VAR
cos V’BBT B sen YR B
Exp p = Exp S V B'B (2.3.4)
PP BT{ o sen VBB 87 Vas:
- - cos VBB
V ets J
oy
cos h YBpt Bsen h VB'B
0 B v/ n¥t
Exp ip = Exp[ . }= BB (2.3.5)
0 ¥ n
B'sen h VBB cos }1‘/B+Bi

v

As matrizes BTB e BBJr sao hermitianas com autovalores

nao negativos. De fato, seus autovalores nio nulos sio idénticos.
Entao todas as raizes sdo bem definidas e podem ser calculadas
explicitamente.

As identidades trigonométricas validas para fungdes hi
perbolicas sdo validas também para as submatrizes que  aparecem

em (2.3.5). Se B € uma matriz m x n:

coshz(BJrB)l/2 -

- ¥
Bsenh (B B) /2
(8Tpy 1/ 2

Esenh(B+B)1/2
(BfB)l/z

= COShZ(BTB)l/z - senhZ(B+B)1/2 =1
Similarmente
2,ant 172 _ {Bsenh(BBYY/ %] Bsenn(Bty 1/ 21T
cosh”™ (BB ) - 177 177 =1 .
(BB') (BB")
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A relagao (2.3.5) mostra que as propriedades da subma
triz B, que caracterizam o subespago complementar ip na algebra
de Lie g* sao transferidas diretamente para os representativos
de quociente pelo mapeamento exponencial. Ou seja, um ponto B da
algebra ip é representado através da eXponenciagao, no espago

quociente G*/H por

Exp.Jb B semnh (BJrB)l/2

B
(BTB)I/Z

Mas essa relagao € muito inconveniente para descrever os pon-
tos em G*/H pois envolve uma fungao transcendental e raiz qua
drada. Para evitar essas dificuldades, descrevemos os pontos em

G*/H pela submatriz m x n X:

B senh (B'B)1/?2 (2.3.6)
575172 -3

X =

Entao, a matriz representativa de quociente € dada em

termos de X por:

(1 _+xxTy1/2 ‘ X
G*/H = n (2.3.7)
o i (1_extr) /2
¥ ¥

Como X'X e XX tém autovalores ndo negativos, as

submatrizes da diagonal sd3o bem definidas e nunca sdo singula -
Tres.

Para o espago dual compacto de G*/H, G/H = Exp p, fa
zemos um calculo similar onde a maior modificagdo € substituir
as fungoes hiperbdlicas por fungées circulares. Os representa-

tivos de quociente sdo:
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A relagao (2.3.5) mostra que as propriedec

triz B, que caracterizam o subespaco complementar ip

de Lie g* sao transferidas diretamente para 0s represe. AVOS
de quociente pelo mapeamento exponencial. Ou seja, um ponto B da

algebra ip & representado através da exponenciacao, no espaco

quociente G*/H por

B Exp. B senh ﬁm+wuu\m
ﬁw+wuH\N '

Mas essa relagdo € muito inconveniente para descrever o0s pon-
tos em G*/H pois envolve uma fungao transcendental e raiz qua
drada. Para evitar essas dificuldades, descrevemos os pontos em

G*/H pela submatrizm x n X:

+..1/2
B senh (B B)
T 172 (2.3.6)

X =

Entao, a matriz representativa de quociente & dada em

termos de X por:

ﬁHa+xx+uw\m A X
G*/H = (2.3.7)
o “ (1_sxT1/2
n
Como N+x e Nx+ tém autovalores nio negativos, as

submatrizes da diagonal sdo bem definidas e nunca sio singula -
res.

Para o espago dual compacto de G*/H, G/H = Exp p, fa
zemos um calculo similar onde a maior modificagao &€ substituir

as funcdes hiperbdlicas por funcdes circulares. Os representa-

tivos de quociente sao:
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+.1/2
(1_-xx") [ X

G/H =
xt W (In—X+X) 1/2

. (2.3.8)

0 dominio dos parametros que descrevem a submatriz X
€ determinado pelo requerimento que os representativos de quoci-

ente permanegam elementos do grupo. Explicitamente:

.f.

A desigualdade se refere aos autovalores de X X. Como

xTx e xxT tém o mesmo conjunto ndo nulo de autovalores

O grupo G age no espago de pontos G/H e mapeia ele ne-
le mesmo. Em particular, os representativos de quociente ¢ € G/H
c G mapeiam a origem de G/H no ponto c de G/H. Se c & um pon-
to qualqﬁer de G/H, ele pode ser mapeado em qualquer outro ponto

c' de G/H por qualquer operagdo de grupo.

(c'c_l)c + c

cret o= g € G

Além disso, a Unica operagdo do grupc que deixa  todo

ponto ¢ fixo € a identidade

gc = cC Vc e G/H— g=1 .

Um grupo G age transitivamente em um espago M se, para

todo par de pontos p,q € M, existe uma operagao de grupo g eg@G
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com a propriedade g:p * q.

¥ par P.q e M

para algum g € G .

Um grupo G age efetivamente em um espago M se a operacao identi-

dade € a Unica operacao do grupo que deixa todo ponto p € M fixo:

Ep = p ¥YpeM=g =1

A orbita do ponto p € M sob o grupo G € o conjunto de todos 0s
pontos q € M que podem ser atingidos aplicando-se alguma opera-
¢ao de grupo g € G ao ponto p.
A acdo do grupo G no espaco G/H € dada simplesmente por
g € G
gc = ¢'h 4c,c' € G/H . (2.3.9)
h eH
Como o produto de dois elementos em G (g e c) € um ele
mento em G, esse elemento pode ser escrito unicamente em uma de-

composicao de classe lateral. Entdao, o mapeamento de G/H nele

mesmo € dado por

G: G/H > G/H

(2.3.10)
C

>c! c,c' € G/H

0 subconjunto de elementos de G que deixa qualquer pon

to fixo forma um grupo, chamado grupo de estabilidade H(c) de c:

h e H{c)

he = ¢ c e G/H
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Vamos agora determinar explicitamente a estrutura do
mapeamento de G/H nele mesmo sob um elemento arbitrario do grupo
G. Vamos fazer isso somente para os quocientes que sdo represen-
tados por matrizes fora da diagonal; além disso, vamos fazer
o calculo para a forma real nao compacta G* :; o calculo para a
forma compacta G esta relacionado simplesmente por uma mudanga de

sinal.

Um elemento arbitrario de G* tem a estrutura de bloco:

* — A B
g e G* = [ C D ] . (2.3.11)

Existem varias relagoes entre as submatrizes A, B, C,
D dependendo de qual grupo classico G* esta sendo investigado.

Um representativo de quociente em G*/H tem a forma:

W X

c e G*/H = 7 (2.3.12)
X Y

W= (1 + xxh1l/2

s
H

(1, x*x) 1/ 2

Como os autovalores de XX+ sao ndo negativos, as sub-
matrizes quadradas W e Y sao hermitianas e nao singulares; suas
inversas sempre existem.

A agao de G em G/H, dada abstratamente em (2.3.10) e

dada concretamente para quocientes fora da diagonal, pela multi-

plicagao matricial

-

W | x
x'F |y

. (2.3.13)

[ U(m)| 0
0o | um |
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Como ©s representativos de quociente sdo as submatri -
zer X, € necessario resolver (2.3.13) para X' em termos de X, A,

B, C, D. Isso € feito resolvendo-se a equacgio

* 1X'U(n)
= [ l (» ] (2.3.14)

[ * |AX+BY

+  |cx+Dy + |y'u(n)

A solugdo de (2.3.14) € muito complicada devido a pre-
senga da operagao de grupo U(n). Para contornar essa dificuldade,
observemos que existe uma correspondéncia 1-1 entre os represen-

tativos de quociente e as submatrizes Z definidas por

1

xy ™' = x (1 _extxy"Y?

[N
]

(2.3.15)

-~
1l

z (1 -272)71/2

Como a correspondencia entre X e Z € 1-1, podemos to -
mar Z como representativo de quociente. Todos os calculos podem
ser feitos em termos das variaveis Z ao invés de X.

Para os quocientes ndo compactos G*/H, X € ilimitado

e Z & 1limitado:

Y'Y - XX =1
n
-1 - - -
- v Ty = oh e
0<x™X<e e o0<zfz <1 |

Para os quocientes compactos duais G/H, X e limitado
e, portanto, Z € ilimitado
.].

0 <X'X <1 e 0<272<aw
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Os representativos de quociente estao relacionados pro
jetivamente. Portanto, as coordenadas Z 550 chamadas coordenadas
projetivas do quociente G/H ou G*/H.

A razio para a introdugdo de representativos projeti -
vos do quociente fica aparente olhando-se a expressao (2.3.14)
As propriedades de transformagdao de Z podem ser calculadas expli

citamente e aleém disso sdo surpreendentemente simples:
-1 - -1
(AX+BY) (CX+DY) = X'U(n)lY'U(nJI

( . -1 -
1(AXY b, B)YE{(CXY_l + D)Y} = X'{U(n)U 1(n)} yr1
J

(AZ+B) (Cz+D) 1 = z° (2.3.16)

Os representativos projetivos de quociente sofrem trans
formagoes fracionais lineares sob uma operagdo arbitraria de gru
po. Essas propriedades de transformagao projetivas valem para to
dos os quocientes fora da diagonal, isto &, elas valem para to -
dos os espagos Riemannianos simétricos exceto dois.

Apesar da transformacdo (2.3.16) ser simples, ela &
ndo linear. As propriedades de transformagao de X, que podem ser
obtidas de (2.3.15) e (2.3.16), sdo muito complicadas. E possi -
vel descrever os pontos em G*/H de modo que eles tenham propri
edades de transformacdo lineares sob a agdo de G*. No entanto ,
isso sO pode ser feito as custas de uma relacgdo 1-1 entre 05
representativos e os pontos em G/H.

Como cada ponto em G*/H €& descrito unicamente pela sub

matriz X, ele também € descrito unicamente pela matriz



T = [—f{—] (2.3.17)
onde
y = (I + xX'0Y% en o (2.3.18)
ou
Y=(1_-xx"% en o (2.3.18")

A submatriz T obedece todas as condigoes que ela herda
de G* (ou de G).

Se agora relaxarmos o vinculo (2.3.18), existe uma cor
respondencia muitos —+ 1 entre a matriz T e os pontos em G*/H .
em compensacdo por essa nao unicidade as propriedades de trans -

formacgiao de T sdo lineares.

) (-
EI N b

As coordenadas T sdo chamadas coordenadas  homogeneas
de um ponto em G*/H. As coordenadas Z = Xth sdo as vezes cha-
madas coordenadas inhomogeneas.

Existe ainda um quarto mecanismo para classificar os
pontos no espago G*/H; quando aplicavel ele € muito Util pois tem
aplicagdo direta a problemas fisicos. Para ver como & essa classi-
ficagdo € necessario apenas perceber que nao precisémos nos res-
tringir as submatrizes em forma de bloco para descrever os repre
sentativos de quociente.

Como as coordenadas T ddo uma correspondencia de mul -

tos =+ 1 pontos em G*/H, podemos encontrar uma correspondéncia
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edades de transformagao simples sob esse grupo. Entdo, no estudo
de teorias de campo fenomenologicas, devemos observar as proprie
dades de transformag¢ao dos campos sob tais grupos.

Quando os campos se transformam linearmente, a classi-
ficacdo de todas as leis de transformagao possives se reduz ao
problema usual de teoria de representagdo. No entanto, para amai
oria das teorilas fenoménongicas, a situacdo & mais complicada
os campos se transformam linearmente somente sob um certo subgru
po. Entao temos o problema de realizagGes ndo lineares que se tor
nam lineares quando restritas a um subgrupo.

Consideremos entao um grupo de Lie G e um subgrupo H.
Vamos chamar de T, ©s geradores de H. Assumimos que os gerado-
res remanescentes Si podem ser escolhidos de modo que eles for -
mem uma representagdo de H, ou seja, o comutador [:Tm,Si:I deve
ser uma combinag¢do lincar sd dos Si' Vimos na seg¢ao anterior que
a decomposig¢ao de Cartan, por exemplo, atende a esses requisitos,
mas agora naoc faremos nenhuma suposigaoc sobre o comutadorl:Sii%:}

Um elemento g do grupo G pode ser representado (unica-

mente) na forma

h € H
g = e 5h | i (2.4.1)
£.5 = €75,
Como ja vimos anteriormente, 51 parametriza o espago

quociente G/H; essa parametrizagdo exponencial € conveniente
mas qualquer outra pode ser usada. Nao especificaremos aqui a pa
~rametrizagao de h. Definimos o efeito de um elemento do grupo g

no espago quociente por

g08 ~ et S n (2.4.2)
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1-1 escolhendo um subconjunto de elementos de T. Uma escolha oOb-
via & a submatriz X; outras escolhas incluem algumas linhas (p)
da submatriz X e as linhas adicionais (m-p) de Y. Essas linhas de
vem ser escolhidas de tal modo que seja preservada uma correspon
dencia 1-1 entre as novas coordenadas e X ou Z.

Neste trabalho estamos particularmente interessados nas
variedades Grassmanianas. As Grassmanianas de um espago K-linear
(K =R, C ou Q) de dimensao finita € o conjunto Gx (V) que con -
siste de todos os subespagos lineares de V de uma dada dimens3o
k, com k < V. Um exemplo importante € o Grassmaniano Gl(V) de
linhas em V através da origem, também chamado de espago projeti-
vo do espago linear V.

0 espago projetivo de um espago linear (n+1) dimensio-
nal V € a uniao de um conjunto de espagos afins n-dimensionais ,
que se sobrepbe. Tal espago € n-dimensional, o espago projetivo
Gl(Kn+1) & também denotado por KP® ou P"(K), (K = R,C ou Q).

Essas variedades Grassmanianas podem ser escritas como
(41)

espagos quocientes , aplicando-se portanto todos os resulta -

dos desta segao.

2.4 - Realizacoes Nio Lineares de Simetria

Em muitas teorias de campo fenomenoldgicas, a densida-
de Lagrangeana nao € uma fun¢do arbitraria dos campos. Os cam -
pos se transformam de alguma maneira bem definida sob algum gru-
po de simetria interna e a densidade Lagrangeana consiste de uma
parte principal que € invariante sob esse grupo e de uma parte

de quebra de simetria que usualmente se assume como tendo propri
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ou

(2.4.3)

h, = h'h~?! (2.4.4)

Vemos claramente que £' ¢ h1 sao funcgoes de gq € &.

Vamos olhar agora para a forma infinitesimal. Fazendo

em (2.4.1), g = I, obtemos

h =1
I = 88 g s
£ =0
E para g proximo da identidade
h = I+dh
g = I+dg = 9§ -
g1 =0 + dgl
det.s. .
g = I+dg = e T (I+dh) = I + dh + (d& )S; + ... (2.4.5)

Seja g infinitesimal
_ i
gy = I+d£0 .Si + dh (2.4.6)

Se gy = I de (2.4.3) segue que

Entao, para gg 1infinitesimal

(1 + dgoisi + dhg)e® S = (e85 6(eE'S))(I+dh1)

eE'S + (dEOiSi + dho)eg‘S = eE'S + G(eg's)+eg'sdh1
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Substituindo a equagao (2.4.6)

oS

(go-De™ "% = s(e*"%) + e*-5n,-1)

Multiplicando por e—E.S, obtemos

e~g.s(g0_1)e£.s - e 5550l Sy = hy -1 (2.4.7)

0 lado direito da eq. (2.4.7) € um gerador de H pois se T 540

os geradores de H

h =e " = (I+du.T)

Vamos considerar primeiro o caso no qual 80 = h, e H

0
De (2.4.3)

hy e5% = e85 p,

£.S -1 _ _E'.S8
h0 € h0 h0 = ¢ hl

-1
£.h,Sh

0770 _ E'.S

€ h0 = e h1

Como OS Si formam uma representacao de H, isso implica que

'.S .S -1
" S = ne® S g (2.4.8)
e
h1 = h0 ; h' = hOh .
A transformacao de £ para &' dada por (2.4.8) & line-
ar.

Consideremos agora gg € G, g0 £ H; entao

£..S
o0

go = . (2.4.9)
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Neste caso, a eq. (2.4.3) fica:

£EneS '
e 077 gE-5 L ET.S h, (2.4.10)
A+B+ 1[TA,B]+
A B _ iR T — -
Como e''e” = ¢ e | 'S.,5. | €, no caso
pu—— 1 J
geral, uma combinagao linear de SK e Tm’ entao a eq. (2.4.10)

€ uma equacdo ndo linear inhomogénea em §.

A forma infinitesimal (2.4.7) fica:

- £q+5 -
e E-S (e 0 - 1) eb-% _ o758 6(e€'s) = hy-1
€g-S
Desenvolvendo e
oE:S £y-S e5:5 L o788 5(ef-5y o hy - I (2.4.11)

0 lado esquerdo da equacgao (2.4.11) pode ser calculado
usando-se a algebra do grupo; como o resultado deve ser um gera-
dor de H, devemos igualar a zero o coeficiente de Si; dessa ma -
neira, encontramos uma equagdo atraves da qual 65i pode ser cal
culado.

Vamos agora estudar rapidamente o problema da constru-
cao de lagrangeanas fenomenologicas através da introdugdo de de-
rivadas covariantes.

Supondo agora que fizemos uma decomposigao de Cartan

na algebra de Lie g do grupo G, escrevemos qualquer elemento g0

do grupo G como

g, = eE.S eu.V

onde V. sao os geradores do subgrupo H.
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Seja

h: v » D{h)y h e H

uma representagao linear (unitaria) do subgrupo H.
Uma realizacao ndo linear de G que se torna uma repre-

sentacao linear quando restrita ao subgrupo H € dada em coordena

das (&,¥) por

(g,9) = (£",v") = g(&,v) (2.4.12)
onde
geb-S = o8 Seu’V (2.4.13)
e
o' = pee iy (2.4.14)

onde D(h) & qualquer representagdo linear do subgrupo H que |,
se for redutivel, assumimos estar escrita em forma totalmente re
duzida. O resultado principal do trabalho de Coleman et a1.d) ¢
que, por uma redefinicao de coordenadas, qualquer realizacdo nao

linear de G que € linear em H pode ser escrita na forma acima. A

eq. (2.4.14) também pode ser escrita como

o= e "7 g (2.4.15)

onde Ti $ao as matrizes que representam os geradores Vi na repre
sentagao D(h). Se g = h e H, entdo a transformacao dada pe -

las equagOes (2.4.12)-(2.4.14) € linear
e~ L) = 0P me,pmw (2.4.16)

onde D(b)(h) ¢ a representacao linear de H induzida em & por
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hoeb S pl = o8-S

Agora vamos mostrar como as coordenadas padrdo (g,y)
podem ser introduzidas na variedade na qual o grupo opera. Pri -
meiro encontramos um conjunto de coordenadas (£,¥) que se trans-
forma linearmente sob o subgrupo H como na equacdo (2.4.16), is-

to e
h: (6,9 » 0®)mye, nyw

As coordenadas padrao do ponto (£,¥) sao entao definidas como

(£,¢), onde ¢ & definida por:

e &S = (0,9) . (2.4.17)

Pode-se mostrar que essas coordenadas padrao se transformam sob
G de acordo com as equagoes (2.4.12)-(2.4.14); em particular elas
satisfazem a equacgdo (2.4.17).

A densidade Lagrangeana € uma fungdo dos campos e seus
gradientes. As propriedades de transformagao dos gradientes auw
e BUE sao naturalmente determinadas pelas propriedades de trans-
formagao dos campos; portanto, o grupo pode ser realizado por
transformacoes na variedade (g,w,aug,auw). Essas .transformacgoes
nao estao em forma padrao mas como os gradientes se transformam
linearmente sob o subgrupo H, eles podem ser escritos em forma pa
drao por uma mudanga de coordenadas. Vamos chamar essas novas co
ordenadas que se transformam de forma padrao de (E,w,Dug,Duw).Pg

la equagao (2.4.17) elas sao dadas por

-£.8 )
e (9,3, £,3,9) = (0,4,D E.D¥) . (2.4.18)
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Essas novas coordenadas DUE, Duw sdo uma espécie de " derivadas
covariantes'. Elas foram construidas de modo que sua transforma-

¢do sob o grupo G seja analoga a equagao (2.4.14), isto g,

m,8)" = 0Pl Yy &) (2.4.19)
_— u'.v
()" = d(e® Yy v) (2.4.20)

Vamos agora procurar expressdes explicitas para as de-
rivadas covariantes. Precisamos primeiro verificar como os gradi
entes dos campos se transformam. Observamos que, correspondendo
a um deslocamento infinitesimal dxu no espago-tempo temos, pela
equagao (2.4.13) |

g(de® 5y = (ae? "5y &'V 4 e85 qe' Yy (2.4.21)

e, de acordo com a equacgao (2.4.15)

1

dy' = U T dy + (d eu'.T)

Y . (2.4.22)

Essas equacoes podem ser usadas para a obtengao explicita das leis
de transformacaoc dos gradientes dos campos. Pela eq. (2.4.18)

pegamos agora para g a transformagao dependente de £

g =e " , (2.4.23)

cujo efeito &

Neste caso
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a eb'S o G(B'4dE1).S _ (B1.S  GdES ) gp g

e similarmente

A equacdo (2.4.21) agora toma a seguinte forma

e 85 qe%5 - gqur.v + ag'.s

”

que pode ser usada para calcular du’' e d&'; a equagao (2.4.22)

fica:
dy' = dy + du'.T ¢ .

Entao, as derivadas covariantes sao

= 4,24
DUE Pu (2 24)
e
= . .4,
Duw Buw v Ty (2 25)
onde PU e v, sao definidos por
et Sy e8S oy ver .5 . (2.4.26)
u u u

Pode-se ver claramente que Dug e Duw nao sao gradi

entes.

Agora pode-se encontrar uma forma geral para uma Lagran
geana invariante. Primeiro observamos, usando o clemento de gru-
po (2.4.23}, que uma Lagrangeana invariante deve satisfazer

L(£,9,8,8,8,¥) = L(0,y,D £,D )

Por outro lado, das leis de transformagao para o campo § e para
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as derivadas covariantes segue-se imediatamente que uma funcao
de vy, Dug e D ¥ e invariante sob G ,se e sd se ela for cons

truida como sendo superficialmente invariante sob o subgrupo H.



CAPITULO 3

0 MODELO U{n,p]

3.1 - Equagbes de Movimento

Escrevemos a agdo para o modelo ¢ ndo linear U(n,p) em
termos de campos escalares complexos Zaa(xo,xl)((a=1,...,n);(a=
= 1,...,p)), no espago Euclideano a duas dimensoes, que tomam va
lores na variedade de Grassman U(n,p) = U(H)ZI:U(P)XU(H“P) J. No
caso n = 1, U(n,1) e o espago projetivo complexo de dimensao

n—l)_

Os campos estao sujeitos a vinculos

n-1 (cp

Z =1 (3.1.1)

onde Ip e a matriz identidade pxp e L e Z+ sao matrizes re-

tangulares
_ o
(2) a4 = 22
e (3.1.2)
+ _ a*
(2 )aa - Za
_ 2
S = } L d7x . (3.1.3)

A densidade Lagrangeana € definida como

- Trl¢ + + 27 U
L= Tr|(3,2) (3,2) + (2732 I = Tr(D,2) (D, 2) (3.1.4)
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onde introduzimos um potencial de Gauge matricial (Au)aB atraves

de
DUZ = auz + iZAU (3.1.5)
5 2 = Al (3.1.6)
H H
A Lagrangeana e invariante sob a transformagao local
7 + ZU U = U(xu) e U(p)
U u's v
DUZ - (DUZ)U
DuDvZ = BU(D\)Z)H[D\)Z)Au -+ (DuDvZ)U

e a Lagrangeana também € invariante sob a transformacgao global

Z » VI V e U(n)

Z
DUZ + V Du

Vamos agora derivar as equagoes de movimento . Devido
aos vinculos aos quais os campos estao sujeitos devemos introdu-
zir campos multiplicadores de Lagrange; escrevendo a equagao

(3.1.4) em termos das componentes, fica
- o* o. o* Y v o .
L= (3,2,%103,2,% + 2% (M2 Y (32 (5.1.7)

a a ;o (3.1.8)

(3.1.9)
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Equagoes de Euler-Lagrange

L' oL

-grag - Bu W = 0 (3.1.10)
3L’ oL’
- v = .1.11

32 “ "y 2(a. 2.9 ° s )

€ ue

oL ! L'

L - 2, — 2L = 0 (3.1.12)
BZe a(auze )

Da equacao {3.1.10) reobtemos a equacao (3.1.8)

=) z @
g s e
BZe
5(3 7 a) e e c u-c b 1D e
ue
Substituindo na equagac (3.1.11)
* — * * % * *—l'
7 a¥ _ o o o o o7 Y Y -
X yoZe 3,108,297 + 2% 1.7 (a2, )+ 27 (8,242 =0
(3.1.13)
oL'  _ Y Y* o} a* Y o B
a7 9 (32,702, 32 vl (32 )3 2.7) + A el
e
oL’ a
——— = 3_Z
3 (3.2 %) noe
e

Substituindo na equacgiao (3.1.12)

Y Y* o a* s} o B_ gy .
(BuZe )ZC (BUZC )+Zb (auzb )(BuZe )+AUBZe BU(BuZe Yy =0

(3.1.14)

Multiplicando a equagao (3.1.13) por Ze6 a direita e a
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*

equagao (3.1.14) por 266 a esquerda

a*, 8§ _ |, o* . a*, o* a a* Yyo Y § _
Moo Zo 2,207 2.0 2 T 2 M)z, 7T (o 2, VT )Ize 0
(3.1.15)
8* Yy, Y o &%, a* o o §*_. B _
Ze (BUZe )ZC (BHZC )+Ze Zb [Bqu )(BuZe )+Ze Ze AOB
_ §* g _
2,0 (03,29 = o0  (3.1.16)
Da equagao (3.1.15) segue que:
N - OF ., a*, o* a a* Yyz Y51, & _
Noobas bu(auue Lt 2T (2. M0, % (0 2, Mz Ize = 0
_ |4 o* a*, y¥ o o* Y Y §
Mo ’Eu(auze *2% 2 (02,042, (5,2, V)2, 123 . (3.1.17)
E da equagao (3.1.16)
_ o, 8% oy,, 6* Yy, ¥* Oy ,, 8%, o,
AGBGSB Ze (auauze )+Ze (BuZe )ZC (BHZC )+Ze Zb
o oy _
(Bqu )(auze } =0
- c* o 6y c* Y ' 6y_o O%, a*
AGO Ze (BUBULe } Ze (BUZe )ZC (BUZC ) Ze Zb
8 a
-(Bqu )(BuZe ] (3.1.18)
Voltando a notagdo matricial as equagdes (3.1.17) e

(3.1.18) ficam:

_ + + 9] + f
A= (] ]2z z_au(z (BUZ)Z:[Z ,
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= ([Tzh)z + 2(auz*)(au2) +227( ] 2) + zz*(BUZ)(auz+)z ,
(3.1.19)
v=2 [z - 22t e nte (3.1.20)

E facil verificar que as equagbes (3.1.19) e (3.1.20)
sao consistentes; assim sendo, substituimos o valor de A (equa -

cao (3.1.17)) na equagao (3.1.14) e obtemos as equacdes de movi-

mento para Z:

a*

Yyo Y¥ o g o
(3,2,M02." (3 2 0)+2, % (22,3 2 %

- B* o, _, B* Y
' 2o 9,00,2.9-2.5 (2 2. ")

.Qf*(auch)-zeB*zb“*(ausz)(auze“ilzas-auauzac = 0 (3.1.21)
Escrevendo em termos das matrizes
[z + 22(z+au2)2 - 2(au2)z*(au2) -zt [z = o (3.1.22)
Essa equacao ainda pode ser escrita como
Dz + ron'm =0 (3.1.23)
onde
plz = DD,z = 3,(02) + iDZA =[]z - Z(BUZ)Z*(aUZ) -
- z(auz+)(au2) -2zt ]z . 2(z+au2)2 (3.1.24)
Como a Lagrangeana ¢ invariante sob transformagoes lo-
cais U(p) e globais U(n)}, a cada uma dessas invariancias estao

assocladas correntes conservadas de acordo com o teorema de Noe-

ther
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*
5L = 2 oL §7 %+ 3L _ sz Tl - (3.1.25)
Vola(p z.%y 2 5(s 2. %) a
A T : | a
*
3, - —BL sz @ B g (3.1.26)
3(3,2,) 9(3, 2,7 )

Primeiramente vamos obter as correntes que resultam da
simetria global. Escrevemos um elemento V pertencente ao grupo

U(n) como:

iT e 2
v=e PP eU(n) p=1,...,n (3.1.27)
~ 2 X
onde Tp sdao os n- geradores hermitianos do grupo U(n) e €,
sao parametros infinitesimais independentes das coordenadas.
Vp T Iy i Toe oL, (3.1.28)
Vop = (In)ab + 1 Ep(Tp)ab (3.1.29)
-y o _ i . o
z Eab +ieg (Tp)agl Z, (3.1.30)
52 Y= 1i¢e (T)., z.° (3.1.31)
SCa o p’ab “b e
a* _ . o*
82,0 = - i e (T, %y (3.1.32)
aL _ a* 0* a* o a* Y -Y*
o 3, 2,0+ 20zt (3N v (e )0z, (3.1.33)
3( vla
8L -517° (3.1.34)
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*
egly = ozt e B gy O (3.1.35)
3(3,2,%) 3(3,2,%)

Substituindo (3.1.31)-(3.1.34) em (3.1.35)

- o* o*, a* o a* Y Y*i o, o
EpJu auza +Za ZC (BUZC )+ZC (BUZC )Za ] 1ep(Tp)abe +

a*

o ; *
+ auza (—1Ep(Tp)ab Zb ) (3.1.306)

Como essa expressao deve valer para um parametro €5 arbitrario

€, lembrando que as matrizes Tp sdo hermitianas

- 4 = + + t +
Ju i Tr { E BUZ + 217 (BUZ)Z (BUZ)Z:]TQ} (3.1.37)
Podemos ainda escrever Ju em termos das derivadas co

variantes

J, = Tr EZ(DUZ)+ . (DUZ)z*) iTp:[ (3.1.38)

Escrevemos Jp dessa maneira apenas para enfatizar o fato de que

associada a cada gerador existe uma corrente que ¢ conservada

>

de um modo geral, escrevemos simplesmente

. > o f
Jy = Tr |Z(0D) (DUZ)Z] (3.1.39)

It e

Por construcao 3_J

a7 0, o que pode facilmente ser ve

rificado.

Como a Lagrangeana tambem & invariante sob transforma

¢oes locais, aplicamos o 2° Teorema de Noether para a  obtengdo
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das identidades resultantes dessa simetria. Escrevemos um elemen
to V(XU) pertencente ao grupo U(p) como:
1A w, (x

g (%)

2

U(xu) = e e U(p) E=1,...,p (3.1.40)

onde AE S30 0S p2 geradores hermitianos do grupo U(p) e wg(xu)

sdo parametros infinitesimais fungoes das coordenadas

Up(xu) = Ip + i Ag we (xu) (3.1.41)

AN z P, P e i AEB“ wg (X)) (3.1.42)

82,% = i zaB(AE)Ba wg (X) (3.1.43)

62,% - -iz P (g ) gq 9 (0 (3.1.44)
3L o 3L o*

5 |—— 3L 57 %4 3L 47 1 =0 (3.1.45)

u o a : o a

2(3,2,9 2(3,2,%) )

Substituindo (3.1.33), (3.1.34), (3.1.43), (3.1.44) em (3.1.45)

obtemos:

— a¥. R a* B ot 0
|£au3uza 12" Ol gy + 2y BT ) Oy + 200 2,7 ) (3, 2,7) -

o o* R oF R
-(AE)BQINE(X) © 1 0,2,002. 06, + 2702, 0 g,

. (auza“)zae*(xg)ag[ 3 0g(x) = 0 (3.1.46)

Como esta expressdo deve ser valida para qualquer va -

lor de mg(x), os coeficientes de wg(x) e de Bumg(x) devem
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se anular independentemente; escrevendo em notacio matricial fi

ca:
Tr { ]} [:]zf)z + 2(auz+)(au2) + z+ [:]élkg} =0 (3.1.47)

Tr {{Eauz+)z N z+(auzilxg} =0 X (3.1.48)

Essas identidades podem ser verificadas a partir da

equacgao (3.1.1)

T

AV
p
foy _ o0 + s ,
0,(z'0) = 0 = 3.2z + 273 1) (3.1.47")
2,9,(272) = 0 = (1::|z+)z+2(auz*)(aU2) + 2Tz (3.1.480)

Podemos ainda escrever o tensor momento-energia que por

construgido € conservado; ele & definido como:

oL o oL a*
T = - 3 Z -3 Z -8 L (3.1.49)
uv o va o v©a uv
B(BUZa ) B(BUZa )

Substituindo as equacgbes (3.1.33) e (3.1.34)

3 u a*
T Euza

o* a o* a o a*
v +ZZC (BUZC)Za Iavza +(8UZa )(avza )_Guv L (3.1.50)

Escrevendo em notagao matricial em fungao das deriva -

das covariantes

T, = Tr {(Duz*)(sz)+(sz*)(DUZ)-auv(DUZ)*(DUz) } (3.1.51)
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Definimos a carga topologica de uma solugdo como

g = —2—% J Q(X)dzx (3.1.52)

onde a densidade de carga topologica € dada por

s T
Q(x) = i €y Tr (DuZ) (DvZJ (3.1.53)
Mas
e Tr(2)'mz)=T1re (nTwz -
Uy n v UAC AT v
_ +o. + . _
= Tr euv (BUZ -1 AUZ )(BUZ + 1 Z AV) =
- e lezho ZJ—AAI=
v | v TRy
=Tre (3Z9(3.2) =Tras e A
pv o v TRRSTIVERAY
Portanto,_
§(x) = oL | Tr 5 (e A ) d%x (3.1.54)
2T (VI TAVERRY! Tt

6 sendo a integral de uma divergéncia € uma carga topologica.
Aplicando o teorema de Green na equagao (3.1.54), obte

mos

1
§x) = 5= Tr er A, dx (3.1.55)

E interessante se notar que a teoria pode ser reformu-

lada em termos de campos projetores complexos(ég)
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p=22" , play (3.1.56)
o, o
P = 7 "7 a=l,...,n
ab a "b a=1,...,P
Essa formulagdo tem algumas vantagens tais como: P &
uma matriz quadrada (P = P, n x n; ordem de P = p), P & um in-
variante de Gauge, P € hermitiano (P = P+) etc., aléem disso, a

formulagdo em termos de P & conveniente para a renormalizacao da

teoria(gl).

Como P e um invariante de Gauge, a lei de transforma -

¢do para P &

P> P =vpvl o, (3.1.57)

A densidade Lagrangeana € escrita em termos de P como:

(ver Apendice A)
- =1
L Tr P(BUPXBUP) 7 Tr (BUP)(BUP) (3.1.58)
E as equagoes de movimento sdo:

|_P,

1P = aul__rj,atu = 0 (3.1.59)

As equagoes de movimento escritas dessa forma nos per-

mitem a identificacgdo das correntes de Noether:

J,= PP (3.1.60)

Finalmente, escrevemos também a expressdo para o ten -

sor momento-energia e a densidade de carga topoldgica

_ 1
Too = O Pp) (BP0 = 7 6, (3 P03 P ) (3.1.61)
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Qx) = i e, Tr P(3,P)(3,P) . (3.1.62)

Em muitas referéncias ((13) a(l5) e (22)) encontramos
o modelo ¢ nao linear U(n,p) escrito em termos de campos g que
tomam valores no grupo U(n)}.

Definimos uma matriz n X n inversivel

inP(x)

glx) = e (3.1.63)

A lei de transformagdo para g € a mesma que para P, ou seja:

g VgV+ (3.1.64)
Como pl = P, demonstra-se facilmente que
¢t =gl =g eum (3.1.65)
-1
g(x) = g "(x) = (I - 2P(x) ) (3.1.66)

Utilizando-nos da equacado (3.1.66) podemos escrever to

das as relacoes encontradas em termos de g; em particular,temos:

L= % Tr Eg-laug)[g_laug)j (3.1.67)
3, = z g 3, 8 (3.1.68)
Q) = e,y Tr g (3,8) (3,0 (3.1.69)

Para o estudo das solucoes das equacdes de movimento &
conveniente se fazer uma transformacao de coordenadas. Definimos

as variaveis complexas:

. 1 -
+ 1 T) = ?(81 + 132) [3.1.70)
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Existem algumas vantagens de escrever dessa maneira

¥

por exemplo

Vamos agora reescrever as equagoes, tendo em vista que

_ 1 - .
D, = 7 (D} ¥ iD,)
(3.1.71)
()" = p_
Entao
_ 2 2z
L = 2Tr (|D_Z]|" + |D,Z|%) (3.1.72)
- 2 2
Q = 2Tr (|D_z|® - |D,2]%) (3.1.73)
e as equagOes de movimento ficam
2 _
DD Z + Z|D_Z|“ =0
(3.1.74)
DD,z + ziD,Z|% = 0
onde utilizamos a seguinte identidade:
2 2y _
(D_D, - D,D_)Z + Z(|D,Z]|° - |D_Z|%) = 0O (3.1.75)

Podemos escrever também o tensor momento-energia

= 2Tr

T o'+ 0nto,n]

(3.1.76)

Tzl = 21iTr

= t t
11, (0_2)7(,2) - (0,2) (D~Z)I

cuja conservacgao nos leva a
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Bi_}r(DiZ)+(D;Z)I =0 (3.1.77)

. . n-1
Assim como nos modelos sigma O0(3) e <cP e na cromo

dinamica quantica a quatro dimensces, no modelo U(n,p) existe uma
desigualdade entre a acdo e a carga topologica. Das equagoes

(3.1.72) e (3.1.73)

W
i

= J L d%x = 2Tr J ‘|D_Z|2 + ]D+Z|éI a%x (3.1.78)

§ = o 2Tr f {Tn_zlz - |D+le[ d%x (3.1.79)

Multiplicando a equagao (3.1.79) por 2m, somando com a

equagao (3.1.78) e em seguida diminuindo, obtemos:

21 + S = 4 Tr f D z1% d%x > 0
S - 210 = 4Tr J ID,z]% a% > o
Portanto:
s > 2m|{§] . (3.1.80)

0 sinal de igualdade valendo se e somente se

D,Z = 0 (3.1.81)

1+

Solugoes com agao finita dessas equacoes de primeira
ordem sao chamadas instantons (anti-instantons). Instantons sao
minimos absolutos da agao em um setor com carga topoldgica defi-
nida e sao automaticamente solugbes das equagOes de campo de se-
gunda ordem (eqs. (3.1.74)}).

Antes de estudarmos as solugoes de instantons para ©
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modelo U(n,p) vamos mostrar como se escrevem as equacgoes de mo-

vimento para campos Sem vinculo Z.

7 = 2]7|71 (3.1.82)
onde IEIZ = iff e uma matriz pxp hermitiana
D,z = (I-P)2,Z (3.1.83)
Entao :
D,z = (1-P)a,(ZIZ]™h (3.1.84)
Notemos que, se A & uma matriz inversivel
1, _. 1 1
3(3) = - x (3A) (3.1.85)
e que
(I-P)Z = 0 (3.1.86)
Entao
D,Z = (I-P)(3,2)}Z]} (3.1.87)

Substituindo na eq. (3.1.74) pode-se facilmente escre-

ver as equacgOes de uma forma mais simetrica

(I-p)‘a 5 72-(3 %) T% 27(0,2)-(5,2) Tll— 2% 2 0  (3.1.88)
7 7

Se

|E+a_i - (8_2) I%Z 27(3,2)-(5,2) ﬁz 2*(3_2)] w7 (3.1.89)

° 7 7

A equacdo (3.1.88) & satisfeita. Escrevemos o potenci-

al de Gauge como

3,2 - 2] 2] I —_ . (3.1.90)
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3.2 - Construcgdo de um Namero Infinito de Leis de Conservagéo

Uma das propriedades mais interessantes desse modelo
que estamos estudando € a existéncia de um conjunto infinito de
cargas nao locais conservadas; essa descoberta fol feitaem 1975
por Pohlmeyer(ig) para o modelo ¢ ndo linear O(N) classico a

duas dimensoes e, mais tarde, foil feita a generalizacgao para o0s
N-1

modelos CP e U(n,p)(g’lg’lg’gz). Vamos fazer aqui a deri-
vagao dessas cargas seguindo a dedugdo feita por Brezin et
al.(él).

Com ju(x) definido na eq. (3.1.68) e, como ju(x) e
conservado como uma consequencia das equagbes de movimento do mo

delo

] 1 -1
JU(X) -7 8 aug
(3.2.1)

Bu JU(XJ =0

Podemos construir um conjunto infinito de correntes nao
locais conservadas usando o seguinte procedimento indutivo. Defi

niremos um operador matricial nxn como:

(3.2.2)
(D )ab - 6abau " (Ju)ab
Da definicao de IDU, equacao (3.2.2)
D, D=0 (3.2.3)
pois
D, D, -D D =55 -3 (3.2.4)
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L

rf =

9, (g3,8) ((3,8)(d,8) + g3,3,8)

((3,8) (3 ,8) + gd,38)

Alem disso,

3 j j = j 3 =
TSR auju ¥ Juau L1+ Iy D

]

VRaY

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

Vamos assumir agora que construimos a n-€sima corrente

de Noether conservada. Entdo, existe uma funcao escalar

tal que

J (n)
u

Definimos a (n+l)-ésima corrente como

X n >

() | o ()
|31 H -

Comegamos a inducgdo com Ju(o) =0 e x(o)

que € conservada. Para mostrar que

5 (+1)
u

mos que da eq. (3.2.7)

(n+1) _ (n)
RN D, 3, X

e, da equacao (3.2.8)

Substituindo na eq. (3.2.10)}

M

X?(X)

(3.2.8)

(3.2.9)

1, entdo J M=y |
H H
conservada, nota-

n > 1

(3.2.10)

(3.2.11)



2,0, =~ e p g () n > 1 (3.2.12)

obtemos entao:

(n+1) _ _ (n-1) _ 1
BUJU £ In ID hd = 5

B (n-1) _
Euv_jmu,ﬂDéIx = o

n > 1
E, dessa forma, completamos a indugdo.

Temos entdo um nimero infinito de cargas conservadas

+o0

Q(n)(xo) ={ J(n)(xo,xl)dxl . (3.2.13)

-0

3.3 - 0 Modelo U(n,p) Como Uma Realizagao Ndo Linear de Simetria

E possivel se fazer uso da invaridncia de Gauge da teo

ria e eliminar P2 campos fazendo uma escolha de Gauge. Escreve

mos Z Como

Z = [—Q—] (3.3.1)

onde P e Q sao matrizes (n-p)xp e pxp respectivamente. Vamos
agora olhar para a matriz Q; lembrando que uma matriz complexa ar
bitraria pode sempre ser escrita como o produto de uma matriz uni

taria por uma matriz hermitiana, escrevemos

Q = LU (3.3.2)

onde
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Como U e uma matriz unitdria, podemos escrever

U=e 1 (3.3.3)

onde Ay € um conjunto de matrizes A € u(p).

Entdo escrevemos Z como

) (- (] e

onde M e L sdo matrizes (n-p)xp e p x p respectivamente.
- 2
Fazemos entao a nossa escolha de Gauge anulando os P

campos Bi

B, = 0 (3.3.5)

Usando a equagao (3.1.1) para eliminar outros P2 cam -
pos, ficamos com 2np—2p2 = 2p(n-p) campos reais independentes ;
os campos de Goldstone do modelo(zj.

Uma parametrizacdo conveniente do espago quociente

U(n)/{"U(n-p)xU(p) T &

Z(K) = [5%] [_%_}L (3.3.6)
que corresponde as coordenadas homogéneas T (eq. (2.3.17)); da
equacao (2.3.18') obtemos:

=1 - uttoL (3.3.7)

P

que corresponde ao vinculo dado pela eq. (3.1.1).

A relacdo de dualidade para instanton &

DZ=0«—>32-=(22)3 2 (3.3.8)

Substituindo (3.3.4) em (3.3.8), obtemos:
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o_(kL) = ku’kT(s k1) + x5 1L (3.3.9)

> L = L%kT(a k1) + L% L (3.3.10)

Multiplicando (3.3.10) por K e comparando com (3.3.9)

vemos que
(3_K)L = 0

e como L & uma matriz ndo singular
3 K =0 (3.3.11)

Chamamos K de coordenada de instanton para o modelo o U(n,p).

Substituindo na eq. (3.3.10), obtemos

s L = LTk L) + L%(a 1)

ou
Liktk + 1) = 1
p

> (3.3.12)

Comparando as eqs. (3.3.7) e (3.3.12) vemos que, para

que haja consistencia, a seguinte relacao deve valer

LKk T= o (3.3.13)

Vamos agora estudar as propriedades de transformacao
de Z(K}); Z(K) dado pela expressido (3.3.6) ou seja, com o Gauge
tfixado acima e L+ = L determinado pelas eqgs. (3.3.12) e (3.3.13).

Consideremos primeiramente

v = [ S ] (3.3.14)

V e U(n-p) xU(p) € U(n)
A e U(n-p) e B e U(p)
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V'V = 1 (3.3.15)

Nao podemos realizar uma transformagao global U(n-p) x
x U(p) < U(n), postulando simplesmente Z -+ VZ pois, pela equa-

cdo (2.3.9) as coordenadas homogéneas se transformam de acordo

com

Z(K) = VI(K) G (3.3.16)

onde G e U(p).

De (3.3.15), temos que ATA = I e B'B = I_.Substi

n-p P
tuindo (3.3.6) e (3.3.14) en (3.3.16), obtemos

[%}] N [é%%g] (3.3.17)

Para que a hermiticidade de L seja preservada, deve ~

mos ter

(BLG) T = BLG =g = + gt (3.3.18)

a menos de um fator de fase.

Entdo, sob transformacdes U(n~p) x U(p) € U(n),temos

L - + BLBT
o + +
KL » + AKLB = = AKB (BLB ') (3.3.19)
K - AkBT = axg™!
Como B & uma matriz constante e G = th as relacoes

(3.3.19) ddo as leis de transformacdes lineares globais para
U (n-p) xU(p) J< U(n) com Z(X) parametrizado como descrito aci
ma.

Podemos mostrar de uma maneira alternativa que trans -

formagoes globais U(n) devem ser realizadas em Z(K) na forma
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(3.3.16), lembrando que P = ZZ+ ¢ um invariante de Gauge,

2(K) 2T - vzexy zeoy T vt (3.3.20)

Substituindo (3.3.6) e (3.3.14) em (3.3.20) obtemos

ki2kt | k2 akt?kfat] axi2st
2+ 7 > 2ot T 77 (3.3.21)
ikt | Lk AT | BLZB
ou seja
K > AKB'
1, » BLBT
e Ccomo
G = ¢ B%

Z(K) ~ V Z(K)G

Consideremos agora uma transformagao U(n) gerada pelos
elementos da algebra de Lie [ u(n)-ul-p)-u(p)], onde u(n) & a
dlgebra de Lie de U(n) e assim por diante.

Seja entao

_ l % ie
v = | 2P e U(n) (3.3.22)
% i€$| L,

onde € & uma matriz infinitesimal (n-p) x p independente das co

ordenadas
: I - xele 0 1|0
vly = | 2ZP | - (3.3.23)
0 l I +5 e'¢ 0 I
p 4 ‘ p

ou seja
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€ e =g =10 (3.3.24)

Vamos escrever tambén

G = (1, - i) e U(p) (3.3.25)

bpara algum £ linear em & que sera determinado mais adiante.

Substituindo (3.3.22) e (3.3.25) em (3.3.16), obtemos

L KL + 3 iel - 2 iKLE +
ijl > T - (3.3.26)
L+ 3 ic'KL - 2 iLE + ...
Entao
§L = % (eTxn - L) (3.3.27)
5(KL) = % (eL - KLE) (3.3.28)
mas
S(KL) = (8K)L + K&L (3.3.29)

Substituindo (3.3.28) e (3.3.27) multiplicado por K em
(3.3.29), obtemos:

5K = % (c - xeTKy (3.3.30)

independente de £,
A equagdo (3.3.30) que da a lei de transformacgio de X
e nao linear, ou seja, o grupo de transformagdo global U(n) é re
alizado nao linearmente em Kaa fa=1,...,(n-p); & = 1,...,p).
Vamos agora determinar a fungao & ; para isso usamos ©

fato de que devemos preservar a hermiticidade de L
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. i 4 L+ .
L+t -LT - deTa -3
entao
eTkr + LxTe = ve + gL
ou seja
£ = K+E (3.3.31)
_ Substituindo o valor encontradoc para £ = E(K,e) na eq.
(3.3.25):
B o1t
G = Ip 5 iK'e + ... (3.3.32)

Entao, embora e seja uma matriz constante, G com V definido na
eq. (3.3.22), € uma transformagio de Gauge pois K & um campo que
depende das coordenadas; G = G(x) e U(p).

Ao inves de verificar se a equagao (3.3.30) satisfaz
as identidades de Jacobi apropriadas a uma realizacao consisten-
te do grupo de simetria & mais facil mostrar que a expressdo de
8K acima e obtida atraves de uma representagdo linear para a qual
as propriedades de grupo s3o evidentes.

Substituindo (3.3.22) em (3.3.20), obtemos:

RTINS URS eL2K+, k? - 1 kiTe + dei’
+ |- . . - ,
L |12 et v 1 - Tk e - 1 ke

ou seja:

s(ki?x®y = 3o’ - xwteh) (3.3.33)
§(KL%) = % (el? - xL%kTe) (3.3.34)
sLik™y = ek’ - LM



KL® - L°K'¢) (3.3.35)

Como G(KLZ) = ((SK)L2 + K6L2, as expressoes obtidas nos levam
novamente a equacgdo (3.3.30).

Para discutir o modelo o U(m,p) como uma realizagao
nao linear de U(n) na qual U(n-p) xU(p) € realizada linear-
mente, e conveniente usarmos como representativo de quociente a

matriz ]EL(K)Jr que & da forma da equagao (2.3.9)

+ H KL
L(K) = T e U(n) (3.3.36)
-LK L
onde L+ = L e
_ 2T
H = V/In_prL K (3.3.37)

Podemos entao usar (3.3.36) para construir a derivada
covariante de K no sentido de realizagoes nao lineares; impon
do que L(X) seja uma matriz unitaria, obtemos além de (3.3.37)

e (3.3.12) que

HK = XL (3.3.38)

Utilizando-nos dessa equagao, obtemos

I

= HJ - KL 3 L = H(3 K 3.3.39
D X = H3 (KL) Y (3, X)L ( )

Entao, a Lagrangeana para os campos de Goldstone () fica:
1 t 1 T2 2
L: = . .4
7 Tt (O K)" (D K) = 7 Tr (3 ,KDH (3 K)L : (3.3.40)

que corresponde a equagao (3.1.4).
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Poderiamos ter obtido essa Lagrangeana de maneira al -
ternativa usando o fato de que os campos projetores P = ZZ-]~ sao
invariantes de Gauge e se transformam linearmente sob transforma
¢oes globais

U(n) e, através do termo cinetico da Lagrangeana de

duzir a forma da derivada covariante. '



CAPITULO 4

SOLUGJES CLASSICAS PARA 0S MODELOS

cP™ ! B uln,p)

4.1 - Solugdes Tipo Instanton para o Modelo CP™ !

Para maior clareza na obtengdo das solugdes tipo ins -
tanton para o modelo U(n,p) estudaremos primeiro as solugdes pa-
ra o modelo Cp" 1 = U(n,1). |

Assim como o modelo U(n,p) & uma generalizagdo de CPD*{
esse modelo surgiu como uma generalizagao do modelo O(n); o mode
10 cp™! tem SU(n) como grupo de simetria e por isso ¢ as vezes
chamado de modelo o SU(n). Para n = 2 o grupo de simetria SU(2)

coincide com 0(3) e existe uma maneira muito simples de reescre

ver CP1 como uma teoria invariante sob o grupo O0(3). Introdu-

Zimos o vetor
g =113z (4.1.1)

+ - ] } .
onde o s3ao as matrizes de Pauli 2%2 usuais.

Em termos de a o vinculo (eq. (3.1.1)) se escreve co

mo:

- = 1 (4.1.2)

e a densidade Lagrangeana (eq. (3.1.4)) fica:
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L= (3, D2 (4.1.3)

que € a densidade Lagrangeana usual para o modelo ¢ nio linear
0(3). O problema com o modelo O(n) & que sO existem solugoes de
instanton para o caso n = 3 enquanto que no modelo cP™ ! clas-
sicamente existem soluglOes de instanton para qualquer valor de n.

Os instantons (anti-instantons) sdo solugdes das equa-

goes auto-duais:

(1-227)8,2 = 0 (4.1.4)

Segue de teoremas gerais em equacles diferenciails parciais nao
lineares elipticas que as solugoes clidssicas Z com acgdo S finita
e que pertencem a classe CZ(RZ) sdo funclOes reais analiticas dos
argumentos x; e X,. Vamos considerar aqui que Z € CZ(RZ) (a2 me-
nos de um fator de fase).

Isso pode ser visto de outra maneira, se considerarmos

as coordenadas de instanton; nesse caso, as equagdes auto-duais

sio (eq.( 3.3.11))(18)

3,K = 0 (4.1.5)

Entao a solucao tem a forma Ku = fa(Z), onde fu(Z)
sao funcoes analiticas. Além disso, devemos satisfazer a condi -
8o I(x) » Z; quando [x| » =, como o espago cp™ ! g homoge -
neo, ZO pode ser qualquer ponto do espacgo CPn_l, COomo por exem -
plo, o ponto com coordenadas K = (0,...,0). Nesse caso particu -
lar, a nossa condigdo toma a forma: £,(2) = 0 quando |Z] + «.En
tao, podemos inferir que £,(2) e uma funcdo racional de Z.

Portanto, a solucdo mais geral para l-instanton e dada

por
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Aua+(x_—a_) v,
Za(xu) = — 177 a=1,...,n (4.1.6)
(A2+(xu—au)%1

onde podemos interpretar a, como a posicao do instanton, X > 0

como a escala e os dois vetores u e v sujeitos aos vinculos

(4.1.7)

como a orientag¢do do instanton no espago colorido.
Vamos agora calcular a acdo e a carga topologica para
a solugdo de l-instanton. Como a equacao autodual € satisfeita,

temos agora uma igualdade entre a acdo e a carga topologica (eq.

(3.1.80))

s = 21 (4.1.8)
Pela eq. (3.1.55)
S = 210 = § A dx (4.1.9)
T H
Escrevendo A, em fungao de X, e X_
A, = 2T (3 2 + 3,2)
1 - +
(4.1.10)
_ t
Ay = 27(3_1 - 3,1)
As derivadas de Z sao
2
aw(x - a )+ (x_~a_)" v
9,L = - 377
B 2 2 /
2’3 vy :[ (4.1.11)
5 7 = Y

ZIEZ+(XU_aU)€11/2
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Substituindo as expressoes (4.1.11) em (4.1.10) obte -

mos
A = (xz"az)
1 EZJ“(Xu—au) ZI
A - (Xl_al)
2 1EZ+(Xu_au)%I
Entao:
(x,-a,) (x,-ay)
s=z2m=§ — 2 F ax, o+ ¢ —— LTI ax
JT ’A2+(xu'au)%l 1 §r ‘A2+(xu_au)?1 ’

Fazendo o raio da curva T ir a infinito

2
x.dx,-x,dx
s = 210 = § 1 2 2.1 =.[ do = 2n
Row  *1 X2 0

be modo que

(4.1.12)

¥ = 1

A solugdo para l-antiinstanton € obtida tomando-se o transposto

conjugado da eq. (4.1.6). Nesse caso obtém-se
S = 2m

e (4.1.3)

§ = -1

Para K-instantons escrevemos a solucao como:
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K
Au_ + 121 (x_-a; v,
Za(xu) = = e . 1772 a=1,...,n (4.1.14)
AT+ 1T (x -a i) ]
onde
u*u =v'v =1 e ufv = 0

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos

S = 27K e 3 =K (4.1.15)

para K-instantons e, tomando-se o transposto conjugado da equa-

cao (4.1.14) obtemos

S = 27K e g = -x (4.1.16)

para K-antiinstantons.

4.2 - Solugoes Tipo Instanton para o Modelo U{n,p)

Para a obtengao de solugdes do modelo U(n,p) € conveni
ente escrevermos a matriz nxp Z como p colunas de n-vetores

pois caso contrario, se torna muito dificil satisfazer 3 equa -

¢ao (3.1.1). Escrevemos:

Z = (zl,zz,...,zp) (4.2.1)

Substituindo (4.2.1) em (3.1.1), obtemos

a ZB = 6&8 a,B =1,...,p (4.2.2)



-72-

onde

Mas, ao lidarmos com esse problema, descobrimos que a equacio
(4.2.2) se revela muito restritiva ou seja, ao contrariec do que

n-1

?

nos parecia a primeira vista, a generalizagio do modelo CP

do ponto de vista operacional, € mais restrita em termos de so
- - . -1 .

lugées do que o prdprio medelo CP™ %, como veremos a seguir.

Substituindo (4.2.1) nas equagdes de movimento (3.1.88),

obtemos
+ +
2y Zq
(1-(21...zp).5+ ] E+a‘(21...2p)-[a+(21...%Q] E+ B“(Zl...zp] -
YA z
P
P ZI
- [a_(Zl...Zp)} E [a+(21. .Zp)] I= 0
zg -

T-opT ¢ T T
Ig-§1s53+a_zl...a+a_zp) - {(a+21)zla_z1 oLl (a+zp)zp(a_zl),
., (a+zl)zI(a_zp) bl s (a+zp)z;(a_zp)] - [(a_zlsz(a+zl) +
+ + +
+oa. + (ath)zp(a+21),...,(a_zl)zl(a+zp) .. * (ath)zp
(3+Zp)} I = 0 (4.2.3)

A solugao dessa equagao de uma maneira geral € muito

dificil, portanto vamos introduzir restrigoes adicionais que pos-
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sibilitem a obtengdo de solugdes particulares. Vamos exigir que,
alem dos vetores serem mutuamente ortogonais que eles também se-

jam ortogonais as derivadas.

0 ) a ¥ B
T
za 3, ZB= . a,B = 1,...,p
Ly 322y - =8 (4.2.4)

Substituindo (4.2.4) em (4.2.3), obtemos
i-7]

- + + _
((8421321(3+Z )"“’(B-Zp)zp(3+zp)] } 0 (4.2.5)

+ t
(8,027,002, 2 )- (a+zl)z1(a_zl),...,(a+zp)zp(a_zp))

A maneira mais simples de satisfazer as duas restri -

¢oes € escolher a base canonica.

Para ilustrar, vamos estudar o caso n=3, p=2. Escreve-

mos
Z = (21122)
onde
f(xu) 0
Z1 = k(xu) 22 = 10 (4.2.6)
0 g(xu)

Escrevendo dessa forma as equacoes (4.2.2) e (4.2.5)

sao satisfeitas desde que

+ 2 2
2,%; = 1= [£1° + A}
(4.2.7)
+ 2
2,2, =1 = |g]
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Vamos ver agora a forma da matriz de projecao

[£]2 £27 0
p = 777 = AT |A]2 0 (4.2.8)
0 0 g
e
1-1£]2 “fA 0
I-P = | -rf" 1-]a]? 0 (4.2.9)
0 0 0

onde foi substituida a equagdo (4.2.7).

Portanto, 22 nao contribul para as equacdes de movi -
mento e o problema U(3,2) se reduz, nesse caso, a um problema
de CP1 mais uma fun¢do arbitraria (normalizada) que, como demons

traremos em seguida, € uma transformada de Gauge. Podemos consta
tar que 22 nac traz nenhuma contribuigao atraves da equacao

(5.1.58) que expressa a Lagrangeana em funcao de P e de suas

derivadas.

Vamos agora demonstrar que 22 € somente uma transforma

da de Gauge de um estado de 'viacuo'.

£53 £+2%3 2 0
H H
A= iz7e T = i (4.2.10)

*a
0 £"8 g

Sob uma transformacao de Gauge Au se transforma de acordo com
A »utau + auty v
" U u
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Escolhendo a matriz U como sendo

1 0
ol
0 glx,)

temos gque

pois |g|2 = 1, que e justamente a condigao imposta pelo proble-

ma. Portanto, considerando

59 f+2*3 2 0
U u

Com a transformagdoc U escrita acima

£%3 f+2%3 2 0
+ u u

A ~vfau+isTou =i
Y 1 Y

Portanto, Z2 € uma transformada de Gauge e nao traz ne
nhuma contribuicao para a solugao.

Isso demonstra o fato assinalado acima de que as solu-
¢oes que podem ser obtidas para o modele U(n,p) sdo, na maioria
das vezes, mais restritivas do que para o modelo cph L,

Naturalmente, o caso estudado fol muito simples e, em
outros casocs pode-se obter maior numero de solug¢oes como,por exem

plo, no modelo U(4,2) que, observando-se as condig¢oes impostas ,

pode ser descrito de duas maneiras:
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(1)
£(x,) 0
A(xu) 0
21 7 lax ) S S
0 h(xu)
e
(i1)
F(x ) 0
A (x,) 0
21 = o ’ i, = g(x))
0 h(xu)

No primeiro caso o problema se reduz a um problema CP2
e, como foi demonstrado acima, 22 sendo apenas uma transformada
de Gauge nfotraz nenhuma contribuigao. No segundo caso temos dois
problemas CP1 desacoplados e, pode ser facilmente demonstrado que

a solugdo ¢ dada pela 'composicao' das solugoes dos dois problemas

cpl,

Apresentamos no Apendice B, uma classificagdo dessas so
lugoes péra os modelos U(4,3), U(5,2), U(6,3) e U(5.4).

E interessante se observar que existe uma simetria (P~
+ n-p) entre os modelos U(n,p) e U(n,n-p) tal que S(Z) = S(Z')
e Q(Z) = -Q(Z'). 0s dois modelos tém o mesmo numero de equagdes;
(n-p)p. Além disso, podemos passar de um modelo para o outro to-
mando-se o operador projecao para o modelo U(n,n-p) como o com -

plemento do operador projecac de U(n,p), ou seja,

Pt = I_ - P (4.2.10)

onde
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rificado.

Para simplificar a demonstragao de que z (1) satisfazas

equagoes de movimento, introduzimos a seguinte notagao:

= (1) 1 =(1)+
P. = I FT 7 (

p. = 7(0) 5(0) +

1
20002
que se justifica uma vez que essas quantidades sdo, de

operadores de projegdo. Além disso, observamos que

I
[

(I-PO)Z(O)

(1-p)Z(1)

ti
o

(4.3.4)

(4.3.5)

fato ,

(4.3.6)

(4.3.7)

Agora vamos proceder a verificagao.Substituindo (4.3.3)

em (3.1.88), obtemos:

1E“Pi1 {—(I—PO)(8+f) TE%E (3£ 1-PY (3,6 - £ 2 (ogh.

I£]

(1-P)a%c + ¢ ﬁg (3_£7) (1-Py) (2, £) |—£1F £7(s,£) +

- (1-Py) (3,6 ﬁf 70,0 | + [(-p)a’t - (1-pg) (a,5) Ly £

1 + 1 ¥
. f f I-P,) £ f -p £
(a3, )] ]Eﬁifrrj (3_£)( 0) IETQ (3_£°)(1 0)3+ }

. (I-Pl){:f(l) el FARED R S S CDL LT L

| £] | £] ' | £]

B

2002,
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pP' = Z|zc+

Z' solucao do modelo U(n-p).

Substituindo (4.2.10) em (3.1.58 ) e (3.1.62 ) obtemos

Q(Z) = -Q(Z") (4.2.11)

]

S(Z) S(Z") (4.2.12)

4.3 - Solugoes N3ao Autoduais

Existe uma maneira muito simples de se obter solugdes

- . n-1 .
nao autoduais para o modelo CP que consiste em se fazer uma

inversdo de solucoes do modelo O(n) no modelo CPn_l(éz’éé’ég)

+
mas, uma familia inteira de solucoes nao autoduais pode ser obti
da a partir de uma solucao tipo (anti) instanton com a vantagem

de serem gerais, ou seja, validas para o modelo U(n,p) e,em par-
n-1(34 a 37)

7(0)

" ticular, para CP

Chamamos de uma dada solucao tipo antiinstanton

700 _ ¢ (4.3.1)

5 f =0 (4.3.2)

Como f & uma solugao tipo antiinstanton, tem a forma de um poli-
nomio.

Geramos uma nova funcao

29y 8,1, (4.3.3)

ASD NG S AU
1201

que, como sera demonstrado adiante, satisfaz as equacgoes de movi

mento alem de ser ortogonal a Z(O), como pode ser facilmente ve
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2
1 ¥ 1 5(1)+,2 1 5(1) 1ot _
gy £'(8,f)+f i Z 9 f - f T2 [+ ] I f (8+fi1 =

_ (1) 1 s(1),2 _
= - (I-P)) L 170112 2 ¢
1 £1° c.Q.D.

Da mesma forma como foi gerada a solucao f(l) ( equa-

cao (4.3.3)) podemos gerar uma nova funcgéio

7(2) (I-Pl)3+2(1) (4.3.8)

e, assim sucessivamente

5 (k)

I

(1-p, )5, 2 (4.3.9)
onde

- 7(k-1) 1 s(k-1)+
Pk"l = Z —|—;Z—:-(—T€:Tj—]—2 Z (4.3.10)

Como sera demonstrado adiante todas as funcoes geradas
dessa maneira satisfazem as equacgOes de movimento. Como a funcao
inicial f tem a forma de um polinomio, podemos gerar um numero
de funcoes ortogonais igual ao grau de f.

Essa classe de solugOes também pode ser escrita como

k

ALDE (I-Py=.. ) oL f (4.3.11)

.---Pk_l

conforme demonstraremos adiante. Primeiro vamos supor que a for-

5 (k)

ma (4.3.11) & valida e mostrar que, com 0S assim definidos

LK) _ k) 1
|Z
so, vejamos como escrevemos as derivadas de

R satisfazem as equacgbes de movimento. Para is-
| AL

5,200 -5l - Pp = «ee = Pp_y) affil =
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- k+1 N K
= (I-Py - .. - P ) TF - B, (Pg*Py + L+ pk_lila+f (4.3.12)
(k)+ _ kot _ _ C
8,2 =3, ﬁfa_f ) (I -Py - ... - Pk_l)_ =
= - %Ny 8, Py rpy .. Py (4.3.13)

- 5 1 =) -
8,P, = 3, (Z T§KT7 75y =
_ =k 1 skt . 2(k) 1 5 (k) +
= (1-P)(3,Z%) — 75T+ 7 gz (8.2 ) (I-P,)
(4.3.14)
Substituindo (4.3.12) e (4.3.13) em (4.3.14)
0P = (I-Py - ... - By - P) (35Mg TET%TTj g (k)T _ (1-Pp).
N k 1 S(k)t  5(k) 1 k
{9, (P +P.+ ... + P }1 o E — Z - 2 (a7 f).

EICS N pk_l)I (1-P)

= 7(k+1) 1 It yop yls (pow. s k
3,P, = 2Z G A (1 Pk))3+(P0 .- Pk_1)]a+ £ .

1 5(k)+ > (k)
7 k), 2 z Z

. - L ¥
O 12002 -

E+(P0+"°+Pk-1)I(I‘Pk)
(4.3.15)

Vamos agora mostrar uma forma geral para a derivada

de Py, usando a equagdo (4.3.15) e o teorema da indugao.
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(i) K =10
~(1) 1 (0)+
3,P, = I Z
+ 0 12497
(1i) K = 1
- 7(2) 1 (1)t 1 (1) +
3,Py = L _T—IZ R F(1)+ _ (I-P}) (3,P4) (3,6) TT]Z : I-Z AC I
= (1) 1 + -
-z 32 (3_f')(8,Py) (I-P;) =
= 7(2) 1 (DT | (1) 1 s(0)t
2002 120072
(iii) K = 2
2,p, = 203 T : 1 20T - (1-p )‘a (p +P1):[8 £ TT—l 702t
- 78 ;_ZT%TZ' (3257 E+(P0+P1)1 (I-P,) =

S5 1 st 52 1 gt
‘ oy z " T e I

- 7(4) 1 = ) S ~ . 3 1 ~(3)
3,Pg = Z W Z (1-P;) _3+(P0 P1+P2)Ia+f W Z

_503)

m (3 f*) 3,(Pg*Py+P,)| (1-P,) =

| il
S(3)t _5(3) _1 5(2) +

- 704) 1
ﬁtsjlz T ()2
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(v) Se
- 7 (k+1) 1 s(k}t _ 3(k) 1 s(k-1)+
Entao
_ 5(k+2) 1 f(k”) f_z(k+1) 1 i(k)nL
9, Priq Z ‘—“‘Ii(k‘;l) |2 2 ]2
Demonstracio
Pela equagao (4.3.15)
_ 5 (k+2) 1 5 (ke 1)+ g 3L (P
Py TE SR z “(I-Pyq) |3, (P PI+"'+PkJ] :
k+l.. 1 S(k+1)+ 5 (k+1) 1 g krlct
P B e e
. 3+(P0+P1+...+Pk)I(I-Pk+l) (4.3.16)

_ a1 1 (00t , 5(2) 1 s(1)+
3, (Pg+Py+.vpy = 2 1 7 AR

70072 12002 )
5(1) 1 S(0)t . 2(3) 1 S(2)+  2(2) 1 5(1) +
-7 TETﬁTTf 700+, 3( T Z z FeuT: 7 +
L s(k+) 1 ()t 2 (k) 1 ~(k-1) +
+O'. Z mz Z WZZ
= 7(k+1) B 1 E 7 (k) t (4.3.17)
7 (K

Substituindo (4.3.16) enm (4.3.17)

_ 5(k+2) 1 >(k+1) + _ 5(k+1) 1 s(k)t
8+Pk+1 - Z mj——'—z Z - (I Pk+1) Z WZ .
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.(B§+1f) = 11 E 5 (k+1) +_5(k+1) ; 11 12 ( _k+1f+)
NEASSEY TET%TTE 2T (e, )
Como 2(¥) 3 ortogonal a 7 (k1)
by, - 2(k*2) ,[_an_lj? 5 (k1) +_5 (k+1) ﬁ‘(‘i‘)“,‘? 700t (4 318
C.Q.D.
Substituindo (4.3.17) em (4.3.12) e (4.3.13) obtemos
2,205 = (1py-.. b (3K g - 2 (R TETF:%TTE z (k-1 * (ke
(4.3.19)
e
2,709 o L ket 7(0) TZTRITF 7Dt 70K )2 TZ(F}TW .
.z k-1 (4.3.20)
Tomando o transposto conjugado da eq. (4.3.20) obtemos:
AU LG b R 1702 (4.3.21)

jz 1))

Tendo calculado as derivadas vamos mostrar agora que
os 209 _ 300 1

satisfazem as equagdes de movimento (eq.
'z |

(3.1.109)).

Primeiro fazemos:

+

(k) _ _ Z(k-1) 1 >(k) (2
3,9 2 ) _7-_' Tz—(-k——']rz |z | I
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(1-p (0, 20Dy 00 2,50eD 1 (-1

IRGDE: 7 (k=17

5(k-1) 1 (k) 2 _5(k-1) 1 > (k) Ty 5 (k) _5(k-1)

.Z 'fgrgriTTTIZ | ©-2 TETE:T7T7(8+Z )Z Z .
1 (k) 1., 7(k)

3 ﬁmz (3+Z )

Substituindo (4.3.19) e (4.3.20) obtemos:

> (k) __5(k)___1 S(k)(2,5(k-1) 1 (k)2 1
3 3 T A < s 1 LA LR TSNS S FCIats 5
|2 | (4.3.22)
(5,30, 15(110]2 SO0t (5 200y (5 (K, - 11()12 S (K)t 5 (k=1)
(o 700, 15(11*)|2 ACLINSEIONIIEICSES - L ; 7092
- kzl):z ACSILIFN PR -~ L g S(k)
. (1-Py-...-P,_ ) (35" 6) (4.3.24)

Substituindo (4.3.22), (4.3.23) e (4.3.24) na equacao
(3.1.88), obtemos
> 1 -(k),2
"(I-Pk)Z(k) T2 A EIIEN

ficando entao demonstrado que o0s Z(k) como definidos sao de fa-
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to solugoes para o nosso problema.

Vamos agora demonstrar a equivaléncia.das:&nmas (4.3.9)

e (4.3.11). Substituindo (4.3.19) em (4.3.9)

~ (k) _ - k (k-1 1 S(k-2)+
ALY (I‘pk-l)}E;_PO_"‘"Pk—2)3+f - 2y 12(k=2) 2 s
3&"1@ = (I—P0~...-Pk_2~Pk_1)(alff)
C.Q.D.

Como ja foi dito anteriormente, todos os calculos fo -
ram feitos para o modelo generalizado, a Gnica dificuldade con -
siste em se encontrar uma matriz f (nxp) que satisfaca a condi-
cao (4.2.2) e cujo modulo ao quadrado seja inversivel; como foi
mencionado na segdo anterior, isso ndo € muito facil de ser fei-
to. Quando nao for possivel esse procedimento, pode ser utiliza-
do o esquema da secdo anterior de se considerar p n-vetores e,
como as solugoes obtidas sao mutuamente ortogonais, pode-se con-
siderar cada um desses n~vetores como um Zk com diferentes valo-
res para K.

Vamos ver agora como Se escreve a agao e a carga topo-
logica dessas solugdes.

Pela eq. (3.1.87)

p,z*) - (1-P)) (0,70R)y 70 =1
= k+1 1 _
= (I-Py)(I-Py=...-P, ;) 8, °f T
= k+1 1 _ 2(k+1) 1
= (I-Py=...-P) 3, = f —=75— = Z _—
° k 1209 RSl

Entao
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p+z 32 o 1 71}z 1 (4.3.25)
I IHON | I [N
Utilizando novamente a equacdo (3.1.87 )
p 209 - (roppy (o 209y 70071 - g0 ,g(—k}lﬂ?]i(k)l
e

Substituindo (4.3.25) e (4.3.26) nas eqs. (3.1.78) e
(3.1.79) obtemos:

(k) . 5(k) 2 1 . 1 = (k+1) |2 1 2
° e | 1209 HO I G lg(k)]]d X
(4.3.27)
S(k) _1 2. 172(X),2 1 1 ~(k+1) 2 1
A 5 e fah [1709) ez T oy ‘—Z(ITIE

(4.3.28)

n-1

Para o modelo CP , o modulo € um numero, o que faz

Com que as expressoes se simplifiquem um pouco.

k o5 5(k+ 1 2
e
(k) _ 1 T5(k) 2 1 S(k+1) 2 1 2
a == Tr f ,lz( )| TETE?TTT? _ [Z( )] T;TETTéI d™x (4.3.30)

Uma vez dada a forma funcional da matriz f, todas as

outras quantidades sao facilmente calculaveis; vamos ilustrar com
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D202 a2z o (4.3.25)

1257 1209

Utilizando novamente a equacao (3.1.87 }

(k) _ = (k) (k) -1 _ _5(k-1) 1 5 (k)
D_Z = (I'Pk)(a_z ) IZ ] - Z li(k_lj 2]2 l
e
(k) 2 _ (5(k) 2 1
D Z | |z | Ii k—1)lz | (4.3.26)

Substituindo (4.3.25) e (4.3.26) nas eqs. (3.1.78) e
(3.1.79) obtemos:

(k) _ T5(k) 2 1 1 =(k+1),2 1 2
S = -
e | {1209 stz ooy 1201 e
(4.3.27)
Ak) _1 2. 192(k) 2 1 ! S(k+1),2 1
W =L [ar [12%90) e ST ol
(4.3.28)
Para o modelo CPn_l, o modulo € um numero, © que faz
com que as expressoes se simplifiquem um pouco.
(k) _ To(k) 2 1 5(k+1),2 1 2
e
(k) _ 1 T5(k), 2 1 S(k+1),2 1 2
a = T Tr ( ‘_[-Z( )! I_Z:r(.-kut-l—)? - ]Z I WI d™x (4.3.30)

Uma vez dada a forma funcional da matriz f, todas as

outras quantidades sdo facilmente calculaveis; vamos ilustrar com
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um exemplo simples, considerando

1000 - ¢ = | x 20 (4.3.31)

Essa solugao corresponde a uma solugao de 2 anti-instantons para
o modelo CP2 o0 que pode ser visto substituindo (4.3.31) em (4.3.29)

e (4.3.30), obtendo-se:

6(0) = =2 e S(O) = 4q
uma vez que
2(x+ ~ x_)
2 = -pg)e,f = 20k, ¢ x0) (4.3.32)
2(1-x,x_)

que, por sua vez, corresponde a

gt <o e s - gy
cam
(1+x_%)
203 = (1-p-pale = 2 |(x %) (4.5.33)
-2X

que € na verdade uma solugdo de 2 instantons com

g4 - o e s(2) - 4q
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4.4 - Solugoes Tipo Meron

Merons sao configuragoes de campo localizadas que pos-
suem carga topologica semi-inteira e agao que diverge como o lo-
garitmo do volume do espago—tempo(ég_ig).

Para o modelo CPn_1 uma solugao nao autodual tipo Me -

ron que € uma simples generalizagao da solugao para o modelo

0(3) pode ser escrita como

Z = j%_{f(xu)u+€] (4.4.1)

onde

€ U e v sao vetores constantes que satisfazem

ufu = v+v = 1]

u+v =0

Substituindo (4.4.1) na eq. (3.1.88) obtemos

1 [ 2 2
s_s,f + 5 (|8, f|" + |8 f] ]f =0 (4.4.2)

E claro que somente solugodes ndo autoduais podem ser obtidas des-

sa maneira. Escolhendo, por exemplo

b//?;;-a)(X_—B*f
£ = (4.4.3)

(x_~a")(x,-8)

¢ substituindo nas eqs. (3.1.72) e (3.1.73), encontramos



-80-

2
_ 1 1 1
L =3 l(x+-a) (x+-8)] (4.4.4)
e —
1w (R x-B | _ STy sl
I R AR R e = - m|8°(x-a)-6°(x-§) (4.4.5)
Q Z (x-a) E;i%ﬁ?% i - e ]

=

onde x = (xl,xz) e V = (81,82).

Para unma configuracao de n-merons, podemos escrever

-
( - B:)
\/X—+—~£*— (4.4.6)

1 (x_ - ay )

Podemos estender essa solugao para o modelo U(n,p) ado
tando o procedimento da sec¢ao 4.2 mas, como essa € uma solucao
obtida para o modelo 0(3) e generalizada para o modelo Canl,ela

€ de cardter muito particular.



CAPITULO 5

CONCLUSOES

Devido ao grande interesse pelos modelos ¢ nao linea-
res como laboratorio tedrico para a Q.C.D., apresentamos o mode-
lo CPn_1 generalizado que tem U(p) como grupo de Gauge. Formal -
mente, o modelo U(n,p) € analogo ao modelo CPn"1 sendo que o0s
campos Z sao representados por matrizes retangulares.

Estudamos as relacgoes do modelo U(n,p) com a teoria de
grupos, escrevendo-o como uma realizacgao sobre o espago quocien-
te.

Derivamos as equagoes de movimento, escrevendo-as nas
diversas formula¢fes existentes, bem como as correntes conserva-
das de Nbether e, a partir dessas, verificamos a existencia de
um numero infinito de correntes conservadas.

De posse das equacgdes de movimento, buscamos solugdes
para elas. Primeiramente, na Secadaoc 4.1 apresentamos solugoes de
instanton para o modelo cp™ 1. Na Secao 4.2 verificamos que, ape
sar de estarmos lidando com um modelo generalizado, tivemos que
impor fortes restricoes sobre os campos, além das ja existentes,
para a obtencdo de solugdes, pela impossibilidade de se resolver
no caso geral um sistema de n equagOes nao lineares acopladas.Es
se fato nos impediu de encontrar uma sistematica para a obtengao
de solugoes gerais de instanton; portantc apresentamos somente
solugoes particulares.

Na Secao 4.3 apresentamos uma maneira de se gerar uma
familia de solucbes ndo autoduais com agdo finita a partir de so
lugoes de instanton valida para os modelos CPn_1 e U(n,p). En -
quanto método matematico o procedimento parece-nos eficaz, entre
tanto do ponto de vista fisico € necessario se estudar ainda a
contribuigao dessas solugoOes.

Na Segdo 4.4 apresentamos uma solugdo de meron para
esses modelos que & de carater bastante particular pelos mesmoOs
motivos descritos acima.



APENDICE A

0 MODELO U{n,p) ESCRITO EM TERMOS

DE CAMPOS PROJETORES

Definimos o campo projetor complexo como

P = 22 (A.1)

Para escrever a densidade Lagrangeana em termos desses

Campos, notamos a seguinte relagao:

I

P(3,P) (3,P) zz+(auzz+)(avzz*) -

+ + + t +
A CRA LA CN AN AN E N N EN A I

. Z(auz*)(avmz+ . Z(auzf)Z(avzf). (A.2)

Quando u = v
+ 2.t T +
p p P) = Z(Z Z Z Z 3. Z)Z A3
(3,P)(3P) = 2(2'8,2)°2" + 2(8,27)(3,2) (A.3)
Tomando o trago da eq. (A.3) obtemos

Tr P(3,P) (3, P) = Tr {(Z+3UZ)2 . (auz*)(aUZ)}

Comparando com a eq. (3.1.4):
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L = Tr P (BUP)(BUP) (A.4)

A densidade Lagrangeana pode também ser escrita de ou-

tra maneira mais conveniente para a obtengao das equagdes de mo-
vimento.
Observando que
(8. Py(a P)= 3 (zz7)(a zzT) =
" v " v
- } + t + T
= (BUZ)Z (avZ)Z + (aUZ)(avz ) o+ Z(BUZ (3 ,Z)2° +
+ T
+ Z(BUZ )(zavz )
Quando ¢ = v
} + : + T }
= Z Z + Z(9 2 9 L)L +
(aup)(aup) (BUZ)Z (a,2)2" + (au ) (3, ) ( y )(8,,2)
t t
AS
+ Z(BUZ )Z(BUZ ) (A.5)
Tomando o traco da equagao (A.5) obtemos
Tr(s P)(a P) = 2Tr {(z*a 3% + zHo 2)}
1 H U U v

Portanto

bt~
(]
o] b

Tr (3,P) (3,P) (A.6)

Agora vamos derivar as equacoes de movimento seguindo
- -~ - - -~
o mesmo procedimento da Secao 3.1; como P e um projetor, o vincu

lo e escrito como:
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p® = P (A.7)

A lagrangeana modificada escrita em termos das componentes fica:

) 1 _ -
L' (P) 2 (aupab)(aupba) * rab (Pbcpca Pha) =

- Pab(aupbc)(aupca) ¥ Xab(PbcPca B Pba) (A.8)
Portanto,
dL" 1 1 -
§T§;?E;T ] (aupba)aafébg t 2 (aupab)abf6ag - 8upgf (A.9)
oL'

BPfg Aabpcaabfacg * Aabpbcécfaag - Aabsbfaag B

= hagPan * AopPpe T Age (A.10)
§T%£%__T = 0 | (A.11)
U ab
oL’ _
akab = PyPea ~ Ppa (4.12)

Equagoes de Euler-lagrange

aL' L'
~— =~ 3 = 0 (A.13)
Bkab H aiauxabi
3L AL

-3 =0 (A.14)
BPab U aiaupabi

Substituindo (A.11) e (A.12) em (A.13) recuperamos o

vinculo; a substituigdo de (A.9) e (A.10) em (A.14) da:
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TlP = Pr + AP - 2 (A.15)

Para eliminar X, multiplicamos a eq. (A.15) por P,pri

meiro a direita e depois a esquerda:

( T ]P)P = PAP (A.16)

PT{P = PAP (A.17)

Igualando as expressoes (A.16) e (A.17), obtemos as equagoes de

movimento:

[P, [P =0 (A.18)

que podem Ser reescritas como

I
o]

3 ]:P,aupj

y (A.19)

As equagoes de movimento dadas pela eq. (A.19) nos per

mite a identificacao das correntes de Noether

J, = |_P,aupj[ (A.20)

Naturalmente, a expressao (A.20) para a corrente, tam
bém poderia ter sido calculada utilizando-se o procedimento da
Seg¢do 2.1. Vamos agora calcular o tensor momento-energia: a ex

pressao geral €

T =__QE—BP

-6 L (A.21)
Hv a(aupab) v “ab

TRY,

Substituindo a eq. (A.9), obtemos



) 1
Tuv = OuPL) (B P) = 7 8, (3P 1) (3, Py ) (A.22)

Para escrever a densidade de carga topoldgica, multi-

plicamos a eq. (A.2) por Eiv € tomamos o trago:
e  Tr P(O.P)(0. P) = ¢ _ Tr< z7(s 22T (s 2) »
uv u v uv u Y

. (auz*)(avZ)} = e Tr(DuZ)+(DvZ) (A.23)

Comparando (A.23) com a eq. (3.1.53)

Q(x) =1 EuvTr P(BUP)(avP)



APENDICE B

CLASSTFICACAO DE ALGUMAS SOLUCGOES
DO MODELO U(n,p)

Na Secgao 4.2 vimos que podemos escrever algumas solu-
¢oes para o modelo U(n,p) considerando p n-vetores que sejam or
tonormais e que obedegam 3 relacdo (4.2.4): vimos tambam que a
forma mais simples de satisfazer essas restrigoes € escolher a.
base candnica. Nesse Apéndice vamos escrever solugoes para al -
guns valores de n e p nesta base.

Observamos que quando n-p = 1, somente um vetor, doti
po CPl, contribui para soluc¢do enquanto todos os outros sao trans
formadas de Gauge. Isso se deve ao fato de um n-vetor ser repre
sentante de um espaco n-dimensional, portanto, n vetores 1inea£
mente independentes (L.I.) formam a base desse espaco. Como que
remos representar n-1 = p vetores ortonormais na base candnica
desse espaco n-dimensional, vemos que somente um vetor envolve-
ra duas fungdes enquanto todos os outros envolverao apenas uma
funcdo cada. Mas, quando n-p=1, existe também uma solucgao cp1
devido a simetria existente entre os modelos U(n,p) e U(n,n-p)=
= U(n,1) = CPnﬂl, respeitando-se a relacdo (4.2.10) existente
entre P e P'. No Capitulo 4 mostramos o caso U(3,2).Vejamos ago

ra, como exemplo, o modelo U(4,3). Num espago a quatro dimen -

s0es a base canodnica é&:



g7 -

o o o -
o o = O
o - O o
- o O O

Como queremos descrever trés vetores nesta base, escolhemos por

exemplo:
f(xu) 0 0
- g(x,) . 0 . 0
1 |0 ’ 2 - A(Xu) ’ 310
0 0 h(xu)

2 2 2
£]1% + |g]® = |a]¢ = |n]% =1

Todas as outras escolhas sao equivalentes. Zq e solucao de
cpl enquanto que 2, e Zg nao contribuem para a solugao do pro -
blema.

Nos outros casos, para os quais n-p > 1, temos maior

variedade de solugoes. Vamos apresentar aqui alguns exemplos:

a) U(5,2) - Na base candnica, podemos descrever esse modelo de

duas manelras

(i) ’f(xu)W (o \
g(xul 0
Z1 = h[xu) . 22 = (0

0 A(xu)

LO P, Lj (xu)J

B e N R R

Zy descreve uma solucao de CP2 enquanto Z, descreve uma solucgao

de CPl.



(ii)

Z1 descreve

equagoes de

b) U(5,3) -

(1)

Zy e Z, descrevem solugoes de CP

lugao.

(ii)
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ff(xu)} (0 )
g(xu) 0
Zl = h(xu) , Z2 = |0
k(xu) 0
.0 J 3 (x))
1%« 1gi%+ %+ In? = 4512 =1

uma solugao de CP3, enquanto que Z, nao contribuinas

movimento.

Novamente, esse modelo pode ser escrito de duas ma-

neiras utilizando-se a base canonica:

\ ( \

f(xu)} [0 0
g(xu) 0 0

= |0 . L, = ?(xu) , Z; = |0
0 J(xu) 0
L0 J (0 J (A (x ) )
2 2 2 .2 2

[£]° + |g|™ = [h{® + [517 = [x]" =1

1 e Z, nao contribui para a so-

’f(xu)‘ 0 0 )
glx) 0 0
= |h(x)) . L, =10 . Zg =10
0 j(xu) 0
L0 ) L0 J Alx )
2 2 2 2 2
[£]7 + Jg[™ + |h|" = 51 = [x]" =1



Z1 descreve

buem para a

c) U(6,3) -

(1)

Zl descreve

-gg-

uma solugao de CP2 enquanto que Z2 e 23 nao contri-

solugao.

Na base candnica, esse modelo pode ser escrito de

tres maneiras diferentes:

f(xu)l fo ) (0 )
g(xp) 0 0
_(hxy) . 0 L 0
Mx )|tz 0 r 43 0
0 j(xu) 0
0 j 0 ) k(x)
T Y N P N P R SR

uma solugao do modelo CP3 e Z, e Ig nao contribuen

para a solugao.

(ii)

Zl descreve

f(xU)W (0 1 (0
g(x“) 0 0
h(x ) 0 0
= H , Z = y Z =
0 2 A(xu) 3 0
0 j(xu) 0
0 ) 0 J (k(x))
2 2 2 2 2 2
+ lgl® o+ [T = AT s 3]0 = k[T =1

uma solugao de CPZ, Z, descreve uma solugao de cp!

e Z; nao contribui para a solugao.
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(iii) f(xu)\ (0 ) {0 )
g(xu) 0 0
Zl = 0 » 22 = )\(XUJ ) 23 = 0
0 h(xu) 0

0 0 j(xu)
0 k

LO A \ J L (Xu),
2 2 2 2 2

12+ (g% = A%+ hl% = [5]%  (x]4 =1

Z,,» L, e Z; descrevem solugdes de cpl.

Essa classificacao pode ser feita para qualquer valor

de n e p.



(1)

(6)
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