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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos de forma sistematica a te
oria das perturbacdes de modelos cosmoldgicos segqundo o metodo
das equacoes quasi-Maxwellianas., 0 exame e entao restrito aos
modelos de Friedmann. A generalizacao das perturbacoes a fontes
imperfeitas (capazes de representarem campos eletromagneticos,
neutrinos,...) e feita de um modo direto, simples e esclarece-
dor. 0 metodo empregado permite uma interpretacdo fisica das per
turbacdes do modelo base sem defrontar-se com as dificuldades
devidas a invariancia de Gauge da teoria. Mostramos que o modelo
de Friedmann e instavel por perturbacoes de vorticidade do flui-
do, para determinadas equacoes de estado. Mostramos tambem que O
estudo de ondas gravitacionais nac pode ser feito independente -
mente do acoplamento com a materia. Reencontramos os resultados
obtidos por Lifshitz relativos a perturbac¢does da densidade de ma
teria e mostramos que algumas solugoes, consideradas na literaty
ra como fisicamente aceitaveis, sao simples transformacoes de co

ordenadas.
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EI1STA DE TABELAS

Tab.

2.1 - Quantidades fundamentais do Universo de Friedmann. A cons-
tante A & especificada pela equacac de estado, p = Ap,
que relaciona a pressao com a densidade de energia. D raio
do Universo é dado pela funcdo a(n). 0 fator de expansao
9 mede a variacao do volume V por unidade de volume. To-

mamos o sistema de unidades onde k=1 e ¢ =1 ,.iiniiiiiiannn.



Do rigor na ciencia

... Naquele Imperio, a Arte da Cartografia atingiu
uma tal Perfeicao que o Mapa de uma s0 Provincia ocupava toda
uma Cidade, e o Mapa do Império, toda uma Provincia. Com o tem
po, esses Mapas Desmedidos nao satisfizeram e os Colégios de
Cartografos levantaram um Mapa do Império que tinha o Tamanho
do Imperio e coincidia ponto por ponto com ele. Menos Apegados
ao Estudo da Cartografia, as Geragoes Seguintes entenderam que
esse extenso Mapa era Inutil e nao sem Impiedade o entregaram
as Incleméncias do Sol e dos Invernos. Nos Desertos do Deste
subsistem despedacadas Ruinas do Mapa, habitadas por Animais
e por Mendigos. Em todo o Pais nao resta outra reliquia das
Disciplinas Geograficas.

(Suarez Miranda, livro quarto).

SPINOZA

Las traslucidas manos del judio
Labran en la penumbra los cristales

Y la tarde que muere es miedo y frio.
(Las tardes a las tardes son iguales.)
Las manos y el espacio de jacinto

Que palidece en el confin del Ghetto
Casi no existen para el hombre quieto
Que esta sonando un claro laberinto,
No lo turba la fama, ese reflejo

De suenos en el sueno de otro espejo,
Ni el temeroso amor de las doncellas.
Libre de la metafora y del mito

Labra un arduo cristal: el infinito

Mapa de aquel que es todos sus estrellas.

B.L. Borges



TINTRODUCAQ

A teoria de perturbacgces em modelos cosmoldgicos homo-
géneos e isotrdpicos tem recebido a atencido e esforgo de muitos
autores desde o trabalho piconeiro de Lifshitz em 1946. Em que
pese esse esforgo muitas questOes permaneceram sem uma s0lugao sa
tisfatoria, entre essas as mais notaveis sido a interpretacio fi-
sica das perturbagoes dos modelos e a dificuldade apontada por
Geroch relativa a existéncia.do limite de métrica quando a per -
turbagcao dessa se anula.

Esses problemas se originam na liberdade de efetuar
transformagoes de Gauge na teoria da gravitacdo de Einstein. Ao
analisar a questao de perturba¢les somos levados a tratar com
dois espago-tempos: um que denominamos de espago-tempo base e
que no nosso caso & representado pela métrica de Robertson-Wal -
ker; outro, o espaco-tempo perturbado que representa a fisica
em questao. As coordenadas dos dois espacgo-tempo sdo identifica-
das e os pontos de um sao relacionados por um mapeamento a pon-
tos do outro espago-tempo. A uma mudanga da relagao estabeleci
da entre os dols espago~tempos, mantendo as coordenadas fixas ,
chamamos transformagac de Gauge. A perturbacdo de uma dada quan-
tidade & definida como sendo a diferencga entre o valor dessa no
espaco-tempo figico e o valor que ela possue no ponto correspon-—
dente do espaco-tempo base.

Ainda que uma dada quantidade seja escalar sob trans -

formagoes de coordenadas, o valor da perturbagao dessa quantida-



de n3o & invariante sob transformacoes de gauge se a quantidade
& nao nula e dependente de ponto no espago-tempo base. Um exem-
plo & a densidade de matéria. A particular condigao de gauge im
posta para simplificar a forma da métrica e as demais perturba-
coes deixa uma liberdade de gauge residual, que & responsavel
pelo aparecimento de solugoes nao fisicas e que devem ser elimi
nadas. Essa dificuldade, que consiste em encontrar o conteldo
fisico das perturbacdes, & caracteristica do tratamento usual,
(Lifshitz, 1946) do problema de perturbacoes.

Sequimos agui uma outra abordagem do problema de per-
turbagdes e que foi sugerido,ja h&d algum tempo (Hawking, 1966).
O método se baseia numa representagdo das equagoes de Einstein,
particularmente distinta da convencional e tem sua origemn nos
trabalhos de Jordan e colaboradores (&3} | Esse método serd des -
crito com detalhes no Capitulo I.

Hawking notou que a formulacao de Jordan et al. ( que
denotaremos representagao quasi-Maxwelliana) da Teoria da Rela-
tividade de Einstein possue a vantagem de utilizar apenas guan-
tidades fisicas, diretamente mensuraveis. O método torna—-se ex-
tremamente simples se o tensor de Weyl da métrica do espago-tem
po base & nulo. Esse & precisamente o caso das métricas do tipo
-Friedmann (Robertson-Walker). A razao disto & gque sendo nulo o
tensor de Weyl (CaBYG, veja Capitulo I) do espago-tempo base ,
qualquer quantidade pegquena GCOLBY(S representa entdo uma verda
deira perturbacdo de espago-tempo e ndo uma mera transformagao
de coordenadas. Assim, no método que utilizamos a especificagao
das quantidades que sao invariantes por uma transformacao de
Gauge & simples e lnequivoca. Para convencermo-nos disto, basta

verificar os parimetros cinemadticos do fluido que sdo nulos no



espago-tempo base e constituem, juntamente com o tensor de Weyl ,
as variaveis necessarias para caracterizar o com -
portamento das perturbagoes do modelo. Essas varidveis sao nu-
las no modelo base e permanecem nhulas sob toda alteragao devida
a uma transformacio de gauge. Esse fato estabelece um  criterio
ﬁnicb para resolver a dificuldade de separar as perturbagoes ndo
fisicamente significativas. Assim, a dificuldade relativa ao li-
mite da métrica quando as perturbacoes dessa se anulam, & evita-
da. O campo gravitacional & representado pelas partes magnéti-
cas e elédtricas do tensor de Weyl que sdo nulas no espago -tempo
base. O modelo nio perturbado &€ reencontrado no limite em que as
partes elétrica e magnética do tensor de Weyl se anulam.

A nossa motivagdo para desenvolver o presente trabalho
& dupla. Vamos generalizar o método de Hawking introduzindo flui
dos imperfeitos permitindo o tratamento de perturbacgtes geradas
por campos eletromagnéticos e neutrinos, corrigir suas equacgoes,
analisar o conjunto completo do sistema quasi-Maxwelliano de per
turbacdes. Essa revisfo critica & necessaria uma vez que Os re -
sultados anteriores devidos a Hawking (1966) e Olson (1976) sao
incompletos e contém alguns erros.

No primeiro capitulo estabelecemos a formulagdao Quasi-
~-Maxwelliana da Teoria da Gravitagio de Einstein. No capitulo IT
geramos a solucao de Friedmann como exemplo da utilizagao dessa
formulagao. No terceiro capitulo estabelecemos a teoria geral das
perturbagées. Escolhemos desenvolver nosso estudo em um sistema
de base completa de harmdnicos esféricos escalares, vetoriais e
tensoriais. Essa decomposigdo  constitue a  generalizagao do

espectro de Fourier das perturbagbes dos modelos tipo—- Friedmann



para tri-seg¢oes nao euclideanas. Nos capitulos IV, V e VI a par-

te escalar, vetorial e tensorial, respectivamente & analisada.



CAPITULO I

FORMALISMO MATEMATICO

Neste capitulo fazemos a apresentagao sucinta dos con
ceitos e do formalismo matematico basico utilizado neste traba-
lho. Muitas das equagOes aqui apresentadas serao retomadas rece
bendo um tratamento mais detalhado em outros capitulos, a nossa
intengdo aqui & apenas estabelecer uma notagdo unificada e dar
ao leitor uma sintese do metodo utilizado para tratar as equa-
coes de Einstein da gravitacao.

Seja M, uma variedade pseudo-Riemanniana de dim-4 .

4

Adotamos para o tensor métrico a assinatura (+,-,—-,~-) . Os obje-

tos geometricos {tensores) serao representados por suas compo -

. = -, 0 o o
nentes relativas as bases canonicas (__E e dx7) onde {x"}
9x
(e = 0,1,2,3) e um sistema de coordenadas arbitrario.

>
OBSERVADOR = Assumimos gue existe um campo vetorial V definido
em cada ponto do espago-tempo e que esse vetor satisfaz a condi
gao

8

t
g(%,??) > 0 (1.1)

Dado um ponto P da variedade & sempre possivel encon-
trar coordenadas (ct, yl) tais que P e uma vizinhang¢a desse pon

to, sejam determinadas pelas coordenadas (cto,yé) e [@(t0+6t),



yé+6yl I. Essas coordenadas sao definidas de tal maneira que o

S
vetor V tem por componentes

s . (1.2)

O simbolo % significa que a igualdade sd & valida no particular
sistema de coordenadas em questdo. Essas coordenadas sao denomi
nadas coordecnadas comoventes locais. O campo de vetores v®  tem
associado uma congruéncia de curvas y determinadas pela equagao

diferencial:

X = y@ (1.3)

(6 . .
Sendo {y '} o sistema de coordenadas comoventes locais,

gsegue de (1.2) e (1.3) que

(1.4)
yI = cte , i=1,2,3

A constante caracteriza a particular curva da congruéncia vy.

-

TENSOR DE PROJECAO - E um tensor construido com o campo V e a

métrica g pela definicgao:

- V.V {1.5)

huB = guB o R

Esse objeto tem as seguintes propriedades:

a) B efetivamente um operador de projecao , isto &:

n nf o= n® (1.6)



b) Projeta ortogonalmente a V

hasxB a sua pro

- -~
Seja X um vetor arbitrario de M4 e l % = x

jecdo entao:

B

a o
v, 1 X7 =vhox (1.7)

B

c) O projetor h® determina um sub-espaco HC T, onde T, & o

B

espago-tangente gerado pelos vetores {—éa}
ax

d) O tensor n% permite separar o espacgo-tempo localmente em

B
espago € tempo:

ds” = g, ax%ax® = (vadx“)2 + h, ax%x® . (1.8)

A distdncia entre dois pontos vizinhos fica dividida em um in -

tervalo de tempo dT = Vo dx” e uma distincia espacial df =

= o, B <T1/2

= ["hasdx ax” T~ “.

e) Quando dt & uma l-forma exata os espagos locais determinados
por haB mesclam-se formando uma hipersuperficie Sc;JM4. O
tensor h g € a métrica dessa hipersuperficie e determina

univecamente uma afinidade em S. A afinidade induzida em s

por h o & caracterizada pelas relagles:

B, 6 _ &
B, B, Vg Lxg=v,1 X, (1.9)

= - : 1.10
Vhgy = 0 ( )

ﬁlaﬁﬂf =0 (1.11)

onde £ & um campo escalar arbitrario.



ELEMENTO DE VOLUME - E o volume elementar associado ao espago

. - . >
instantaneo perpendicular a V:

$

naBYﬁv (1.12)

O tensor totalmente antissimétrico naByé & definido por:
nGBYﬁ = y~qg EGBYﬁ {1.13)
O objeto EGBY5 & a densidade tensorial conhecida na literatura

por simbolo de Levi-CiVitta(g%).
O tensor naByé satisfaz a propriedade:
avpé _ g0 VP cE

n Nerap 5L§6A6a631 (1.14)

0 colchete que aparece na expressao (1.14) & o simbo-

lo de anti-simetria total definido por:

Vamos introduzir tambeém o simbolo de simetria total definido por:

A, B

(a58) = AQB +A Ba (1.16)

BB

POSICAO RELATIVA - Considere dois observadores vizinhos A e B,

no sistema de coordenadas comovente associado. Eles serao marca

i i i . ~ 2
dos por vy e y +8y . Definimos vetor conexao como O vetor Z

* ik i
de compCOnentes ZO = 0, Zl = éyl. Esse vetor conecta os observa

dores A e B. Em um sistema arbitrario de coordenadas as compo-



nentes desse vetor serao %~ = ——— 8y .

(14) oy

Por calculo direto podemos mostrar gue:

(1.17)

Em geral um vetor conexdo nao esta contido no espacgo

o - . . N ~ .

perpendicular a V, isto e, em H. Definimos vetor posicac relati
va entre A e B, e denotamos iZu, a projegao de 7™ perpendicular

+ »
ao vetor V que caracteriza o observador A. Escrevemos:

1z% = % 28 = (S“B-v“vs)zB (1.18)

VELOCIDADE - De (1.3) e (1.8), podemos verificar que ds/c e o
tempo do observador caracterizado por V. Definimos velocidade

relativa entre A e B como:

o o o 8
v =nh B(lz )”Gv (1.19)

Utilizando (1.17) nessa relagao segue diretamente que:

¢ = v“slzB (1.20)
onde
8
Vv . =hln?'v . (1.21)
aB B vlle
CINEMATICA - A expressao (1.20) nos da que a velocidade relati
va de dois observadores & obtida por uma transformagao linear

sobre o vetor posigao relativa desses observadores, sendo a ma-

triz dessa transformagdo dada por (1.21). Vamos examinar agora



a cinematica desse movimento e para isso, a matriz V&B'

A matriz Va pode ser decomposta nas suas partes irre

3]
dutiveis, a saber:
0 =v* = vy® (1.22)
a [ o
o =V Loon (1.23)
af (aB) 3 a8 )
“ag = Vsl 6] 2

Apenas por conveniéncia de notagac vamos definir

0 (1.25)

af = V(o)

Utilizando essas quantidades podemos escrever o gradiente do

-
vetor V so0ob a forma

(1.26)

<
1l

Q

+

Wl

=
+
£

+
<

of aB o B

onde V. _=a =¥V VB .
o o all B

O vetor posicao relativa pode ser decomposto em uma

~ . . ~ >
distancia relativa &% e uma diregao n :

o _ o o _ o, B
lz" = ¢an” onde n = -1 e (88) h,pZ 2 . (1.27)

VARIACAO DA DISTANCIA RELATIVA - Das egs. (1.19) e (1.20) se -

gue diretamente que:
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,__._(g’;) = - Gag”ans + 1 (1.28)
haBﬁB = GGB + maB + (Guvnunv)haéTnB . (1.29)

Em cosmologia o observador & identificado com as par-
ticulas constituintes do fluido, fonte das equagSes de Einstein.
Aplicando a eg. {1.26) a esse caso podemos definir uma lei de

Hubble generalizada, valida para distancias suficientemente

grandes para garantir gque o movimento aleatdrio local das parti
culas do fluido possa ser desprezado frente ao movimento meée -
dio das mesmas. Por outro lado, as distancias envolvidas tém de
ser suficientemente pequenas para que a relagao linear da lei
de Hubble seja aplicavel e a distancia dos objetos observados

varie pouco durante o tempo despendido pela luz para chegar até
(23)

ao observador —' .
A eq. (1.29) nos da a razao da variacdo da diregao de
terminada pelo objeto observado e o observador, em relagao ao

compasso de inercia. Por compasso de inércia entendemos uma ba-

se de vetores {gA A=1,2,3} , que satisfaz as equacgoes:
AB Y
h%(h’e vi=0 . 1.30
Ageal |y ( )

Os vetores e, podem ser associados a direcao do mo-

mento angular de trés giroscépiOS(Lg).

QUANTIDADES CINEMATICAS

a) Expansao - Segundo a eqg. (1.28) eaB determina a razao de

variagdao de observadores vizinhos (em Cosmologia isso identi



b)

c)

-} 2~

tica-se com particulas do fluido cosmico, i.e., aglomerados
de galaxias). A parte isotropica desta variacao & determina-
da pela expansdoc 8 . E conveniente definir um fator de esca-

la ou comprimento representative 2 através da equagao:

| 2o

1
36 . (1.31)

0 comprimento representativo &, representa completa-
mente o comportamente do volume local do fluido. A constante
de Hubble, que mede o fator de expansdo isotropica & defini-

da a partir do fator de escala & como:

(1.32)

A curva (1) representa a média da variagdo da distdncia en-
tre os aglomerados de galaxias como uma fungao do tempo pro--
prio. A curvatura dessa curva & determinada pelo pardmetro

de desaceleracdao g definido como:

-2
q = 7 B . (1.33)

Em modelos homogéneos e isotrdpicos H e g sao os ob -

servaveis da teoria.

Tensor de cisalhamento 9ep Mede a distor¢ac gue ocorre no

fluido independentemente da variag¢ao eventual do volume ao

longo das linhas de movimento do fluido.

Vorticidade - O tensor de vorticidade waB nmede a rotagéo ri

gida entre dois observadores vizinhos (por exemplo, aglomera
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dos de galaxias) com relagao ao referencial inercial defini-
do em (1.30). B conveniente introduzir o vetor w® definido

COnmo

o

o = - % R OBYS, v (1.34)

By ¢

e consequentemente a sua inversa sera:

%P (1.35)

“uv T Mpvap®

A diregao desse vetor determina o eixo de rotacao de observa
dores vizinhos. Substituindo (1.34) em (1.29) para o cago
em que J = 0 obtemos:

af

") LoV B
- 1.
LT Vi (1.36)

0 vetor w” & do tipo-espago e seu modulo & determinado por

el _ _ 2
Wyt = w . (1.37)

|

€

1]

|
po|

* ~
DINAMICA - A aceleracao relativa entre dois observadores vizi -
nhos & obtida aplicando o operador D/Ds = v“vu a equacgao

(1.20). Temos:

D LD 1l o D o888 Y
( s Z7) = Ds (h""h"~Vv ) . (1.39)

Ds sl ePpy?

* ,. , -
As equacdes e os conceitos envolvidos nesta segao foram detalhadamente de-

senvolvidos na ref.(14). Aqui fazemos uma abordagem completa omitindoe po-

rém alguns detalhes de calculo.
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Dessa equagao segue que:

Ibp | b |, o _ o B nlopEey Looa Loy _ogoy Loy
Ds Ds 4 h 8_5 nEYV 727V + Vv ”Y 7z A\ VY Z J

Esta expressao & conhecida na literatura com o nome de egquagao

(25)

de Jacobi Ainda da eg. (1.20) obtém-se a relagdo

Ip b [ ,o_ L oo, L ,B a o8 1,y
Ds Ds 4 (V B) A + VvV BV ¥ Z . (1.41)

Substituindo essa equacgao em (1.40) e considerandoque

o vetor i 7% & totalmente arbitrario obtemos:

Yy, © . T Y, 63 Y oo AyY
Vv - + Vv = R \% . 1.4
h, hB ( Yﬁ) + Vg h, hB VY“6 VaY 8 OL)\Byv ( 2)
Essa equagéo determina a evolugéo do tensor VuB e ,
consequentemente, a evolugao das gquantidades cinematicas 6, OGB
e maB'

Tomando © traco da eqg. (1.39), apds algumas simplifi-
cagoes diretas, obtemos:
2

8% = R vHvY . (1.43)
Hv

[an] ]

|

<.
L

Essa equagao foi obtida, independentemente, por Landau e Rau -

. (26)
chaudhuri ‘—" .

Tomando a parte simetrica da eq. (1.42) e wutilizando
(1.43) para extrair o trago da equagao resultante obtemos:

6 . 2 2 - .
g (w™+c7) + VaVB +

o p _ 2
g Tys + 6 g .+ 0 G + w.ow 3 h

Y
ha h o ap’ B ap B

wino

af
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1 =1 1 Wy V& 1 U,V Y., 6
+%h v, - =hntn = -z
3 o w2 7o B V(U"v) 3 DRV Vot RaypsV' ¥
(1.44)
A parte anti-sim@trica da eq. (1.42) nos da:
Y. & . P 0 1 Y. & & 2
h_'h + + o -5 — = =
o P (wyd) Gapw 8 Ve B 5 h& hB VLX”&I + 3 que 0 .
(1.45)
Todo o campo vetorial satisfaz & seguinte equagao:
V 1 = R v (1.46)
af [BIv] ~ Tersy
Essa equacdo impde sobre os pardmetros cinematicos (0, 0 ,w )

equacoes de vinculo, dado que essas nao envolvem derivadas tem-
porais dos parametros cinematicos.
Contraindo os o e y em (1.46) e projetando o indice

. ; o
livre perpendicularmente a V encontramos:

Bl , v _ v _ 2 V] AR
hU H(w g T B)ll'v 3 816 + (“’vasv)vl RB)\V h Lo (1.47)
Contraindo (1.46) com o tensor ntY(S e utilizando a
identidade
PRYS -
n RuByG o
cbhbtemos:
pafyy =0 (1.48)
" af 8]y )

Substituindo nessa expressao a eq. {(1.24) obtemos

(1.49)
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A eqg. (1.46) pode ainda ser contraida com o tensor

Byuv

Projetando os Indices livres perpendicularmente a vH

e simetrizando o resultado, obtemos:

Byv., | _ £ .0 . £ a U _Byv

2 v + he h® -4 = - h

Te o o[y T Yasly I (8" ¢) V(") B eRey VoV m T cRaugy
(1.50)

TENSOR DE CURVATURA - O tensor de Riemann RuBAv pode ser decom

posto em suas partes irredutiveis pela relagao

+

po|

Rogvs = Capys T 2 (JoyRes ¥ JpoRay ~ JasRey = IpyRus’

gothB(S - gO“SgBY) - (1.51)

o

—-—R(

0 tensor CuByS & conhecido na literatura como tensor
de Weyl(z) ou tensor conforme. Esse tensor representa a parteda
curvatura que ndo & determinada localmente pela distribuicao de
matéria, visto gue a equacao de Einstein estabelece uma rela -
¢ao direta, algébrica, somente entre Ruv e o tensor de matéria

T .
TRY,

O tensor de Weyl possui as seguintes propriedades:

B CyéaB

(1.52)

CuBYG _CB&Yé

o -
C Bos o . (1.53)

Definindo dual a direita e a esquerda, respectivamen-

te pelas expressoes
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* -1 e
CQBYS 5 CaBEEnYé (1.54)
* = 1 €t
CaBy& T2 Cegyﬁnus d (1.55)

podemos mostrar (usando as propriedades (1.52) e (1.53) que:

*C* =

By S - CaByS (1.56)

Dadas duas variedades Riemannianas M,oe ﬁn' tais que

§ = e20 g (1.57)

o - ~ = . —
onde ¢ =0(x") € uma funcgao arbitraria, dizemos que Mn e Mn

estio conformalmente relacionadas.

0 tensor de Weyl de M esta relacionado ao de Mn pela

seguinte expressao:

a —

C ByS = C By 6 . (1.58)

Uma variedade Riemanniana Mn (n > 3) gue possuil

CaBSk = 0 em todos os pontos pode ser mapeada por uma transfor-
macdo conforme a um espago plano de mesma dimensac e métrica de

(28)

mesma assinatura — .

A identidade de Bianchi, no caso em que dim Mn = 4 ,

(14)

pode ser escrita como —

CuBY(S"(S _ pylslel | Ly Bral | (1.59)

Essa expressao & utilizada para escrever as equagoOes

Quasi-Maxwellianas da gravitagdo, na formulagao —W(gz).

As propriedades de simetria desse tensor nos permitem
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decompo—-lo univocamente em dois tensores, EQB e HGB' ao longo
o o
de uma curva x (s). Sendo V o vetor tangente a essa curva a

parte elétrica do tensor de Weyl € definida como sendo

EaB CGYBCSV \' . (1.60)
0 tensor EaB satisfaz as propriedades:
EGB = EBa {1.61)
B _ L0 _
Ean = E o 0 . (1.62)
A parte magnética e definida analogamente como sendo
H = ~C__, vV (1.63)
af ayBRaS !
. - : (29)
e satisfaz as propriedades'=—/",
H v’ =0 (1.64)
[vRY,
H* = 0 (1.65)
o]
- 1.
Hyg Hay . (1.66)

Utilizando as definigoes (1.58) e (1.61) podemos es

(29)

crever o tensor de Weyl — como;

c V- ay—p 1 0y®l ¢ spll - viev lxvel o
af I_Oj- BI I'a Bj aBuv

ou, de uma maneira analoga:
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= - U Ao VP
Copvs = Muauvvere = Japgundysap!V V E -+

M A VO
(naBuvgyéAp + guBuvny6Ap)v V'H ' (1.68)
onde
Iooys — JayIps ~ Jas9y - (1.69)
Tomando © dual de C em (1.66) obtemos:
By
* - U A VO
Caugee (FreroMasuy ¥ Miogedapun! V'V E T 7

- U A VP

+ (nkpgenaBuv ggekpguguv)v V"H . (1.70)

Comparando (1.68) com (1.70) segue imediatamente que:

—_ * -
CQBYG(E'H) = C&BYﬁ(H' E) . (1.71}

Os tensores E e H nos permitem estabelecer uma sime-
tria adicional caracterizando um espago interno onde podemos de
finir um grupo de transformagoes duais analogas as transforma-

¢coes duais do eletromagnetismo(gg’ig):

E cosp - H
¢ M

L . seng (1.72)

v

H cosd + E

LY 0y send (1.73)

v

De (1.72) e (1.73) segue diretamente a expressao

Capys = S50 Cupys™ sen8 Cogye - (174
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TENSOR MOMENTUM ENERGIA - Um observador especificado pelo vetor

>

V pode definir, utilizando a massa de repouso m e a velocidade
o

v~ das particulas gue ele observa num dado elemento de volume

df, a corrente de massa

0

JOG = F;L E m . L E m VQ_I . (1.75)
df d
— part. part. -
em di em d?

A velocidade média u% 2 definida como

P =pyu* ; v =1 (1.76)

1 & a densidade de massa de repouso medida pelo observador como

- - .
vente com o fluido. Dagui para frente tomaremos V = U ou seja,

observadores comoventes.

0 tensor momento energila de um fluido arbitrério(él)ou
campo pode ser decomposto na forma:
Tap = PV Vg + v(an) + phGB + g (1.77)
onde
qv* =0 (1.78)
o
=0 (1.79)
o
no VP =0 (1.80)
o

p & a densidade total de energia medida por v®.
dq, & o fluxo de energia relativa a ve o
p & a pressao isotrdpica e

] & a pressao anisotropica.

of
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A densidade interna de energia € do fluido & definida como p =
= y(l+e) .
O tensor momento energia satisfaz a equagao de conser

vagao generalizada
s =0 . (1.81)

Projetando essa equacao paralela e perpendicularmente a v® obte

mos:

o+ (p+p) 6 - 6uq“ + q“”v +v %Y, =0 (1.82)

u v

v . v 4 . av
~p| b P (o o+ (F 0t Da” + 3 et + BY g% + nb v O -
(1.83)
Definimos, em situagoes prdximas do equilibrio
v== (1.84)
¥
e assumimos que existe uma equagao de estado do tipo
e = e(p,v) . (1.85)
Podemos definir T = T(p,v) e S = S(p,v) pela rela-
cao:
de + pdv = TdS (1.86)
de onde segue que
s _ Y v s U
TS = (V. « + -V . (1.87)
u ( " v 9w ! )

Essa equagao relaciona a variagao da densidade de en-

tropia S, com relacao ao Tempo CoOsmico, com as quantidades respon-
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saveis pelo afastamento da situagaoc ideal de fluido perfeito.

EQUAQ@ES DE CAMPO - Segundo a Tecoria da Relatividade de Einstein

a geometria & determinada pela equagao:

l = e
Ruv 5 guvR + Aguv = -k ?UV (1.88)

(1)

onde A & a constante cosmologica'='.

Contraindo essa equagao obtemos

-R + 4A = —-xT . (1.89)

De (1.88) e (1.89) segue a expressao

1
= = - . .90
Ry = 5 K9, + guvﬂ €Ty (1.90)

Tomando um sistema de unidades convenientes onxdlexk=C =1

e substituindo (1.86) em (1.47) obtemos:

1 1
= 5 - = - -g T
RuByS CaBYG + 3 (T+A)gasy6 2 _?ayT86+g86Tay ga6TBY gBY ad ]
(1.91)
Com essa exXpressao obtemos:
€ po HpBYV = 4 H 1.92
Bighoy YOV eRangy po ( )
A B
h = - (1.93)
RBK uv e
HyV = - & + 1.94
Rqu v 5 (p+3p) A ( )
Yy8 = - ~ 1 _ 1 -
Raysdv v EaB 6 phay 2 P oY
1 il
- 5 ﬂow + —j' hOE.Y (1.95)
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Utilizando esses resultados nas eqs. (1.43), (1.44), (1.45) '

{(1.47) e (1.50) obtemos:

. 2 20 1.2 1
G—Val[a+2(0+w)+§8 =~ 5 (pt3p) + A (1.96)
We o o4 2 p p _2 2,2
hahB 0Y5+ 3 eGaB + capc 8 + mupw 8 3 haﬁ(w +57) +
. = i *1 _l [THRVE! _ —_];
+ VOI.VB + 3 hOLBV ”U 3 hOf-hBV(U” V) EOI.B 5 T‘—OLB (1.97)
¥y, 8 . p p _1.md g 2 -
hOLhB(w'Y{S) + D’upw B + wO!.p.G B 5 hOLhB VEY][ 6:[ + 3 ewOf.B 0 (1.98)
R A R R )\.IUI = (1.99)
u 7B Bv 378 BV BV e
It By g b w o) -V, ., =-H (1.100)
2 7 (pa)e v oaply T TaBlly (p o) po :

Note que essas equagoes nao sao suficientes para determinar a
evolucdo das quantidades cinematicas. Com efeito, as  equagoes
(1.97) e (1.100) envolvem a parte magnética e a parte elétrica
do tensor de Weyl. E necessario estabelecermos equacgoes de evo-
lugao para esses tensores. Substituindo (1.90) em (1.59) obte -

mos

s 1 1
Y £ g =T . 1.101
Capy |6 2 Tylale] *F Iylatie] ‘ )

Essa equacdo pode ser projetada com relagao a v® de quatro ma -

neiras diferentes, fornecendo quatro equagoes independentes. As

quatro projegoes sao:

a) vPyYRoP ,
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b) nPYaBy Y ,

A

o) hy(ono)kuﬂvx )

Substituindo em (1.99) CGBYﬁ pela sua expressao em

fungao de H e E e construindo com a), b), ¢), d), obte

Hv TRV
(64)
mos '~ :
3 Bo,Yn0o _ o 00, &Y o] B..vd u oV
C&BY "6 V'v'h h™"h EGS“Y + 1 BUVV H "o 5 + 3H w, (1.102)
8 oAeB., Y _ ol 00 8y o B.vé U ov
= 2h""h 'H - VE -3E 1.103
Cagy | 8" Vv - as]y " Buv o sT3E Tuy )
¢ y(o_p)raBy, _ 49 (g 0)haB, _ po _ SERREATRY
C&BY "6h 1 VA évaB 1 VK 4901 4h Uth +
- 2 M, p (0@ haBy 4 oy (py0) LA
B o u A v u
ovus_phraB
+ 4n n VUVAHﬁueev . {1.104)
§ B,y (p, oo _ . (p_o)raB 0o 0. OAUVY
h = - H -49EY"=-4h"h " E +
+ o M, n (OpereBy o oop (ppo) yHlv o
R Ha u A v W
ovpsd _pAaB
+ 47 n VuvkEaﬁeﬁv (1.105)
Utilizando a decomposigao (1.77) do tensor momento
energia o lado direito da eg. (1.101l) se escreve:
K =T |- -—lg—T =V Vi=p —lgw—p +
wos ~ wlel 8] T3 FwieT gl T Twiie"[€] 3 FuieT[E]



+ VUI]B qa:l + WU[E”QI . (1.106)

Com essa expressa0 e as equagoes de conservagao

(1.80) e (1.81l) obtemos:

U,Bpa _ 2 a _ 2 _ vo_- cHU_, GV
KUQBV V™h = 3 p|ah £ 3 eqe + (UEV 3w€v)q ﬂEuV hE W&"V
(1.107)
EQRA Ho_ £ EQRA cafA vl
K v.vh = -4 2 -
naph 3 (p+plw™ + 2n Vidglg ~ 2N (o gte ) ™y
(1.108)
HO_EQBA (o €) (g _£)apA a, e0_ (0 €)
Kuth n Vk = -4 w + 20 tha + 4qaw h g w +
u{o_e)apa
+ 2 .10
h n vy WUGHB (1.109)
af{o_e)y 2 €0, U e Hv €0
= = - - - +
Kpash h VB 3 h (g T q Vu m qu) 2(ptplo +
+ 2q B0 _opulEpolag oy oy Ep O gouy
uf o @ u
+ WB(EGG)B" ?TB(EUJG)B + {;—’ 6 n°°% . (1.110)

Finalmente as equagdes de evolugao para a parte elé -

trica e magnética do tensor de Weyl reduzem-se as eXpressoes:

ea, 8y 3 B vd u £V _ 1 .ea 6 & _
1 € _4,.E v 1 eypg 1l .eca v
5 (o7 ,=3w  )a” + 50 VU + 5 h Ty v (1.109)
e, &y _ & Bovs U ov _ + e _ aBA +
h h Haﬁ”Y n BUVV B 8 3E wv 2(p p)w n qua”B
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T T (1.110)

+
[113] up o

hfnIEMY + orPT - z Hv(pho)u yHlv o ovus praby y g

oA 0L6 Vi
—vaEB(p”U)AaBVA + % B u”ahu(cnp)kasvh _ _ % q(omp) +
l hPoG%,  + % OB(Onp)aBAVAqa + % hu(onp)askvk ﬁua”B
(1.111)
HEROEMY 4 g0 - 1 g (e 0) Vu”v a novuﬁ erab  y +
VIRV 2 v u gl k aﬁ Bv
+ &aHB(EHG)kaBVh _ % HBu”ahu(one)laBVA
_ %'hgg(qu”u_quvu_ﬂuvouv) _ % (p+p) 00 + % q(E&O)
- % hu(eho)aqu”a + % hghﬁ Jou % 8(600)8 +
r 3 ﬂB(EmU)B r2o a0 . (1.112)



CAPITULO IT

MODELO DE FRIEDMANN

Neste Capitulo fazemos uma breve revisao dos con -
celtos envolvidos no modelo de Friedmann e obtemos egsa solu -
¢ao cosmoldgica utilizando o método das equagdes quasi Maxwelli

anas.

Suponha uma dada base de vetores A

em M4. Os veto
res dessa base definidos no Capitule I, e denominados vetores
conexao, definem naturalmente um c¢lemento de hiper volume 6(4)9

gque dencominaremos célula. Denotaremos:

(4) o _ .- o B S
8 = Nagye P01 1] Z[a) Zls] (2.1

onde

r

ZOEO:] Z 1070 0 ; z%i] 20y < O (2.2)

Definamos agora em M4 uma classe de observadores caracterizados

por um campe vetorial ?, tipo tempo. Com relacac a essa classe
de observadores a base de vetores Z?ﬁ] pode ser decomposta

na forma:

U _ 2% H a B _
Z[A] Z[A:r VOLV + h BZ I:A] [:A] 0,1,2,3 . (2.3)
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Sem perda de generalidade vamos escolher a base ZTA |

de forma que:

0 0
o LB o _ o
Z[i:l = Z[i:[hﬁ = &8 Ti[i:l (2.5)
onde nljj_-]an%i:l = =1 .

A cada observador teremos entao associada a celula:

(4) - _ Q B Y s  _ . 3
8 = nuBY6 ZI:O_] Z]:l:] Z[Z:] Z[3j = 6T (62,) . (2.6)

Apenas para caracterizar melhor 60 vamos tomar §T como:
T = = 84 - (2.7)

Assim a cada observador teremos associada uma célula caracteri-

zada por:
(64) . (2.8)

0 volume associado a cada célula pelo observador V no intervalo

de tempo T & entao:

_ a B Y o og% - 3

Suponha que (2.9} defina o Universo observavel para um dado ob-
servador V(x). Vamos considerar este na aproximagao de um flui-
do onde grandezas termodinamicas podem ser definidas. O caso ge

ral do tensor momento energia estd discutido de uma maneira exaus
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tiva e didatica no trabalho de M. Novello(gz).

CARACTERISTICAS DO FLUIDO

a) Numero de Particulas n - Em temperaturas normais n pode ser

interpretado como o numero de atomos do gads. Em casos extremos

teremos de langar mao as quantidades conservadas no fluido tais
- . . . (35,36) .

como numero de barions menos antibarion ' —'=—', para interpre-

tar mn. No referencial de um observador V(x) gque instantanea -

mente & comovente com o fluido em um dado ponto X, © vetor cor-—

rente J" & dado por:

¥ - o ¥ -5 . (2.10)

~a

J% = nv® . (2.11)

=0 . (2.12)

Por simplicidade vamos nos fixar daguli para frente no
66
caso particular de um fluido com uma componentet—)agﬁnas:(a caso

geral & uma extensao direta deste.

Sendo mgy a massa de repouso das particulas constituin

tes do fluido, a densidade p & definida como:

Moo= nm, . (2.13)

0 vetor densidade de corrente de massa e entao:
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% = uwv® . (2.14)

A conservacao da massa de repouso implica uma lei de
conservagdo analoga a lei de conservagao do namero de  parti -

culas n:
I = N+ ub =0 . (2.15)

A densidade total de energia do fluido medida por v® &:

p = u{l+8) , (2.16)

onde B & a densidade de energia interna especifica do fluido.
Assumimos que existe uma equagao de estado para o fluido da for

ma

f = B(P:V) ’ (2.17)

onde p & a pressao do fluido e v o volume especifico do flu

ido definido como

1
= = . 2.1
v m ( 8)

Na presenca de efeitos dissipativos as definigoes de pressao p,
densidade de energia p, numero de particulas n e velocidade do

fluido V sdo ambiguas. Definiremos essas quantidades no caso
g s

geral como

aB _
Vg T P {2.19a)
o
VuJ = n {2.19b)
h o, P = p (2.19¢)
0B )
0 vetor V" serd especificado como a velocidade de transporte

das particulas do fluido ou equivalentemente:
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h* g% = ¢ . (2.20)

Definindo temperatura T(p,v) e entropia especifica

S(p,v) por
dg + pdv = TdS . (2.21)
Da equagao de conservagao para o tensor Tuv (1.81)
segue diretamente a eg. (1.87) que nos da a variacgao temporal

da entropia do fluido.

No caso de particulas de massa nula a definigdo de 1%
~tem de ser alterada para densidade de corrente de numero de par
ticulas.

Podemos estimar que no presente, em qualquer modelo

cosmologico razoavel, devemos ter

=0 , (2.22)

uma vez que a velocidade aleatoria das galaxlas e desprezivelno
Universo observavel. E importante salientar que a existénciade
fluxo de neutrinos pode alterar drasticamente este resultado.

A adogao do principio de Copérnico nos permite conclu

ir entao que:

. (2.23)

Dessa maneira, somos levados a representar o conteudo material
do Universo por um fluido perfeito. Nesse caso a eq. (1.87)

se reduz a

S =0 |, (2.24)
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ou seja, a entropia & constante ao longo das linhas de fluxo do
fluido. As egs. (2.17) e (2.21) nos dao gque o fluido tem ape -
nas uma variavel termodinamica ao longo de cada linha do fluxo.
Essa variavel pode ser escolhida como p = 1/v. Ao longo das li-
nhas de fluxo do fluido i & determinado pela eg. (2.15), e ve-
mos entao que a variagao do estado termodinamico, ao longo des-
sas linhas & determinado pelo comprimento médio 2, para uma da
da equacao de estado. Nesse caso & sempre possivel adotar para

o fluido uma equagao de estado do tipo

p = pl(p) . (2.25)
Dessa forma, o Universo cbservado ou, analogamente, a célula
definida em (2.8), & isotrdpica e seu conteudo material repre

sentado por um fluido perfeito de equacao de estado p = pl(p).

O Principio de Copérnico nos leva a estender essa con
figuragao para todo o Universo. Os modelos cosmoldgicos compatl
veis com esse principio devem ser isotrdpicos em relacao a cada
ponto do espaco-tempo. As possiveis geometrias gque satisfazemes
sas restricoes foram estabelecidas por Friedmann e suas simetri
as examinadas por Robertson e Walker.

As equagoes de campo nesse caso particular se redu-

Z€m a-

e b
Il
I
o
=
PRy
[ay]
X
|
e
|
=
[

TR

ou

ﬁ=--§;e + 2p + 2A (2.25)

(2.26)

Soe
+
(e
@
I
|
o
T+

[¥8)
<
+
=
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As geometrias desta classe possuem a curvatura de tri

-superficie (p = cte) constante ou seja:
R = R(1)

(37)

Nesse caso particular ' ==’ o tensor da tri-superficie se escreve

como

n - - _&E
RaByG B 02 (

haYhBG - haahBY) ' (2.27)

onde 2 @ o fator de escala ou comprimento representativo, defi-

nido em (1.29). Contraindo essa expressao obtemos:

B o= - _E
R = 6 5 . (2.28)

Com esse resultado e com (2.25) e (2.26) encontramos a relacgao:

_% + ili%léI + 4p . (2.28")
2

A essas equagoOes temos de acrescentar as equagoes de

conservagao (1.80), (1.81), que no caso se reduzem as formas:
p+ (p+p)B = 0 (2.29)
h “p1 =0 (2.30)
Supondo uma equagao de estado do tipo
p = Ap 0 <x <1 , (2.31)

as egs. (2.25), (2.26), (2.29), 2.30) podem ser integradas. Im-

poremos a restrigdo adicional A = 0 e escreveremos a mnétrica
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da geometria como:
ds2 = dt2 - a2 dr2 + oz(r)(d62+sen28d¢2{1 (2.32)
A tri-curvatura expressa em fungao de o & dada por:
A 1 )
928 = -4 9L 4 2 _ 592 (2.33)
o] 2 o]
o
onde ¢' = d¢/dr.
As solugoes dessa eguagdo sao trés. A saber
o(r) = sen r , {ue corresponde a e = —1
oglr)y = ¢ , gue corresponde a e =0 (2.34)
o(r) = senh r , gue corresponde & e = 1
Utilizando a métrica (2.32), por calculo direto,cbte -
mos que:
L = a e 6 = v“u =32 (2.35)
o a
Substituindo esses resultados nas egs. (2.25), (2.26) e (2.29)
obtemos:
32 - -1 (i, (2.36)
a 2 )
12
a e _ 1
25 =50 (2.37)
a a
o+ 3(1l+M)p % = 0 (2.38)
A solugdo de (2.38) em fungao de a(t) &:
=3(1+x) (2.39)
equagao

P = Py
A equacgao (2.37) & uma integral primeira da
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(2.36) e as solugoes desta estao reunidas na Tabela 2.1 para os

diferentes valores de A e €.

TABELA 2.1 - Quantidades fundamentais do Universo de Friedmann. A constan-

te A & especificada pela equagao de estado, p = Ap, que rela -
ciona a pressdo com a densidade de emergia. O raio do Universo & dado pela
fungao a(n). O fator de expansaoc 6 mede a variacao do volume V por unidade

de volume. Tomamos o sistema de unidades onde k =1 e c = 1.

0 A € 8 a(n) tin)

4 =2 -1 2/3
§-t 0 0 2t 8y N n
3,2 ' 3.,-1 1/3
Z—t 1/3 0 E—t ag 1 n

6 N 3 sinn

— (1-cosn) 0 1 - a. (l-cosn) a. (n—sinn)
2 ‘ a 2 0 0

ag 0 (1—-cosn)

3 1 3 cos . _
5 = 1/3 1 —5 5 a, sim aO(l cosn)
ay sin™n a” sinn

—-% 1 3 0 -1 3 __sinhn 3 {coshn-1) 3 (sinhn=-n)
3, (coshr~1) % (coshn-1)

21 1/3 | -1 3. coehn a, sinhn aU(coshn—l)
ag sinh4n % sinhzn 0




CAPITULO IIXT

PERTURBACOES

A partir de Einstein o pensamento fisico passou a con
siderar © Universo como uma totalidade(é) representada por uma
variedade Riemanniana caracterizada pelo tensor métrico guv.Neg
se sentido surge a questao de determinar qual a métrica mais ade-
quada para representar o nogso conhecimento do Universo.

As observagOes feitas numa distancla (8%) gque varia
de SOMPC a 100 My

elementos fundamentais, verdadeiros atomos do fluido galatico.

cr se referem aos aglomerados de galdxias como

Essas observagoes, de carater local, s80 relacionadas as propri
edades globalsg do Universo. A estrutura do espago-tempo & repre
sentada pelo tensor metrico guv e pelo tensor momento-energia da
matéria T _, fonte de curvatura desse continuo. Localmente
(strictus sensus) a geometria & plana, sendo sempre possivel en
contrar um sistema de coordenadas onde guv = nuv e a afinida-
de se anula. Essa propriedade, faz com que a descricao da fisi-
ca da gravitagao seja deslocada para os modos de relacao entre
as localidades (ou insténcias(gi)) da variedade. Em outras pala
vras, utilizando o elevador de Einstein como recurso, diremos
que a gravitacaoc de Einstein fala das relagOes entre esses ele-

vadores. Um particular elevador pode determinar p, p, VvV , @u e

T (veja Cap. I). Com esses objetos, em principio, o observa

oB
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dor, associado ao elevador, representa todos os fendmenos fisi-
cos locais (por exemplo, a eletrodindmica). O modo de relagao en
tre os miltiplos elevadores & determinado por quantidades nao 1o
cais e que representaremog pelo Tensor de Riemann funcional das
ivadas n n métri R . i -
deriva segundas do tensor metrico uvpd(vangy6) Asgim, da

dos dois elevadores distintos, a relagﬁo entre esses & determina

(*)

da pela equacao de Jacobi generalizada :
oF OF 2% =n* &S vMY + a8 - a%ay 1 2P . D
Ds '‘Ds § T ABRY I8 a g : i

Na Teoria de Einstein a relacdo entre os elevadores ja
cstd contida nas equagdes de campo. Essas equagOes, nho entanto,
ndo dio a dinamica da relagdo entre os elevadores, mas sim espe-
cificam o estado de movimento intrinseco de cada um deles. A di-

nimica da Teoria de Einstein estd contida nas equagoes

G = =T , (3.2)

e & expressa, no caso de particulas puntiformes, pela equacao

que dal segue

o o

DV av o By

— — + vV = . .
Ds - ds FB 0 (3.3)

Tomando uma tal particula como um observador, a relagao entre dois

observadores vizinhos & determinada pela eq. (3.1). O vetor posi

(*)Para um estudo extensivo dessa equacao ver os trabalhos: "Eletric and Mag-
netic Gravitational Monopoles I. The Equation of Motion of Poles', Novello
et al., J. Phys., vol. 9, nQ 4, pg. 547, 1976; "0pn Jacobi Fields" Novello
et al., GRG , Vol. 8, n® 2, pg. 95.
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cao relativa (z%) entre os dois observadores (veja Cap. I) sa -
tisfaz identicamente a equacao (3.1).

A afinidade métrica TZY & um objeto geométrico depen -
dente do sistema de coordenadas utilizado e n3o &, portanto, um
observével(lé)s Em verdade, por uma escolha conveniente de um sis
tema de coordenadas, & sempre possivel anular FZY em um ponto ou
mesmo ao longo de uma curva qualquer(éﬁ). begsa forma, verifica-
-se que ndo & possivel obter suficiente informagao sobre o campo
gravitacional pela analise do movimento de uma particula nesse
campo. Essa peculiaridade da teorla da gravitagac pode ser me -
lhor compreendida se fizermos um paralelo com a eletrodinamica
de Maxwell (veja ref. (14)).

Na Teoria Quasi-Maxwelliana da gravitagdo, a dindmica
dos observadores e a dindmica do campo gravitacional, sao especi
ficadas pelas eguagoes (1.109), (1.110), (1.111), (1.112),(1.43),
(1.44), (1.45). As variaveis dinamicas da teoria gd0, entao, os

-~ - - -

é, Tuv(va, q ;s T ", pr P} Todos
esses objetos sao determinados pelos observadores locais e a ex-
tensio dos mesmos para toda a variedade espago—tempo, e feita
utilizando o projetor h”v (veja Cap. I e ref. (§4)). A identida
de de Bianchi impde scbre as variaveis din&micas vinculos expres
sos pelas equagoes (1.47), (1.49), {1.50) . Para termos uma teo -
ria dindmica em que os objetos acima referidos gejam caracteriza
do¢ independentemente, temos de definir esses objetos nao em uma
variedade Riemanniana mas sim em uma espago fibrado. No nosso tra
balho mantemos a teoria restrita a uma variedade Riamanniana.bes
sa forma, os dados de Cauchy desta tecoria e, portanto, as varia -
vels dinfmicas da mesma, permanecem vinculados entre gi. Na teo-

ria quasi-maxwelliana da gravitag@o o nimero de variaveis inde



pendentes & 10. A imposic@o da condigao inicial de que a equagao
(1.88) seja valida sobre uma hipersuperficie tipo~-tempo, torna a
teoria quasi-maxwelliana equivalente a Teoria da Relatividade
de Einstein e reduz o nimero de variaveis independentes a 6(22).

A Teoria Quasi-Maxwelliana da gravitagao possue © gru-
po dual como grupo de simetria dessa interagao, gquando © espago

e vazio ( = 0), isto &, sO existe gravitacgdo. Analogamente a

T
IR

Teoria Maxwelliana do eletromagnetismo possue esse grupo de sime

tria quando a corrente & nula. Assim, a Teoria Einstein - Maxwell

& invariante sob o grupo dual (veja Cap. I):

EUU‘ = g"Y cosd + send ' Ll (3.4a)
Huv‘ = —sen¢EUv + cos¢ gV {3.4b)
" = g¥ cosn + &Y senn (3.5a)
g" = -senn 7Y o+ senn s {3.5b)

onde os angulos ¢ e n sao constantes.

Retomemos a teoria de Einstein. O fisico E.Lifshitz de
senvolveu um método para analisar a estabilidade das  solugoOes
cosmoldgicas das equagdes de Einstein. Como salientamos no ini -
cio deste capitulo, as equagoes de Einstein determinam a métrica

g e o tensor Tuv simultaneamente para um dado modelo, Para in-

uv
tegrarmos as equacoes de Einstein & necessario afixar uma  gau-

ge(ii) (isto e, condigﬁes de coordenadas) . Lifshitz escolhe o

gauge determinado pelas equagoes

9gi = O (3.6)

9o = 1 (3.7)



A estabilidade da solugao & analisada perturbando o
tensor métrico e o tensor momento energia como expressam as edqua

coes (3.8) e (3.9)

f = + .
o T Iy = 9y, 8T (3.8)

T - T! T
Y BV TR Y,

il
+
s
3

(3.9)

A evolugao dessas perturbagoes e, portanto, a estabilidade da so

lugao em questdo, & dada pelas equagoes (3.10)

sGH = - g1V ) (3.10)
v U

Essas equagOes tém como integral primeira a equagdao de conserva-

g¢ao (3.11) abaixo, e que & de utilidade na integracdo do siste-

ma (3.10)
TV =0 . (3.11)
ity
A gauge utilizada por Lifshitz para integrar as egs. (3.10) '
(3.11) & dada por:
8990 = 0 . (3.12)

No entanto, permanecem dificuldades relativas a interpretagao fi
sica das solugdes de perturbagao. O problema estad relacionado &
liberdade de fazer transformagoes de gauge. Ao discutir perturba
¢oes, estamos tratando com dois espagos geomeétricos distintos —
um associado ao espago fisico, o espago-tempo perturbado; © ou -
tro, um espago ficticio, o espago-tempo base (nao perturbado) .Pon

= o
tos do espago-tempo base sao marcados pelas coordenadas x (o=
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= 0,1,2,3).

Uma correspondéncia biunivoca entre pontos no espaco -
-tempo base e pOntos'no espaco~tempo fisico, associa essas coor-
denadas ao espacgo-tempo fisico e define uma escolha de gauge.Uma
mudanga nessa correspondéncia, mantendo as coordenadas do espacgo
-tempo base fixas, & denominada transformag¢io de gauge, que de -
ve ser distinguida das transforma¢oes de coordenadas que mudam
as marcas dos pontos do espago-tempo base e do espacgo-tempo fisi
co simultaneamente.

A perturbagao de uma dada quantidade & a diferenca en-
tre o valor que ela tem em um dado ponto do espago-tempo fisico
e 0 valor que ela possue nO correspondente ponto no espago-tempo
base. Uma transformagac de gauge induz uma transformagdo no espa
co-tempo fisico e também muda © ponto no egpago-tempo base, que
corresponde ao ponto dado no espaco-tempo fisico. Assim,mesmo uma
guantidade escalar associada a geometria ndo serd uma perturba -
¢ao invariante sob transforma¢des de coordenadas se a referida
guantidade for nac nula no espago-tempo base. Essa dificuldade
da teoria de perturbacoes desenvolvida por Lifshitz tem sido mo-
tivo de analise e discussoes por diversos autores. Recentemente
Bardeen?®) gesenvolveu uma versdo da mesma onde as variaveis in
dependentes, tomadas como combinacoes lineares das variaveis uti
lizadas por Lifshitz, sao invariantes por transformagles de gau-
ge. Dessa maneira, a questdo da interpretacao fisica das solu -
¢Oes das equagOes de perturbagao fica parcialmente resolvida.

Uma outra dificuldade dessa teoria permanece sem solu-
¢do. Na aproximagdo (3.8) a existéncia do limite da métrica gquan

do § >+ 0 & pressuposto. Esse limite & dado pelo espagOo-tem-—

I
po base guv' Esse esquema tradicional, em verdade, & por demais
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simplista e podemos questionar sua validade em casos gerais. To-
da a questao consiste na id&ia de limite., Esta nogao requer um
critério operacional da vizinhanga.

Para podermos utilliza-lo deveriamos considerar um con
Junto W (abstrato) constituido de colegdes de métricas e introdu
zir em W uma métrica. Assim a nogdo de distlncia entre duas mé -
tricas poder-se-ia estabelecer de modo correto. Aparentemente, is
to pode parecer um exagero formal. No entanto como demonstrou
Geroch em um exemplc simples, a nog&o usual de limite de uma ma-
trica pode levar a conclusces contraditorias (Novello(gg))_ E
importante galientar que nesse método de analise da estabilidade
das solugoes das equagoes de Einstein, a métrica & tratada como
um observavel, quando, na realidade, & a curvatura da geometria
que tem sentido fisico. E talvez essa a razao da dificuldade em
definir o limite entre duas solugoes, no método introduzido por
Lifshitz.

No método da teoria quasi-Maxwelliana, introduzido por
Hawking, ambas as dificuldades sao evitadas. Segundoc essa teo -
ria (veja Caps. I e II) os modelos de Friedmann (Robertson-Wal -
ker) sao caracterizados pelas seguintes condigées: o conteudo mate

rial e energético do Universo € representado por um fluido per -

i
e]
©

0]

feito com equagao de estado p
Egsgas condigoes implicam nas condigdes adicionais

p=pl(t) , p=rplt) : 6= ¢e{(1) , (3.14)

onde a, & a aceleragdo do fluido e T = cte indica as hipersuper
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ficies ortogonais ao fluxo do fluido (veja Cap. I e Ap. A). To -
das as condigoes impostas sdo relativas ao fluido e, em princi -
pio, podem ser oObservadas diretamente. Utilizamos um sistema de
coordenadas onde t = 1 mede o tempo prdprio ao longo de cada li-
nha de universo do fluido, e o fator de escala ¢ & fungdo ape
nas do tempo t. Entao, L4(t) @& precisamente a fungao a(t) usada
para descrever os espacos-tempo do tipo Robertson-Walker (Vol. 1
II Escola de Cosmologia CBPF, M.Novello).

As equagoOes nao triviais que restam, sdo as equagdes
(2.26), (2.29). As condigdes (3.13) e (3.14) impOem gue a parte
elétrica e magnética do tensor de Weyl sdo nulas; esse resultado
assegura que 0s espagos—-tempo em questdo sao conformalmente pla-
nos. Existe um resultado reciproco a este que permite demonstrar
que, sendo o tensor de Weyl nulo, entdo as condigoes (3.13) e
(3.14) devem ser satisféitas(ég).

A estabilidade desses modelos, & analisada perturban-
do o campo gravitacional e a fonte desse campo. As perturbacgoes

do campo gravitacional sdo, seguindo Hawking, representadas pe -

los tensores

6Euv = Euv (3.15)

6Huv = Huv (3.16)

A igualdade foi introduzida para simplificar a notagao. No espa-
go-tempo base esses tensores sao nulos logo, essa identificagao
ndo introduz confusdao na notacgdo. As perturbagdes da fonte  sao

representadas por:

Sw = w (3 .17)



Yy

6qu = Oy (3.18)
6ﬂuv = Ty {3.19)
6au = a, (3.20)
6qu = q (3.21)
50 (3.22)
§p {3.23)
Sp {3.24)

Por calculo direto verifica-se que a aceleragdo do flu

ido & expressa em fungdo da velocidade do fluxo pela eq. (3.25)
abaixo
Sla) =a = (V) + = gsv . (3.25)
U v U 3 v

As equagdes que determinam a dindmica das perturbacgoes do espago
-tempo base, sdo as equagdes quasi-maxwellianas para as pertur-
bagoes (3.15),...,(3.24), escritas no espago-tempo base e consi-
derando apenas termos lineares nas perturbacoes. As egquagoes sao

as sgeguintes:

o wo_ 1, o 1 Loggslpo v
he By = 30 (0) |, -3 plaﬁ{VﬂVE%FB bq.+ zh” my, (3.26)
o VRV _ 1 aBA 3
hE Huu“vh (p+p)wE 5 Ne VA quﬂB (3.27)

h fn pDEGB 1y pHle €)dva, | nep o 1 (o0+0) 5E° +
o B8 DT 2 ol v n A 7 \PTP
(3.28)
Ioepp 2on o 1 o ep o1y {go) ulo . 1o
+ 3 hahu T + 7 Om 7 hu h h 4@ ¢ b "g Iy
0B y
€, 0 DH 1 Uip_€)hva N ep _ L pulo e)aBay 39
hahs o1 + 5 Euquh n v, 6H 7 h n kﬂuﬂm( .29)
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(50)" - a% , + 5 088 = - 5 (3p+35p) (3.30)
o N 2 1 § - -1

SHpS > h(uhg) 3 v + 3 8o st 3 haB a7l s Eig 5 Tog (3.31)
yoo— MY oo + % 68w, , =0 (3.32)
a2 o B “fp|v] 3 T8 )

h“B(GBv”v—wBUHU) - % S(hUBeIB) = qp (3.33)

w““u = 0 (3.34)

Huv - % h?uhg) (Gap”l wap”k)nBEpkve (3.35)

§p + 6(8p+sp) + (p+p)de + q””u =0 (3.36)

—s(p, 0B + (p4p)sa +h % +28q +n 1%, =0 (3.37)
I8 b Mo 3 "4 Ho I8

As propriedades geométricas dos modelos de Friedmann
permitem construir nas hipersuperficies de homogeneidade dos mo-
delos bases completas de auto-fungdes harmdnicas, solugdes da
equagao‘de Helmholtz generalizada (veja Apéndice A). Essas auto-
fungoes, introduzidas na fisica por Fock e Lifshitz, permitem ex
pandir as perturbagoes e classificad-las em escalares, vetoriais
e tensoriais. Essa decomposigao, gque constitui o "espectro de
Fourier" das perturba¢ses, permite introduzir o conceito de mo -
dos normais de vibragdo do universo. A seguir apresentamos a de-
composigao das perturbagoes representadas por (3.15),...,(3.24),

nas bases dos harmdnicos esféricos.



Em) = El(T) Pw + EZ(T) Zuv + E3(T) Uw {(3.38)
_ 3 T el 3
Huv = Hl(T) Puv + H2(T) Euv + H3(T) qu (3.39)

OUU = Ll(T) Puv + L2(T) Zuv + L3(T) qu {3.40)
= L v(n) F (3.41)
uv 2 uw -
Wuv = ﬁl(T) Puv + FZ(T) Zuv + W3(T) qu {3.42)
q, = ap(1) T, + ay(t) §, (3.43)
sva = Vl(T) Ty + V2(T) Su (3.44)
§0 = R(T) Q (3.45)
§p = N(T) Q (3.46)

Finalizando este capitulo gostariamos de salientar que
no presente método, © modelo base & recuperado no limite em que
as quantidades (3.15),...,(3.24) se anulam. Dessa maneira a difi

culdade apontada por Geroch & evitada.



CAPITULO IV

PERTURBA{OES ESCALARES

Neste capitulo restringimos nossa analise a parte esca
lar do espectro de Fourier das perturbagGes. Isso & feito anulan

do as expressoes

(3.38),...,(3.46) cap. III; com isso garantimos gue as perturba-

coes sdo puramente escalares.

Apenas para referéncia, listamos as perturbacgoes nao
nulas, gue sao:

§8 = R(T)Q (4.1)

dp = N(T)Q (4.2)

6V, = Vg 0,0 (4.3)

Ey = E(T)ﬁu\) (4.4)

H ., = H(T)f’u\) (4.5)

Tyv 7 L(T)ﬁuv (4.6)

v = Tr(T)f)u\) (4.7)

a, =9 B9, (4.8)

Neste caplitulo suprimimos

coes.

indice 1 da amplitude das perturba -

A ordem k dos harmdnicos esféricos determina a sua pe-

riodicidade. Essa periodicidade nos permite definir um compr imen
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to de onda m associado a&s perturbacgoes. Por analogia com © caso

plano (¢ = 0), o comprimento de onda associado a uma perturbacao

de ordem k e definido pela expressao (4.9) abaixo:

o = Zgﬂ (4.9)

Por calculo direto verifica-se que a aceleragao das par
ticulas do fluido & expressa em funcgao da velocidade das mesmas

pela seguinte equacao (Cap. III):

a% = (0% = (sv™ " + % psv® . (4.10)

Substituindo em (4.10) &V pela expressao (4.3) obte-

mos o seguinte resultado

B -
g

- 1 B _ U B
a, = (Vh + 3 8Vh QIB Vh QlB . (4.11)
Tomando a derivada covariante dessa expressdo e con -

traindo com a métrica ha obtemos:

B

= Y S . (4.12)

De maneira semelhante obtemos 0Os seguintes resultados

6(pIBhUB) = ESD)]Bhﬁ—5VhEQ|€1 = A (N-pV) K2 o (4.13)
h &% = (d - S x° 7y (4.14)
%B%UB = ;%5 (3e + k) = T (4.15)
76 % =2 (3e+k?) 7 | (4.16)

o u 3
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2 up | e 1+ T 2 2 -
§(h = 2 1=+ == V- <Rrk 4.17
. . - 2 -
=L P - = L P 4.16
(U B) OLB 3 o U.B ( )
].. AV 1 - 2 -
-=h" nV a +=h a', = -V k“ P (4.19)
27 (aB) Tulv 3 Tas |u of
- » l -~
ho®h B +gH = (H + = pH) P 4.20
e p apf 0 Ep ( 39 ) €0 ( )
. B . . 1 -
h®h P(E )" + pE = (E + 3 pE) P (4.21)
£ D af ED 3 £p
l (8} ]J- l - l L] ].. -
5 h “h + = = = + 5 P 4.22
2 . 0 'iTOl"u 6 6 'ITEQ 2 ( 3 Gw) £p ( )
T L + Lh ¥ =—]—‘Eq§ (4.23)
47 (e o) “ula & ep” Ju 2 €0
sgM_2 2, E -
VUHE = 3 (3 + k7) £2 T (4.24)
TEM =2 3: + x5 £ 7 (4.25)
u e 3 22 £
Utilizando egses resultados, as egs. (3.38),...,(3.46)
permitem escrever as seguintes equagoes para as emplitudes das
perturbacgoes:
2.2 — 2
E=—i£—2— N - 5v+eq+3ﬁgk W_%. (4.26)
2(3e+k”™) = L -
H=20 (4.27)
- 1 1 Lo g1y 12
E+ 3 BE + 5 (1+X) pZ = 5 (m + 3 o) 5 kg (4.28)
I.{-I-%—BH——— 0 (4.29)
. 2 v 2 1 '
- v =z = - = .30
R - k 5 + 3 6R 2(1+3}\)N (4,30)



i-kv=—E——%n (4.31)
2 2, T 2 {7 & 1+ 2 .2
3 {3e + k7) P -2k {] — + (T) DTV -3 R} = k7g (4.32)
-2 A
N o+ 6(1+M)N + (1+3) pR + kg, = 0 (4.33)
/2
e . . 2 3e+k 2
- A |N-p-T + (1+M)pV + g + 6g + 5 ( £ > ym =0 (4.34)
- 4 3% k

Supondo que o regime do fluido nd@o & alterado pela per

turbacdo a equacgdo de estado do fluido nao muda. Isto &,
P = Ap implica gue §p = Adp (4.35)

Nesse caso a equacgao de conservacgao do tensor momento energia ga

rante gue a divergéncia do fluxo de calor & nula:
qu”a =0 . (4.36)

Substituindo nessa equagcaoc o fluxo de calor pela sua

decomposicdo em harmdnicos escalares (4.8) concluimos que:
g =0 . (4.37)

Analogamente podemos mostrar que a condigcao (4.35) im-

oe gue T = 0.
P g "V

Por essa razao vamos cehtrar o nosso interesse na den-
gidade de contraste X, definida abaixo, gue caracteriza totalmen

te as perturbacdes do fluido que satisfazem & condigao (4.35) .De

finimog X como x = Sp (4.38)

o

Para determinar X necessitamos utilizar as equagoes
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(4.30), (4.33), (4.34). A equacgao (4.33) pode ser reescrita sob

a formas:
- -1 /N,
R = 157 (p) (4.39)
Derivando essa expressao, substituindo o resultado em (4.30)

e utilizando (4.34} cobtemos:

I%i' EX)" + % egl - l+§* Xp + %; V=0 (4.40)
ou ainda
U S R k%7 = 0 (4.41)
A eg. (4.34) reduz-se a:
Vo= 2y 4 v (4.42)
[ED)

Essas duas equagodes nos permitem calcular X e V .Subg

tituindo (4.41) em (4.42) e derivando, obtemos:

(L7pX) + —x X + k“a0V + k BK(—A—X+A9V) = 0

W20 - L (g2 kA 2 2
2 e T+x

A
T+A
(4.43)

Isolando V em (4.41) e (4.42) obtemos a seguinte expressao

- 2
1 1 25" 1+3X1,2 k“A I
- - - X
Vel 12 (A7) -+ =5=A7eX - 13y

e entido finalmente segue a eguagao (4.44) abaixo
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. —_ 2 Ju— -
0 [1+3x ,2 ., _ _1 25" Ak | I
B R A vy (24%) I + gy X F gix| = o (4.44)
Verifica-se por substituicao direta que
Xs = —(1+k)V06 {4,45)
onde V, = cte, & solugao da eg. (4.44). Essa solugao & cbtida

0
por uma transformacdo de coordenadas e nao representa nenhuma al

teracao efetiva do modelo, como mostraremos a seguir. Suponha a

transformagao

logo,

§p = —(l+k)6pV0 .

Para eliminar essas solucoes fictlicias procedemos da se
P =

guinte maneira. O sistema de equagoOes diferenciais dque determi -

H

nam as perturbacoes & acoplado aos tensores E v’

TRVM Ouv ¢ Yy
que dependem de §p e sv!. O tensor w,, no caso em questao, & iden

ticamente nulo e os tensores E H sendo nulos no mode

VRVRAN TR VRS Ouv

lo base terao de permanecer nulos para toda perturbacao gerada

por transformacgao de coordenadas. O caso inverso, que toda solu-

= 0 & uma transformagao de coor

a =E  =H
¢cao onde muv Hv nv

o
v
denadas, segue da anilise direta das equagoes.

Vamos demonstrar que a solugdo (4.45) & efetivamente

uma .transformagdao de coordenadas. Da eq. (4.26) segue que E = 0,

isto e, Eyy = 0.



H
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consequentemente

A equagao (4.27) impoe que H = 0 e
(4.32) por sua vez nos da que:

ny o 0 sempre. A eq.
0 isto &, g

Hy

esclarecen-

Um dos méritos deste método & eliminar a solugao (4.45), explici

™1
il

(49)

tando que ela & uma transformagao de coordenadas, e
permitindo

do uma confusao existente na literatura até& entao
A solugao (4.45), por outro lado, & Gtil
(4.44) . Substituindo nessa equagao X por

simplificar a eq.
K = XS v
obtemos
1 1.2, 2~ p 27 . 1+3% ,,2 .
L X LA
SEDY Lﬁ XSV) + (4 XS) v + (& Sv) T + > {L pXSv) +
PRV RN A S SETRPE- VAL | SUN S I PE RSP Vs B—2>< v =0
i |t sy s’ T+x 8 |~ sV s/ 1T 1TV T
Definindo ¢ = v e simplificando convenientemente os
termos dessa equagao, obtemos:
. .4 2 2 . 3 1 Ak 2
gy + (208 + 3 9" =-A07) Y + {(l+3k)p(6 + (g + 2k)€[ + —5“8 p =0
- L (4.46)
Das solugées da eq. (4.46), a densidade de contraste
X & obtida mediante a integragao
v [f ot n]
(4.46) pode diretamen
(4.46) po-

O caso mais simples em gque a eq.
Nesse caso a eq.
obtemos que

te ser integrada & quando p = A = 0.
(4.42), fazendo » = 0,

de ser simplificada. Na eq.
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v o= 0 .
A eg. (4.41) entao se reduz a
o .2 e 1
X+§8X—‘2‘OX-~O.

Substituindo nessa equacao Y = XgvV e tomando v = Y , obtemos:

Essa equagao pode ser integrada diretamente resultando:

b= v exp| [(ororae] .
J

£ importante salientarmos que as solugbes para p=0 sao
independentes de k (ordem dos harmonicos) . Em outras palavras, o
comprimento de onda (m) da perturbagac naoc influencia a sua dina
mica. Esse fato decorre da matéria ter apenas interagao gravita-
cional. No modelo de perturbagdes em primeira aproximagao o cam-
po gravitacional, que interage com a perturbagdo 6p, € devido a
distribuigdo uniforme da matéria p,(1) e o comprimento de onda
da perturbacdo & irrelevante. Quando p # 0, mesmo em primeira Or
dem, a matéria sofre a agdo da perturbacdo 6p e a sua dindmicade
pende também da aceleragao a” que nesse caso ndo é nula e entdo
o comprimentoc de onda m passa a ser relevante na determinagao da
evolugdo da densidade de contraste X como veremos adiante.

pividiremos o calculo das solugdes das perturbagoes da

densidade de contraste ¥ para o caso p = 0 em trés partes.
a) secao euclidiana, poeira, A =0; € =0, nesse caso (veja Ta-
bela 2.1):
- 4 -2
alt) = 32 5 e(t) =2tTt 5 o(v) =3t :



A equacao (4.47) se reduz a

que pode ser integrada sem dificuldade, resultando:

(4.48)

A densidade de contraste correspondente &

_ 2/3 -1
X = Xq t + Xyt ,

onde Xp © X1 sao constantes de integracgao. O modo (t_l)gxde ser
eliminado por uma transformagio de coordenadas que corresponde a
uma redefinigdo da origem da coordenada t. A solugao fisicamente
significativa &

X =X, t . (4.49)

A constante XO deve satisfazer a condicao (de pequenez)

2/3
Wy tO << 1

onde ty & o instante em que se formou a perturbacao.

b) secao fechada, poeira, A 0; ¢ =1, {ver Tabela 2.1).

a(n) = {l-cosn) H t(n) « {(n-senn)
g = 3 sen n ; . o = _Qj (l—cosn)_3
a0(1~cosn) a,

A equacao (4.47) fica,

d _
{senn) an - 2P =0

e tem por solugao

1P=C0tg

(Y
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A densidade de contraste correspondente &

X = 3 sen N | ( c. (tg? %)(l—cosn)dn + xé]

ao(l—cosn)2 _— -

de onde segue que

X = 3_sen n C. (senn - 3n) + X + 0
2 0 0
ao(l—cosn) — L ao(l—cosn)
Eliminando a solucgao ficticia obtemos:
w =3 8. S8BT isenn o 3n) 4 b
0 2 1 - cosn | .

—(1-cosn)

A condigao sobre a constente Cj e

E?O
5 << 1 para t(no) << 1 .
"o
c) segdo aberta, poeira (A = 0; ¢ = -1).(Ver Tabela 2.1)
a(n) « (coshn-1) ; t(n) = senhn-n
g = 3 senhn . : 0 = _§§ (coshn~l)'3
ao(coshn—l) a
A equagao (4.47) fica
ay _ -1
an - 2 {senhn) Y

e tem por solugao:

(4.50)



A solugao fisicamente significativa para a densidade

contraste X &

- B 3 -0 n
X = 300 _m (l 7] cotgh 2) + lj|: . (4.49)
2

A constante C, deve satisfazer 3 condigao Cy << 1.

Nos trés casos analisados as constantes arbitrariases
tao relacionadas a escolha do sistema de coordenadas. A escolha
feita foi a de um sistema simultaneamente sincrono e comovente.
Nesse sistema 6V” = 0. Na literatura(ég) a solugao ficticia
X « 8 & considerada como fisicamente significativa. Essa confu-
sdao & proveniente do fato de gue nos esquemas tradicionais de
cdlculo de perturbacoes, as solugdes ficticias sdo . eliminadas
por uma escolha de gauge conveniente(éi). Essa particular esco-
lha de gauge permite ainda transformagaes de coordenadas possi-
bilitando eliminar a solugéo referida. No método desenvolvido,
essa solugdao & claramente identificada como proveniente de uma
transformagao de coordenadas pela analise do sistema  completo
de equagoes como anteriormente salientamos.

Apenas como conclusao, gueriamos notar gue no caso
aberto e fechado para n << 1 temos Y « n2. No caso aberto pa-

ra n >> 1 temos X = cte. No caso fechado no limite n = 7

a perturbagao X cresce.

- Calculo da densidade de contraste para a equagao de estado

Novamente vamos dividir o calculo em trés partes.

a) segao euclidiana, radiagao. A= % ; £ =0 (Ver Tab. 2.1)

a(t)y «= tl/2 ; g = % t .



A equagao (4.46) se reduz a
- 1 1 1 _
Y -5t 4 (5 + k"e)y = 0 '

onde a constante ay foi escolhida de maneira conveniente para
1 s ~ -
termos ¢ fator 7 no ultimo termo da equagac. As solucgoces dessa

equagac sao

X sen X

i

kvt

Yy = onde X

X cos X

Eliminando a solugao ficticia X « § , obtemos para a densidade

de contraste a seguinte expressao

No limite kv/t << 1 o comportamento de X & dado por:

X = Byt + Kltl/z . (4.51)

No limite kvt >> 0 o comportamento de X & dada por:

X = -A, coskvt + Aq senk/t (4.52)
b) segao aberta, radiagao, X = %; e = -1, (ver Tab. 2.1)
a(n) = ag senhn ; t(n) = ao(cosh n-1)
A equacao (4.46) fica
1 2 K2 2
7 senh® 2n y" - senh2ny' + (2 cosh2n + 13 senh” 2n)y = 0 . (4.53)

A equacao de estado p = % ¢ estd associada, no modelo
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-~ L] L3 » n . ¥ * ~
padrao do Universo, aos instantes lnlClalS( ). E natural entao ,
que a equac¢ac acima seja analisada na situagdo n << 1. Nesse ca

so, (4.53) se reduz a:

nzw" _ 2nwl + (2 + ..]S._ n )w = N (4.54)

Para grandes cdmprimentos de onda, ou seia k2n2 << 1,

obtemos

nfpr - 29t + 29 = 0

A solugdo dessa equagac &

e a densidade de contraste correspondente &:

_ 2
X = AO n+ A . {4.55)

Expressa em funcgio de t(n) essa solugao fica:

X = AO t + Al t . {4.56)
Para k »>» 1 temos
2 2
N2yt - 2n9' + (2 + g0y = 0
2
onde q = 55 .

A solucgdo dessa equagao &:

_.3/2 |.
Py = n .Sl J1/2(qn)+C2 Yl/z(qn{[ {(4.57)

No limite ng >> 1 obtemos:

* -~ . —-3(A+1
( )Isso se deve ao fato de que pela conservacao de energia ¢ v a ( ).
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Isen gn _ cosgn 2cosqn“-T +
0 5/2 3/2 7/2 2
g / q / q / n

= A

+ A

cosqn , _sengn _ Zsendgn 1
1 .

5,2 372 5 772
nq/ nq/ nq/_

¢) secdo fechada, radiagao, A = %; £ = 1 (ver Tabela 2.1)

E obtido diretamente do caso anterior pelo seguinte ma

peamento

a > 1ia ; n -+ in : k »- ik



CAPITULO V

PERTURBAGOES VETORIAIS

Neste capitulo vamos restringir o nosso estudo a per-
turbagSes onde apenas o estado de movimento do fluido muda, dei
xando inalterada a densidade de energia. Seguindo o mesmo proce
dimento utilizado para analisar as perturbagdes da densidade de
energia, iremos desenvolver as perturbacoes em uma base comple-

ta de harmdnicos esféricos vetoriais. Esses objetos, que denota

-

mos por s¥, s3o auto-vetores do operador de Laplace tridimen-

sional (veja Apéndice A)

- 2
pMV§ § 3% - K o ) (5.1)
[URRY. 22

-

Com esses vetores podemos construir os tensores ZaB

e F tomando a derivada covariante na tri-superficie perpendi-
P perp

of

o : : s .
cular a Vv e simetrizando e antissimetrizando o resultado, res

pectivamente. Aléem desses tensores nds construimos os vetores

duais *8" definidos pela expressio

sl _ _MUPBAy; o A
S n VEVASB . (5.2)

Esses vetores duals, introduzidos pela primeira vez por Novello

(32)

et al , simplificam consideravelmente o cdlculo da evolugdo

temporal das perturbacdes. Utilizando o vetor dual *SY defini



mos o tensor simétrico *EaB pela expressao
*‘ o~ e P
2, =V S,~- V,S . (5.3)

Utilizando esses objetos podemos decompor as perturba

cdes na base S" e na base dual *S" como segue:
aﬁu = V(1) §u (5.4)
G, = a(n) éu (5.5)
%uv = () I (5.6)
o =Liv(n F (5.7)
TRY, 2 TRV
G,y = L) iuv (5.8)
ﬁﬁv = E(T) Euv (5.9)
ﬁuv = H(1) "I, (5.10)

Essa decomposicdo deve ser entendida como uma série ,

por exemplo 8V =E v(T) S . Escrevemos apenas um termo geng

Mon y -

n (n) {n ) _

rico, deixando implicito o somatdrio em n pela mesma razao assi

nalada no caso de perturbacoes escalares (Cap. IV). Nas expres-

sdes (5.4-10) acima, o paradmetro T & o tempo proprio do obser
vador comovente definido por vh,

Substituindo (5.4) na eqg. (3.11}, que define a acele-

ragao,encontramos:

Wl
}

a = (V + = 6V)S . (5.11)

U

Utilizando esse valor na equacado de conservacgao (3.23), obtemos:
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(5.12)

A equagao de vinculo (3.19) neste caso se reduz a:

2 .
hu (GB\) - LUB\)”\)) + § 95Vu = q” (5.13)

0 valor de 6, obtido da equagdao de Raychaudhuri, &:

. 1+x T
§ = -3 &£ + =22 ) (5.14)
g2 27 7]

Utilizando esse valor de 6 na eqg. (5.13) obtemos o valor do ten

sor de cisalhamento e que &

2 —_
L = % 5 (q + (1+A)pﬁI + % .
2e+k - 1 il

(5.15)

Substituindo a expressdo (5.9) na equagao de divergéncia do ten

sor Euv (eg. (3.12)) obtemos o valor de E dado por:
L= ———ﬁl—i— 226 (14+X) pV + QI + % . (5.16)
3{2s+k"7) — -
A parte magnética do tensor de Weyl, Huv’ e obtida

substituindo (5.10) na equag¢ao de vinculo (3.2.1). O resultado

obtido &

(L - %)h“ u . v 8*¥ .

1
2 e B) "vTu

s _ 1
H{T) ZaB =

Substituindo nessa expressao o valor de L dado pela eq. (5.15)

obtemos:

2 -
H(t) = - < 5 (1+X)pV + é] . (5.17)

2{2e+k”) -
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Com esse resultado completamos © calculo das perturbagoes veto-
riais. As demais equagoes sao identicamente satisfeitas como de

monstramos a seguir.

Substituindo (5.11), (5.6), (5.9) na eq. (3.17) obte-
mos:
. 1 1 ,- 8 o _ T
L + 3 8L 5 (V + §-V) = E 5 . (5.18)

Derivando a expressao (5.15) e utilizando a eq. (5.12)para cal

cular o termo ﬁ + % V e substituindo os resultadeos encontra-

dos na equacao acima, obtemos:

2
L +420n -2 v+ 8y =% - &g - (1) v 2 —n L (5.19)
3 2 3 2 3 3
2e+k

Comparando esse resultado com a eq. (5.16) vemos que o lado di-
reito de (5.19) se reduz a -(E + %) reproduzindo identicamen-

te a eq. (5.18).
Utilizando as expressoes (5.5), (5.7) e (5.10), encon

tramos para a divergéncia da parte magnética do tensor de Weyl,
para o vetor vorticidade e para o rotacional do fluxo de calor

0s Sseguintes resultados:

2 -
RORMVE = 2ETE g g
£ Vool jl2 £
_ _ 1 ByS = -1 *
We = 7 Ne VﬁmBy 2 v SE
n v g = qs?
£ Yy BTo £ )
Substituindo esses resultados na eqg. (3.13) obtemos a

seguinte expressao
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H = - — %~ {1+A) pV + éT .
2(2s+k”) '— _

Essa expressao & idéntica ao resultado obtido através da equa-
¢ado de vinculo (3.21).

Regsta-nos verificar as egs. (3.14) e (3.15). Utili -
zando as expressdes (5.10), (5.9) e (5.6), obtemos por calculo

direto os resultados:

a6 = (& - % o) 1*%B
E
1z uip €)Av _ (1) = ulo_€)iva, _ _ E zxpe
7 Bapg B Wym s o ViaT T3l :
1 ulp e)aBr, _ T & plo_e)aBi M SxpE
4 TI—UOL" B h n V}\ 4 ZUOL“ B H: VA. 4 z -

Substituindo esses resultados na eg. (3.15), obtemos:

1 0H -

. 1
Ht3 7

=T
E =2 . (5.20)

Derivando a expressao {5.17) obtemos

2 — 2 —
0= - ——-i;ﬁi— !(l+X)pV+éI - _“*_&_5‘ (1+A) oV + (142) oV + é[
3{2e+k”) - - 2{2e+k”) -~ =

Utilizando a egquacgao de conservagao da densidade de energia p e

a expressao (5.12) para eliminar ﬁ e V da equagao acima, obte-

mos o seguinte resultado:

Substituindo esse resultado na eqg. (5.20) e utilizando as ex -
pressdes (5.16) e (5.17) verificamos gue essa equagac & identi-

camente satisfeita.
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As expressoes (5.5), (5.9), (5.6) e (5.5) nos permi -

tem obter por calculo direto os resultados:

E,. p maByc _ s _ 1 SEP
hOt hB (B ) = (E 3 BE) I

plp €)iva, & = * nip_€)Ava 2 “ED
h v)\v\)H&U H(t) & Ofl-l“ \)h n V}\ H(k 2e) 7%
h *n P 7% = (7 - = om) 1%
1. ale plug -1 SEP
g PNV g =790

Substituindo esses resultados na eqg. (3.14) obtemos

B+ % BE + % (k%-2e)H = Z& (p+p)L - % q +

(5.21)

| =
e

Utilizando a eq. (5.16) encontramos para I o resultado

' 2.2 _— 2
E = - % _E_g_i_ !(l+h)pv+é] - ili&lj;m-{(l+k)pv+é1 +
(2e+k™) - .. 2(2e+k ) -
gy T8
€ 5 ‘(1+A)pv+%1 + %'— 37 .

2e+k —

Essa expressao juntamente com a expressao (5.15) nos permite ob

ter o seguinte resultado:

2 _
(10)pL + § - 7 = E2E l(l+)\)pV+q]
4(2e+k ™) = :

ro[ =

2
§BE+

E +
Comparando esse resultado com a expressao (5.17) verificamos que
a eq. (5.21) & identicamente satisfeita.

As solugdes encontradas sdo expressas em fungao de

g(t) e m(1t) gque saoc totalmente arbitrarias. Vamos analisar dois
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casos particulares dessas solugOes que s3o de maior interesse.

CAS0O TI: Fluido Perfeito

Impomeos que g = 7 = 0, Nesse caso a eg. (5.12) pode
ser imediatamente integrada, fornecendo a perturbacao V(t). Es-

se resultado &

v(Tt) =V, % . (5.22)

Substituindo (5.22) nas expressoes (5.15), (5.16) e (5.17), en

contramos 05 sequintes resultados:

E = __iiiig_ 0¥y © g 2 (5.23)
3(2e+k”)
_ _2E
H=-%53 (5.24)
L = —lili PV *+ % v, 23K"l (5.25)
Z2e+k

Para o caso da equagéo de estado p = % p (radiagao) a
perturbacgao da velocidade, do tensor de cisalhamento e da vorti

cidade sao constantes, resultado que confirma o anteriormente cb

tido por Lifshitz et al.(gé). A nossa solugao, que & valida pa-
ra toda equacac de estado do tipo p = Ap, permite verificar no
caso % < X < 1, gque a vorticidade e o tensor de cisalhamento
aumentam com o passar do tempo, uma vez que £(t) & uma fungao

monotdnica crescente.

CASO II: Fluido de Stokes

Vamos considerar que a perturbagaoc & caracterizada por

g = 0 mas possue uma pressao anisotropica T, due & linear -



mente relacionada com o tensor de cisalhamento:
T = a g r (5.26)

onde o & uma constante, dencominada coeficlente de viscosidade .
Nesse caso a ed. (5.12) pode ser integrada fornecendo o seguin-

te resultado para a perturbacao V(t),

3 o 2 2
- (2e+k )IR dt

_ o
e %7 e 0 ] (5.27)

Na expressao acima £ & uma constante de integracao. Em geral,
para um fluido de Stokes definido por (5.26), a Unica restrigao
que a constante o deve satisfazer & a de que o > 0. Essa impo-
si¢ao garante, mediante o uso adicional do segundo principio da
Termodinamica, que a entropia apenas aumenta no sentido da seta
do tempo (futuro). No caso presente, v deve ser considerado co
mo uma perturbagéo de primeira ordem. A equag¢ao de conservagao
do tensor momento energia, nesse caso, permite gque a condicgao
sobre o seja abandonada, uma vez que a contribuicao da anisotro
pia para a variagao da entropla & um efeito de sequnda ordem.As

sim, a instabilidade desse tipo de perturbagac que pode ocorrer

para o < 0 nao & proibida.

Vamos fazer um comentario final sobre as perturbacoOes
vetorials. Suponha (ue n0s desejamos considerar uma perturba -
¢ac puramente elétrica fazendo para isso a imposigdc de H = 0.
As eqgs. (5.12), (5.15), (5.16) e (5.17) implicam entac que
T=0 e E= 0. Esse resultado significa gque a geometria per -

(38)

turbada & também conformalmente plana — . Perturbagdes desse ti

po sdo possiveis apenas se existe um fluxo de calor tal que
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g = -1+ pV . (5.28)

Nesse caso a vorticidade & dada pela relacgdo

L=52L—v ) (5.29)

Esse resultado mostra gue para perturbagoes desse tipo podemos
prescrever arbitrariamente a funcao V(7). O nosso procedimento
foi simplesmente o seguinte: considere L(T) como uma funcgao
dada (teoricamente ou por gualguer tipo de observagao) da dis -
torcao do fluido cdsmico. Obtemos dessa maneira a fungao VI(T).
Dessa funcado calculamos o valor do fluxo de calor gue & necessa
rio para satisfazer o sistema completo de equagoes. Esse resul-
tado € completamente independente do comprimento de onda da per
turbagdo. Por essa razdo temos apenas de considerar um modelo fI1
sico para gerar esse fluxo de calor, 0 que deve ser feito exami

nando cada caso particular,



CAPTITULO VI

PERTURBAGCOES TENSORIAIS

Neste capitulo analisamos a parte tensorial do espec -
tro de Fourier das perturbagoes do modelo cosmologico de Fried -

mann.

Neste caso temos:

0 =qg_ = 6Va = 8 = §p = 0 . (6.1)

As qualidades nao nulas

guinte forma (veja Cap.

serao expressas como anteriormente da se

IIT e Apéndice A):

-~

Euv = E(T) qu (6.2)
H,, = H(D) ﬁﬁv (6.3)
0,y = L(T) 61“) (6.4)
Ty = (D ﬁw (6.5)

0 campo gravitacional & representado pelas partes elétrica e mag
nética do tensor de Weyl. Esses tensores, nulos no modelo de
Friedmann, aqui representam ondas gravitacionais; perturbagoes
do campo gravitécional gue. nao sao originadas por perturbacgoes da
densidade de matéria, nem por perturbagoes de sua velocidade.

As equagoes de campo para aslpartes elétrica e magnéti

ca do tensor de Weyl nesse caso se reduzem a:
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s =~ V)
vae =0 (6.6)
- o~ )
vaE =0 (6.7)
DE
a, B of 1 . u & AV -
h™h" —= - = h" _h H + =
e p DT 2 Yo g Yy ou eEEp CEp (6.8)
DH .
ha B Ci.B + _l u hE Aw -~ -
Do Bt 3 R e OLv)\v\)Eom + 0l Dy, (6.9)

onde CEp e D€p sdo tensores definidos pelas expressoes (6.10) e

(6.11) abaixo,

=a

(6.10)

I
I
N
o
«
a
+
i
o
=
+
o
a
=

C
£p Ep 2 g p du £p

Do (6.11)
A essas equacoes temos de adicionar as equagoes ‘de evolugao  do
tensor de cisalhamento 0&8 e a equacgao que vincula esse tensor a

parte magn&tica do tensor de Weyl. Essas equagoes sao

Dg
0. B o f 2 .- - 1l -
+ = = = - =

hphe DT 3 eoep Eep 2 TTep (6.12)

1l .0 B eAp - -

= h7 h =

5 By s ngkcpa Huv (6.13)
As equagoes (6.12) e (6.13) cxpressam uma interacao entre o cam
po gravitacional, representado pelos tensores (ﬁuv’ ﬁuh) e a
matéria, representada pelo tensor (¢ ). Essa interagao nao apa-

Hv
rece no metodo de Lifshitz.
Esse fato explicita uma diferenca entre o método cita-
do e o empregado no presente trabalho. Nossa anadlise & mais com-
pleta, permitindo tratar em primeira ordem de aproximacao, o0 aco

plamento das ondas gravitacionais com a matéria. Reconhecemos
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também gue uma perturbacao que exibe apenas ondas gravitacionais,
sem perturbar de forma nenhuma a fonte da geometria, & impossi -
vel. A parte magnética do tensor de Weyl estd acoplada ao tensor
de cisalhamento {(6.13). Assim, perturbagSes magnéticas sao sem -
pre acompanhadas de perturbagoes do tensor de cisalhamento. A
equacao {6.12) nos permite afirmar a mesma conclusdo com relagao
a excitagdOes da parte elétrica do campo gravitacional. Essa con-
clusio & contraria & analise de Lifshitz gque considera modos de
perturbacgao puramente gravitacionais.

Na geometria nao perturbada (huv)' = (. Utilizando es-

se resultado e definindo o operador PaB pela expressao

1,0 € Ava
P (¢) = zhi hoyn "t vivie (6.14)

valida para qualquer tensor simétrico ¢au, podemos reescrever as
equacgdes (6.8), (6.9), (6.12) e (6.13), em uma forma mais compac

ta como segue:

Eep + eEep - PED(H) = C€p (6.15)
H + BH + P (EB) =D (6.16)
£p Ep £p Ep
. 2 1
e = ~ -5 .17
OaB + 3 66&8 EaB 5 WGB {(6.17)
H =P (0q) . {6.18)
uw Hv

(E )  +6E _ +6E -P_ {(H) =C ] (6.19)

Aplicando o operador Pa na equacgao (6.16) encontramos:

=
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[ P(E) ] =P_.(D) . (6.20)

Pog(H) + P o (6H) + Pasl

B R

Inicialmente vamos manipular o termo PuB(H)'

§

B Avp S
Pap (B = 5 highgy ns VkvaHHUYHEV 1
_1.v .8 AV, |— g £ -
3 h(OLhB) 2'16 V)\ l““HUY“E" \)V + HUYII gV “ \)—‘l - (6.21)

A ordem de derivagao em H vt pode ser alterada ,

uyl €]y

utilizando o tensor de Riemann como segue:

= 2 byt ¢k
ful gl v’ T Fuyol e’ T Rugev™yYT Tt Rygeu Y - (6.22)

O tensor de Weyl calculado com a métrica do modelo-ba-

se & nulo; logo

1y ( )

_ _ _ 1 e om
Biove 73T 9T 90e%0) 7 2 900 e 90Ty TueTov TovTue

Com essa expressac obtemos as seguintes relacgdes:

(b g:—_l

Ru¢EvH‘YV 3 (p+3p)H\)YVU ’
U N

ng\)H]J \Y = (p+3p) vaY .

Reunindo esses resultados obtemos:

g _ £ _ 1
Bivlepoy = Buyope? ~ 6 (pH3RIH, (Y,

Substituindo esse resultado em (6.22), encontramos:

ePaB(H) .

|

PdB(H) = PaB(H) +
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Dado que

o termo Pa (BH) se reduz a:

B

PuB(eH) = ePaB(H)

Utilizando esses resultados a eg. (6.20) se reduz a:

PaB (D)

4 —
(H) + 3 8P _,(H) + P |"P(E) ] =P

8 B afB

Isolando P _,(H) na eq. (6.15) e substituindo o resultado na equa

B

¢do acima encontramos:

- _£ _ _ _. _ i
Pog(H) = 3 a|_<;m8 8 1o EGB'T PGBLmP(E):I + PaB(D)

(6.23)

Substituindo (6.23) em (6.19) encontramos:

om o+ (5 + & 92)EE

+ £p 3

[SSTEN

+ PED(P(E)) = cEp +

TS]N

ac +P£p(D)'

i
EQ P Ep

(6.24)

Tratamento andlogo deve ser feito para obtermos a equa
cao de HuB desacoplada da parte elétrica Eaﬁ' Efetuando esses lon

gos calculos obtemos:

. 4 2 — . 4
— + = = - .
BH_+ (8 + 3 87)H PEp]mP(H) 1 Dt 3 0D, PED(C)
(6.25)
O termo que envolve o guadrado do operador ng, tanto
em (6.24) como em (6.25) pode ser manipulado e colocado em fun-

cdo do operador de Laplace. Explicitamente, o termo quadratico

em PEp na eq. (6.25) se escreve cOmo:
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_ _ 1.y 48 ] VAo Eot, 1 v B
Peol P 1 =g hih, {3 PV My Py Peetuvle Y
nia_ ECT q. Hy VB
FVVens iy By PehsTiopel a )

)

Por calculo direto verifica-se que:

h?ghg) vnhglnénkun(YEOThz) hgthuv”B =0
g0 Vgng ™ n, 7 GG g )

= hghpT(hthvhskHuv”B)“K - hghpc(hghcsh“AHUvHB)”k
hghgvnvgnankanung(h$h¥h§HUU”B)”A =

= h hY(hzthhng

n'h  (hFhVThP%
TP € v

wl gl a7 Pelpo NS

Reunindo esses resultados encontramos:

- M o O T MV BA _ 1l a Ny U B VA
P IP(H)_J hEhp (h()t.h"[h HU\)” B)||>\ > h(E Q) (hO!.hOh HU\)“ B)“)\

O primeiro termo dessa expressao pode ser reescrito como:

o, O, 1 B VA 1,2
, - 2 0°“H_-pH__,
hehg(hyhsh HuvHB)UK 3 ep Plep
logo,
- 0 T YA L MV B 1 .2 u 6 26
PED!HP(H) I =nhchh (huhThYHuvHB)“K 5 07 H_+ o H_ . (6.26)
O termo PEp(C), eq. (6.25), pode ser colocado em uma

forma mais conveniente como segue:
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- _ 1 b o & Ava 1.6 8 AVY., *
PED(C) 4 (p+p)h(€hp) g vavgau * 3 h(ehp)nE Vvﬂyﬁ +
8 u £ Avo
+ —= h(ghp) n‘E V)\v\)ﬂotu -

Substituindo nessa expressao a eq. (6.13), encon-

tramos:
- _ = 6 u & Ava
Psp(C) 2 (p+p)H€p 17 h( hp) g Vkvvﬂau
1.6 .8 Avy
+4h(h y Mg vav s - (6.27)

Utilizando a expressao (6.11) os termos gque envol

vem DEp tomam a forma:

; 6D :—lhp1 1’1E : )\BOLV ( " .e_hu hE

- ABa
* £p 4 Metp) e v

ep

Wk

"l g 3 Mete) Mg Aol

Invertendo a ordem de derivagao no primeiro termo

do lado direito dessa equagao obtemos:

. 4 1 pH E ARa . 1 U & ARo
+ = = = - = h .
Reunindo esses resultados a eq. (6.25) pode ser
reescrita como:
+ = + + + 3 (p- + h h h h*hVh
Bep T3 88,7 [0 0" 2 P)T R U E
L ou pE . ABoy y - 1 U pE . Ava
= - = h - = ehy h v,V .(6.28
2 h(e o) e VAvBﬁua 3 80, p) g CA v ( )

A equagdo para a parte elétrica do tensor de Weyl



(6.24) pode ser desenvolvida de maneira analoga., Vamos nos fixar
no lado direito dessa eguacgao. Explicitamente o termo égp se es-

Creve CcOomos:

- _ N » l_- o u,. ;I-_-
(p+p)oEp (p+p)oep + 3 hehpwOHJ + F o +

ro| =
o=
ml@c

C i .
£p £p

Utilizando a eq. (6.12) para eliminar o termo 6ep encontramos ©

resultado:
-Ep + % BCEp = {E % (p+p) - % (p+p)§logp + % hghg %&U +
+ 2 8honb jg + % (p+p) + 2 e%]wep v 3 (p+P)E,, -
Fazendo a hipdtese de que
hghuvﬂaunv = , (6.29)

o termo Pep(D)’ se reduz a

- _ 1 - - = YA My vy B 8 +
PED(D) = 5 Ep‘ ']T)_!: h h h (hC{hThYﬂU\)l|B)H)\ + 6 TTED
S
2 ° ep v
Reescrevendo o termo P pl p(E) | em funcdo do operador

de Laplace, e utilizando os resultados obtidos, a eqg. (6.24) po-

de ser posta na forma

. 7 . ™ 2 Ty YA U B
= + + + - E + h h h h h
Bep T 308 o8 (p p{l £p (b BBy Epu)e) |

T
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il
1
Fro =l
-
+
T
+
W =
-
+
°
@
Q
+
T
+
S|
@
=He
+

6,1 (o 7 42 o Lot YA i VB

A imposicdao (6.29) & consistente com os diferentes mo-

delos até hoje estudados em Cosmologia, onde “uv a dado pela
expressao:
- = 5 = . .31
WUU a OUV ’ o cte (6.31)
Utilizando essa expressdo a condicao (6.29) passa a

ser uma consequéncia da equacdo de vinculo (1.47) para o caso que
estamos analisando.
Substituindo as expressoes (6.2}, (6.3), (6.4), (6.5),

em (6.28) levando em conta a independéncia linear dos harmdnicos

(n)
Hv

tensoriais U obtemos

— 2
- 7 .= - 2 1 k _
{H + 3 6H + _? + 6+ 3 (p—p{IH + 22 H} Uep =
21w g ABo o1 u £ AVO, g
==z el T 3 0T D ne Vi W
(6.32)
De (6.3), (6.4) e (6.13} segue que
a B _ €kp = 2 B 6.33
h(UhV)nB VEVAUQG 2 I, qu . (6.33)
Finalmente de (6.32) e (6.33) segue que
. 7 a9 . 2 1 K2
H + § 6H + E + 6 + "“2"' (O_p) + ?11{ =
(6.34)

Il

|
[l o
=
|
[ISTEN]
@
=
(s



Analcgamente a eg. (6.30) pode ser colocada na forma

» e 2 ) 17 L
E+ = 6E + (6 + 07 + 1 (p-p) + E~ E=- |1 (p+p) + l(p+p)6 L +
| 2 R%_ 12 3
e li e Son s TE L oy 4 T g2 K
5 P m __6 i p—p 18 29’—2-1T. {6.35)

A equagac (6.12), utilizando as expressdes (6.4),(6.2),

(6.5), pode ser reescrita, como:

T {6.36)

Utilizando a eq. (6.31) para representar a viscosida -

de{81) 5 equacdes (6.34), (6.35) e (6.36) ficam:
— 2 2
- 7 1 . . 2 0. o 1 k _
E + (".-?"e + ZOL)E'[' _8"'8 +§e+—4—+'§ (p—p) +;2- TE =
— 2 3 2
S A - 1 ' o 42 9 o @k
= }—2 (ptp) + 3 (ptp) o + 5 6 + 5 g + c P + 5 222 KIL
(6.37)
e Lot 5+ 6242 (oop +50 Je v Lo o By (6.38)
3 A z PR T 0 2 ¢ T oL ‘
f+ (26 +5a)L = -E (6.39)
- . . . (42)
Esse meteodo fol sugeride por Hawking -— para tratar

perturbagbes gravitacionals que nao sao geradas por perturbagoes
da fonte, isto &, ondas gravitacionais, na aproximagao linear. A

dificuldade de integracac das equagoes (6.37), (6.38) e (6.39) e

evidente. Devemos derivar a eqg. (6.37), substituir I, utilizando



a equagdo (6.39) e substituir L fazendo uso da equagac (6.37) em
sua forma original. A equacadc resultante serd uma equagac dife -
rencial ordinaria de terceira ordem. A eq. (6.37) no caso em que
ﬂuﬁ # 0 permanece acoplada a parte eletrica do tensor de Weyl
e para desacopla-la teremos inevitavelmente de derivar essa equa
cdo. Nao seguiremos esse procedimento. Utilizaremos a  sugestao
de M. Novello(ég) introduzindo uma base estrela associada & base
dos harmdnicos esféricos tensoriais. Esse procedimento & analo-
go ao utilizado no caso de perturbagdes vetoriais onde uma base

estrela correépondente para vetores foi também definida.

Inicialmente vamos decompor o tensor Ouv na base qu:

-~

Opv = L(t) qu

Substituindo essa expressac na eqg. (6.8) obtemos:

_ . 1.,a B EXpy, & =
H , = Lz hi by ng™ PV Vo (6.40)

-~

Definimos o tensor estrela, associado ao tensor UaB' da seguin-—

te maneira:

* o= p  (0) ] (6.41)

Utilizaremos esses objetos para decompor as perturbacgoes da par-

te magnética do tensor de Weyl. Assim,

H =1, P (U) {(6.42)

Utilizando a decomposicdo (6.2), (6.3), (6.4), (6.5), a base es-
trela, definida em (6.41), as equagdes (6.15), (6.16), (6.17) e

(6.18), se reduzem a:



- - _ . - _ _l _]:-. _Q, T -~
(E + eE)UEp L PEDL“P(U):I~— -3 (ptp)L + 5 7 + ¢ %IUED (6.43)
» Ead L] Cad A__l -
(L + OL)PEQ(U) + L PEp(U) + E PED(U) = 5 PEp(U) {(6.44)
L+2pL++2m 0 =-EU (6 .45)
3 2 ep ep )

Utilizando as expressdes (A.122) e (A.123) do Apéndice

A para substituir PEp[?(ﬁ)m] e ﬁap(ﬁ) em funcdo dos harmdnicos

tensoriais UEp obtemos:

: 1.2 k.l o1 L8 5
E + GE ‘(p 3 8" + RZ)Pl ng = -2 (p+p) L + 5 T + ¢ ﬁ]Uep
{(6.46)
(L + 20L +E) P (U) = — =7 p__(0) (6.47)
3 £p 2 £p *
(L+28L+12m0 =-EU (6.48)
3 2 EQ (o) )

Verifica-se imediatamente que as egs. (6.47) e (6.48)
sio equivalentes e assim a dinamica do sistema reduz-se as se -

guintes equagoes:

. 1 1.2 k%], _ 1+ .08
E + 0E ~‘§(p-p) 3 67+ ) iL =5 Mg (6.49)
. 2 1
= = - 6.5
L + 3 L + E 5 7 ( 0)
Essa forma simples das equag¢des de evolugao para as
perturbagdes & uma consequéncia da decomposigao (6.2), (6.3)

(6.4) e (6.5) e das propriedades dos tensores *ﬁuB’

O exame das egs. (6.49) e (6.50) pode ser simplificado
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se notarmos que essas correspondem a um sistema dinamico da for-

ma padrao:

E =X (L,E,T) (6.51)

L =W (L,E,T) (6.52)

Esse sistema ndo & autdnomo (a dependéncia explicita no tempo po
de ser eliminada apenas em casos muito simples), fato que 4difi -
culta a sua analise. Quando um dos modos elé&trico ou magnético &

eliminado a analise & simplificada. Primeiramente vamos analisar

o caso em que L = H 0. As egs. (6.49) e (6.50) se reduzem a:

E =-<mT=E. a . (6 .53)

. . ; . 2 .
A energia gravitacional (proporcicnal a E”) associada a essa SO-

~ . -4 ;
lucao decai com a como deveriamos esperar. No outro caso sim-—

ples, gquando E = 0 © sistema se reduz a:
. 2 .
L+:—3'GL——'IT/2 (6.54)
~1 1.2, k2 1.1
2 (p-p) - 3 8 +P—1L=—§w—gew (6 .55)
Desacoplando essas duas equagOes obtemos:
f+ets | Lo?-2 —E—ﬁTL=0 (6.56)
| 3 e P T2 21 : ¥
~ = . ~ (62)
Essa eguagao & um caso particular da equacao —
d2 ayp
Y4 pi) P+awp =0 . (6.57)

dt



ouando p(t) e g(t) sao polindmios inteiros e homogéneos em  t,
o que acontece guando a trisegao do modelo & plana (g = 0) e o©

termo k/% << 1, a solugdao & expressa como polindémios em t. Como

exemplo vamos calcular o caso em gue € = ﬁ, p = %p e k/8 << 1. A
equagao (6.56) se reduz a
i+ 2¢ti-2c?L=-0 (6.58)
2 4
cuja solugao &
_ a b
L =TIyt + 1Lyt , (6.59)
onde
a=-z1+/IT/4 e b= - 1= /I7/4
No caso geral em dgue Euv #F0 e Huv # 0 simultanea-
mente, & possivel desacoplar as (6.49) e (6.50), como segue:
Tomando a derivada covariante (6.49) na diregao de v
obtemos:
— 2 - — 2
. . 1 1 .2 1.2 k _
E + 8E + BE - —i(pp)—§-8+ :[L-‘_i(p-p) -3-e+£§1L_

Tsolando L em (6.50) e substituindo o resultado na ejqa

¢do acima encontramos:

2 — 2 .
. . 2 .2 k 1, . _ 1.2 _ k
. 2 _ . 2
2. 171 1.2 .k _ 11, 1.2 8, k-
+ 39 Flemp) - 300+ E’"] } L=-g| glep-30- 37 .2 1“ +



+
D@
E
+
Do b
=

Isolando L em (6.4) e substituindo o seu valor na equa

cao acima, essa se reduz a:

- - 2
E+L-§—— (ﬂnB).]E.:— i—e(ﬁnB)' +§-62+2p—k—2TE=
— g — g« 1
_ 1 1, Je ,m | g 12 _ 0 Lk
=5 + /m6 6~(£nB) Iﬂ + > ‘"3 0 + 9 0 3(£nB) 2(p P) :j,
(6.60)
onde
B=t06%4+ 1 (pp)+ K
-3 2 PP 2

=

A eguagao acima, no caso em que T = 0, se reduz a equacgao (6.61)
sendo p(t) e g(t) fungdes do parametro t determinadas por 0, p,
p e L”.

Voltemos a equacao (6.49). Dividindo essa equagao por
L e definindo a nova variavel ¢ = E/L, ela se reduz 3 uma egua-

¢d3o nao linear para ¢. A variavel L pode ser obtida pela inte -

gral abaixo

L = exp’— J (%-6+ % + ¢)d%1 ' (6.61)
= ) 3 (6 —~
onde usamos a relagao constitutiva Wuv = O Guv — . A equagaoc pa
ra ¢ & entao:
b -¢°+ 204 -B-%a0- (/2% . (6.62)

Note que ¢ sendo a razac de duas peguenas quantidades ela nao &

necessariamente peguena. Assim, nao podemos,em geral, desprezar
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o termo quadratico ¢2. Esse termo faz o nosso tratamento de per-
turbagoes depender de uma equag¢aoc nao linear. Em alguns casos ,
no entanto, essa dificuldade pode ser superada. Nos casos em gue
k/% << 1 podemos desprezar o termo (k/SL)2 na expressao B.Nes
se caso obtemos para ¢ a expressao ¢ = ¢O/t onde ¢0 = cte e
consequentemente de (6.61) L = LO/t onde LO = ¢cte. Encontra-
amos agui novamente a mesma situacao assintdotica anterior, a sa-
ber, para valores de T muito grande a perturbagao gravitacional

se torna puramente magnetica.



CONCLUSAOD

Nesse trabalho desenvolvemos de forma sistemadtica a te
oria de perturbagoes de modelog cosmoldgicos segqundo o  método
das edquagoes gquasi-Maxwellianas (Jordan et al.) sugerido por
Hawking. Restringimos nosso exXame agqui ao modelo de Friedmann
porquanto este parece representar razoavelmente bem nosso Univer
so acessivel. Adotamos, em geral, o principio de Copérnico pa-
ra podermos tratar indistintamente perturbag¢tes dentro e fora do
nosso horizonte observavel. Isso nao significa uma profissdo de
fé nesse principio mas t3o somente uma atitude pratica. Espera -
mos voltar ao exame de perturbacgoes de comprimento de onda maior
que © horizonte, fora do contexto do Principio de Copérnico, em
outro lugar.

Decidimos voltar a esse problema, ja bastante estudado
em Astrofisica por duas razles principais. Primeira, pordque de
acordo com Landau devemos retornar a velhas questoes sempre gque
podemos dar-lhe um tratamento mails elegante, compacto e de facil
apreensao, o que & precisamente o que ocorre aqui. Sequnda, por-
que pretendemos que nesse nosso método a generalizacao das per -
turbag5es a fontes imperfeiltas (capazZes de representarem campos
eletromagneticos, neutrinos, etc) se faz de um modo direto, sim-
ples e bastante esclarecedor. Ademais, o método empregado permi-
te uma interpretacao fisica das perturbag¢des do modelo base sem
precisar defrontar-se com as dificuldades usuais devidas a inva-

riancia de gauge da teoria.
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No capitulo relativo a parte vetorial do espectro de
perturbagdes mostramos que o modelo de Friedmann é instavel por
perturbacgoes da vorticidade do fluido, para determinadas equa-
¢oes de estado relacionando a preséao p com a densidade de ener
gia p. No capitulo de perturbacoes escalares reencontramos os
resultados obtidos por Lifshitz e mostramos cque algumas solu -
coes, consideradas na literatura como fisicamente aceitaveis ,
sdo simples transformagoes de coordenadas.

Analisamos a seguir a parte tensorial do espectro de
perturbacoes que correspondem a ondas gravitacionais. Mostramos
que o estudo dessas ondas nao pode ser feito independentemente
do acoplamento com a matéria. Esse acoplamento gue consiste na
interdependé&ncia da evolugao da perturbagao do tensor de cisa -
lhamento com as perturbagdoes gravitacionais tensoriais de E e

uv

Huv sb aparece de modo explicito quando a presente analise do
sistema completo de equagaes guasi-Maxwellianas e feita.Em ver-
dade, isso nada mais representa do que a mudanga do enfogue con
vencional particular sobre uma geodésica para um exame da con -
gruéncia de geoddsicas e consequentemente da evolugdo dos seus
parametros caracteristicos (desvio geodético) . Um estudo do pro
cesso de interacgao ondas gravitacionais e matéria pode entao
ser feito. Uma pergunta aparece: poderiamos considerar esse pro
cesso de interagdo associado a caracterizagao de particulares
comprimentos de onda perturbativo ? A resposta afirmativa leva
ria a uma caracterizacgao das inomogeneidades de modo direto pa-
ra cada modelo do fluido (isto &, para cada equagao constituti-
va relacionando por exemplo pressoes anisotropicas com as defor

magdes do fluido) e as consequéncias observacionais que dail cer
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tamente decorreriam.

Finalmente, gostarliamos de terminar com uma observagéo
sobre esse trabalho gue parece conduzir~nos necesgariamente a
uma proposta de egquagoes alternativas da gravitacao. Com efeito,
nas perturbacdes do Capitulo III aceitamos as equagoes de Eing-

tein escolhendo a corrente JOLBY

como idéntica a forma naoc per-
turbada. Sabemos, no entanto, que 1sso & uma escolha arbitraria.
Flutuagoes da geometria podem ser geradas com distintas corren -
tes e consequentemente alterar a evolugao das perturbagdes. Nao

foi nossa intencaoc desprezar essa perspectiva aqui, mas tao so -

mente deixa-la para uma etapa posterior,



APENDICE A

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS METRICAS TIPO FRIEDMANN

Segqundo a Teoria da Relatividade de Einstein, o espaco
-tempo & representado por uma variedade Riemanniana de dim-4 e
métrica pseudo-euclidiana. E essa métrica que caracteriza a geo-

metria definindo o elemento de linha pela expressao

= HaeV
ds 9y dx"dx . (A.1)

As coordenadas {x"} constituem um conjunto de fungdes {(x%, o=
=0,1,2,3} gque permitem estabelecer mapas para as regioes com -
pactas da variedade. O conjunto de todos esses mapas constitue a
carta de variedade(*). Do ponto de vista geométrico a varieda-
de estad definida. Para darmos sentido fisico a essa construgdo &
necessario estabelecer um critério de como, a partir das coorde-
nadas {x%}, & possivel determinar distincias e intervalos de
tempo reais. Para isso seguiremos a idéia de Milne definindo uma
classe especial de observadores na variedade. Esses serao repre-
sentados por um campo vetorial do tipo tempo definido em toda a
variedade. Dessa maneira & possivel separar, em cada ponto da va

: 2
riedade, a geometria (A.l) em uma parte espacial (d4&™) e uma

parte temporal (de).

(%)

Veja referencia (15).
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+
Sendo V(x) o campo vetorial, o seu carater temporal fi

ca assegurado impondo-se gue
vovP s 0 L

Sem perda da generalidade podemos normalizar esse campo vetorial,

impondo
g(v,v) =1 . (A.2)

0 campo de vetores determina na variedade uma congruéncia de cur
vas que sao as linhas de universo de cada observador. A congruén

cia de curvas & definida pela equagao diferencial:

dx2 o

I =V (%) . (A.3)
Como cada observador tem asscociado um referencial local, sendo
(xa) as coordenadas de um dado observador, ele associara a um
evento de coordenadas (Xu+dxa) uma separacao espacial
(thB(il}cucib{B)l/2 e uma separacao temporal (|dt = \Vudxu]).l Para
esclarecer o sentido fisico de d& = (hadeadXB)l/2 e dt , va-

mos examinar come um dado observador determina esses intervalos.

'TEMPO PROPRIO - Dois eventos infinitesimalmente proxi

- o
mos, vizinhos ao observador V (x) e que ocorrem €m um mesmo pon-
to do referencial local deste, estao separados por um intervalo

o . -
ds. Para o observador V  esse intervalo sera dado por:

ds2 = (vodx0)2 . (A.4)
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Lembre gue nas coordenadas comoventes a V' os dois eventos dife-

0
rem apenas pela coordenada X

ELEMENTO DE DISTANCIA ESPACIAL - O tensor métrico 948

& fungao das coordenadas. Esse fato impossibilita que o interva-
lo A% seja determinado tomando-se de = 0 na expressao de ds,
dado que nao estariamos garantindo a simultaneidade dos eventos.
E necessario entao proceder da seguinte maneira, Considere dois
I 0 VI T
observadores vizinhos A{V(x {T e B‘V(x +dx {I . Suponha que
B emite para A um sinal luminoso que se reflete em A e retornaa
B. O intervalo d52 entre esses dols eventos (emiss3o e recepgao

do sinal) & determinado por:

_ MooV Uy 2 _ Ha YV _
ds = gwdx dx (Vudx Y5+ (gu\) vuv\))dx dx
(A.5)

0 2

_ 0, 1 i, 2 Mo v
= (dx VO) + 2V Vidx dx™ + (Vidx YU O+ huvdx dx’ .

0

A trajetdria do sinal luminoso na variedade e determi-

nada pela equagao

ds® =0 . (A.6)
As ralzes de (A.5) sao:
0 o i uo.v,1/2
dx(l) = Vidx (huvdx dx ")
(A.7)
0 _ i Lo v, 1/2
dx(z) = Vidx + (huvdx dx "} R

O instante x0+dx?l) corresponde a emissao do sinal luminoso e

x0+dx0 a recepg¢ao desse sinal. O intervalo de tempo medido por

(2)

B entre os dois eventos é:
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=1 0 _axY =2 Mgy Vy 172
dt S (dx(z) dx(l)) = (huvdx ax ") (6.8)
A distancia espacial medida por B entre A e B e:
-1 - U, Vy1/2
dg = 5 C dr (huvdx dx ") (A.9)

Os observadores A e B podem sincronizar os seus reldgios estabe-

lecendo como simultaneos os eventos

(INSTANTE DA SAIDA DO SINAL EM B) + (dr) e (chegada do sinal lumincso em A) .

O conceito de distancia espacial como foi definido gd
possue sentido para separagoes infinitesimais dado que de um mo-
do geral dt nao & uma diferencial exata.

Para que um observador v possa determinar univoca e
globalmente o tempo de cada evento & necessario e suficiente que

dT seja uma diferencial exata ou na linguagem de formas

d{dt) =0 . (A.10)

Segue diretamente dessa expressdo e da definigac de dt que

u v 1
= = A = I
ddrt d (Vudx ) VU v dx Adx 0
ou

d{dt) = 0 implica que V]_ﬁ" vl ~ 0 . (A.11)

Essa condicao garante que V}J possa ser expresso na forma:

= , L12
VU f‘blp (A )

onde f e ¢ sdo fungdes escalares. Nesse caso os referenciails 1o

cais dos observadores se fundem formando uma hipersuperficie S(x).
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O tensor de projegao haB permite induzir sobre S5(x)
objetos geoméetricos a partir dos objetos definidos em M4. Em par

b

ticular no caso de um campo vetorial A" (x) definido em M, O cam

po induzido em S(x) € dado por:

a¥ = h“vAv ) (A.13)

O tensor métrico da hipersuperficie é&:

h, = hﬁhigaB . (A.14)

Seguindoc o mesmo processo obtemos a afinidade induzida sobre S(x):

|

b B ra 0 SR I I < I e s U B, o ALY
hO.'.h\)(A )”B V A hCLh\) (hYA ) + h(}.h\) {B)\} hYA .

| 8

Denominando st a afinidade induzida em S(x) segue diretamente

da expressao anterior que:
L T A R T T
va hahv {Bk} hY . (A.15)

Essa afinidade satisfaz as propriedades da afinidade Riemanniana.

A derivada covariante do tensor métriceo € nula

<1
o2
H
o
’

A torcao & nula:

i
o
~

S S 5
Via'el
onde £ & uma funcao escalar.

O tensor de curvatura da hipersuperficie & obtido dama

neira usual:
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- -~ - - ‘.A.
-V A =R A A.16
o8] vy YABY ( )

Dessa expressao segue diretamente que:

=A LA oV £ o) =& aA =& A
R = h T - h h h + T - T . .
yaR viTeg s 6¢i€ Y va'ge T Typlag (B.17)
Tendo em conta que A" & também um vetor de M, pode-
mos escrever:
55 A v £ 6 U NN TINY v
V.V, A = h h’h ¥V v A + h h h v V A + h VhH
vy p%a T Mgy Vel e v of 67 [lu g" Y Aoluls

Devido a (A.ll) temos que

v = hM

6 -
v hBU“V 6] +§h = §

aR B af

Substituindo esse resultado na expressao anterior obtemos:

5 5 2 ¢

99.A =(6,8  +6 AY + n'hih’ A

yVePa = FpyBay oy ¥y’ By Tvful s

Supondo que A & um vetor arbitrario e perpendicular a

vH, antissimetrizando os Indices y e B hnha expressdao anterior e

usando a defini¢ao do tensor de Riemann, obtemos:

-

R = - 5. + h“h“h Snt R (A.18)
ARy anBBA eaB hy By X vEud

Essa expressdo, conhecida na literatura por equagao de
Gauss, relaciona o tensor curvatura da variedade M4 com O tensor
de curvatura em M3 e a segunda forma diferencial da hipersuperfl

cie S(x).
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Contraindo os Indices o e B na expressao (A.18), obte-

mos:
5 = g9 6. € £, 6 R
= 8 - -
RAY g vora BGAY + hyhk RES hyhARvguév AV
(A.19)
Dessa expressac contraindo novamente os Indices segue
~ 0B a2 _ TR,
R=106"70,,-6" +R - 2R V'V . (A.20)

. . . . =
A identidade de Ricci aplicada ao campo vetorial V se escreve cCoO

mo

A

Valgly = Valvle T RarsyV -

Contraindoc essa expressaoc com v’  obtemos:

- » :Y }\ ,Y
— + = R .
Volg? = Vale * VvV I8 T Rargy¥ V

Tomando o trago dessa eqguagac segue dque

6 - a% + 0% =r VWY ., (A.21)
| o aR U

Para todo v® da forma (A,12), onde ¢ (x) deve ser identificado com

a equacao da hipersuperficie, vale o seguinte resultado ( gue de

mons traremos malils adiante)
a% = v v® = 0 (A.22)

Com esses resultados podemos afirmar gue para a classe

de geometrias determinadas por (A.ll) vale a relagao:

i

B . (A.23)

R=TR+ 26+ 82+ 0
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No sistema de coordenadas comovente local o vetor vH

tem por componentes

<

. (A.24)

*
O simbolo = indica que a igualdade & valida apenas nesse siste
ma de coordenadas.

A eqg. (A.1ll) nesse sistema se reduz a

gOu]v - g0V|u 0 (A.25)
Dessa equagao segue que
ng = ¢|j . =1, 2, 3 ’ (A.26)
dado que para Vv = u = 0 (A.24) & identicamente satisfeita.

Vamos considerar um novo sistema de coordenadas defini

do por

(A.27)

A equagao (A.1ll) nos garante gue existe uma fungao T
tal que dtT = Vudxu ou seja gue existe um sistema de coordena -
das onde o0 = 1, identificamocs {x%} com esse sistema, no sis

tema {x'%} géj serd dado por

_ 29
gr. = = + g .
03 53 03
Tomando ¢ = -~ demonstramos due a condigéo (A.1ll) garante que

. . o . -
existe um sistema de coordenadas {x '} simultaneamente sincrono

e comovente onde VLl e a métrica assumem a forma:
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as? = (ax?)? + gi.dxldxj
(A.28)
b M
AVARE_ 0
Nesse sistema de coordenadas hij = 9547 a equagao
da hipersuperficie se escreve xO = cte e os simbolos de Chris-
toffel ndo nulos sao:
0, _ _1
Li3h = -3 9150
i, _ 1 ik
{0]} =59 gijO (A.29)
i, _1.1i¢ _
Lt = 2077 (hyg e + By 7 Pyk| o)
0 resultado (A.22) segue trivialmente do fato que {O%} = 0.

As componentes do tensor de Ricci no caso geral sao da

das em fungdo dos simbolos de Christoffel por:

_ra _ o u Yy _ [ H o
Rpg = {Bu}lﬁ {86}|a + {By}{ud} {BY}{ua} (A.30)

No caso particular que estamos tratando essa expressao se reduz a:

X o a Pypo.* 10 ik 3 1 ik %
Rog = foaljo * Loadluo?= 538 97 32 9ix) 7 29 %3009 9ilo
(A.31)
oo _ra U Yy _ ¢ M o, *
Rij = {ia B {ij}]a {iY}{uj} {ij}{ua}
* 1 Lk 1 %k L1 %) .
== 79009 Jx3jo " 79 Yik[o923l0 T 7 Jiil0¥ Txalo
1 % ) ..k _ [ Ry k
+ 2 aus0ge * ety - Gitie * Tt - Gt 2032)
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Essas expressoes podem ser postas em uma forma covari-
ante. Na classe de sistemas de coordenadas definida em (A.28) as

seguintes expressces sao validas:

o * oo * .0 '
Ve =487, ; vV, = 87, (A.33)
o * i * i
h =0 ; h™ . = § A.34
0 5 i ( )
1 o, B * 1 9
= = h . = = — g, . .
¢iy = 2 by V(aﬂB) 2 3t Ji (A.35)
o _ = _ _f o - o -1 - k
8i906¥ = €13 = %5307 %0%%5 7 Y50'%a T 2 Ji3]0]07%%x"
(A.36)
Utilizando essas expresstes em (A.31) e (A.32), Obte -
mos:
- A i 43
Rgg = 0 + 5 6. (A.37)
Rij = eij + eeij + Rij (A.38)
Dessa maneira demonstramos gue para geometrias do tipo
M? = r ® H, onde H @ uma variedade Riemanniana de dim3 e R ¢ con
junto dos reais, o tensor de Ricci pode ser expresso em funcao

da segunda forma diferencial da hipersuperficie S(x) e do tensor
de Riccl dessa hipersuperficie.

Em geometrias desse tipo a equagao de Raychaudhuri po-

de ser simplificada. Das egs. (1.20) e (1.21 ) segue a expressac
R = 26 + 0% + emseo‘B + R (A.39)

Substituindo 6 nessa equagdo obtemos:
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eaﬁe“B = 0% - 20 + R . (A.40)

Dessa maneira explicitamos as propriedades de geometrias que sa-
tisfazem a condigao (A.ll) ou onde um tempo global pode ser defi
nido. E importante salientar que tratamos apenas das proprieda -
des geométricas dessa classe de geometrias. Sobre a questao rela
tiva as propriedades fisicas das possiveis fontes dessas geome -
trias nenhuma especificagao foil feita. Em particular, ainda due
(A.11) e (A.22) sejam validas o fluido fonte de geometrias des-
se tipo, pode ter vorticidade e aceleragéo(él).

0 nosso interesse recai em uma sub-classe das geome -
trias cujas propriedades basicas nds estabelecemos. Daqui em di-
ante vamos restringir a nossa analise as métricas do tipo Fried-
mann (veja Cap. II). A analise do modelo de Friedmann & muito
simplificada se as perturbacoOes do modelo forem expandidas na ba
se de auto-fungdes do operador de Laplace. Vamos estabelecer trés
tipos distintos de auto-fungbes desse operador, a saber: harmdni
cos esféricos escalares quadridimensionais (Q), harmdnicos esfé-
ricos vetoriais quadridimensionais, (éu), harmoOnicos esféricos

‘. o . . a ~ UV .
tensoriais quadridimensionais de 2= ordem (ULl ). Vamos analisar

cada caso separadamente.

Harmonicos Esfericos Escalares

Vamos tomar a métrica associada aos trés tipos de mode

lo em questao na seguinte forma:

ds2 = dt2 - a2 dr2 + Uz(sen29d¢2 + dez{w . (A.41)
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onde
o =r tri-segdo plana

senh r tri-secao aberta

Q
l

Q
It

sen r tri-segao fechada

Os harmonicos esféricos escalares sdo fungoes defini -
das na hipersuperficie H(t) como solugoes do problema de auto -

-vetores do operador de Laplace:

K2
MY 5 3 (n)
h Vv v = .
Wem) T 2 Y (B.42)
A constante K assume os valores:
plano 0 < |K| < e
2 2
aberto K" =g+1 , 0< g < =
2 2
fechado K" =n"-1 , n=1,2,...
A forma explicita dessas fungdes de acordo com Fock (22) & a  se-
guinte:
nil %
Q = A Y, (6,¢) I, (r) (A.43)
(n) 220 me-2 (n)2m “2m nf
Os coeficientes A(n)lm sao constantes, YRm(9,¢) sao os harmoni-

cos esféricos construidos com os polindmios de Legendre e as fun-

~ im¢ (40) o e ..
goes e ? — e T, sao fungoes definidas como:
2+1
T, = (senr)® &—feosnt) =y —g,1, ..., ,n-1 (A.44)
ni 2+1
d(cosr)

No presente trabalho nao teremos necessidade da forma
explicita das fungdes harmdnicas. Deste ponto em diante por sim-—

plicidade de notagado suprimiremos o Indice (n).
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Com as fungaes Q, podemos construlr o vetor:

a2 g =
T, = 5 h Vv, O {(A.45)

W § 5 =o (A.46)

Por calculo direto verifica-se que ¥ u, = ¥ m,+ Com esse objeto

simetrico vamos definir o tensor:

P =T - % h 0 (A.47)

Esse tensor satisfaz & relacgao

h““ﬁuv -0 (A.48)

-

gue mostra nao ser possivel construir um escalar utilizando Puv‘

- . . —~ ov= -
E necessario calcularmos as seguintes expressces: h V&Puv

hasvavs;uv' Essas derivadas podem ser calculadas reduzindo-as a
derivadas que s3o diretamente determinadas pela eg. (A.45). Nes-
se proceso & necessario trocar a ordem da derivagao covariante .
Essa troca & feita com o auxilio do tensor de curvatura da hiper
superficie H(t). No caso geral esse tensor & dado pela expressao

(A.17) . Nos trés modelos em guestdo a hipersuperficie H(t) tem

curvatura constante

R = R(t)
: . . (37)
e o tensor de Riemann pode ser escrito na forma simples —:
R = (h _h,. - h Y . (A.49)

e
Rogys — ~ ;5 ay BS aﬁhBY
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Utilizando a expressao (A.49) obtemos:

ovy o _ 2 1,2, -
h vuva = 2 (e + 3k )11}J (A.50)
085 5 p - L 25
h VGVBPuv a2 (6e + k )P“V . (A.51)
Harmdonicos Esfericos Vetoriais
Sao vetores S definidos na trisuperficie H(t) como
solugdes do problema de autovalores:
W% ¢85 = nPY[nlhT@m% oy, |, = K2 5 (A.52)
TRAVI Cavieto yfllw T (2 Te T -
A constante k tem o seguinte espectro de valores:
plano 0 < |k| e
2 2
aberto kW = g +2 0 < g < =«
fechado kz = n2—2 n=2,3,...
O vetor éu deve ainda satisfazer As restrigodes:
v“éu =0 (A.53)
S, v =0 - (A.54)
af u
S 4 h%F = 0 (A.55)
ol B

A divergéncia de éh sendd nula (A.55) garante que nao
& possivel construir um escalar utilizando o vetor ép

Com o vetor Su podemos construir o tensor simétrico

5 =g 8 + ¥.8 R A .56
Zys vasB VB o ( )

Retirando o traco desse tensor podemos definir um ou -
tro tensor pela seguinte expressao

-

i =% -Lin 3o . (A.57)
uv UV 3
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O tensor EQB satisfaz as seguintes propriedades:

ﬂv‘ - 1 2 -
h vV = —& (2 + k S A,
vEou az {2e ) 0 (A.58)
-~ A__g‘.
Zuv”kv = 3 Zuv . (A.59)

. . . . * 5 .
E conveniente definirmos os objetos SU, duais e os

vetores st e que serao oOs objetos naturais para decompor a vorti

cidade " e a parte magnética do tensor de Weyl. O objeto *gH

e definido como:

*éu = HUEBAVE éB"A (A.60)

[io )
=

Com o vetor e com o seu dual podemos construir os objetos:

(A.61)

i =v,6 s* ) (A.62)

Considerando perturbagoes gravitacionais teremos neces
sidade de calcular derivadas covariantes desses objetos. Essas
podem ser sempre expressas em fungao dos objetos anteriormente de
finidos.

A seguir listamos as expressoes que sao utilizadas nes

te trabalho.

!

oV BYAy & 5 = Vo H G gk
h(gha) "y Vy vFup + h(ghq) VVSU (A.63)

HopV ByAy § # = - n¥Y n"* 7 g* | A.64
h(eha) Ty Vi YFvB h(e a) vTu (A.64)
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2
Oy YVS a* _ K7 oz
hgh VvV Sa = 3 SE
a
hH Y Sk A 210 v
(Pay T80 Son by
nH Y l: - T A 8 .y LV
(™ B) YUSY_HKV 3 h(ahe
hu(p £) Ava -
N Y Zau“v
a * 2 +k2 -
h“n"*v ¥ 2 s*
£ au| v 2 £
a
* A 0
Zauukv 3 Zau
- SVQV a _ _ 2 ,alvs
(Fqu )”a v 3 8F Fuv

HarmOnicos FEsféricos Tensoriais

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

Sao tensores simétricos de segunda ordem definidos em

H(t) como solugoes da eguagao

[y

aBs & =& k
h VavBqu 2

plano 0 < |k| <
aberto k2 = q2+3 ;
fechado k2 = n2—3 F

=5 T

uv

A constante k tem o seguinte espectro de valores

(a.72)

Por defini¢ao o tensor 6uv satisfaz as seguintes propriedades:
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-~

o
U v 0
uvf o
Wy 0 =0
o UV
HVS =
h qu 0
Utilizando o operador P,g (veja cap. VI )
finir os objetog 6;v associados aos tensores 6HV Como
Ak - 1. a0 . & ABy -
po = Puy (U = 3 bRy g TV VUL,
Aplicando-se sucessivamente o
tem-se:

operador P duas vézes sobre U

v
- _ 1 v .6 nAi T, u v Eot =~
P = = h! h = =
£p E(UJ] 2 (e p) "¢ “anh [g h(ahY) My VEVOUTQI
Y L AN O I | nia|_ EoT, W v, B
4 h(Ehp){ 3 Vnhgxna fy (hahThUqu”B) +

+ naEGT(huhvhBU

el |

nig

nYEUT(h“h“hsﬁ

ot
o T O uvHB)HA TNy (

+ angﬂé

B v B=
h™h 'h
A I P

(A.77)
Por calculo direto mostra-se que:

5]

[} niy| ot L u v B E0T My v B _
3 Vnhglné EY (hahThOqu”B) + na (thThUUHVHB)T ¢] (A.78)

O terceiro termo da expressao (A.77)
Inicialmente,

& mais trabalhoso.
devemos substituir o produto dos tenscores antissgi-
métricos Napys

em funcao dos deltas de Kronecker. Efetuando
calculo obtemos:

um

(A.73)

(A.74)

(A.75)

podemos de

(A.76)

ob
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oy nio EoT L v Bs =
BehoVaVels My T (BgReBGUL ) a =
£0 € £
. 0 1 v ve
= - (hPRTVhOB) )y -
a wfs v_oosh g¢
po o o ©
h v sl &%
ot T t R
- ABA A V. 0BT
= n (WMVRABG - h*h (hMVh%PFy
o wollp T R wvll8’

Lo L EL TV BV :
Behog [Pl R quHéI”A *

_ Mo GR._ VAT _ 0 BTtV BAz
hpg(hah h""u hehpg(huh h*="0 +

uvl 8’ | vl g’

%h  (hMh%PRVA

- hehys by uvHB)HA .

O quarto termo da expressao (A.77) pode ser transforma

do de maneira analoga. O resultado desse calculo &:

h'hy v on A% 0T 1V Bh h hY(hﬁthhsxa

elo'nve"s o Yoo uvHB)”A T Mrple uvHB)HK *

- h'h (h$h“ThB“ﬁ

oo WIUE

Reunindo esses resultados obtemos:

L h% no (nbrbrvig
o O

Sy | o w0 T MLV BAT _ 1
PED,E(U)J hoh, (hghh quHB)UA 2 (e p)

)
w8 [
(A.79)
O primeiro termo do lado direito pode ser posto numa

forma mais simples como segue:
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O, T,, UV, BA~ _ B vA-~
hehy, (Bgheh™ 0y )y = PP hah el

h“ B, VA o, 0% _
+ ahoh )HhhehpuuvﬂB

= 2020+ n%n%"nfn¥

ep e p o o qu”B”A . (A.80)

Utilizando o tensor Riemann a ordem de derivagao do se
gundo termo pode ser invertida:
U =0 + R ° +r g ®
v 8l A vl A B WBRAT W VOBA 1
Substituindo o tensor de Riemann pela sua expressao em
fungao do tensor energia e momento e projetando perpendicularmen

te a Va obtemos:

B VA B =
h"h = -
OpulglameReh = Ouofap geleh = PUcp
A divergéncia do tensor auv & nula. Logo, a expressao acima se
reduz a
- 2
h*nfavt = - (2 + )@ .
wvl 8] A"e Cg el

Subgtituindo esse resultado na expressao (A.77) obtemos

2 -
b_ - e) U .

O T,V BAS = (5 _
SCMCICMCEL IR co

Reunindo esses resultados finalmente obtemos dque

T _ owve &5 _ 1 g =
PEp P(U)l = h vuvaEp + (p 3 6 )U

- (p-30°+5) 0T . (A.81)
a
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Analogamente podemos mostrar que

D 5 (U)zi%ep G . (A.82)
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ERRATA

na pag. 49, eg. 4.28, onde se lé J, leia-se L.
na pag. 50, eg. 4.31 e 4.32, onde se lé I, lela-se L.

na pag. 53, onde se 18 I e v, leia-se L e v.

-

na pag. 57, eq. 4.49, onde se lé senh_z, leia-se senh+2

na pag. 60, leia-se y = A EEE?H_E - ...‘ + A
O_nq/z _

cos g n + 1

l‘_n q5/2

na pag. 79, eq.. 6.37, onde se lé i, leia-se .

= na pag. 84, linha 8, onse se lé (6.61), lei-se (6.57).
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