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RESUMO

A solucao exata das equacoes de campo da teoria de
Einstein-Cartan e obtida para uma poeira artificial de spins ra-
dialmente polarizados, com simetria esferica e estatica. Para me
Thor avaliagao dos efeitos provocados pelo spin, considera-se nu
1o o tensor metrico de energia-momentum. A dinamica do campo gra
vitacional e estudada para diversas intensidades da torcdo, atra
ves do movimento de particulas-teste com massa e de spin nulo ;
em particular para torgao nula reobtemos a solugao de Schwargﬁ -

schild. Observamos que os efeitos gravitacionais associados a tor
¢ao (spin) ora sao atrativos ora sao repulsivos, dependendo dos
valores da torcao, e da posicao e velocidade das particulas-tes-

te.
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NOTACAOQ

{ ) simetrizagao: T

.
(aB) 2T (TaB+TBa)

)

— s . - T ] _
|” 1 anti-simetrizacao: TLQQI = o (Tas Too

[[| I_]anti-simetrizagao dos indices entre os colchetes e as bar
1
as: T~ = -
ras lal8]v] ?T'(TaBY TYBa)
A= aA/3x%  derivada parcial ordinaria
A = VaA derivada covariante



CAPTTULOD I

INTRODUCAO

A relatividade geral & ha mais de meio seculo a teoria
de gravitagao por excelencia. Contudo, varias outras teorias pa-
ra a gravitagao tem sido propostas. Dentre as demais, a generali
zacdo a relatividade geral proposta por Elje Cartan (1922/23)
vem sendo bastante discutida nos Gltimos anos.

Cartan sugeriu um novo modelo para a geometria do espa
co-tempo, no qual as afinidades nao mais seriam simetricas e on-
de a parte anti-simetrica — denominada de torgao — estaria de al
gum modo ligada ao momento angular intrinseco da matéria (spin}.
De acordo com Cartén, a torcdo, com suas 24 componentes indepen-
dentes, deveria ser tratada em pé de igualdade com a metrica.

A idéia de considerar-se o spin das particulas como
uma nova variavel dinamica do sistema & bastante razoavel, se
lembrarmos que na classificacdo das particulas elementares usa-
-se dois invariantes das representacbes unitarias irredutiveis
do grupo de Poincar&, que sao massa e spin. Nesta representacao,
massa estd associada a parte translacional do grupo de Poincare,
e spin a parte rotacional.

A nog¢ao de espagos-tempo com spin e torg¢ao passou al-
guns anos dormindo, ate que em 1961/62 Sciama e independentemen-
te Kibble deram uma nova contribuicdo, ao mostrarem que a teoria

proposta por Cartan & na realidade a teoria de gauge local do



grupo de Poincaré(lg). Mais tarde, Hehl (1973/74) atraves do
formalismo de Lagrange, e Trautman (1972/73) atraves do calculo
com formas diferenciais, vieram contribuir de forma bastante sig
nificativa ao obterem resultados semelhantes para a teoria,o que
permitiu dar a esta uma forma definitiva.

De acordo com a teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble,
uma densidade media de spin nao-nula pode produzir efeitos gravi
tacionais sensiveis. £ admissivel que, em certos tipos de estre-
las onde o campo magnetico € muito intenso, o alinhamento dos
spins possa ocorrer e deste modo produzir algum efeito de nature

za gravitacionaT(ééi).

No entanto, segundo a teoria,fora das dis
tribuicoes de-matéria a torgao se anula, consequentemente desapa
recem os efeitos produzidos diretamente pelo spin. Desta forma,
na auséncia da torcdo, como por exemplo no vacuo, as equacgoes
da teoria de Einstein-Cartan reduzem-se as da relatividade geral.

0 estudo de modelos cosmologicos sob o ponto de vista:
desta teoria despertou a curiosidade quando Trautman(gg) apresen
tou um modelo cosmologico ndo-singular, no qual a auséncia dasin
gularidade no espaco-tempo era devida a interacao de contato spin
-spin descrita pela teoria de Einstein-Cartaﬁ. Outros modelos cos
mologicos igualmente livres de singularidade cosmologica foram
apresentados por Kopczyﬁski(gg), Kuchowicz(gg’gé) e Tafe1(§£).

No presente trabalho propomos estudar os efeitos gravi
tacionais causados por uma distribuicdo esfericamente simetrica
de spins polarizados, buscando reduzir a um minimo as contribui-
coes gravitacionais associadas a materia propriamente dita.

No capitulo 11 fazemos uma breve discussaoc da varieda-

de espaco-temporal de Riemann-Cartan,usando a analise tensorial,

com o intuito de dar ao lejtor um escorgo da geometria de U4. No



capitulo II1 apresentamos a dedugao das equacoes de campo da te-
oria usando o principio de Hamilton, culminando com a equacao de
campo combinada. 0 sistema especifico considerado nesta tese @
descrito no inicio do capitulo IV, e em seguida apresentamos a
sua solugdao exata. No Ttem IV.4 fazemos algumas analises qualita
tivas e quantitativas da solucdo obtida. Finalmente, no capitu-
1o V estudamos as extremas de particulas-teste com massa e de

spin nulo.



CAPITULD I1I

ESPACO-TEMPO DE RIEMANN-CARTAN

11.1 - Variedade Diferenciavel

A estrutura do espaco-tempo gque suporemos a0 longo des
te trabalho e a de uma variedade diferenciavel 4-dimensional Haus
dorff com conexao e métrica(ll). Um ponto da variedade — denota-
da por X4 —, OU seja, um evento no continuo espaco-tempo, sera
representado por um conjunto ordenado de <coordenadas reais x©
com a« = 0,71,2,3, onde xO corresponde a coordenada temporal e
xi, com i = 1,2,3, correspondem as coordenadas espaciais.

O0s objetos geométricos que sdo definidos naturalmente

sobre a variedade sao os escalares, 05 vetores, 0s tensores, e

as respectivas densidades.

I1.2 - Conexdo; Torcgao

Uma estrutura adicional introduzida na variedade e a
conexao afim. A conexao surge quando tomamos um vetor contravari
ante C% e o transportamos paralelamente do ponto x® a um pon-

to infinitamente proximo x% + dx%. 0 vetor C® varia de acordo

com a relacao



dc® = - % (x)cY axP . (11.1)

0s 64 coeficientes ng formam 0 que chamamos de conexao afim.
Una variedade diferenciavel X, dotada de uma conexao
r e denotada por Ly
Na base de coordenadas a lei de transformagao da co -
nexao e

8)(Y o
Y g v FBY]
aX ax 3X

; (I1.2)
By ax® lax

Vemos que, devido a ocorréencia do termo azxa/axB ax ' em {(I11.2),

o P

r nao se transforma como um tensor. No entanto, se T e T¢
By By By

sao duas conexoes diferentes, a sua diferenga sera um tensor,i.e.,
o o

(FBY_TBY) se transforma como um tensor.

Assim, definimos a torgao como o tensor formado pela

parte anti-simetrica de uma conexdo afim,

o o )

o _ . o _ | _ )
SBY = T|§i1 > (FBY TYB : (I1.3)

vemos que a torgadao & anti-simétrica nos primeiros dois indices:

s(BY)a =0 . (11.4)

Temos, portanto, 24 componentes independentes para a torgao.
Um tensor que se mostrara particularmente utilmais adi

ante & o da torcao modificada,

o _ o o P
TBY SS_Y + 2cﬂ§ SfID s (I1.5)

que difere da torgao em seu trago. Notamos que tambem a torcgao



modificada € anti-simetrica nos primeiros dois indices.

11.3 - Métrica

Uma metrica g & definida sobre a variedade como um ten
sor covariante de 2% ordem, simétrico, e que & responsavel peia
medida de comprimentos e angulos localmente sobre a variedade.

Na base de coordenadas a métrica g € expressa em ter-
mos de suas componentes 90p obtidas a partir do comprimento in

finitesimal de arco originado pelo deslocamento da coordenada

x & para x*+dx®. Simbolicamente temos

ds® = g, dx %dxb® . (11.6)

Suporemos que a matriz (guB) e n3o-singuiar. Desta for
oB

ma, podemos definir um tensor g atraves da relacao
gasguY = 5BY , (11.7)
ou seja, a matriz simeétrica (gaB) e a matriz inversa de (guB).

Segue, entao, que podemos usar a metrica g para defi-
nir um isomorfismo entre tensores covariantes e tensores contra-
variantes, e assim usarmos & meétrica para subir e baixar indices.
se A% sao as componentes contravariantes de um tensor, entao

Au sap as componentes covariantes, associadas entre sj da forma

A =

B o _ _dB
o guBA, e AT = g~"A . (11.8)

Uma variedade 1.4 com uma metrica g e uma conexao line

ar definida como em (II.1) sera denotada por (Ly-9)-



Uma metrica 90 cuja assinatura e dada por {(2-n),on-
de n e a dimensao da variedade, & dita uma métrica de Lorentz.
Admitiremos aqui que g tem assinatura -2, e que e localmente
Minkowskiana com diagonal da forma Nug = diag(+1,-1,-1,-1).

0 carater Lorentziano da metrica permite separar os ve
tores nao-nulos da variedade em tres classes de acordo com 0 si-
nal de g(X,X), onde X € um vetor da variedade. Dizemos que para
g{X,X) = gaBXaXB >0 o vetor & tipo-tempo, para g{(X,X) =0 o
vetor e tipo nulo, e para g{(X,X) < 0 o vetor & tipo-espaco. O0s
vetores tipo-nulo formam um par de cones sobre a variedade, sepa

rando os vetores do tipo-tempo, interiores ao cone, dos vetores

do tipo-espago, exteriores ao cone.

11.4 - Derivada Covariante; Contorcgao; Curvatura

Seja Au um co-vetor definido sobre a variedade. Defi

nimos a sua derivada covariante da forma

= - - a .
T AL, AL T A (11.9)

do mesmo modo, a derivada covariante de um contra-vetor A" € da

da por

1t

VUA“ = A“,v A¥ o rgaAa . (11.10)

aA“/axv.

11l

onde A = aAu/axv e AV

W,V sV

Tomemos agora a metrica guv(x) da variedade (L,,9) e

deriveémo-la covariantemente:



A A

guv;a - gu\),a B Faug)\v - Fuvgu)\ (IT.172)
Permutando ciclicamente os indices (u,v,a), temos
] _ oA oA
Ivasu = va,p T Tuvdaa T TueSun e (I1.11b)
_ oA A
guu;v - gau,\) Tvagxu r\)uga}\ (IT.11c)

Subtraindo de (II.11c) as expressoes (II.11a) e (II.11b), e im -
pondo que Iap:n = 0 para que sejam preservados comprimentos e
angulos atraves do deslocamento paralelo, obtemos apos alguns re

arranjos (ver Apendice A)

fEB = {&E} - KaBY , (11.12)

onde {ué} € 0o sTmbolo de Christoffel de 22 espécie e KuBY e o

tensor de contorgao, escrito em termos da torgao como

Y _ _¢ ¥ Y _ ¥
Kag' = “Sep’ * 570 = Voo - (11.13)

Podemos ver que a contorgdo & anti-simétrica nos ultimos dois n

dices,

Y Y o
Kag! * Kolp = O . (11.14)

Ao transportarmos paralelamente um vetor ao longo de
uma curva fechada, nem sempre obtemos no ponto de chegada o ve-
tor inicial. 0 deslocamento paralelo depende da curva tomada. Es

ta nao-integrabilidade dos deslocamentos paralelos se deve a que

as derivadas covariantes em geral nao comutam. A nao-comutativi-



dade das derivadas covariantes & medida pelo tensor de curvatura
de Riemann. Assim, tomemos um co-vetor Aa e fagamos a comuta -

¢do das suas derivadas covariantes segundas (ver Apéndice B): ob

temos
Ao [0 © u R"mm;r:\A . Sw)‘Aa;A : (11.15)
onde Aa;uv = vaUAa e onde o0 tensor Rkauu e definido na base
de coordenadas como
R"aw =2 Fl:élalauj v 2 F)I\EIBPIE:[OL ) (I1.16)

e denominado de tensor de curvatura de Riemann.

Dessa definigao podemos ver que

R = - R , (11.17)

i.e., o tensor de curvatura de Riemann @ anti-simetrico nos ulti
mos dois indices. Fazendo uso da relacao (I1.17) obtemos uma ou-

tra propriedade para o tensor de curvatura (ver Apendice C)

A

A B A
— = 2 S — -4 5
e TSl T Sy Sage

(I1.18)

Podemos ainda encontrar as identidades de Bianchi para o tensor

de curvatura na geometria com torgao:

A _ _ OgA
ojuv; 8] 2 SL@V[ R oo |u] ) (11.19)

Uma variedade (Ly»9) com conexdo do tipo (II.12) & di-

ta uma variedade de Riemann-Cartan Ug. Assim,numa variedade(L4,g)
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com g = 0 a geometria e a de U4; se a torcao for nula em U

MV A 4°

teremos a geometria da relatividade geral, V4, e por fim se em
V4 tivermos a curvatura de Riemann nula, teremos a geometria de
R4 da relatividade especial. Esquematicamente escrevemos

9.y. =0 s Y=0 R® =0

(qug) —H‘ES_L‘—"” U o8 —>V4 Byd —~+ R

4

Nao so em V, mas tambem em U4 o tensor de curvatura de

Riemann e anti-simetrico nos primeiros dois Indices. Logo,em Uy

o tensor de Ricci Rae, definido abaixo, permanece como a Uunica
contrag¢ao essencial do tensor de curvatura, porem sem a simetria

existente em V4:
RuB = R arg (I1.20)

Definimos o tensor de Einstein em U4 de forma semelhan

te ao usado na relatividade geral, ou seja:

(11.21)

Contudo, & importante notar aqui que em geral Ga nao mais e sij-

6

metrico.

* .
Definindo o operador Vp = Vp + ZSva como uma diver -

gencia modificada, podemos escrever a parte anti-simetrica do ten

sor de Einstein em U4 da forma

:

g =V TP 11.22
aB] T Tp Ba O’ (11.22)

onde Tsap e o tensor de torgao modificado definido em (II.5)

* - = . . . * an B BY o
Note~se que o operador Vp nao e distributivo, Vp(A B”) #B VpA +
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*
+ A“vDBB, contudo comuta com g ., com g8, e com g.

I11.5 - Curvas em U4 !

No espago-tempo de Riemann-Cartan U4 devemos inicial -
mente nos referir a duas classes de curvas da geometria, as auto
-paralelas e as extremas; ambas se reduzem as geodesicas do espa
co-tempo de Riemann V, na ausencia da torcgdo.

As curvas denominadas de auto-paralelas sao aquelas ob
tidas em U4 atraves do deslocamento paralelo de um vetor tangen-
te, o0 qual permanece tangente ao longo da curva, sendo T a co-
nexao da variedade. A equacao diferencial que descreve as curvas

auto-paralelas e

2 o R A
d™x o dx" dx” _
oz tTavasmas =0 (11.23)

Nesta equagac observamos que apenas a parte simetrica da conexio
contribui, pois a parte anti-simetrica desaparece na contracgao

com o termo simetrico dedxk. Resulta, portanto

) 3 A
d™x a dx™ dx” _
gg?— + T(Bl) s ds ° o ., (11.24)

onde a parte simetrica da conexd3o depende explicitamente da tor-
gao segundo a relacgdo {ver Apendice D)
63 63
T( {Bk} + 25

(11.25)

8h) (82)

As curvas extremas de Uy sao aquelas de comprimento ex

tremo com respeito a metrica da variedade. De acordo com a equa-
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cao (1I.6), o comprimento entre dois pontos da variedade depen

D\

de apenas da metrica, e assim a equacao que define as extremas
obtida a partir da varijacéo
1

8 J ds = § J (gquxadx5)1/2 =0 ,

por um processo ijdentico ao da geometria de Riemann para obten -
cao das geodesicas. A variacao acima nos leva a equacaoc diferen-

cial

2, o B A
d“x o, dx™ odx”

A equagao (11.24), que define as auto-paralelas, reduz
-se a equacgdo (I!.26) para as extremas no caso da torcdo ser to-
talmente anti-simétrica, i.e., SuBY = S[§Bi1'

Ha ainda as curvas denominadas de trajetorias, que sao
as curvas seguidas por particulas teste dotadas de spin; essas
curvas nao sao em principio nem auto-paralelas nem extremas, mas
devem provir das equacgoes de campo ou de Tleis de conmnwag&ﬂlg’ga.
Ao tender a zero 0 spin da particula teste, tende a trajetoria
3 curva extrema (2]

Particulas de massa nao-nula € sem spin seguem extre -

mas tipo-tempo, enquanto os fotons seqguem extremas nulas.



CAPTITULO 111

EQUACOES DE CAMPO DE U4

Vimos ate agora o carater geométrico da veriedade Uy s
sem contudo levarmos em conta o carater fisico que traz realida-
de aoc espaco-tempo de Riemann-Cartan U4.

0 estudo de tais caracteristicas foi desenvolvido por
Hehl (1972/73) e por Trautman (1972/73), independentemente, e
usando abordagens diferentes. 0 primeiro fez uso do metodo da ana
Tise tensorial, enquanto que o0 segundo usou dos metodos da geome
tria diferencial moderna atraves do calculo com formas diferenci
ais. 0s resultados obtidos sao equivalentes no que diz respeito
as informacoes prestadas sobre as equagdes de campo e leis de con
servagao.

Exporemos aqui apenas o0s resultados e desenvolvimentos
realizados com a analise tensorial. 0 tratamento com formas dife
renciais pode ser visto em Trautman (1972a,b,c,d), Galvao (1976),
e Linhares (1979). No capitulo IV faremos uso do caiculo com for

mas apenas como tecnica para obtencdo do tensor de Einstein.

II1.1 - Principio Variacional

As equacgOes de campo sao frequentemente derivadas deum
principio variacional. Definiremos a acao A de um sistema como a

integral no tempo da funcao de Lagrange L, i.e.,
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A = J Ldt . (I111.1)

Podemos ainda expressar a acao A da forma

=
il
O]

J dx? [ ¢ p =1 [ a*x o, (111.2)

onde ¢ & a velocidade da luz no vacuo, L & a densidade Lagrange
ana e dqx o elemento de volume do espaco-tempo.

A densidade Lagrangeana L e construida com os elemen -
tos que descrevem a dinamica do sistema. Como na relatividade ge
ral, a densidade Lagrangeana na teoria de Einstein-Cartan & sepa

rada em duas parcelas L = L.+ L onde L representa a den

g’ g
sidade Lagrangeana da gravitacao e L. a densidade Lagrangeana
para os eventuais campos de matéeria. Portanto, a integralde acao

em U4 pode ser escrita como

4

N
A=l j(Lc s 1) d%% (111.3)

q)

cujas partes passaremos a descrever separadamente.

I11.2 - Densidade Lagrangeana dos Campos

Imaginemos um campo cldssico de matéria y(x%) no espa
¢o de Minkowski da relatividade especial. 0 campo w(xu), que de
pende da posigao, pode ser um tensor ou um espinor; contudo, nao
trataremos aqui de campos espinoriais.

Na auséncia da gravitagao, a densidade Lagrangeana da
materia da relatividade especial L depende do campo, do seu

c
gradiente e da métrica n do espaco plano:
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Lo = Lo (w.3v,m) . (111.4)

Para obtermos a densidade Lagrangeana de materia em Uy
devemos considerar a presenca da gravitagao, levando em conta o
principio da equivalencia. Entdo, substituimos a métrica Nag PO
9,8 de U4 e 0o gradiente do campo pela derivada covariante,de acor
do com o principio do acoplamento minimo, ou seja:

T
Neg * g+ AV VU (111.5)

Desta maneira, a densidade Lagrangeana dos campos assume a forma

D, = I, (0. V0.g) - (111.6)

Como a derivada covariante de ¢y depende da derivada parcial do
campo, da derjvada parcial da metrica, e da torg3ao, a expressdo
de L. toma a forma

Lo = Lo (¥:3¥,9,39,5) . (111.7)

A integral de acao para os campos fica

1 4
he = ¥ [ 5 (navigiag,sratx (111.8)

que depende do campo ¢ , das 10 componentes da metrica Iup © das

v

24 componentes da torgao SaB

I11.2.1 - Variacdo da Aclo dos Campos

Escrevemos a variacao da integral de agao (II1.8} com

com respeito a variagdes do campo, da metrica e da torgao inde -
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pendentemente, encontrando

— (oL 9L
_ 1 4 c c
6AC = E J (6Lc)d X = -E J Im-{w— 61P + 'a—w—ﬂ— 6(,0’&} +
O (I11.9)
9L 9L oL
C o C Y|4 48
+ (——w_ 8g + =————— §g } + §S ]d X
aguB o BgaB,Y of,y BSaBY o8

Ao fazermos integragoes por partes, achamos convenien-

te definir as seguintes derivadas funcionais (Heh1 et al., 1976,

pag. 399):
ST 9L oL
(@) gy = - By ()
sy T 39 o ‘3P ’
s O
8L 9L oL
(b) Co=f s Sy, (111.10)
89,8 994p Y 898,y
8L aL
(c) ¢ 7 = ¢ -
65&8 BSaB
Definimos o tensor métrico de (densidade de) energija-
-momentum o e o tensor de (densidade de energia) potencial de

spin u, respectivamente, da forma

8L
_ 1

g =7 9%, (111.11)

af
8L

€z g oy Be (111.12)
8S Y Y

af

B

onde g = det(gaB). Notamos que o e simetrico, e que Hofy e an-
ti-simetrico nos Gltimos dois Tndices.

Observamos que a definicdo do tensor métrico de ener -
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gia-momentum (III.11) & semelhante aquela da relatividade geral.
Neste sentido, o tensor metrico de energia-momentum esta relacio
nado as translacoes no espago-tempo. Ja em Einstein-Cartan surge
a ideia de se relacionar o momento angular intrinseco (spin) 3s
rotacoes do espago-tempo. Isto & feito de maneira analoga a defi
nicao do tensor de energia-momentum, tomando-se a variacio da in

tegral de acao em termos da varjacdo da contorcao ao invés da tor

cao.

0 tensor de (densidade de) spin t & definido como

= /g 1 P, (111.13)

onde, provisoriamente, sao tomados independentes o campo, a me -
trica, e a contorcao (ao inves da torgao). E facil ver que devi-
do a anti-simetria da contorgao, expressa em (I1.14), o tensor

Ba

de spin TY possui anti-simetria nos primeiros dois indices,

7 Be. o Ba (111.14)
Y Y

A definigao (III.13) leva-nos a relagao (Hehl, 1274)

0By o [Baly (111.15)

E conveniente, a partir do tensor métrico de energia -
-momentum e do tensor de spin, definir-se um tensor assimetrico

chamado tensor de (densidade de) energia-momentum total, como

B P L (111.16)

n
<]
+
™
[V}

*
onde o0 operador VY
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No item seguinte veremos apenas a titulo de complete
aB ofy ~ .
za que os tensores I e T formam 0os tensores canonicos

de energia-momentum e de spin, respectivamente.

I11.2.2 - Tensores Cancnicos. Leis de Conservagao.

Fazendo-se uso das identidades de Rosenfeid (Hehl 1974,

pag. 509) podemos mostrar que

Ve T L ole v (I111.17)
9 a c o Sy 8 a ’ '
aL =
f_-(_]—TasY:_a_wg_hi_@a] v (111.18)
s Y

Na expressao {(II1.18) as quantidades hle] sd0 a representagao ma
tricial de uma transformacao infinitesimal de coordenadas gque de
pende do carater do campo .

Podemos observar gque o lado direito da expressao (II1.17)
d3d uma generalizagao para a definigao do tensor canonico de ener
gia-momentum em relatividade especial, segundo o teorema de Noe-
ther, o que justifica entao a definigao (III.16) para o ‘tensor

de energia-momentum total EGB.

Da mesma forma, por analogia a re
latividade especial, podemos reconhecer na relagao (III.18) 0
tensor t1®®Y como o tensor cangnico de spin.

As grandezas canonicas definidas anteriormente possu-

em. as leis de conservacgao (Hehl et al. 1976)

g8 v p oBv
80 Ev SaB + Tay R o (I11.19)

v\)TCCB = EIEB:_[ . (III.ZO)
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IIT.3 - Densidade lagrangeana da Gravitacao

Construiremos a densidade Lagrangeana da gravitacao pa
ra a teoria de Einstein-Cartan em analogia a sua correspondeﬁte
na relatividade geral, uma vez que na auséncia da torcao os re -
sultados obtidos devem coincidir com os desta teoria.

Como haviamos comentado anteriormente, o tensor de Ric
Ci & a unica contracao essencial do tensor de curvatura em U4
(da mesma forma para a relatividade geral), assim construimos a

densidade Lagrangeana da gravitacao a partir do escalar de curva

tura R. Temos portanto

_ 1~ -1
by = 7¢ Y-g R = - B (I11.21)

onde k = 8ﬂC-4G; G = constante gravitacional de Newton, e R =

= V-g R e a densidade escalar de curvatura.
A densidade R depende da métrica, de suas derivadas pri-

meiras e segundas, e da torcao e syas derivadas primeiras:

R =F (9,39,93g9,5,9S)

Portanto, a integral de acdo da gravitacido fica

1 1 4
Ag = = f 7c B (g,99,3989,5,9S) d'x . (IIT1.22)

Finalmente, retornamos a acao total definida em (I11.3):

- 1 4
A= % { \Ec(w,aw,g,ag,S) t 5o R (9:39,889,5,35)] d'x . (III.23)

Para encontrarmos as equacgoes de campo da teoria de

Einstein-Cartan, fazemos nula a variacio da acdo total, descrita
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em (III.23), com respeito a variacgdes independentes de u, g, e S.

IT1.4 - Equagoes de Campo

Facamos a variagao da agdo total (II1.23):

oL L oL oL
1 I] c c ] { c c |
SA = = | Sy + ISIJ) + g g +
c 3y Bw,u , 0 BgaB af Bg(w,Y uB,YJ
oL
1 3R aR
+ ( §S YJ + [ ég + s +
34 “? ex B95g 0B T 89,5 Taby
3R 1 3R Y 3R Y 1.4
+ q + o= 85 + 85 1d " x
ag uB,YGJ 2K ( Y afl Y af ,vJ 1
af,ys 35&8 35@8 v
1 [6Lc S0+ {GLC 1 _6R ), A 8L .
T c S S 2K &g 9ap Y
- B 8 8S
ab
1 &R Y 4
o o Y} 83 a ] d"x (IT1.24)
af
Como a variagao da acao total deve ser nula, &A = 0, e as varia

coes &Y, Ggue, e GSaBY sao independentes, devemos ter nulos os
sequintes termos:
SL
C
(a) S_w"— =0 ’
8L
o 1 &R
(b) + = 0 . (I11.25)
aguB 2k 59u8
8L
1 &R
(c) + =0
ss Y 2K g5 ¥
o af
onde denotamos agora
8k _ 3R 3R 3R
E - B, (5===—) + 3.5 (=)
9ap  %9ap Y ¥4p,, VY %946,y
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A equacao (III.25a) descreve a dinamica para oS campos
de matéria, enquanto que (I11.25b e c) sao equagoes independen -
tes, que formarao posteriormente as equacoes de campo da teoria.

Introduzindo-se os tensores definidos em (ITI.11) e

(I11.12) nas equagoes (III.25 b e c), respectivamente, tem-se

8L
1 8R C 1 — _oB
(a) = = = - 7 g O »
2K GgaB GguB 2
(I11.26)
8L
1 6r C _ _ . Ba
(®) 2k 45 Y 8S My
oB B

Fazendo uso das definic¢Ges (II11.13) e (III.16) para os tensores

canonicos, podemos expressar (III.26 a) como sendo

i

*
6F - ¢ /g o*F = - V-q (ZQB + ¥ UQBY) =
&g aR Y

Y - A
— 2xv-g 6SYB
X ah
B _ 1 g™ &r 1 0,9 SR
= - /g |27 - o (V2 ) - 4 =— )
Y A K TTYR o A
779 | /ges /g 85
A oA
B 1 &R g 1 g &R p 6R _\]
= -x V=g |2%P- o= v - (v 25 )|
2% XY o 2K Y AT yp Y
— GSYB ¥-g v-g &S 8 GSYB
A
B 1 g% * SR 1
= -k /mg 2% - v ,
- : v-g T ss A
YB
logo
§R o §R af
+ 9 v = -x V-g ¥ . (111.27)
69&8 L LSS A
By

Iqualmente, a (II11.26 b) nos da
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g)\Y &R - = -0 ‘/'—E UYBOL ,

65&8

ou seja, 1

N P ar (uBaY _ UGBY) _ gAu SR A8 OF

&S -85S
By oy

que escrevendo de forma reduzida fica

K EEQE_X = -2¢ /g ulBaly
By

lembrando a relacao (III.15) entre o tensor de spin e o tensor
de potencial de spin, OBy - U|E@IY , a expressdo acima toma a

forma

%gklg_ﬂx = - /g 08T (I11.28)
S
s Bly

Obtidas as relacgoes (I11.27) e (II1.28), buscaremos no

proximo jtem obter as variacoes GR/ﬁgaB e 6R/6SQBY.

I11.4.1 - Variacao da Densidade Escalar de Curvatura

A densidade escalar de curvatura R e

R= /g R= /5%

usando a definigao (II.16) para o tensor de curvatura e em segui

da contraindo, obtemos

- apf P A Aap _ A Lo
Ro= /=g 977(8,Tp, = dgTy, + Ty Tpo = T T3) - (111.29)
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Para conseguirmos uma expressao mais apropriada para

(II1.29) escrevemos

_ — oB Ay oL — afB A af. A
~ afy . A ~ aB,n A _ pAopp .
+ g (V-9 g )T, , + V-9 ¢ (FAQFBG Foolhe) ;
fazendo uso de (v-g guB).k = 0 na relacdo acima, e rearranjan-
do os termos, R reduz-se a
R= X+ 25, (V5 g“[-"rj‘wl ) (111.30)
onde
N - aB P pA A o
R=2YV-g9 (Fklﬁrélu + FkuSBp ) - (III.31)

0 segundo termo da expressdo (II1.30), por ser uma divergencia,
nao contribui para a integral de agdo da gravitagao, podendo as-
sim ser desprezado. Ficamos entao apenas com o termo R que se
caracteriza como uma densidade escalar efetiva.

Portanto, para conhecermos a variacao de R e bastan-

. Y .
te considerarmos A , 1.e.,

§R = &K .

Ao fazermos as variagoes da densidade escalar de curva
tura, R , em termos da metrica e da torgdao independentemente, ob

temos (Hehl, 1974)

] gR - - g™ 4 T (TOBY L oqpBya , ogyaBy g1y .32)
/=g %9ag Y
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1 SR 0B B 8 o
_— = -2 (T - T + T . 111.33
1/..9 8S Y ( Y Y Y ) ( )
aB
onde GuB e 0 tensor de Einstein 'em U4 e TOBY e o0 tensor de tor

¢ao modificado. Podemos mostrar que as equacgoes (111.32)e (111.33)
Y
ap e SOLB .

Se ao inves da torcao SuBY em (111.22) tivéssemos

tomado a contorgao KaBY » @ variacao da densidade escalar de

possuem, espontaneamente, a simetria dos tensores g

curvatura & equivalente a (111.33) seria

1 6R
- Y
/g oK,

= - 271 B (111.34)
Y
- . . Y _ v Y
Este resultado & facilmente obtido observando que SaB = KL?@I
e utilizando-se de (111.33).

Substituindo-se (II1.32) e (I1I1.33) em (I11.27) temos

/5 L Wors ?\-j,Y (TaBY - 1Bya | TYGB) +
(111.35)
SER N -G AR LU TYAB):[: < V=g %8,

*
Lembrando a definigdo da divergéncia modificada, vY EVY +ZSYDD

o lado esquerdo da equagdo (111.35) reduz-se a /=g G*P, e por -

>

tanto

GOR - ¢ B (111.36)

Esta equacdo € chamada de 1°2 equagao de campo da teoria de Eins-
tein-Cartan,

Levando (II1.33) em (111.28), obtemos

gho [:2 ¢C§'(TABY—TBYA+TYABi[—ng[;2ff§'(TAGY—TGYA+TYkaiI = -4e/7g BT
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ou simplesmente

OBY o LoqaBy (111.37)
|
que e chamada de 22 equacao de campo da teoria de Einstein-Car -
tan.
De uma maneira nao formal podemos resumir as equagoes
de campo como

Tensor de Einstein em U4 = k (Tensor de energia-momentum),

Tensor de torgao modificada = « (Tensor de spin).

Embora tenhamos obtido uma equagao (]g equacgao de cam-
po) semelhante a da relatividade geral, devemos nos lembrar que
o tensor de Einstein ndo mais e simetrico, a conexdo nao &€ mais
o simbolo de Christoffel, e o tensor de energia-momentum agora
depende da torcgao.

Ja a segunda equagao de campo apresenta-se como algo
totaimente novo, sem analogo na relatividade geral. Esta equacgao
propdoe a existencia de uma interagdo que vincula spin a geometria.

E facil vermos que a equagao (III.37) tem um carater
puramente algébrico. Este fato nos permite dizer que spin e tor-
¢do sdo sinonimos, de certa forma. Por outro lado, o carater al-
gebrico da equacdo nao permite que a torgdo se propague — talvez
uma das perdas da teoria de Einstein-Cartan — restringindo assim
seus efeitos as regices do espago-tempo interiores as distribui
coes de matéria. Fora das distribuicoes de materia a contribui-
cao do spin e sentida apenas via metrica, como veremos a seguir,
atraves da equacgao de campo combinada.

Devido a equacgao (III.37), podemos substituir  torgao
por spin, eliminando definitivamente a torgao de nossas equagoes.

Desta forma, € possivel separar o tensor de Einstein definido em
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U4 numa parte Riemanniana e noutra que depende somente do tensor
de spin. Para isso tomemos a relacao (II.16) e calculemos o ten-
sor de Ricci usando a conexao (II.12). Em seguida, lembrando da
definigao do tensor de torcao modificada, com algum algebrismo

obtem-se

6%F = 6B (1Y) 4 v (THET-TITOTYOR) g B

oAy B
{1+2T T Ay

Mar B g (e M oTPY TD}‘YTD ).

- - T =~
T Ay i o ¥ Ay

Finalmente, usando as relagoes (III.15), (II1I1.16) e (II1.36) che

gamos ao elegante resultado

681 1) = « 58 (I11.38)
onde
gaB - oaB + _4TakrBTBDA ZTaApTBAD + ApaTApB +
1T apR o AV Apv 4[
+ 59 (4"{?\ |I)T 5] + 7T T?\D\J) 1 (II1.39)

A equagao (III.38), fusdo da 18 equacao de campo com a

Zg, e comumente chamada de equacao de campo combinada, e o ten-

sor gaB de tensor de energia-momentum combinado.
E  importante notar que §*° & simétrico e satisfaz a
{1}
lei de conservacgao VB U - o, A equacao (II1.38) apresenta-se

como uma extensdo a equacao de Einstein da relatividade geral ,
reduzindo-se a esta quando anulamos em (III1.39) o tensor de spin
TU-BY-

Apesar de na equacao (III.39) termos o spin como fonte
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gravitagao, a sua contribuicdo & em geral muito pequena quan
comparada aos efeitos provocados pela matéria. Isto decorre,

parte, do fato de o termo de spin ser proporcional 3 constan

-48

gravitacional (k ~ 10 cgs) que e muito pequeno, e em par-

devido ao spin ter um carater dipolar, i.e., spins se somam

vetorialmente,



CAPTTULO 1V

SOLUCAO EXATA DAS EQUACOES

DE EINSTEIN-CARTAN

Nos éathu]os precedentes apresentamos um escor¢o da
teoria gravitacional de Einstein-Cartan. No presente capitulo
trataremos de obter a solugao das equagoes de campo para um pro
blema especifico: uma poeira dotada de spin com wuma distribui-
cao esfericamente simetrica e em equilibrio estatico.

£ sabido que a contribuigdo gravitacional causada pe-
1o conteudo material da poeira e muito superior a contribuigao
dada pelo spin, geralmente desordenado, dessa mesma poeira. No
caso dos spins estarem alinhados, sua contribuigao gravitacio-
nal pode crescer extraordinariamente, podendo mesmo ser compara
vel 2 da materia ordinaria, especialmente nas regioes onde a

48 g/cm3

densidade de materia for extremamente alta (ordem de 10
ou maior)(lé). Conjectura-se que torgao possa produzir efeitos
observaveis no interior de certos tipos de objetos astronomicos,
como estrelas de neutrons, as quais possuem um forte campo mag-
nético acompanhado de uma consideravel densidade de spin.

Nesta tese buscamos conhecer os efeitos gravitacio-
nais associados ao spin; assim, & conveniente nos desvencilhar-

mos, tanto quanto possivel, da gravitagao associada a outras forr

tes que nao o spin. Isso nos leva a idealizar um fluido bastan-
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te apropriado para nossos fins: Imaginemos uma poeira dotada de
spin intrinseco, na qual a gravitacdo associada ao spin sobrepu-
ja§se em muito a gravitacao associada ao conteudo material.

Com 0 intuito de se obter uma scolucac exata das equa -
¢oes diferenciais, ousamos ainda uma pequena extrapolagao matema
tica que simplificou em muito o sistema de equacoes: Considera -
mos nula a contribuicao gravitacional proveniente do tensor me -

trico de energia-momentum ouB.

IV.1 - Métrica e Torcao com Simetria Esférica

Considerando a metrica 94p estatica e com simetria
esferica, o elemento de linha ds mais geral, escrito nas coorde-
nadas (t,r,0,¢), assume a forma(l)

ds2 = ezndt2 - eZAer - rzde2 - rzsen28d¢2 s (Iv.1)

onde n = n{r} e XA = A(r}).
Nas regioes muito afastadas da distribuigao de poeira,
devem ser validos 0s resultados da relatividade especial, i.e.,o

espaco deve ser plano. Neste caso a metrica reduz-se a me-

guB

trica de Minkowski nuB , cujo elemento de linha em coordenadas

esfericas e

cls2 = dt2 - dr2 - rzclen2 - rzsenzedcp2 . (1vV.2)

Para a torc3o, tomaremos como nao-nulas unicamente as

componentes

S = - 532 = s{r)seng . (1V.3)
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Temos, portanto, 3 fungoes a serem determinadas atra-

ves da equacao de campo combinada, que sd@oc n(r}, A(r) e s(r).

IV.2 - Tensor de Einstein da Relatividade Geral

Nesta secao estamos interessados em conhecer o Jlado
esquerdo da equacdo de campo combinada (III.38). Mais especifica

mente, as componentes nao-nulas do tensor de Einstein GaB({ B o=

ap Z Sup
Apesar de nao termos feito um desenvolvimento da teo -

R, da relatividade geral.

ria de Einstein-Cartan atraves do calculo com formas diferenci-
ais, usaremos nesta secao este formalismo como artificio para sim
plificar os calculos na procura das componentes nao-nulas do
GaB({ }y. {Um estudo do calculo com formas diferenciais pode ser
visto em Soares, 1980.) Evidentemente o0s mesmos resultados seriam
obtidos com o uso do calculo tensorial.

Fscolhendo uma base de tetradas adequada, e () los in
dices latinos maiusculos rotulam os vetores da base: A=0,1,2,3 I
podemos expressar o elemento de linha ds como

ds® - olMol(B) (1V.4)

"AB

onde nAR ¢ a metrica do espaco plano com diagonal (+1,-1,-1,-1 )

e 0s O(A) sao as l-formas descritas por

olA) = (A gyo (IV.5)

Por comparacao direta com (IV.1), podemos ver que
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6(0) = e(o)o dxO = e'ldt ,

ol 1) = elM) ax! = ear

ol?) - e(2)2 dx? = rdo (1v-6)
9(3) = e(3)3 dx3 = r senfdd¢

Derivando exteriormente as 1-formas (IV.6), tem-se

(IV.7)

>

+ % cotgo 9(2) A 9(3) ,

onde a linha superescrita denota d/dr.
O0s coeficientes de rotag¢ao de Ricci sao determinados
por

1

Yage = 7 (Cage = Cpac - Ccap!

onde 0s CABC sao obtidos por comparacao de (IV.7) com a expres-

sao para a derivada exterior de @(A),
(A _ 1] (B) (C)
do = CABC 0 A ©

Assim, os unicos coeficientes nao-nulos sao

0 _ 1 _ -
Y107 Yoo~ € ’
T 2 1 -
Y22 Yi27 " 7E¢ ’ (1v.8)
LY AN BT
Y337 Y137 7 F ¥
2 3 - % cotg®b

Y33 % 7Y o237
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As 1-formas de rotacao wAB = YA e(C)

BC
wo] = w]O =n' et o(0) ,
w]z = - wz-l = - ]F e")\ @(2) ,
m13 = - m3] = - J!: e")\ @(2) ,
m23 = - w32 = - % cotg® 6(3)

Derivando-as exteriormente, temos

dwo] aol(n' &My 4 ‘ze_xI Y ol0lh)
T _ At -2 (M, (2)
dUJ 2 = —Y' e 8] iYS] s
duﬂ3 = ')"\"F em2h {1 (3) . —]2 cotg® e (2] 6!
r
2 1 (2),.(3)
dw 3 = :2' S] AO

As 2-formas de curvatura sao definidas como

A A A C 1 LA (c) (
Q' = du'p W A wp =5 RUp O e

D)

nao-nultas sao

(1V.9)

De (IV.9) e (IV.10) podemos calcular as componentes das 2-formas

de curvatura, que por sua vez nos levam por intermedio

comparacao direta as seguintes componentes nao-nulas

de curvatura:

0 : _l")\| |2-)\ “A
R 01 = - in e )"+ e 1 e s
O _ -i |'2)\

R72pp =~y N € ’

0 _ 1 o =2A

R7303 = "¢ n'e ’

de uma

tensor

(IV.11)
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o SIGELI, 150-R) O
o« o
= hg
W, BIBLIOTECA $
R] = .l_l- e-zp\
212 r ’
] Y- 2x
R A . (IV.11)

313

v
2 ] .
R7303 = — (1-¢
r
0 tensor de Ricci, R = ACR ossue as componen
> "gp = " “apcpr P pbomen

tes nao-nulas

00
- _J(n.e-ﬁ)- . n;EE—X} e v Eae™® L (1va12)

1, 1
20 = Rgz =7 (Mon'm gl e e

e o escalar de curvatura , R = n""R

=
co
M
a.
U
a.
(@]
=]
[}
—

ol
i
™
/—\I
-
o)
:
o
o
-+
3
)
o
—
)
1
-
+
S|~
—_—
i }
t
-
S
0]
r\1|+
5]
1
S
%)

Finalmente, obtemos as componentes nac-nulas de GAB =

- ] .
= Rap 7 7 Maghe
— 1 '2)\ -I "2)\ ]
Gog = = Ve N - ey :
r r
2 1 _2)\ 1 _2}\ ]
G-l] =F-T]e +?2-e “*—2' N (IV.]B)
r
o VLT A |2 - A - 1 | 1 -2
Gpp = B33 = |(n'e 7)" 4 n ]e + g (nf-at)e

As componentes do tensor de Einstein em (IV.13) foram
calculadas na base de tetradas , porem e nosso interesse té-las
na base de coordenadas, i.e.,na base 3/3x” . Para isso & bastan

te fazermos a transformacao
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2n,2 ., -2x 1 -2x 1
G00=en(F>1e - — e + =) ,

r r

2N .2, =22 1 -2 1
Sip=e (e e e - 7 :

(IV.14)

o
]
v
o
=
@€
[ep]
™
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IV.3 - Equacoes de Campo; Solucgao

0 tensor de torgao modificada definido em (I1.5) pos-

sue em nosso problema as componentes nao-nulas

0 0
T23 = - T32 = s{(r)sens ,

que levamos em (II1.37); resultam para o tensor de spin as compo

nentes

s(r)seng , (Iv.15)

1

,_]
(9%
™o

|
75 | e

t23
indicando um alinhamento radial da densidade de spin.
Podemos agora calcular o lado direito da equagao de

campo combinada (I11.38) levando em conta a hipotese de trabalho
afd

formalizada anteriormente (o = 0). Neste caso o tensor de ener
gia-momentum combinado fica

voB _ | pg.0X _ Bp _ _ o, _aAp B Apa_ B

o = K-_4T !ET il 21 T + T Trp +
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1 _aB P Apv
t 59 (4TA 1§T QI + T Tkpv)] s

e suas componentes nao-nulas sao

~“00 3 s%(r
6] = ‘E s
r
W11 s%(r) 2(n-2)
T Tk T AT ’ (1V.16)
n22 1 s%(r) _2n
"% "5 ¢ ’
r
v33 1 w2z
sen &

Igualando-se as componentes escritas em (IV.14) as res
pectivas componentes em (IV.16) chegamos por fim as equacgbes de

movimento do nosso problema:

3,107 2h _ p2,-20 2 2, 2n

(a) 2roate” +r° - 3s°(r)e”" =0 ,

(b)  2rime ? w r%eTih L v 2 L 5%pye?n L g . (1V.17)
- 2

(c) (n'e™ ™)' + n‘ze-XTe_A ¥ % (n'-atye”?h o s4r) o2n g
- - r

Trata-se de um sistema de 3 equagoes a 3 fungoes in -

cognitas (n,A,s). Fazendo uso das jdentidades de Bjanchi, 0 =
= GaB.B = KEQB_B, concluimos depois de numerosas simplificacoes
gue

s(r) = constante = % s s com s >0 . (Iv.18)

Considerando o resultado acima e somando-se as equa -

coes (IV.17 a e b), concluimos facilmente que

~2(n+n) s

e = + C (IV.19)

S
r
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onde C & uma constante de integracdo. Para determinarmos o va -

lor dessa constante fazemos uso das condicoes assintdticas

que representam a nulidade do campo gravitacional para as regi-
oes do espaco muito afastadas da fonte, i.e., condigoes de espa-
¢o plano. Vemos, imediatamente, de (IV.19) que C = 1.

e-ZA

Isolando-se em (IV.19) e em seguida substituin-

do-se em (IV.17 b), apdos varios calculos e integracbdes, obtém-se

2
S g%« - E% ro+sc
r r
(1V.20)
02X _ e 2T
1T + sz/r2

onde m e uma constante de integracdo que representa a massa do
sistema, como veremos na proxima secdo.
Os resultados encontrados em (IV.18) e (IV.20) repre -

sentam a solucao exata das equacoes de campo do problema.

IV.4 - Analise Qualitativa e Quantitativa do Campo Gravitacional

0 elemento infinitesimal de linha que descreve o com -

primento entre dois eventos x° e x%dx® de nosso espaco-tempo

e portanto
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2

r dr2

- v%(de? + senfede?) . (IV.21)

21

2)(r2+252-2m r2+s )

(1 + 32/r

Hotamos que na ausencia do spin (s = 0) este elemento de linha

reduz-se a

2 2 2 2
ds® = (1 - —F)dt - — = - r(de + senved¢”) (Iv.22)

gue @ a solucdo de Schwarzschild.

Para as regioes muito afastadas da fonte (r » =) deve-
mos ter um carater Newtoniano para a gravitacao de tal forma que
gOO=1+2¢/c2, onde & = -Gm/r e o potencial gravitacional Newto
niano. Logo, no sistema de unidades em que ¢ = G = 1, pode-
mos interpretar a constante de integracao m de (IV.21) como a
massa da distribuicao de poeira.

Quanto ao parametro da torc¢do, s, notamos que o Seu apa
recimento na métrica se da sempre da forma gquadratica (52); isto
indica serem idénticas as métricas associadas a torcles caracte-

rizadas por parametros s e -s.

IV.4.1 - Pontos de Equilibrio Estatico

Os pontos ry de equilibrio estatico para uma particu
la-teste sem spin imersa no campo gravitacional correspondem aos

pontos de minimo de

2
goo(r) =1 + 35? - E% Vr2+52 H (IV.23)
r r

assim, calculando ngO/dr e igualando a zero obtemos a equacao

bi-quadrada
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4

2
45T (1 - %) = 0, (1V.24)
m

cuja unica solugao fisicamente aceitavel €
I

ro = st - 7t {E% M LA 1)1/2] (1V.25)

com s/m > 1, Levando (IV.25) em (IV.23) obtemos

1/2 (1V.26)

9golrg) = (1 - %;)

Na Figura 1 apresentamos o grafico do potencial gravi-

tacional n{r) = % Ln gOO(r) para diversos valores de s/m (0 <
< s = parametro da torcdo, m = massa). Notamos que para r » « se
tem o comportamento Newtoniano n{(r) - -m/r, para todos os valo-
res de s/m. Para s = 0 se tem n -+ -« quando r -+ 2m, correspon-
dendo ao raio de Schwarzschild. Para s crescendo de 0 a m, a
localizacao radial da assintota (n -+ -«) se desloca gradualmen
te de r = 2m até r = 0, (Este deslocamento da assintota ser3
melhor descrito na Figura 2.) Para os valores de s maiores que
m ha um pogo finito de potencial, com minimo de valor n(ry) =

= % Ln (1 - mz/s2

). [_A Tocalizagdo radial ro desse minimo sera
apresentada na Figura 3.] Notamos que n{r) - += quando r -+ 0 pa
ra todos os valores de s > m.

A Figura 2 mostra os raios das superficies de infinito
deslocamento para o vermelho (900 = 0), quando s/m < 1. Analo-
gamente as solucoes de Schwarzschild e de Reissner-Nordstr8m, es
sas superficies coincidem como os horizontes de eventos (ng=—w).

Para s = 0 (solucao de Schwarzschild) encontramos a superficie
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em r = 2m. Para os valores crescentes de s o0 raio da superfi -
cie diminui, tendendo a zero gquando s - m,

A Figura 3 nos mostra a localizagao radial o de uma
particula sem spin, em equilibrio estatico, para valores de
s/m > 1. Essa localizagdo & dada pelo minimo do potencial gravi-
tacional n(r) para os diferentes valores de s > m. { Comparar

com a Figura 1.) Notamos uma parabola de 42 ordem (rO/m)4 =

|

8(s/m - 1) quando s/m - 1, e uma parabola de 22 ordem(roﬂn)=

252/m2 quando s/m > «, com ponto de inflexao em s/m=1.255...

i



.-40.-

n(r)

5 10 15 r/m

Figura 1 - Potencial gravitacional n(r)
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r/m

s/m

Figura 2 =~ Horizonte de eventos
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CAPTTULD V

EXTREMAS

Neste capitulo estamos interessados em conhecer o com-
portamento de particulas-teste com spin nulo, sujeitas ao campo
gravitacional. Tais particulas obedecem a equagao das extremas

(Heh1 et al., 1976)

2 o 2
d™x vy dxodx™ ‘ 2
ozt lgl ds e =0 » ds >0 V.1

ey _ 1 uA _ - - .
onde {uB} =59 (ghs,u * 94,8 guB,K) e 0 simbolo de Chris
toffel. Semelhantemente, fotons em U4 seguem extremas nulas (Hehl
et al., 1974).

Tomando a métrica 9y descrita em (IV.1), os Unicos

simbolos de Christoffel nao-nulos sao

1

_ 1 - [ 2(7-1_)‘) _ 1
{O-l}—'ﬂ 5 {OO}"n e H {'I'l}—}\ L
{ég} = -r e—ZA . {32} = -r senze e"2A s {;%} = 1/r , (V.2)
(2)=-Fsen2e ()= . {3} = cotge

onde a linha superescrita indica d/dr. Assim, as equagoes para

as extremas sao
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(a) t+2n tr =0 ,

(b) r+ n' e2(N ) §2 4 g2 L TP g2 rsenzee"2A$2 =0,
2 0 1] .2 .

(c) 0 + ?-re - 5 sen2p ¢- = 0 , (V.3)

(d) b + % ré + 2 cotge 8¢ = 0 ,

onde o ponto superescrito indica d/ds.

As equagoes (V.3 a e d) sao facilmente integradas,

{=ae? | (V.4)
¢ = —g—gjr‘ ’ (V.5)
r-sen 8

onde o e B sao constantes de integracao. Nao consideraremos
valores negativos de o , que representariam uma escolha 1impro -
pria na direcao do tempo.

Para posterior referéencia, lembremos que a primeira in

tegral do movimento tipo tempo, VUVU = 1, se escreve

e t° - e r- - r éz - rzsenzeq')2 =1 , (V.6)

onde VH = dxu/ds.
Neste trabalho, consideraremos a definigcao de velocida

de encontrada em Horedti (1974)

0
vy = —L— (V.7)
T - v (r)

onde v{(r) e a velocidade da particula. Calculando VOV0 e subs

tituindo em (V.7) encontramos a expressao
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2 e2n(r)
v (r) =1 - — 7 . (V.B)
o
Vemos que, para r =+ «, v («) = ] - 1/a2 e portanto sela > |1
a particula tem velocidade suficiente para tornar-se livre; e se

a < 1 a particula ndo tem velocidade de escape, e permanece pre

sa ao campo gravitacional.

V.1 - Extremas Equatoriails

Sem perda de generalidade podemos estudar as trajeto-
rias de particulas-teste sem spin considerando o movimento nopla
no do equador, i.e., tomamos para o angulo polar 6 o valor cons-

tante w/2. Neste caso a equagao (V.3 b) reduz-se a

¥+ on ez(n_)\) .EZ & )\‘;‘2 - r 8_2)\ &)2 =0 . (Vg)
ou ainda
Foe oot efVol w (ntayt) RE 4 efTTEY g8 (vin0)

onde para obtencdo desta ultima fizemos uso de (V.4), (V.5) e
chamamos e2Y =1 + sz/rz.
Substituindo em (V.10) as expressoes dos termos n',vy',

e, e“', apos alguns algebrismos obtemos

+ h(r) gé/r3 (V.11)

onde
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Podemos ver facilmente que (V.10) reduz-se 3 expressio

da aceleragao ¥ de Schwarzschild quando s = 0:

2 1

i,,z_m a+m ;‘2
RAE ARG

2
+ (1-2m/r) Bo0 (va12)
r

%.—l
-

Investiguemos agora os efeitos gravitacionais associa-
dos a torgao. Para isso, vamos comparar a aceleracao r senfida
pela particula-teste sem spin na geometria espaco-temporal asso-
ciada a valores ndo nulos de m e s, (V.10), com a aceleracdo
sentida na geometria com 0 mesmo valor de m porem com s = 0,
(V.12). A comparacao sera feita tomando cada termo de (V.11), in
dividualmente,. .

Confrontemos inicialmente as contribuicdes provenien-
tes da parcela f(r). Esta parcela corresponde 3 gravitacdo que
atua sobre uma particula em repouso (r = 0, B = 0). Na Figura 4
apresentamos os graficos de mf(r) contra r/m para diversos va
lores de s/m; notamos que, para todos os valores de r/m, as cur
vas com Ss/m > 0 estao posicionadas sempre acima da curva com
s = 0 (solucao de Schwarzschild). Assim sendo, concluimos que a
gravitacao associada a torcao age sobre particulas paradas sem -
pre no sentido de enfraquecer a atracao estatica Schwarzschildea
na, tanto a longa como a curta distancia. Ademais, a curta dis -
tancia os efeitos (estaticos) repulsivos da torgao as vezes supe

ram os efeitos (estaticos) atrativos de Schwarzschild dai resul-
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mf (1)

r/m

Figura 4 - Termo estatico de aceleracao radial.
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tando um efeito total (estatico) repulsivo sobre a particula-
~teste,

A seguir, confrontemos as contribuigoes trazidas pelo
termo g(r), contribuicdes essas associadas 3 componente radial
r (quadrada) da velocidade da particula, e sem an3alogo Newtonia-
no. Apresentamos na Figura 5 os graficos do coeficiente cineti-
co radial mg(r) contra r/m para diversos valores de s/m. Ve~
mos que, para todos os valores de r/m, as curvas com s/m >0 se
posicionam sempre abaixo da curva com s = O (sol. de Schwarzs -
chiid); isto significa que a gravitacdao associada a torcao sem -
pre atua no sentido de enfraquecer a repulsao associada ao movi-
mento radial da particula-teste. Notamos ainda que para s/m >1
aquela repulsao Schwarzschildeana se converte em atragcao quando
a particula-teste se aproxima suficientemente do centro da sime-
tria.

Finalizando, comparemos as contribuigdes cinéticas azj
mutais h(r) 32/r3. Na mecanica Newtoniana essa contribuicao va-
le 82/r3, e B conhecida como repulsdo centrifuga. Na Figura 6
apresentamos os graficos do coeficiente azimutal h{r) contrar/m
para diferentes valores de s/m. Notamos que, para todos os valo-
res de r/m, as curvas com s # 0 se posicionam sempre acima da-
quela com s = 0 (sol. de Schwarzschild); isto indica que a pre-
senga da torgao induziu um reforgo a atuacao repulsiva do coefi-
ciente cinetico azimutal do campo gravitacional de Schwarzschild.

Desta forma, nao podemos afirmar que para uma particu
ta em movimento a torgao atue definitivamente no sentido de re -
forcar ou enfraquecer o comportamento previsto pela relatividade

geral. So podemos fazer alguma afirmativa se conhecermos o anqu-

To que a trajetoria da particula faz com o raio vetor.
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mg (1)

r/m

Figura 5 ~ Termo cinético radial.
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hir)

2 4 6 r/m

Figura 6 - Termo cinético azimutal
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V.2 - Extremas Radiais

Para estudarmos o movimento de particulas-teste sem spin

b

na direcio puramente radial tomamos as condicoes 6 = 0 e ¢ = 0 na

equacao {(V.6); obtemos

e2n i e2?\°2 - i
0 que equivale a
2 2n
dr, 2 e 4n
(G0)° = (1 + 35)0(1 - =)’ (V.13)
r o
apos substituirmos ro= 1 %% e usarmos (IV.20b} e (V.4). A equa-

cao (V.13) assume portanto a forma integral

2
-2 sTy~1/2 -2 2ny-1/2
t-ty = [ e 2N (1 4 %) 1201 - g %e2M M2 g (v.14)
Na impossibilidade de efetuar a integragao acima, resol
vemos estudar a equacgao (V.13) na vizinhanga do ponto de minimo
potencial gravitacional, r = ros bara valores de s > m,

Voltemos entao a equagdo (V.13) e derivemo-la com res -

peito ao tempo t. Isto nos leva a equacao diferencial de 22 ordem

2 — 2 2mn
%;% -1 2 e 50 - et T : (V.15)
J— Y‘ -

Chamando a expressdo dentro do colchete de (V.15) de f(r), a sua

derivada na vizinhanga do ponto r = r, e dada por

2
{(r-rq)
Fr(r) = £1(rg) + (rerg)f(rg) + ——pro £% (rg) + ...u (V.16)
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onde a linha superescrita indica d/dr. Considerando r(t) = ro t
+ E(t) com |E(t)] << 1, a equagdo (V.15) fica, em 12 ordem em

£(t), |

2
d 2 2 / Z,.2y2
—Ti_(tt) + w§ = 0 < w =§2 (] - 1-m~ /s ) ’ (V°]7)

indicando um movimento harmonico simples de frequencia w
Na Figura 7 apresentamos a variagdo da frequencia des-
se movimento harmonico como fungdo de s/m > 1. Notamos que w
(medida em unidades de m'1) vale 1/v¥Z quando s/m - 1, e decres
ce monotonicamente ate zero para valores crescentes de s/m.
Consideremos agora uma particula-teste em queda livre
radial, tendo partido do repouso no infinito: lembrando a defini
cao de velocidade dada em (V.7), a velocidade radial com que es-
sa particula passa na posicao r @
— 2

N R RS V7 ,
vi(r) = T (1 + —?) - = . (V.18)

Na Figura 8 apresentamos o grafico da velocidade (v/c)
radial em funcao da pbsigéo (r/m) para diferentes valores de s/m.
Nota-se que para grandes valores de r obtem-se 0 resultado
Newtoniano v = ¢ 2m/r . 0 mesmo resultado & obtido na ausen -
cia de torgado (s = 0, solugdo de Schwarzschild) para qualquer va
Tor de r. Para s <m tem-se v - « quando r - 0. Para s=m tem
-se v = ¢ quando a particula atinge r = 0. Para s > m a parti
cula em queda livre aumenta gradualmente a sua velocidade ate um
valor maximo (< c), na posicao radial dada pela Figura 3; a se-
guir, a particula & freiada e chega momentaneamente ao repouso na

2 . qy1/2

- . 2 - .
posicao radial r = s{s /m ,apos 0 que retorna ao in-

finito.
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A seguir consideremos uma particula largada do repouso

num ponto arbitrario r = "max > Tpe €om s > my ela cai radial-
mente ate o ponto r = Pain < Yg» Onde T e dado por
gOO(rmin) = goo(rméx), ou equivalentemente

ro. = s(s%-n?) /2 roo (V.19)

min m(rZ’ _ S2)1/2 . S2 ma x ;

max
A Figura 1 da uma ideia da situagdo. Quando s > m, observamos
gue uma particula largada do repouso no infinito (rmﬁx:m) atinge
2
_ S” 1/2 . s

0 ponto Tmin C s(;? 1) , € a seguir retorna ao infinito,

V.3 - Extremas Circulares

Para estudarmos o movimento circular de wuma particula
-teste sem spin admitiremos que ela esteja orbitando no plano do
equador {6 = w/2, 6 = 0) e imporemos as condicoes de circulari-
dade r =0 e ¥ = 0.

Assim, de {V.3b) vem

. o2(n-2) ;2 “2h 2

n t" - r e ¢ =0

que usando (V.4) e (V.5) nos da

82/!“2 =rn' 0',2 E_'-Zn : (V.20)
de {(V.6) temos
eln 2 _ r2$2‘= 1,

que usando (V.4) e (V.5) fica

=1 . (v.21)
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De (V.20) e (V.21) tiramos entao que

2 . -2n |
o e = 'T:Tﬁ-r . (V.22)

Por outro lado, ja vimos em (V.8) que

1 2 -2n
—>—— = a'e : (v.23)
T-vi(r)
comparando (V.27) com (V.23) vemos que
2 !
vi(r) = rn , (V.24)

ou seja

vz(r) _ m(r2+252)-25 Vr2+s

ro+s (r2+252-2m Vrf+szj

(v.25)

A Figura 9 apresenta a velocidade (de Horedti) com que
uma particula devera estar animada para descrever trajetorias cir
culares com o raio indicado, para diversos valores de s/m. Nota-
mos que para r - = sg tem sempre v2_+ m/v, que € o resultado
Newtoniano. No problema de Schwarzschild (s = 0) a velocidade cir
cular cresce ao nos aproximarmos de r = 2m: vale v = ¢ (foton)
na posi¢cao r = 3m, e deve ultrapassar ¢ (taquions) para r <3m,
Para s = m a particula precisa ter velocidade proxima a da 1luz
(c) para orbijtar circularmente nas vizinhangas de r = 0. Para
s >m a velocidade circular cresce do valor zero, na posicao
radial infinita, ate um valor maximo na posicao dada pela Figu-

ra 10 (descrita a seguir); para valores menores do raijo a veloci

dade diminui, chegando a zero nas posigoes radiais em que 900°

= 1 {(ver Figura 3).

Na Figura 10 jlustramos, para cada valor de s > m, o}
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valor do raio da orbita circular em que a particula sem spin per-
corre com maxima velocidade (de Horedti). Esses valores de r sao
obtidos a partir da (V.25), com a condi¢ao dv(r)/dr = 0;a equa

2

cdo satisfeita por r° € de 40 grau,

2

4s (1r'2+52)1/2 (m2+r2+52) =m r4+852(r2+52f] . (V.26)

Nesta equacao notamos que quando s >>m se tem r - 452/m, e

que quando r >~ 0 se tem s/m - 1+(r/2m)6.

V.4 - CONCLUSAO

Como direta consequencia da equacao de campo combina-
da, a solucao gravitacional obtida nesta tese & invariante pela
inversao na orientacao de todos o0s spins que contribuem para gra
vitacao. Observamos que sempre que o valor do parametro s, que
representa a torgao, for maior que o de m, que representa a mas
sa, os efeitos da gravitacao com torgao se tornam sensivelmente
diferentes daqueles da gravitacao Einsteineana. E importante no
tar que nossa analise da solugdo restringiu-se as regides fisi-
cas do espacgo-tempo (g00 > 0, 9qq < 0).

No Ttem V.1, onde estudamos a aceleracdo r, pudemos
ver que a torc¢do atuou no sentido de produzir ora uma atracao
ora uma repulsdo a ser adicionada a gravitagao da relatividade
geral. Convém lembrar que esses efeitos adicionais foram origi-
nados por uma Ghica componente de torcgao, 8230. Nossos resulta
dos podem ser comparados aos de Bedran (1980), que estudou um

problema com simetria axial com outras componentes de torcao pre
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sentes; seus estudos confirmaram que a gravitacao adicionada pe-
la torgao atua ora atrativamente ora repulsivamente. Igualmente
pudemos comparar com 0s resultados obtidos por Sandes (1981), que
admitiu como Unicas componentes nio-nulas da torgdo com sime -
tria esferica SO]O = 5210 = 5310 = f(r); estas componentes, pa-
ra particulas-teste sem spin em queda livre radial, atuaram sem-
pre no sentido de aumentar a atragao gravitacional comparativa -
mente a solucao de Reissner-Nordstrdm, enquanto que a contribui-
gao azimutal diminuiu a atracao de Reissner-Nordstr8m.

As curvas extremas apresentadas no capitulo V represen
tam o movimento de particulas-teste (com massa e de spin nulo )
submetidas ao campo; no entanto, para ter um conhecimento mais
preciso do campo gravitacional as particulas-teste a se utilizar
devem possuir spin nao-nulo, e portanto obedecer a equagdo de mo
vimento oriundas de leis de conservagéo(é’lg), ao inves de satis
fazer a equacao das extremas.

Recentemente a torcgao tem sido usada no estudo de mode
los cosmologicos para fluidos de matéria com spin na presenca de
campos magnéticos(éz) numa simulacao de possiveis estados inici-
ais do universo. Tambem tem sido usada no intuito de evitar sin-
gularidades cosmologicas e colapsos gravitacionais(g). Finalmen-
te, convem mencionar que o conceito de torcao vem sendo emprega-
do em outras teorias que nao possuem um carater puramente gravi-

tacional.



APENDICE A

CONEXAO DE RIEMANN-CARTAN

Para obtermos a conexao da variedade de Riemann-Cartan

U4, imporemos que a metrica g seja covariantemente constante,

UV
i.8.,
- _ B _ B :
Yuvia = guv,a Tuvggu Taung 0 . (A1)

Fazendo uma permutacdo ciclica nos indices {(u,v,o) tem-se

= _ B _ B i}

g\)Ci.;lJ - g\)Oi.,u rpagg\) FU\)gBOL 0 ’ (A .2)
— _ B _ R _

gOHJ's\) B gOH.l:\) I‘\)UgBO!, T\)g‘ggu 0 . (A .3)

Subtraindo (A .3) da soma de (A .1) com (A .2), tem-se

Yvio ¥ %asu 7 Jauyv T uveo T 9ve,u T Yau,v Fivgeu - FgugBdF
] Fiugﬁv B TﬁvgBa N Fiugﬁa N r%ugeu =0
ou entao
e ¥ Yvann T Jau.y T (Tgu—rgv)geu * (FEU-FEv)gBu B
- (FiU + Tﬁu)gsv = 0
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Multiplicando a expressao acima por

% gPV, tem-se

1 pv _ oV B PV B _ P
pd 9 (guv,a+gva,u gau,v)+g gBuSva 9 gBa v T(au)
ou entao

Py 4 PV B 4y gPVg s B _ P = A

lgud * 97795 5,4, +9779,.5,, (ap) = ° (
Por outro lado,
P~ P p _ P + p
Pan = T(oam) * T[GQI Tlawy ¥ Pan - (A

Substituindo rP

= em (A .4) pela expressao obtida de (A
vem que
¢ pv g pv B P _ P
{uu} + g gBuSva g gBuSuv + Sau Fau 0o .
portanto
Fp . {D}_ P . (A
ol ou ol
que e a conexao de Uys @
p_ 0 PP
Kau B Suu * Su o " au

e 0 tensor de contorgao.



APENDICE B

CURVATURA DE RIEMANN-CARTAN

A nao-comutatividade da derivada covariante segunda de
um co-vetor em U, e medida em termos da torgao e da curvatura,co
mo veremos a seguir. Seja Aa um co-vetor e tomemos a sua deri

vada covariante
VAL E AL, <A - 1P (B .1)

A derivada covariante segunda de Aa e obtida derivando-se (B.1),

- - - B _ U
(AQBLJBV - Au;uv - (Aa;u),v TvuAB;u TvuAa;U ) (B .2)

Depois de alguns calculos a expressao (B .2} torna-se

B ph g0 pA pA B WA o N . (B .3)

+(Tva LB VM oo ua,v) A ua Rsv VI Qs O Vel Bau

A =
S IRTRVARN e PR TRV
Trocando-se os indices u <>v em (B .3}, tem-se

. -tP A, 1% - 1Ba . (B .4)

B B oA 0 oA LA - -

TRV TR TRV TR 1T MY : S VAN o/s MR V's PR T

Portanto, fazendo-se a comutagao das derivadas covariantes segun

das (B .3) e (B .4),
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-] }
AG»IE\L 2 (Aa,uv a3 Vi
obtem-se
L R S B A B A L
Aoy ] Z20a, 0 Thas v Tval pg Thalvg) Aotz (T

1 A
- 7'R auvAA * Suv o0

que e a relacao apresentada em (II.15), e

A ) A A
oy = 250000 * Tnls

e 0 tensor de curvatura de Riemann em Uy

T

— TR

o] o
TRV va)(

v]a )



APENDICE C

PROPRIEDADE DA CURVATURA EM U4

Na geometria de Riemann o tensor de curvatura RaBYO sa
tisfaz a relacao R?EYST = 0. Em Riemann-Cartan, esta anti-sime
tria nos tres Gltimo; T;dices nao mais existe. Vamos aqui mos -
trar como RQEBYSI depende da torgao e de suas derivadas. Parti -

mos da identidade

A 1 pA S S U
R fauv] 6 (R auv+R vou uva R Ay R vpa R avu) ) (C.1)

Devido a propriedade R apv = -R &L

A 1

R |§uQI= 3 (R auv + R vou t R uva (C.2)

Substituindo-se em (C.2) a definigcao do tensor de curvatura,
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3 ) ¢ B el
* Fﬁs(rga'rgv) ¥ rtg(riu-rﬁv)'+ FQB(FEv'TEU)]
- % (ausvak+avsauk+aasuvk+rﬁstuB+T$BSauB+FQBSuvB) - (L.3)
Como
\)OtA;u ) aus\)al ) FE\)SBG)\ B rﬁa \)B)\ ¥ Fl):BS\)OtB ’ (¢.4)
podemos substituir (C.4) em (C.3), resultando
R)\@u\):[ - % Eu\)?a omk;\) \)OL)\QU * SGB)\(F?)U-FE\)) ¥
+ SvBA(FEv'Tiu) + SuBA(FEv-FEG)
= 3 U\))\;a Sauk;v vuk;u-zsaBASuvB“ZSvBAsaus"zsuﬁ}\svap)’
ou
R)\quu\):[ - 25@&;&_{ - 451_@\)85@18A : (C.5)

que ¢ a propriedade expressa em (I1.18).



APENDICE D

CONEXAQO NAS AUTO-PARALELAS

A parte simetrica da conexdo I' da variedade de Riemann
~-Cartan U4 nac @ apenas o simbolo de Christoffel, mas depende tam

bem da torcao; para ver isso, partimos de

r?pv) = Fiv - F%EQI : (D.1)
substituindo em (D.1) as expressoes de ng e F%EQI , Vem que
Ty = G Kpw' ™ Sy
= {01+ swO£ - s\)“u + s“w - sw“
= (%) + Saw + SOLw
. {U‘f)} + 25“(1”) , (D.2)

que €& a parte da conexdao que contribui na equagao das auto-para-

letas (I1.24).
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