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RESUMO

Estabelecemos uma técnica gue permite a construcgio de
uma fungao lagrangiana para sistemas nao-holondmicos. Discuti-
mos o formalismo classico dos strings relativisticos sob o pon
to de vista da teoria de Dirac para sistemas singulares e no con

texto de um problema de imersao de uma superficie bidimensional

no espago-tempo. Mostramos como resolver o problema correspon-—
dente a imersdo no caso de strings livres, finitos e abertos,
pela especificacao de um gauge naoc convencional. Analisamos
ainda a relagao entre a teoria dos strings e campos de Maxwell
de posto 2 e exploramos as propriedades da "densidade de corren

te" do string para obter novas informagdes sobre o modelo.



O Capitulo 2 inicia a nossa discuss3c da dindmica
dos strings relativisticos, o modelo que aqui utilizamos como
representativo de um sistema mecanico, continuc, singular. Es-
colhemos este modelo por suas inflmeras aplicagOes a Fisica,
constituindo-se hoje em umvastissimo campo de interesse na pes
quisa tedrica.

Iniciamos nossa analise imbuidos da idéia original
de discutir a dinamica classica dos strings scb o ponto de vis
ta da teoria de Dirac para sistemas singulares. Com a evolugao
de nosso estudo entusiasmou-nos a, assim denominada, teoria ge
ométrica dos strings relativisticos, pela beleza de sua estru-
tura formal e riqueza em aplicagoes, resultante da ampla abran
géncia permitida pela poténcia do aparato matematico gue lhe &
peculiar. Como resultado, desvirtuamo-nos de nossa meta origi-
nal, aprofundando-nos na analise desse formalismo. Obtivemos
éxito em nosso trabalho desenvolvendo uma sistematizagio da
teoria dos strings como um problema de imersaoc e aléangando no
vos e interessantes resultados, gue constituem o Capitulo 3
desta nossa presente contribuicao. Em particular, mostramos
que a imersao dos strings no espago-tempo pode ser tratada sem
que seja necessario a especificacao do gauge a priori e que o
caso, "patoldgico", da imersac de strings livres, finitos e a-
bertos, pode ser considerado atendendo-se 3s exigéncias impos-
tas pelas condigoes de contorno. Construimos solugoes comple-
tas, uma estacicnaria e outra nao-estacionaria, para modelos

gue especificamos com base no tratamento geral que desenvolve-

mos.



No Capitulo 4, analisamos o modelos dos strings rela
tivisticos sob o ponto de vista dos campos gue lhe podem  ser
atribuidos. Construimos um formalismo gque permite melhor se
considerar a analise do modelo de string segundo a otica de
uma teoria de campo e, com detalhes, investigamos o significa-
do fisico-geométrico da "densidade de corrente" que se atribui
ao string neste contexto.

LApresentamos, em cada Capitulo, né introdugao, um re
sumo esclarecedor de nossos objetivos, desenvolvimentos e re-
sultados obtidos, esperando assim, tornar mais coOmoda a leitu-

ra do presente trabalho.



CAPITULO 1

SOBRE A DINAMICA DE SISTEMAS NAO-HOLONOMICOS

1- INTRODUCAO

A descricao lagrangiana de um sistema classico & ba
seada no conhecimento da funcdo lagrangiana daqual se exige que
contenha todas as informacles fisicas relevantes sobre o sis-
tema. Com o conhecimento desta funcio constroi-se a integral

de acgao,

ty
J = J L odt (1.1}

e as equacoes de movimento para o sistema decorrem do princi-
pic de minima acao:

57 =0 » 4 8L _ 8L . 4, (1.2)

dt aéi aq

A passagem ao formalismo hamiltoniano & feita definindo-se as

variaveis momenta, P;» Canonicamente conjugadas as coordenadas

q.

1}

n, = 2L (1.3)
1 1
dq

¢ construindo-se a funcdo hamiltoniana, H(ag,p.t),

H=gq"p, - L(a.d(q,p,t),t) . (1.4)



Em geral, os sistemaS mecanicos que ocorrem na natu-
reza estao submetidos a acdo de agentes externos,que determi-
nam restricoes ao movimento que sao chamadas de vinculos. Pa-
ra Sistemas submetidos a vinculos nem sempre € possivel cons-
truir~-se uma funcao lagrangiana no sentido de (1.1-2) acima
descrito. A existencia de vinculos traduz-se na forma de rela
coes entre as coordenadas e velocidades das particulas gue sio
entao designadas como as equacoes de vinculo. Quando & possi-
vel usar esta$ equagoes para eliminar as coordenadas dependen
tes, dizemos que os vinculos sao holdnomos ocu holeonomicos. Nes
te caso, as dificuldades introduzidas pela existéncia das for
cas de vinculo sac facilmente superadas: podemos construir uma
fungao lagrangiana gue corretamente descreva o sistema.Por ou
tro lado, quando a eliminacao das variaveis dependentes nac po
de ser levada a efeito, e dizer, guando os vinculos nao  sao
holondmicos, o procedimento variacional torna-se complicado e,
em geral, nao podemos construlr uma funcao lagrangiana com as
caracteristicas desejadas.

Rigorosamente falando, ndo ha uma sistematica bem es
takelecida para o tratamento geral destes problemas. De fato,
o principio variacional (1.2) refere-se essencialmente aos sis
temas holonomicos. Quando consideramos sistemas com vinculos
que nao sao holondmicos e conhecemos a funcio lagrangiana que
descreveria o sistema na auséncia dos vinculos, podemos ainda,

em alguns casos{*), tratar o problema via principic variacioc-

(*) Os casos mais ''patologicos" sao tratados individualmente

e, em geral, com um forte ap8lo a descrigao Newtoniana (1‘_3)



nal, considerando as equagdes de vinculo como condig¢oes subsi
diirias:; & este o método dos multiplicadores de Lagrange. No
entanto, além de niao ser este um método geral, devemos ainda
considerar problemas especificos que envolvem a técnica va-
riacional a ser empregada; essencialmente, no caso de siste-
mas com vinculos que nao sao holdnomos, ha que se distinguir

entre os procedimentos variacionais

2
§J = 6 Ldt = 0 (1.5)
Jtl
e
t2 N
§J = (6L) dt = 0 . (1.6)
ty

A distincao bidsica entre (1.5) e (1.6) consiste, fundamental-
mente, na construcao das ''trajetorias de comparagaoc' em con-
traposicac a existéncia dos vinculos representados pelas con
dicoes subsidiarias. No caso de sistemas holonomicos ambos os
procedimentos, (1.5) e (1.6), conduzem aos mesmoS resultados.
Isto nao ocorre se 0S vinculos nao sdo holonomicos admitindo -
se que o tratamento correto e o correspondente a (l.6). (*).

Classicamente, portanto, o papel desempenhado pela
fungao lagrangiana & de importancia basica para o formalismo
e a existencia de vinculos ndac holondmicos pode trazer difi-

culdades consideraveis. Se nao podemos construir L,torna-se,

(*)Ver o excelente artigo de L.A. Pars, ref.4, para detalhes.



pelo menos, complicado (°} um fo;malismo hamiltonianc que se
baseie apenas em (1.3-4). Por outro lado, mesmo quando conhe-
cemos L,podem ainda ocorrer alguns casos singulares quando in
tentamos construir a fungao hamiltconiana (1.4). Realmente, a
obtencdo de H pela definigzo (1.4) pressupoe que as definicOes
(1.3} sejam inversiveils de modo a se obter &i= éi(q,p,t}. Mg -

tematicamente, a inversibilidade das equagoes (l.J3) exige que,

P 2
A= det]] =3 = det]] 2= lf £ 0 . (1.7)
aq? 3q° aq
Se
A=0 (1.8)

—

. - . ~ . i - ~ .
teremos que as varlaveis canonicas p..,q , nao sao todas line-
armente independentes o gue se traduz na existéncia de rela-

gaeé
¢(q,p) = 0 (1.9)

entre estas variaveis. Estas relacoes sao interpretadas como
representativas de vinculos (hamiltonianos) para o sistema .0s
sistemas mecanicos que se caracterizam pela condigao (1.8) sac
ditos singulares; devemos a Dirac (°’7) a construcao de um

procedimento cancnico para o tratamento destes sistemas. (*).

(*) A teoria de Dirac para sistemas singulares, refs,6,7, sera
aqui considerada como parte integrante de nossa linguagem,
Nas referencias (8)-(10) encontra-se uma apresentac¢ao cla-
rYa e precisa desta teoria.Tambem bastante uUteis sao as . referan-—
cias (11) e (12),



O aspecto a ser enfatizado € que,se 0 sistema meca-

nico considerado nao € holonGmico, ndo temos uma fungdo lagran
giana no sentido descrito por (1.1-2). Usualmente aceita-se que
nao podemos construir uma tal funcdo para estes sistemas (''?).
A existencia desta fungdo lagrangiana € dbviamente desejavel
nao apenas sob o ponto de vista classico mas também, e parti-
cularmente,.sob o ponto de vista quantico posto que o uso de
procedimentos canonicos bem conhecidos (°*'*) pode permitir a
quantizagao.

Neste capitulo discutiremos a questao de existéncia
de uma fungao Lagrangiana para sistemas de particulas submet1
das a vinculos nao holonOmicos. Mostraremos, considerando uma
dada classe de vinculos nao holonomicos, como construiruﬁaiﬁg*~
¢ao lagrangiana para 0 sistema. A teécnica aue desenvolvemos
consiste, basicamente, em se transformar um sistema nao holono-
mico em outro holonémico equivalente, e se fundamenta no corhecimento da
superficie classica (no espaco das configuracSes) onde o movimento do sis
tema efetivamente ocorre. Verificaremos que a fungao lagrangi
ana L entdo construida traz,em si mesma, como desejavel, todas
as informagoes dinamicas necessarias a descricao do sistema,
inclusive aquelas concernentes a existencia dos vinculos. Re-
sulta que L & singular de modorque a teoria de Dirac pode ser
aplicada para estabelecer o formalismo hamiltoniana. Obtere-

mos entao a correspondente funcdo hamiltoniana discutindo ain

da as peculiaridades do metodo para estes casos.



2~ O PRINCIPIO VARIACIONAL PARA SISTEMAS COM VINCULOS

Existem diversos tipos de vinculos e suas classifi-
cacoes podem ser efetuadas segundo varias caracteristicas
{(1>**%-18), Consideramos aqui duas classes muito importantes .
Indicando por qa e du, o=1,...,N, as cocrdenadas e velocida~
des generalizadas para um sistema de N particulas, diz-se que
os vinculos sao holondmicos ou geométricos quando sac expres

sos por K< N equacoes da forma
- ' N :
$.(a,t) = ¢.(qa',....q ,t) =0 , i=1,....,K. (2.1}

Denominam-se de vinculos cinemiaticos ou dependentes de veloci=—

dade aqueles que se traduzem por eguacces do tipo

N - . -
¢.(a .., q 500, d ) =0 L i1, K (2.2)

v;(aq.q9.1)

Quande as equacdes (2.2) nac podem ser reduzidas a forma (2.1)
diz-se que os vinculos s3ao ndc-holondmicos,

O problema concernente a existéncia de um principio
variacional para a descrigido de um sistema de particulas sub-
metidas a vinculos, & de importéncia fundamental em Mecanica.
Conforme bem esﬁabelecido {1-%), as equacoes de movimento para
estes sistemas podem ser obtidas usandeo-se técnicas variacio-
nais para ambes os cascs: sistemas heolonomices € sistemas nao
holonomicos. A distingdo basica entre as técnicas utiliéadas

esta na escolha das trajetorias de comparacdo. Os resultados



usualmente aceitos podem ser resumidos como segue.

Designemos por L=1L(q%,q"

t) = L(q,é,t) a funcao la-

grangiana correspondente ao sistema mecanico considerado,na au

sencia de vinculos. Diremos que L & a funcdo lagrangiana

11-

vre do sistema. Associado a L esta o vetor de Euler-Lagrange,

d 3L

4 3L
dt 3g°

aq“ -

A=
o

A evolugao dinamica do sistema sob a influéncia dos

¢ dada por (2.1) e (¥)

(2.3)

vinculos,

(2.4)

(2.5)

no caso de sistemas nao-holonomicos. Nestas expressoes indica-

mos com A" os multiplicadores de Lagrange. Como se sabe (!*2)

ambos 0s casos podem ser tratados de forma unificada se consi

deramos éi::G em lugar de_¢i= 0 como representativos das equa

¢des de vinculo no caso holondmico. Na presente formulacgdo,as

equagoes de movimento sao obtidas via técnica variacional, mas

(*) Usaremos sempre, ao longo de todo o presente trabalho, a

convengao da soma para indices repetidos.



niao existe uma funcao lagrangiana L{g,q9,t} que contenha todas
as informa¢des importantes, vinculos inclusive, sobre o siste
ma. No caso simples em que o sistema € holondmico, & possivel

construir-se uma tal funcao ('~?):

L =1L+t g, | (2.6)

de modo que o correspondente principio variacional para L con
duz as corretas equagoes de movimento para o sistema. Quando

—2,13

o sistema & nao-holondmico aceita-se (* ) que nao se pode

construir L. Este & o problema central do presente capitulo
mas POSPOTEMOS as secgbes seguintes a sua discussao. Por ora,
focalizaremos nossa atengao na seguinte questao:

- Dado um sistema ndo-holonomico, existe alguma fun
cao lagrangiana i(q,é,t) que conduza,via principie variacio-
nal (c.f,.,equacdes (1.1-2)), diretamente, as equacdes de movi-
mento, (2.5), e equagdes de vinculo, (2.2)7 - -

Acreditamos gque a melhor maneira de se analisar este problema
consiste em sua abordagem via condicoes de Helmholtz: as con-
dicoes necessarias e suficlentes para que um dado conjunto de
equacoes diferenciais ordinarias, de segunda ordem, possa ser
obtido de um principio variacional. ('’-2?°). Desse modo, ana-
lisaremos a questdo proposta sob a luz destas condicoes.

_As equacoes (2.5) e (2.2) sao estabelecidas sob a
hipotese de gue o sistema mecanico considerado & descrito por

uma fungao lagrangiana livre L(q,é,t) e as equacgoes de vincu-

lo wi(q,é,t)==0. O vetor de Euler-Lagrange (2.3 associlado a



1agrangiana livre L pode ser escrito na forma (*}

(2.7)

. d 3L oL . B .
A - . - — =B (Q':Q:!t)q + C (QaQ3t) 3
“ dt ag® aq“ af o

onde as funcoes BaB(q q,t) e C_(a,q,t) devem satisfazer as se

guintes condigoes ('*~°°%) .

Beg = Bga > (2.8a)
3B 5B -
0B g VB (2.8b)
3q 3ot
3B

5Cy . °Cq = 2B gv o« ady (2.8c)
aéB ac'la aq\) at " —_
5B 2

o8 _ Pup . f Co G ) (2.8d)
3q" 3q° 2 33°¢" 36 8q"
5C 52 a2 2 2
%o _icj _ -[\ C, _acs)év+ac& _acB] (2.86)
3g 5q® 2536Y54%  aqVad” saaf  ataq®

Usando as equagoes (2.7) podemos reéscrever as equagoes de mo

*vimento (2.5):

o,
. B i i
Bae q ¥ C(X )\ —"—*:*a— O . (2.9)
_ a4
(*¥) No que segue usaremos a seguinte convencao de indices: in-
=1,, N:Indices latinos i,j,k,...=N+1,

dices gregos O,B,Ys...

latinos maiusculos A,B,C,...=1,2,...,N+K.

,N+K e indices
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. R . . i A
Agora, convencionando indicar o conjunto (qa,ll) por Q segun

do a correspondéncia

definamos

A

A

Q = q%, para A=a=1,...,N ,

t

QA = a7, para A=1=N+1,...,NvK

uma funcao lagrangiana EEEE[Q,Q,t) tal que

a »f 3L - . B = .
e - ——4 = B, _(Q,Q,t) + C,(Q,Q,t) (2.10)
v iy S UCICR B LR

exigindo das funcoes —EAB(Q,Q,’C) e EA(Q,Q,TZ) que satisfacam a:

el

AB

e
[eel

11

By -
(2.11a)

3B,

20h - (2.11b)
Ty Z(BBAB o BBAB) |

BQA BQC 3t (2.11(:)
_ - ,

By l(a C, 2T -

aQ™ 2 30%50¢ 308 3™ (2.11d)
C 2@ 25 25 zm

T 2 S ELJEE’E) Q¢ T J.(2.11e)
& i E : : o .(2.11e

3Q 279Q%0% 5050 5130 st

De acordo com as equacgoes (2.9) e (2.2) poderemos asseverar que

L & uma funcao lagrangiana que descreve corretamente o sistema

mecanico considerado se impusermos que:
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o .

— . ,B _ 1 i _

Aa BuB q  + Ca - A el 0 . (2.12)
8q

. =0 . (2.13)

Estas condicoes representam, em termos da fungdo Jagrangiana

L, as equacdes de movimento, equacoes (2.12), e as equacgoesde

vinculo, equacdes (2.13), e devem ser consideradas como condi

¢oes a serem impostas sobre as funcbes B, e C,. Usando a de-

finicao (2.10) estas condicoes se explicitam na forma,

Byg = Byg > (A=c,B=fa,8=1,...,N) (2.14)
EAB = 0 s (A on B:N+1’--' }N+K) (2:15) -~
c c il

= - , A=a=1,...,N
A a 3% c ) (2.16)
c = C. =0 =j= v+ K
. ; , (A=)=N+1,...,N+K) (2.17)

0 problema se reduz agora a validade do sistema (2.11a-e) res
trito a satisfazer as condicoes (ZQSa—e) e (2.14-17).
As condicoes (2.11a-b) verificam-se trivialmente e

a validade das condigoes (2.11c) requer

L =0 (2,18)

{2.19)



As condicdes (2.11d) sio verificadas sem quaisquer restrigoes

adicionais (*) enquanto que (2.1le) exige,

3%y, 82y,
o 81. , (2.20)
39 3q 39" 3q"
al. Y.
J * ~é = (0 , (2.21)
3q aq .

Analisemos estes resultados. As equagoes (2.19) permitem con-
cluir que as funcgoes Ej nao dependem das velocidades generali
zadas: fj='ﬁj(q,t). As equacoes (2.18) exigem que as fungoes
wi sejam no maximo lineares em éa. As equagoes (2.20) sao as
condigoes de integrabilidade para as funcgoes wi(q,d,t)= 0; as
seguram a existéncia de um conjunto de fungdes gi(q,t):qnmtqg
te, tais que uﬁ_zéi' Finalmente, decorre de (2.21) que g.=C,.

Vemos entao,que existira uma fungdo lagrangiana (*7)
pard um sistema de particulas submetidas a vinculos,se as. e-
quagbes que expressam os vinculos forem, no maximo, lineares
nas velocidades generalizadas e puderem ser reduzidas a forma
holonomica. Podemos mesmo, nestes casos, 1T um pouco mais lon
ge e escrever a forma explicita para a funcao lagrangiana cor
respondente. Por exemplo, usando o procedimento descritc em

Engels, (ref.19), obtemos

(%¥)Usamos (2.19) eo fato de que as fungoes c.(q, q t) devem re
representar as funcoes de vinculo para o 51stema dado " de
modo que,nao dependem explicitamente de At

(#*) Segundo, dbviamente, a acepcgao considerada,(c.f.,equacgoes

(1.1-2).).



L =1+2%c, . (2.22)

3- A REDUCAO DE VINCULOS NAO-HOLONOMICOS A FORMA HOLONOMICA

Os resultados da seccao anterior levam a conclu-
530 de que apenas para sistemas holondmicos & que se pode cons
truir uma fungao lagrangiana,que conduza, diretamente, via prin
cipio variacional, 3s equacdes de movimento e equacdes de vin
cule. Vamos agora discutir esta assercido com um pouco mals de
detalhes.

Por simplicidade,consideraremos um sistema submeti-
do a apenas uma condicgiaoc de vinculo, que expressaremos na for-

ma (%) )
0 = Xa(q} dqu =0 ., (3.1)

fixando N=3. A condigcdo de integrabilidade para esta equacio

e
-+ [
X. rotX =0 , X = (X[, X,.%,) (3.2)
e quando esta condicao se verifica,dizemos que  dado por (3.1)
€ integravel: existe uma fungdo (o fator de integracio), diga

mos (M(q)), tal que MQ & uma diferencial exata.(**)

(*)A forma da equagdo (3,1) mnao introduz qualquer restrigao es

sencial a presente investigacgao,

(**)YEsta conclusao & tambem valida para N# 3, Especificamos N = 3
- por simplicidade, mas os resultados basicos que obteremos

sao tambem validos para o caso geral N# 3, [Verref.Zl]



Geometricamente, a validade das condicoes de integra
bilidade traduz-se na existéncia de pontos, estados do siste-
ma fisico considerado, que nao sio accessiveis, a partir de
um estade inicial, ao longo de trajetorias para as quais Q=0;
o resultado inverso - a inaccessibilidade de estados, a par-
tir de um estado inicial, garantir que existe um fator de in-
tegracdo para O - € também verdadeiro, sendo conhecido como o
teorema de Caratheodory (7).

Fisicamente, a validade de (3.2) € interpretada di-
zendo-se, simplesmente que © vinculo representado por (3,1) é
holonomico; a interpretacao geométrica favorece,entdo,a infe-
réncia de que a existéncia de vinculos holonomicos conduz a
uma decomposicio do espaco em classes disjuntas de;mnto§.ﬁ3).

Consideremos agora que a condicdo (3.2) nao se veriﬁ
fica: o vinculo representado por (3.1) € nao-holonomico. A con
clusao imediata € que nZo existe uma funcao, digamos ¢(q), tal
que d¢ = N(g)@,onde N{q] € um fator de integragdo. Claramente
que isto ndo significa que a equagao O =0 nZo admite solugoes.

Realmente, & bem conhecido o fato de que se escolhemos uma fun

cao arbitraria

S5(q) =0 (3.3)

€ possivel determinar outra funcao

R(g) = constante = ¢ (3.4)

tal que (3.3) e (3.4) representem uma solugao para equagao(3.1).



De fato, a partir de (3.3), podemos escrever

ds = 0 {3.3a)
tal que,quando especificamos a forma de S(q) podemos usar (3.3)
e (3.3a) para, por exemplo, determinar q1 e dq1 em termos dos

® . Substituindo estas relagoes em (3.1), resulta

outros qa e dqg
ra uma equac¢ao diferencial bidimensional que sempre pode ser
integravel i forma (3.4). |[_Para detalhes ver, por exemplo ,
refs,21 e 23 ]. Se atribuirmos a S(q) todas as formas possiveis,
geraremos todas as possiveis solucoes de (3.1). Estas solugoes
constituem uma familia de curvas,onde cada membro da familia ¢
uma solucac de (3.1).

Este resultado admite a interpretacdo fisica de. que
uma equacao de vincule nao holonomico pode ser substituida por
duas equagdes de vinculo holonomicos, segundo o procedimento des
crito. A dificuldade bdsica consiste na escolha da funcao S(q).
Matematicamente esta fungdo € arbitridria,mas isto ndo e verda-
deiro segundo um ponto de vista fIsico: dentre todo o conjunto
das funcoes®S(q), que sao matematicamente admissiveis ,existe a-
penas uma que corresponde a minimizacao do funcional,que é a
superficie onde ocorre a evolug¢io do sistema. Desse modo, esta
deve ser a nossa escolha S(q) =0 de acordo com o postulado ba-
sico da Mecanica, o principio de minima acdo. Uma vez determi-
nada esta funcao para o problema considerado,seguimos a técnl-
ca acima desenvolvida para especificar R(q). Estas duas fun-
¢oes, S(gq) e R{q), comportar-se-ao como dois vinculos holonomi-
cos que equivalem ao vincule nido holonomico dado. Como ‘conse-
quéncia imediata,decorre ser entdo possivel construir uma fun-

cdo lagrangiana L para o sistema, que contém, conforme deseja-



vel, todas as.informagaes fisicas relevantes, incluindo aque-
las concernentes aos vinculos.

Podemos agora indagar sobre as razbes de se cons-
truir uma fun¢do lagrangiana quando ja conhecemos © movimen-
to do sistema. O fato que destacamos € que a forma da funcao
L € a mesma que em (2.22). Resulta que L & uma lagrangiana
singular e desse modo a teoria de Dirac pode ser usada para
a construgao de uma fungao hamiltoniana para—o Sistema:um Tre
sultado claramente desejavel, ndao apenas classicamente,mas tam
bém porque agora podemos pensar em tefmos de quantizacao do
sistema segundo procedimento padrao. Do nosso pontc de vista
estas razoes justificam plenamente os esforgos a serem desen
volvidos. .

Na secgdo seguinte aplicaremos este método a un sis
tema nao holondomico bem conhecido. Exploraremos o modelo em

detalhes.

4- MODELO: UM DISCO RCLANDO SOBRE. UM PLANC HORIZONTAL

Discutiremos o movimento de um disco homogéneo, de
massa m e raio R,que rola, sem deslizar, obrigado a permane-
cer verticalmente sobre um plano horizontal perfeitamente is
pero. Con;ideraremos o disco com bordas estreitas (agudas) o
que permitiré expressar as equagoes de vinculo em forma com-
pacta. Este & um problema bastante conhecido na literatura.
[Ver, por exemplo, refs.(1)-(2)-(17)-(18)]. As coordenadas ge-

neralizadas serdo indicadas da seguinte maneira: q; e q, sao



as projegoes do centro de massa do disco sobre o plano hori-
zontal} 4 indicard o angulo determinado entre o plano do dis
cCo e o eixo -q,; com q, designaremos um angulo genérico entre
um diametro do disco e a linha vertical.

A funcgio lagrangiana livre para o sistema e

_ 1 o, *o 1 =2 1 s

onde I, e o momento de inércia do disco com relagido a um eixo
passando por seu centro e I, representa o momento de inércia
com relagac a um diametro. Os vincules para o sistema sio usu

almente expressos pelas eguagoes:

¢, = ]2c'14<:()sq_3 gy o, (4.2)

9, = Réﬁ seng, - q, = 0 (4.3)

e as correspondentes condicoes de integrabilidade nio se veri
ficam: as eguacoes (4.2-3) representam dois vincules nio holo
nomicos. As equacoes de movimento,obtidas seguindo-se o proce

dimento indicado na seccdo 2,sdo:

mnn - _;\ i

% L (4.4a)
«n - __A ,

M9 2 (4.4b)
I.. = 0 LI

1% - (4.4¢)

- .

Iaq4 = Achosq3+A2Rsenq3 , (4.43)
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que devem ser complementadas com os vinculos (4.2-3). Podemos
eliminar os multiplicadores de Lagrange nestas equacoes. Obte
mos , Al:anquésenq3 . €, l2=-m1Rq3q4cosq3.USando estes va

lores reescrevemos as equacgoes (4.4a-d) como

q; = ~Rd3éasenq3 (4.5a)
q, = Rq,q,cosq, ‘ (4.5b)
dy = 0 (4.5¢)
q, =0 (4.5d)

As solugOes para estas equacles com as restrigoes (4.2-3) e

e e -
correspendentes a dados iniciais aﬂntr&MQs,qo=&h0

+920°930* %07 »
- ” . - » - —
qo_(qlo:ququ}O'xq&O) sdo

q

_ 40 .

q, = a*R —sen(q, t+q,,) , (4.6a)
30
A .

q, = b-R —cos(q,,t+q,,) , (4.6b)
43¢

e (4.,6c)
43 7 d3pt*ag, s
QG = %ot "% o (4.6d)

onde a e b sao duas constantes.

Observamos agora que as equacdes de vinculo para um
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dado sistema podem ser expressas, geralmente, em muitas for-
mas diferentes. Por exemplo, para o problema que consideramos
pode ser demonstrado ('*?) que o conjunto de equacOes (ndo 1i-

neares):

Z

2
1 _*r o 2 =
), = ara, Rqy = 0, (4.7a)

¢, = q;Senq,-q,cosq, =-0 . . (4.7b)

€ igualmente satisfatdrio. E também possivel, no caso conside~
rado, representar o5 vinculos do sistema por uma Unica equagao

(%)

¢ = q tgag-q, =0 : (4.8)

Usaremos (4.8) para expressar os vinculos. As correspondentes

equacoes de movimento sao

mq, = ltg3 s . (4.9a)
m.q.2 _ ‘—A ;
) {(4.9Db)
.q.3 .
(4.9¢)
- 8 - 0
44 : (4.9d)

que juntas a (4.8) descrevem a dinamica do sistema. Exatamen-
te como antes, eliminamos o multiplicador de Lagrange nestas

equagoes. Obtemos

——
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Usando este valor para X podemos resolver o sistema (4.9a-d).

Resulta,

_ u .
ql = at . Sen(q30t+q30) » (4.103)
93¢
= 4 U . 4.10b
9, bt - — Cos(q30t+q30) , ( )
3¢
q, = é t+ g ) (4.10c)
3 30 30
(4.10d)

9 7 90t ' d49

onde a,b,u e v sdo constantes e ainda nao usamos a condigdo
(4.8).(*). Introduzindo esta condicdo, obtemos v=0. Assim, do

sistema (4.10) resulta:

(a,-2)" + (q,-b)% = ——
4 3¢
§oedy - w

- sendo fdcil verificar que u-= R{éég de modo que o disco rola com
esta velocidade constante sobre um circulo de:nﬂofldao_/QBO com
centro em_(a,b).(l). Decorre também, com estes valores para u

e v, que as expressoes (4,10a-d) reduzem-se as solucles (4.6a-d).

(#)De modo a explicitar o valor de ) usamos apenas $=0 e nao

=0,



Aplicaremos agora o nosso método a este problema.
Por simplicidade faremos a=b=20, Considerando as solugdes
(4,10) e imediato que o movimento do sistema ocorre scbre a
superficie definida pela equacio

S(a) = q; *q,tgqy =0 . (4.11)

Esta superficie deve ser tomada como a nossa fun¢ao S(q).c.
f., equacdo(3.3)). Seguindo o método descrito na sSeccao an-

terior obtemos

R(q) = q, + ccosqy, =0 , (4.,12)
onde ¢ & uma constante cujo valor depende das condigoes ini
ciais. As equacdes (4.11-12) sao os vinculos holonomicos que
substituem o vinculo n@ao-holonlmico dado pela equacdo (4.8).

Por ocutro lado as equacoes (4.11-12) sao equivalentes a:

q, - csengq, = 0 . (4.11a)

S(q)

i

R(q) q,* ccosqgy =0 - (4,13
e usaremos entdoc este Gltimo conjunto como as equagbes holo
ndmicas correspondentes ao sistema nao holonOmico considera

do (*). A construcao da funcdaoc lagrangiana & imediata:

(*) Escolhemos trabalhar com o conjunto (4. lla) e (4. 13) porque, usando
este conjunto,muitos calculos desnecessarios sao evitados no que se
gue,
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7 _‘m *2.%2 1 t2 1 e3 —csena.) (4.14)
L = —=(g+q%) + =I.q% + =1 + X, (q,%c cosq )+ Az(ql csenqql . :
o 1 2 2 173 2 1-12 3

0%

A fung3o lagrangiana (4.14) contém todas as infor-
magoes relevantes sobre o sistema. Com efeito, considerando
05 multiplicadores de Lagrange como graus de liberdade adici

onails as equagoes de Euler-Laprange correspondentes a L sdo
mg; = A, (4.15a)

L (4.15b)

’ (4.15¢)
a} -0 .
(4.15d)
q, * ¢ CO-Sq3 0 .
(4.15¢)
9 C senq, 0
(4.15f)
Se agora eliminames X, ¢ X, ,
Al = m(:égcoqu s Az = fnlcégsean s

poderemos reescrever (4.15a-d) na forma:



(4.16)

Resolvendo este sistema obteremos as mesmas solugOes que as

expressas por (4.6a-d} com a=b=10.(%}.

5- CONSIDERACOES SOBRE O FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTE-

MAS NAO-HOLONOMICOS.

Uma vez determinada a fungao lagrangianz associada
a um sistema nao-holonomico podemos desenvolver o formalismo
hamiltoniano. O procedimento a ser seguido &, essencialmente,
o preconizado pela teoria de Dirac para sistemas com vincu-
los (®°77, posto que agora temos uma funcao lagranglana sin-
gular para descrever o sistema. Ocorrem, no entanto, algumas

peculiaridades que julgamos relevante sejam discutidas. Com

(#) Conforme ressaltamos anteriormente, o valor da constante ¢  depende
da especificacao dos dados iniciais, Para os dados correspondentes
as solugoes (4.6a~d) & fdcil comprovar que c corresponde ao raio
RdéO /(':130 do circulo descrito pelo disco,



este objetivo analisaremos agora o problema razodvelmente ge-
ral de se estabelecer o formalismo hamiltoniano para sistemas
classicos descritos por uma fungdo lagrangiana da forma dada
por (2.22). .

Reescrevemos entizo,

L= L(a,4,t) + 2o (@ . (5.1)
Nesta expressao, as funcoes A sao os multiplicadecres deLagran-
ge e ¢i(q) sao as fungGes de vinculo holondmicos que substitu
em os vinculos ndo-holondmices do problema original. No entan
to, estas interpretagOes restritivas sfo desnecessarias. Real
mente, os multiplicadores de Lagrange Ai devem ser tratados
como novas coordenadas generalizadas (o que, formalmente, am-
plia as dimensOes do espaco das configuracles) e as fungles ¢,
devem ser consideradas como funcdes arbitrarias no sentido de
que nao precisamos visualiza-las como vinculos. Esta informa
cao decorre naturalmente como uma consequéncia da teoria como
veremos agora.
De modo a passar ao formalismo hamiltoniano,defini-

mes 0s momenta canonicamente conjugados as coordenadas genera

lizadas (que agora sdao especificadas pelo Conjunto(qa,qiEAlJ):

b = 3L _ 3L (5.2)
o N ¢ Béu

TTQ = ar—‘. = 0 . CS..3)
1 ail

A ultima expressio & uma decorréncia direta do fato de que L



nao depende das velocidades generalizadas‘ii.
As cquagbes (5.3) s30 os vInculos primarios da teo-

ria e devem entdo ser escritas como equagOes fracas:
G . {5.4)

Assim, os graus de liberdade adicionais introduzidos estﬁoreg

tritos por estas equacoes. Em geral este resultado tem 0 sig

. . 1 —~ . - . -~
nificado de que as "coordenadas'" X~ ou sao arbitrarias ou sao
determinadas. Veremos que neste caso sao determinadas.

A hamiltoniana candnica para o Sistema &

= o
Ho = pa” - L

i i _ +5.5)

fl
g
L
I
=
I
-~
-
Il
fua
I
-~
=S

onde H, ¢ a hamiltoniana candnica para o sistema na auséncia
dos vinculos, i.e, a "hamiltoniana livre'. De acordc com a teo
ria de Dirac devemos adicionar a hamiltoniana (5.5) uma combi
nacdo linear dos vinculos primarios {5.4) e impor as condigoes
de consistencia (que correspondem a preservacao temporal dos
vinculos.). Por outro lado, como & usual em teorias onde al-
guns momenta sao nulos (*) podemos "congelar' os momenta TS
considerando as equacoes (5.4) comc equagoes fortes.

As condicBes de consisténcia para as equacgoes (5.4)

conduzem imediatamente a

(*)Por exemplo, este e o caso que ocorre no formalismo candnico da Rela-
tividade Geral com os momenta conjugados as fungoes "lapse” e 'shift",
Ver referéncia 24, [Ver tambem ref.7 ],



¢i('q) . 0 . (5.6)

e assim recuperamos a informacao de que as funcgoes ¢, Trepre-
sentam os vincul: da teoria. Devemos agora continuar o proce
dimento: impomos a preservacao temporal dos vinculos secunda-
rios (5.6); obtidos novos vinculos secundarios, repetimos 0
processo... . Deparar-nos-emoS agora com uma Situagao nova: o
corre, pelo menos nos casos que estudamos, que 0 Segundo pas-
so apos (5.6) conduz a determinacdo das funcles 3t en  termos
das coordenadas qu e momenta pa. Neste ponto o processo deve
ser terminado.(’). E ficaremos com um numero bem definido de
vinculos secundarios que, efetivamente, sao de segunda classe.
O procedimento a ser entio seguido & o de usar os paréntesis
~de Dirac com relagio a estes vinculose escrevé-los como equa-
cbes fortes. Desse modo, trabalharemos efetivamente com a ha-
miltoniana candnica livre expressando as equacgdes de movimen-

to em termos dos paréntesis de Dirac:

. . -1
b o= {P’HC} = {F,H_} - {F,cpi}cij{cpj,Hc} (5.7)

onde C;; indica o elemento da matriz inversa a C= H{¢i,¢j}

6~ O FORMALISMO HAMILTONIANO PARA O DISCO ROLANDO NUM  PLANO

HORIZONTAL

Aplicaremos agora o metodo descrito na Seccao ante-

rior ao modelo do disco rolando em um plano horizontal discu-
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tido na seccao 4,

A funcao lagrangiana & dada por (c f.,expressio(4.14)),

- 1—- . * » o
L = ELm(qi+q§J t 193 » I,q; ]+ a.0,+ q.8, ,

(6.1)
cnde usamos a seguinte notacao:
A, = ag . ] (6.1a)
R (6.1b)
q2 + C COSq3 = 81 . (6.1¢)
4; - ¢ seng, = 6, . £6.1dih
A hamiltoniana c;nanica e
He = Ho - ag6y - qg8, (6.2)
onde H, ¢ a hamiltoniana candnica livre
H, = i;(p§+p§)+ 5§;p§~+ 210P24 . (6.3)
0s vinculos primirios sio
LEY o ., T, N 0o, (6.4)
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com T, definido pelas equacdes (5.3). As condigOes de consis-

- - e
tencia T A 0 conduzem a

(6.5a)

(6.5b}

A imposicio da preservacao temporal destes vinculos resultara

em mais dois vinculos secundarios:

P cp
6, = 2 - —2sénq, & 0
3 A = 1 (6.6a)
m I
1
_ Py Py
0, = - - ——<cosqy ¥ 0, (6.6b)
m I1 -

Agora, impondo a preservacao temporal de 83 e 84 determinare-

mos q5 =] q6:

mcp§

Qg = " Cosq3 , (6.7a)
1
'
mep
_ 3 .
qg = - : senq3 , (6.7Db)
Il
Ficamos

O processo deve terminar neste ponto conforme vimos.

ent3o com um conjunto de vinculos secundiarios que & {Si},i=1, !

Estes vinculos sdo de segunda classe:
2

10,0, =0, {6,,05) = E—senq3cosq3 .
1
1 (6.8)
2

{0.,0,} = l+ c 2 =1 c? 2
{ } - c*

8 ,8 = =

199, ; senq, cosq, , {83,84} Izp3

1

1



Para escrevermos as equa¢oes hamiltonianas de movimento preci
samos conhecer a matriz C * qued a matriz inversa de C=H{¢iﬂﬁ}”‘
Das. equagoes (6.8) resulta

mc? 2

I
_ = _];fi—*-—» 0 s
b = detlito 6. 3] = ey ) 7 (6.9)

de modo que podemos determinar Cul. E facil comprovarentao que,

C'p 2 2
3 1 ¢ 2 o
0 EN C se i
- (n1+ [~ oS q3) (I senq., cosqj)
Il 1 1
C2p3 C2 1 C2 5
- 0 1 Sénq; cosqg —Gﬁr+-f— sen q3)
1 c? 5 c?
ﬁﬁ+df1 cos q3) —CTI senqq cosq3) 0 0
-éf-Sbn cosqy) (A + c én’q,) 0 0
T ehdz L0347/ Ilan3 :

I 4

Agora oS vinculos fe.} devem ser postos como fortemente nulos
e o paréntesis de Dirac deve ser usado para escrever as equa-
¢oes de movimento. Sendo F(q,p) uma variavel dinamica arbitra
ria & imediato que,

. ’ * mcp; - . -
F=(ru} = {F,HC}--—IZ— [{F,8,} cosq, - {F,8,)sing, | (6.11)

1

sendo simples verificar que estas equagoes representam a$ mes
mas equacoes de movimento que as obtidas anteriormente. (¢ f.,

equacoes (4.16)).




CAPITULO 2 '
A TEORIA CLASSICA DOS STRINGS RELATIVISTICOS

1 - INTRODUCAO

O surgimento do conceito de string, a teoria a sequir
desenvolvida e suas hoje infimeras aplicagoes em diferentes ra-
mos da Fisica Tedrica, teve sua origem diretamente relaciona-
da 3 necessidade de uma teoria para explicar as interacgoes for
tes. Realmente, diferentemente das interacgoes gfavitacional,
fraca e eletromagnética, ainda nao foi possivel construir uma
teoria gque englobe os dados exXperimentais conhecidos sobre as
interagoes hadrdnicas ou fortes. Por outro lado, os argument o
teoricos desenvolvidos objetivando uma melhor compreensio da
estrutura dos hadrons,permitem obter uma iddia razoavel sobre
estes objetos. De fato, sabe-se hoje gue os hadronz nao se com
portam como particulas puntais apresentando-se como objetos
com extensao e uma dada estrutura interna: um pequeno numero
de componentes basicos, os "quarks", que se mantém ligados por
campos vetoriais de “giuons" que assim funcionam como interme-
diarios da interacao.

Dentre todas as teofias para explicar as interacoes
fortes, os denominados modelos Duais est3o, sem davida, entre
as mais exploradas. 0Os modelos duais tiveram sua origem na ex-
tensdo do métode da matriz S e constituem hoje um vasto campo
da Fisica Teérica,apresentando, em sua evolucao, uma aproxima-
cac cada vez maioi a uma teoria (local) de campo. Os consécuti

vos melhoramentos do formalisme dos modelos Duais conduziram &



conclusao de que os resultados basicos obtidos podem ser intel
ramente reproduzidos em termos de uma teoria de objetos relati
s s . . : (*}
v
isticos unidimensionais: os strings .

A estrutura do formalismo dos strings relativisticos
tem, desde entao, mostrado ser muito mais proficiente em infor
magoes sobre a estrutura das interagoes hadronicas do que 08
modelos Duais, permitindo, inclusive, melhor se visualizar as
razoes das dificuldades encontradas com agqueles modelos. De
pronto reconheceu-se a necessidade de se aprofundar a analise
das propriedades de uma teoria para objetos relativisticos com
extensdo espacial. Como resultado deparamo-nos hoje com uma te
oria extremamente rica em aplicacOes nos mais diversos ramos
da Fisica. Por exemplo, em super simetria o string pode &rans=-

: ;. = . ... (25} . .
portar excitacgoes espinoriais ; na teoria de solitons o
string se torna uma excitagao que preserva sua forma apOs as
Lo~ (26} . . ~
colisoes ; em teorias de Gauge de Yang-Mills argumentos sao
levantados de modo a estabelecer que da teoria resultam solu-
~ . . . s (27)
goes classicas tipo string no limite de acoplamento forte ;
destacamos tambem gque na teoria de monopolos magnéticos, pro-
. o as (28) . .
posta por Dirac ha ja bastante tempo , ocorre um objeto tipo

string, uma linha de campo magnético, que liga dois monopolos

| mas que nao tem existéncia fisica real .

Uma fungao densidade Lagrangiana para o string foi
proposta originalmente por Nambu como proporcional a area da
superficie varrida pelo string durante a sua evolugao no es-—

(*) Cordas. Manteremos nesse trabalho a denominagio eriginal.



(29)

pago-tempo . Trabalhos posteriores contribuiram fortemente

(30-33)

para o estabelecimento das bases do formalismo . Um mé&to

do de guantizagao da teoria foi sugerido por Goddard e outros

(34). Uma teoria de strings com spin foi desenvolvida(35’36).

formalismo de strings em interacao desenvolvido por Mandelstam
(37) encontra eco em diversos outros trabalhos(38’39). Encon-

tramos ainda varios trabalhos de revisao (Review papers) da teo

ria(40—43). E, no entanto, bem mais recente o interesse pela
~ . - . (44-47)
entao chamada teoria geométrica dos strings .
No presente Capitulo consideraremos a teoria dos

strings relativisticos sob o ponto de vista da teoria de Dirac
para sistemas singulares, Discutiremos,sob esse prisma,as pro-—
priedades basicas do sistema fisico descrito pela densidade La
grangiana de Nambu atribuindo-se-lhes uma nova roupagem, mais
condizente aos nossos objetivos. Destacaremos a "covariancia
geral” da teoria como o aspecto relevante originador da caracte
ristica liberdade de gauge do sistema e analisaremos, c¢om al-
gur detalhe, a escolha mais simples de gauge que & denominada

de o gauge ortonormal para o string.
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2 - CARACTERIZAGAO DO STRING %, seurrice o7

O string € um continuo mecinico-relativistico unidi-
mensional. Matematicamente & uma curva, aberta ou fechada, fi
nita ou infinita, no espaco fisico, com forma e posicdo varia
veis como fungdo do tempo; € a extensdo do conceito cldssico
de um objeto tipo ponto. Na teoria da relatividade o movimen-
to de um ponto € descrito por sua linha mundo no espago-tempo;
a evolucdo do string no espaco-tempo descreve uma superficie
curva bidimensional, S, cujo conhecimento & o objetivo de sua
descricao dindmica.

Diremos que S & a superficie de evolugdo ou superfi-

cie mundo do string e a caracterizaremos parametricamente por

-

y* =yl (2.1)

indicando com ya aé compenentes do quadrivetor de posicao de
de S segundo um observador externo, no espaco-tempo(*). As co
ordenadas internas (par3metros) xi especificam o sistema co-
ordenado curvilineo estabelecido sobre S. Convencionaremos
ainda usar x® =0 para rotular pontos sobre cstring e indicare
mos com x! =1 o par@metro correspondente @ evolugao destes
pontos.

Nosso tratamento da din@mica dos strings relativisti

cos .ater-se-a exclusivamente as consideracoes relativas a es

(#) Ao longo do presente capitulo adotaremos a convengao de
indicar pelos Indices gregos ¢,B,u,v,... os valores 0,1,2

e 3. Indices latinos i,j,k,1,... assumirao os valores 1 e 2.



pag¢o-tempo plano com assinatura lorentziana, qgue explicitare-

mos escrevendo o tensor métl"iCO na forma
= + - - -
Nyg = 8ug(*1 -1, -1, -1) .

A introducdao de uma dindmica para o string ¢ feita com  base
~ ) . o

nas expressoes (2.1), que caracterizam S, considerando y <co-

mo as Coordenadas generalizadas do sistema. As corresponden-

tes velocidades generalizadas serao indicadas na forma

11

o
. _ -O - - » L] _ 8
M SO AN G 20 B Gl (2.2)

A compatibilidade da descricdo dinamica do string com os prin
cipios basicos da teoriada Relatividade vem exigir que nenhum
ponto do string em evolucao possa atingir velocidades superiores a

velocidade da luz:

* _ L - _ 'Of,' . va.
YP 2 Y.y Eongey o=y Yo = 0o (2.4)

Assim,y & um vetor tipo tempo (ou luz).
Por outro lado, de acordo com a definicao dada, o)

string € um objeto tipo espaco(*), de modo que, conforme o sig-

(*) Ressaltamos o fato de que podemos identificar a variavel T com o tem-—
' o . . ; - .

po, T=y =t, partilcularizando desse modo um referencial lorentziano.

Neste caso, para cada instante t, o string e uma curva que se carac-—

teriza pelo conhecimento das funcoes ya-—-ya(t,o), a=1,2,3,



nificado que atribuimos a variadvel x? = o escreveremos também,

- a!B::a!'
YUE MY Y =Yy, < 0. (2.5)

As condigbes (2.4-5) representam restrigoes a serem impostas,
a priori, sobre a natureza de S e se fazem necessarias de mo-
do a permitir a interpretacao de S como a superficie de evolu
gao de um objeto unidimensional tipo espaco. Em particular, a
condigao (2.4) nos assegura que sobre S e em‘cada um de "seus
pontos existe um deslocamento infinitesimal que aponta na di-

cao dentro ou sobre o cone de luz local. Diremos entao, que S

& uma superficie tipo tempo (causal).

3 - EQUACOES DE MOVIMENTO PARA O STRING

Para caracterizar o movimento do string no espaco-tem
po devemos determinar S; a dinamica do stri-g & especificada
pelo conhecimento de sua superficie de evolugao. Por analogia
ao caso relativistico da particula puntual e seguindo proposi
cao de Nambu (*°),escreveremos o funcional de agao para o sis

tema como proporcional a area da superficie limitada pelas con

figuracoes inicial, v=71,, e final T=1,, do sistema:
T, o,
J = -N J dr f do(-g) /% . (3.1)
Ty 0,

Nesta expressiao, g ¢ o determinante da matriz constituida dos

elementos do tensor metrico induzido sobre S,
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= = G B I : :

g det j| gij'J . gij' ”uBY,iysj’ (3.2)
& N &€ uma constante com dimensdo de inverso de comprimento ao
quadrado {em unidades fi=1=c). Em termos das varidveis dina-

. o .
micas y (x).podemos escrever

T o ) . ,
J = j 2dr J *daoh ™. v, (3.3)

R 7y

identificarndo a densidade lagrangiana para O string

: _ . co- . 1/2
oy =N e N YD -GN oY vy B
(o4 8] Y

—

As equacOes de movimento sdo obtidas via principiode
minima acdo exigindo que J,dado por (3.3-4),seja estacionario

frente as variacoes infinitesimais da superficie,
o o o
y (x) =y {x) *+ 8y (x), (3.5)

entre as co¥respondentes configuragoes inicial e final do
string. Considerando, mais ainda, strings finitos e abertos e

fixando em <o <7 0 intervalo de variacdo para .0 parametro o

COom

ay“(rl,o) = 0 = ay“(Tz,o), (3.6)

teremos (“0:43),



U"ﬂ-Jrzd—chc(i GRS 25 45y - 0.
0

§J = J 2d-c( af’, 5y*) :
T y’1

1 g=0 1

(3.7)

Com excegaa das condigdes (3.6), as variagoes s5y*  de (3.5)

sao arbitrarias,de modo que de (3.7) resultam

2 afc’ =0, : (3.8)
dx ay,i :
agé =0 , em o =0, m. (3.9)
ay

As equacoes (3.8) sao as equagOes de movimento que descrevem a
evolugao do string no espaco-tempo. As equagoes (3.9) £epre§EE
tam restricoes a serem impostas a evolucdo de strings abertos fi-
nitos e, consentindo um pequeno deslize no rigor conceitual,
serao doravante referidas como as condigoes de contorno para
o string. Estas condi¢Oes nado existem, com base em argumentos
fistcos bem conhecidos, quando consideramos strings infinita-
mente longos,também nao ocorrendo quando consideramos strings
finitos fechados (*). Em verdade, as condigoes de contorno (3.9)

s30 bastante restritivas, conforme verificaremos, e decorrem
essencialmente do fato de considerarmos strings com massa de re
ﬁouso nula. Este aspecto e, principalmente, uma interessante dis-=

cussdo sobre a consisténcia do procedimento usual de obtencao

{*#) Se fixarmos enm —005_05‘003 faixa de variacao de © para o

string fechado, as correspondentes 'condicoes de contorno"
s P

exigiriam apenas que assuma os mesmos valores em ¢ =

a'l'
dy :
9,0 "9 _Para detalhes, ver referéncia 43,].



dos resultados (3.8-9) a partir de (3.3-5) sao analisados na

referéncia (48).

4 - SIMETRIASE LEIS DE CONSERVACAO. SIGNIFICADO DAS CONDIGOES

DE CONTORNO.

0 nosso objetivo nesta secgcao sera o de explorar as
potencialidades da descricdo classica via principio variacio-
nal,para obter novas informacdes sobre a dinamica do string.
Essencialmente,nos interessara explicitar as leis de conserva
cao associadas as simetrias da fungdo lagrangiana definida por
(3.4) para o string.

A acdo para o string &, por construcao (¢ f., equa-
coes (3.3-4)), invariante frente ao grupo de transformagoes de
Poincaré. Esta invaridncia tem o significado fisico (Teorema de
Noether) de conduzir a existéncia de quantidades localmente
conservadas que estao associadas aos geradores do grupo. Para
estabelecermos estas quantidades de forma mais imediata consi
deraremos a variacdo funcional da acao (3.3-4) correspondente
as variacoes (3.5) sem, no entanto, restringirmo-nos a. vali
dade das condigoes (3.6). E dizer, ndo fixaremos as configura
cbes inicial e final do string. Ao invés disso, especializare
mos nosso problema variacional impondo a validade das equa-

coes (3.8). E entdo imediato (*)("') que:

(*) Esta forma de procedimento e bem conhecida, mas aproveitamos a oportu-
nidade para nos referirmos ao excelente trabalho desenvolvido porﬁill
(ref. 49), sistematizando um procedimento para a obtencao de teoremas
de conservaggo associados assimetrias do sistepa. Nossaexpressgo(é,l)

& um caso particular do resultade geral 13 obtido (eq. 19 — ref. 49).



§J = [ drdo ;EK ( 33’ Gya) . (4.1)
S X By,k

Agora, consideremos inicialmente uma "translagao pura'l
o
éy = E r (4.2)

()l‘ - - 3 - - - - . - e
com £ constantes, arbitrarios e infinitesimais. A invarian-
cia da acao frente a estas transformacoes permite concluir, de

(4.1), que

e® j drdo ‘E‘E( CEHAN (4.3)

A arbitrariedade dos e€” e a validade de (4.3) para . qualquer
escolha da regiao de integragdo S conduzem as equagoes de mo-
vimento (3.8). Mais ainda, como &s simetrias de translacdo a
quantidade conservada associada & o tensor momentum-energia do
sistema, decorre o significado fisico das equacoes de movimen
to para o string: elas refletem tdo somente a conservac¢ao lo-
cal da energia-momentum do sistema. Também, no caso especifi-
co de strings finitos abartos, fica claro o significado das
condigoes de contorno: elas garantem que nao ha fluxo de ener
gla-momentum através dos extremos livres do string. Para pre-
cisar, matematicamente, 2ste resultado, procederemos como segue.

Comecemos por iefinir 0 momentum canonicamente con-

jugado 2 variavel dinAmica yu(x):

- aig - -2 -1 (= 1o . ' ;- .
o = NI SR I A S P (4:4)
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onde usamos a definigao (3.4) paraescrever a ultima igualda-

de. Definamos também as gquantidades,

R . . .
= — 2 =1 2.y _ 1 .
m, = - = - N & T y'y! - (v.yDy, ] (4.5)
o
3y
onde novamente fizemos apelo a definicao (3.4) para escrever

o ultimo membro desta expressao. Observemos que,em termos des
tas quantidades, as equagaes de movimento (3.8) e as condi-
¢oes de contorno, equagoes (3.9), se reescrevem, respectiva-

mente, como

oP oll
o a :
+ = 0 ’ (3-8-1)
oT o0
HQ(T,O) = 0 = HG(T,W) . (3.9.1) _

Agora, usando as definigoes (4.4-5), podemos expressar a lei

de conservagao obtida (cf., equacao (4.3)) na forma

il To
dc P + ar nu’“ =0 , (4.6)

© que sugere a definicao de

vl
I

o J dPy = J (P doc + I dr) (4.7)
T o
c c
como o fluxo total de energia-momentum do string atraveés de
uma curva qualquer c sobre S (*°"*!). Desse modo, podemos ob-
ter o (quadri) momentum total do string considerando T £ixo

em (4.7):
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T
®, " J do P_(1,0), (4.8)
©

onde a integracac agora se efetua sobre uma qualquer curva so
bre S que ligue um extremo ao outro do string ou, em particu-
lar, ao longo do proprio string para o "instante" (1) fixocon
siderado. A conservacao temporal (1) de ?& ¢ uma decorrencia
imediata da validade das condicoes de contornc {3.9.1), segun-

do se depreende facilmente da expressao (4.6)-
Consideremos agora uma transformagao infinitesimal de

Lorentz

sy* = W, vP L (4.9)

——

Usando o resultado (4.1) e a propriedade de invaridncia da a-
¢do (3.3-4) frente a estas transformacgoOes, obtemos a lei de

conseTrvagao

w.B {i:“ég ( 8? 'yB):]dec =0 . (4.10)
o Ax Yk

Lembrando as definigoes (4.4-5) e integrando por partes re-

sulta

1 OB - T T2 2 o
5 w L_J do[PayB-PBya) ] + fT dT(HayB—HBXI) O_[— 0, (4.11)

O 1 1

o que nos sugere a definicao do momentum angular,

Tk = f E;(PayB—PBya)dO'— [ﬂayB—ﬂBya)dT 1. (4.12)

[
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Como antes, o0 momentum angular total do string se obtém com T

fixo:

Lo8 Jﬂ(ngB—PByu)do (4.13)

0

e sua conservacao temporal (1) ¢ uma decorréncia das condigoes
de contorno (3.9.1), como se verifica a partir de (4.11).

Encerraremos esta seccao estabelecendo uma interpreta

cao geométrica para as restricdes impostas pelas condicCes de

contorno. Usando as expressoes (4.5),as condigoes (3.9.1) tra

duzem a exigencia.

grzy& = (}r }rl)ya , em o = O,T[
Multiplicando-se esta eXxpressao por ya = nuBy’ obtemos
yiy't o= (y.y')? em o =0, 1, (4.14)

um resultado que contém a informacao de que a densidade lagran-
giana, , equacac (3.4), se anula nos extremos livres do string.
Comparando (4.14) com as exigencias expressas por (2.4-5),¢ i-

mediato que

y.y' =0 em o = 0,1 , (4.15)

y:Z =0 em o = 0,71 . (4.16)

¢ significado destas condigles € entao imediato: os pontos ex-
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tremos do string livre, finito e aberto, se movimentam perpen-
dicularmente ao string, equacdo (4.15), e a velocidade da . lug

equacao (4.16)

5 - COVARIANCIA GERAL: VINCULOS.

Nas seccbes anteriores vimos que a descrigac dinamica
do string corresponde, essencialmente, 8 especificacao da super-
ficie S determinada por sua evolucdo no espago-tempo. Scbre es
ta superficie estabelecemos as coordenadas curvilineas Xi= (1,0).
Estas coordenadas sao arbitrarias no sentido de que S € invari

ante frente a qualquer transformacgaoc geral, nao singular,

) .. =i
e Xy, L4 (5.1)

a(x7)
onde a(ii)/a(xl) € o jacobiano da transformacac. No caso de

strings finitos e abertos & necessario ainda garantir
x?(t,0) = 5(1,0) = 0 , . X%(t,w) = o(t,m) =71 , (5.2)
de modo que
yech = EEh (5.3)
oferecam representacces equlvalentes da mesma superficie mun-

do do string. | Ver ap@ndice, seccdo A .

A acdo (3.3-4), que € a base para o desenvolvimentoda



teoria dos strings, € invariante, por construcdo, sob as trans-
formagoes (5.1). Esta propriedade sera designada por Covariin-

cia Geral da teoria dos strings (*); a flexibilidade do forma-

lismo desenvolvido com base nesta caracterIstica permite esta-
belecer a escolha mais conveniente das coordenadas sobre S5, cor
respondente a cada problema especifico que abordemos.
Fisicamente, a covariancia geral da teoria dos strings
reflete o significado geométrico de S e se apresenta como uma
consequéncia imediata do fato de a densidade ) lagrangiana,
equacao (3.4), ser uma fungdo homogénea de primeira ordem nas
velocidades generalizadas y e em y'. Nesta seccdo analisaremos
mals detalhadamente esta propriedade para obter novas informa-

¢oes sobre a dinZmica dos strings.

Consideremos as transformacoes infinitesimais .
1 1 1
X7 » X7 = x7 + §x (5.4)

correspondentes as expressoes (5.1). Sob estas transformacoes

a variagao funcional da ac¢fo € nula,de modo que(**)

8J

1
—
(=P
=
[ol
o]
I~
On
=
1
Q2
&*
=
2
o
log]
b
—
L
1]
L]
~—~
[4a]
[¥a
-

(#) Enfatizamos o fato de que Covarigncia_Geral na acepgao aqui
usada tem sua origem na definicao do modelo que estudamos e

assim se aparta do significado que usualmente lhe & atribui-

do em Gravitacao.

(**) Observemos que a nossa expressao (5.5) e um caso particu—

lar do resultado geral estabelecido por Hill, ja citado.

!_Ref. (49), equacao 19 |- Ver ref. 9 para uma discussao
detalhada da propriedade de covariancia geral para uma

particula relativistica sem spin.



A arbitrariedade de 8xJ conduz aogs resultados,

ek, = % ek, - GRS vy, =0 (5.6)
J ] aya > ]
'k
Lodko=0 (5.7)
5X 1

definindo as quantidades tkj sobre a superficie de evolucgaosS.

0s objetos tkj definidos por (5.6) cemportam-se co-
mo as componentes de um tensor frente as transformacoes de co
ordenadas (permitidas) em S. Por esta razao e pela mareira es
pecifica de obtencao das expressdes (5.6), podemos designar
tkj como tenscr momentum-energia associade a invariancia por
transla¢bes no mundo do string. E Obvio que o significado des
ta designacao nao deve ser confundido com o seu homonimo no es
pago~tempo, equacao (4.8). E também proveitoso enfatizarmos
que os resultados expressos por (5.6-7) advem exclusivamente
da covariancia geral da teoria (na forma anteriormente defini
da}, de modo que se constituem em uma peculiaridade das teori-
as com esta propriedade.

Para explicitarmos as informagoes contidas nos resul

tados (5.6-7), recordemos as definigOes (4.4-5) para escrever

tll =% - P “= 0 (5.8)
1 u!

t =-Py =0 , (5.9)
t2 = - v¢ =0 (5.10)



t2 =% - Huy'o‘ =0 . (5.11)

As equagoes (5.8) e (5.11) expressam o fato de que a densida-
de lagrangiana & € uma funcao homogénea de primeira ordem nas

. Para £xa-

variaveis dinamicas y e y'. [ ¢ f., equacdo (3.4). ]
minarmos o significado das outras duas equagoes recordemos que,
de acordo com a definicdo (4.4), o vetor P é o momentum canoc-
nicamente conjugado as variaveis y(xi) da teoria. Desse modo,
a equagdo (5.9) traduz uma relacdo entre os momenta e coorde-
nadas generalizadas e sera entao, correta e convenientemente
(*-7), interpretada como uma equagao de vinculo. Relativamen-
te & equacao (5.10), naoc podemos inferir o mesmo  significado
posto que esta expressao envolve velocidades e assim nio _Te-
presenta uma equacao de vinculo para o sistema. Em verdade,nao
podemos atribuir um significado dinamico a esta relacdo e a
entenderemos como meramente expressando o fato de que, Jocal-
mente, o vetor II € sempre ortogonal a velocidade generalizada
. _ :

Y.

Resta-nos, entao, determinar mais uma equagdo de vin
culo local de modo que tenhamos completamente explorado o sig
nificado da covariincia geral da teoria (*). A equacio que fal
ta pode ser obtida a partir do sistema (5.8-11). (50). Prefe-
riremos no entanto, trilhar aqui um caminho mais direto e con

celtual.

. . - - - » -
(*) Que existem apenas dois vinculos locais e imediato se aten
tarmos para o fato de que nossa teoriae bidimensional e .re

- - - - -~ - . -
cordarmos a acepgao aqui atribuida & covariidncia geral.



¢
0 fato de & , ¢ ia por (3.4), ser singular traduz-se

na forma,

aP 2
b= det| — % #;= det H 0% H (5.12)
oy AyYay

Esta condigao implica gque os momenta P, nao sao func¢oes inde-
. LA -~ . ~
pendentes das velocidades y~ e prevé assim relagdes entre as
denad Y incul rimirios d ia (87
coordeénadas e momenta que sao os vinculos p 10 a teoria (°77).
Uma destas relacOes & a expressa pela equacgdo (5.9). A  outra
relacao pode, no caso que consideramos, ser imediatamente ob-

tida a partir da definigao (4.4) dos momenta:
P? + N y'? =0 (5.13)

Na obtencao de (5.13) usamos a forma explicita de & dada por
(3.4). Este resultado junto coms,outra equagao de vinculo, equa
gao (5.9), & de extrema relevancia na descricdo din3mica da e-
volugao do string, conforme se verificard a partir da secgao

seguinte.

6 - O FORMALISMO HAMILTONIANO.

Na seccdo anterior obtivemos a forma explicita dos vin
culos locais como uma decorréncia da propriedade de covaridncia
geral da teoria. Face a importidncia desses resultados para o

formalismo, 0s destacaremos aqui denotando-os na forma

¢ E PP+ N Y'E RO, (6.1)



¢, = P.y' v 0 . (6.2)

Nestas expressoes usamos a notacdo convencional de Dirac para
igualdades fracas. ().
Definimos agora os parénteses de Poisson fundamentais

sobre S, para um mesmo valor do parametro T:

{p (t.0),y" (1,03 = ~6UV6(6-0“) : (6.3)

P (T,0),P (1,0") = 0 = {y"(1,0),y" (1,0)}.(6.4)

Pode-se entao demonstrar que os vinculos (6.1-2) formam uma 4al-

gebra fechada (*?+3%); _

N[ ¢, (T,0) %9, (1,0) ] 5= 6 (o-0") % 0,
(6.5)

{¢,{t,0),¢,(1,0")}

16,(1,0),6,(1,00} = [, (1,0)%d,(7,6") J 5% 8(0-0') & 0,(6.6)

g%é(o—o') ¥ 0. (6.7)

{o,(1,0),¢,(t,0")} = [[¢,(z,0)%¢, (1,0") _
Desse modo, os vinculos primarios ¢1 e ¢2 sac de primeira clas
se e nao existem outros vinculos na teoria. Agora, a ja referi
da caracteristica de homogeneidade da funcgio lagrangiana tra
duz-se também no fato de que a hamiltoniana candnica & identi-

camente nula

H = J do(Puir“ -dby = 0 , (6.8)



49 -

decorrende portanto, que a hamiltoniana total coincide com
a hamiltoniana estendida ("extended hamiltonian-function'. Ver
Dirac, ref. 6) e se constrdi inteiramente a wpartir dos vincu-

los:

ot
Ir

st

i

i
H = J do(cl¢1+c2¢2) , (6.9)
0

onde c, = Cl(T,GJ e c, = CZ(T,G) sao fungoes inteiramente ar-

2
bitrarias definidas em S.
Detenhamo-nos um  pouco na analise destes resul

tados. No contexto hamiltoniano, a evelugac temporal de uma va-

riavel dinamica, G, & determinada pela equacao de movimento,
¢ {G,H} . (6.10)—

Agora, comec H & dado por (6.9) ocorrerao fungoes arbitrarias
em (6.10). Assim, a evolucao temporal de uma variavel dinamica
nao ficara determinada univocamente pela especificacao de seus
valores no instante inicial: temos liberdade de gauge, segundo
a acepcao usual no contexto da mecanica classica. Na. teoria
dos strings,esta liberdade de gauge representa-se pela arbitrari
edade de escolha das fungGes c.(1,0) e & uma decorréncia mani-
festa da propriedade decovaridncia geral da teoria. Escolher as fungoes
CI(T,O)EECZ(T,O) corresponde -a especificar wna forma definida para H, e
quagao (6.9), e significa selecionar um gauge para o string.
Temos entac atingido um ponto de crucialim@oﬂﬁhcnipa—
ra a teoria posto que uma conveniente escclha do gauge pode favoreCer-COn—

sideravelmente a analise do sistema. Torna-se desse modo bas-



tante relevante, e ne_cessério, ampliar_ nossos conhecimentos so
bre o papel desempenhado pelas fungdes ci(r,o) no formalismo.
Para atingir esta finalidade - procederemos- a-analise das equacdes
(hamiltonianas) de movimento que estabeleceremos a seguir.

A parfir da definicao (6.9) e nos limitando, como € u
sual, a variacGes até a primeira ordem de aproximagdo nas vari

avels hamiltonianas y e P, & facil obter (%:

- .
SH = J do{(2c1P+c2y‘).6P - | (ZNzgly‘)‘ + (c2P )] L8yl
o
=T
+ (2ZN%c.y'+c,P).8y . (6.11)
1 2 o=0

Agora, uma vez satisfeitas as condigoes

m
(ZNzcly'+c2P).6y =0 , (6.12)
G

poderemocs estabelecer as equac¢Ces hamiltonianas de movimento:

chP + czy' , (6.13)

e
1]

el
1

(2N2c1y'f + (c,P)” ; (6.14)

Com base nestas equagoes torna-se possivel inferir um

un significado geométrico para as funcles arbitrarias ¢, (1,0).(*).
. 1

(#¥) A analise que segue deve-se essencialmente a Galvao, C.A.P
ref. 50, a quem agradecemos a gentileza de permitir sua in
clusao aqui o que esperamos torne mais didatica a presente

discussao.



Realmente, usando a arbitrariedade destas fungoes, considere

mos inicialmente o gauge c, = 0, c,

obtemos, em primeira ordem de aproximacao

Qualquer. Da equagéo_(ﬁjjj

8y = (czéijy‘ = (Eczjy'. (6.15)

Podemos interpretar este resultado concluindo que os desloca-
mentos associados as variacoes de CZ(T,U)cmorr@nsobrecj string
de modo que constituem mapeamentos de pontos do stringnele mes

=0, ¢, qualquer, um procedimento inteira-

mo. Para o gauge ¢ 1

2

mente analogo conduzira a

Sy = (Ecl)P . (6.16)

—

Agora os deslocamentos associados as VariagSes de = tém compo
nentes na diregao dentro do cone de luz local: o mapeamento cor-
respondente leva pontos do string em pontos do string mas a di-
ferentes valores da coordenada 7. Podemos entao atribuir um sig
nificado dinamico as funcdes CI(T,O): sao geradores de trans-
formacoes que se relacionam com a evolucdo do string. Com base
nestas interpretagoes, discutiremos,na secgao seguinte,o proble

ma da escolha de gauge para o string.



7 - 0O GAUGE ORTONORMAL

No formalismo hamiltoniano a especificacao de cadaes
tado de um sistema € feita pela fixagao dos valores assumidos
pelas variaveis hamiltonianas, yd e P. Quando consideramos a
evolucao do string a partir de uma dada configuragao inicial,
T T, especificamos este estado do sistema por (yu(TO,U),
Pq(TO,o)). Claramente, esta especificacdo nao envolve valores
das fungoes arbitrarias C,(1,0). As equagoes de movimento. [ ¢ £,
equagées (6.10) ou equacoes (6.13-14) | contém, no entanto, es
tas funcgoes arbitrarias. O resultado final € que os estados
futuros do sistema nao resultam univocamente determinados pe-
la especificacao dos dados iniciais: existirao varios conjun-
tos (ya,Paj que servirao igualmente bem para aesignar um-estg_‘
do (*) do sistema.

Se fixarmos os valores das funcoes Ci(r,o) estaremos
escolhendo um gauge para o sistema. Esta liberdade de escolha
pode, e deve, ser usada para simplificar a analise do proble-
ma. Se nos baseamos na discussao estabelecida na seccao ante-
rior, vemos que, em busca desta simplicidade, podemos. tomar
CZ = 0 sem que isto traga qualquer restri¢d@o relevante a gene
ralidade de nossa analise. Com efeito, esta funcao relaciona-
se a reparametrizacoes em 0 o que nao se lhe confere maior re
levancia na discussdo da evolucao do string. Tal nao € o caso,

entretanto, no relativo a C (1,0). Porem, face a sua arbitra-

riedade, e visivel que a escolha mais simples consiste em se

(*) Configuragao assumida pelo string apos o intervalo &7T.



tomar C1_= constante. Fixaremos, por razces que _imediatamente
~ -1
ficarao claras, em (2N) o valor desta constante.
Desse modo, discutiremos agora a dinimica do string pa

ra o0 gauge

C. = (2N)~ , c, =0 . (7.1)

Com esta escolha, as equacoes hamiltonianas (6,13-14) resultam

simplificadas a forma

y =N P , (7.2)

law]]
il

Ny'' . (7.3)

Se agora eliminamos P nestas equactes, € imediato que,no "espa

co dasconfiguracdes',a equacao de movimento para o string e,
y-yr = C,y-o0 . (7.4
O0s vinculos, equagdes (6.1-2), se eXpressam agora poT

G, = VR yE A0 (7.5)

4, =V .y Voo, (7.6)

e as identidades (5.8-11) verificam-se trivialmente. Também,qg
mo uma consequencia do gauge (7.1), decorre que o elemento .de

linha em S assume a forma conformalmente plana,



- 54 -

ds? = y?(dt%-do?) . (7.7)

A escolha do gauge (7.1) é usualmente referida como o
gauge ortoncrmal para o string. Esta denominacio baseia-se, €S
senclalmente, no significado gecmétrico dos resultados (7.5-6)
que especificam a escolha de um sistema coordenado (local) or-
tonormal sobre S. Observemos, porém, que as coordenadas (t,0)
sobre S permanecem ainda a;bitrérias: a escolha (7.1) nao fixa
¢ gauge para o string. Temos ainda 1iberdade de gauge apos aes
colha do gauge ortonormal (*). As soluicoes, bem conhecidas, da
equacgao de mevimento (7.4) espelham a arbitrariedade remanes-
cente de gauge, uma vez que se escrevem COM um Nimero  infinito
de constantes arbitrarias; duas por ponto de S! Resulta entio,
que para estabelecermos uma correspondéncia um-a-um entre 0S5 es
tados fisicos do sistema e as variaveis candnicas & preciso im
por restrigoes adicionais. Estas restricbes sdc usualmente de-
'signadas como vinculos de gauge .

Geometricamente, a escolha do gauge ortonormal corres-
ponde a selecionar um sistema coordenado especifico entre a
classe de sistemas que apresentam as caracteristicas exigidas
pelas condigdes (7.5-6). Para gue sejamos mais precisos, consi
deremos a transformacdoc de coordenadas (5.1) apos a escolha
(7.1). O novo sistema de coordenadas sera tambem ortonormal, e

as transformagdes de coordenadas serdo ditas entio candnicas, se

as condigbes (7.5-6) forem preservadas:

(*) E 6bvio que este resultado independe de qualquer escolha

que facamos para as fungoes CitT,O).



vy o+ oy n o ., (7,5.1)

vy .y ~o o, (7.6.1)

Como facilmente se comprova | ver, por exemplo, a referéncia
41. ], esta exigéncia traduz-se na condicdo

Clexi=0 . (7.8)

o que significa que as novas coordenadas devem Satisfazer uma
equagdo de D'Alembert [ c f., equacao (7.4) | em termos das co
ordenadas originais. Desse modo, podemos interpretar o problema
da escolha do gauge ortonormal para o string como o de se sele
cionar um sistema (t1,0) especifico entre todos aqueles que satisfazem
(7.8). Em seguida analisaremos uma forma de procedimento.
Comecamos por definir T pela interseccdo de uma fami-

lia de planos com a superficie de evolucao S,(*!'7*%2.%0731y

Ey =Xx 1T . (7.9)

Nesta expressao A © uma constante a ser determinada e § & umve
tor unitario, tipeo tempo, que especifica a direcao normal a fa
milia de plaros considerada. Com esta escolha fixamos um vincu
lo de gauge; as equagobes (7.5-6) e (7.9) constituem-se nos vin
culos do sistema. A constante » em (7.9) pode ser determinada
por diferenciacao em t desta expressao e usando-se (7.2). Re-

sulta

_ 1.
A= B . (7.10)



que pode ser integrada na forma seguinte:
o3 1 o
J ado = Ao = N E. f Pdo . (7.11)
o _

Se nos recordamos agora da definicac (4.8), concluimos que a co
ordenada ¢ esta sendo fixada por (7.11) como proporcional ao
fluxo de energia-momentum entre um extremo do string e o ponto
considerado. E dizer, estamos usando,desse modo, 0 conteido de
energia-momentum do string para rotular seus pontos | c f.,dis
cussac seguinte a equacao (2.1). |. Com a escolha convencional
g = m para fixar o comprimento do string obteremos de (7.11) o

resultado
Y = 1 E P “
A _N:—Tf' . (7'12) -

Onde ¥ é o conteGdo total de energia-momentum do string [ ¢ f.,
equagdo (48) .
Usando (7.12) em (7.9-10) podemos resumir a fixacao

do gauge ortonormal pelas condigoes:

0 , (7.13)

E.(p - % y X0 C(7.14)
Estas condigdes especificam, de forma univoca (*?), um siste-
ma coordenado ortonormal sobre S. Devemos, no entanto, ob&nwar
que o procedimento seguido € restrito no sentido de que as ‘lin
has correspondentes a T = constante nao estarao em geral conti

das em um hiperplano. No capitulo seguinte, quando discutire-



mos a teoria dos strings relativisticos como um problema de i-
mersao, mostraremos como proceder em forma mais geral seguin-

do passos essencialmente geométricos.



CAPITULO 3
A TEORIA GEOMETRICA DOS STRINGS

No Capitulo anterior vimos que a descricdoc dinimica
do string corresponde, basicamente ,ao problema de caracterizar
a superficie S descrita por sua evolucao no espacgo-tempo. A
anilise que desenvolvemos fundamentou-se nos‘principios basi-
cos da Mecanica Classica e, especificamente, na teoria de Dirac
para sistemas singulares. A existéncia de vinculos resultou co
mo uma decorréncia da covariancia geral do sistema e o gauge
ortonormal foi estabelecido como a escolha mais simples de
gauge. Neste gauge as equagoes de movimento para o strimg sag
representadas por uma equacgaoc de D'Alembert (bidimensional) pa
ra as varidveis dinmicas y~. Observamos que a simplicidade en
tao decorrente da escolha do gauge ortonormal & apenas aparen-—
te, posto que, embora tenhamos a resclver uma equagéo linear,
devemos satisfazer a condicoes de contorne fortemente n3o 1i
neares, que sao os vinculos do problema [ c.f., equactes (7.4-6),
Cap. 2 ].

Neste Capitulo pretendemos oferecer uma forma alter—
nativa de descricaoc que & esséncialmente geométrica, coadunan-
do-se, portanto, 2 idéia de que estabelecer a dinamica do string
significa caracterizar uma superficie. Realmente, do ponto de
vista geométrico, cada histdria S do string pode ser pensada
comoc um subespago do espago-tempo e a dindmica do string assu-
me entao as dimensoes de um problema de imersdoc de uma superfi

cie bidimensional nesse espago. Esta &, conceitualmente, a es—



séncia da Teoria Geométrica.

A principal caracteristica do tratamento geométrico
dos strings relativisticos consiste em nao mais considerarmos
ya(xi) como as variaveis dinamicas da teoria. Com efeito, se-
gundo o teorema fundamental da teoria de superficies, uma su-
perficie fica perfeitamente caracterizada (a menos de desloca-
mentos rigidos) pelo corhecimento dos dois tensores simetricos
gue representam suas formas quadraticas funéamentais. As compo
nentes destes tensores sao,entdo,tomadas como as novas varia-
veis dinamicas da teoria e as eguagoes de movimento para estas
variaveis se representam como as eguagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci gue garantem a imersao. Mais ainda, devido a forma pecu-
liar do funcional de acao para o string, © principio de'minima
agao conduz a simplificagoes consideraveis no aparato matemati
co do formalismo: a superficie S resulta restrita a classe es-
pecifica das superficies minimas.

A formulacao da teoria dos strings como um problema
(45-47)

de imersao & bastante recente sua sistematizacao

agui constitue-se em uma de nossas contribuigaes:] e parece fa
vorecer as ja miultiplas aplicagoes do modelo pelo descortina-
mento de novas jidéias e possibilidades resultantes, essencial-
mente,da abrangente generalidade do tratamento geométrico (*).

Acrescentamos ainda gque outra grande vantagem obtida com a for

(*)} Como um exemplo particularmente interessante,citamos a recente investi
gagac da possibilidade de descrever strings e campos de gauge bidimensio-

nais a partir de uma estrutura matematica comum. [tVer, Zheltukin,ref.SZ:}



mulagao geométrica & a de se poder resolver explicitamente as
condigoes subsidiarias impostas pelos vinculos sobre as fungoes
o, 1
(x7)

Neste Capitulo o string sera tratado como uma super-
ficie bidimensional S imersa em um espago-tempo pseudo-Euclidi
ano. Neste contexto,a liberdade de gauge do sistema represen-
ta-se na arbitrariedade dos coeficientes das formas fundamen-
tais de S apbs imposigio das condigbes de integrabilidade. A
escolha do gauge traduz-se na particularizacgao desses coefici-
entes, o que tem o significado geométrico de especificar um sis
tema coordenadc sobre $. Mostraremos, atraveés de argumentos geo
metricos, que os sistemas coordenados das linhas de curvatura
e das linhas assintOticas de S s3o as escolhas mais simples de
gauge para o string. Contribuiremos também a teoria mostrando,
com base em condigoes necessirias e suficientes, ser sempre
possivel, face a peculiar natureza de S, a escolha desses sis-
temas.

A analise correspondente a strings finitos e abertos
apresenta dificuldades consideraveis devido a exigéncia, impos
ta pelas condigoes de contornc, de gue os extremcs evoluém se
gunco linhas tipo luz. Estas restrigaes, dbsiamente, nao ocor-
rem guando consideramos strings infinitamente longos ou fecha-
dos. E nesse problema gue centralizamos nossa principal contri
buigao neste Capitulo. Mostraremos como tratar o problema da
imersao Sém gque seja necessario especificar completamente o
gauge a priori. Nosso raciocinio desenvolver-se-3 com base na
argumentagao de gue as condigoes de contorno nao restringem a

dependéncia em T dos coeficientes das formas fundamentais , im-



»

pondo,apenas,condigaes sobre a dependencia em 0. Propomos en
tao um gauge nao convencional para o string e construimos dois
modelos correspondentes a solugOes estacionaria e nao estacio-
naria, respectivamente, das equagaes de movimento. Enfatizare-
mos também que a resultante liberdade de gauge apds a imersao
pode ser usada para, por exemplo, favorecer a analise de mode

los especificos.

Nossa preocupagac com a clareza do texto nos levou a
escrever um Apéndice em que resumimos os conceitos basicos de

Geometria Diferencial que aqui sao utilizados.
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2 - STRINGS COMO UM PROBLEMA DE IMERSAQ

Consideraremos,agora,a superficie de evolugdo § do
string como um subespago do espaco-tempo que resulta caracteri
zada parametricamente pelas equacoes (2.1) do capitulo 2 , que

aqul reproduzimos,
yo = ya(x') . . (2.1)

Manteremos as mesmas notagdo e restricoOes discutidas naquela
secgao mas modificaremos, de forma essencial, a forma de trata
mento do problema. A relacao entre os coeficientes da primei-

ras formas fundamentais sera agora escrita como,
Bij " Nag Y51 Vi5 (2.2)

usando a notacao de derivacgdo cavariante (;) para tifar provel
to da invarifncia das fungdes (2.1) frente a transformacoes de
coordenadas em S. Com respeito a nossa convencgao de indices, se
guiremos basicamente aquela estabelecida no apéndice, seccdo F
com Indices latinos i,j,h,... = 1,2, iIndices gregos 6,8, U @
1,....4 e indices latinos maiusculos A,B,C,... = 3 4.

Em cada ponto de S definimos dois vetores éA normais,
unitarios, ndo nulos e mutuamente ortogonais |[teorema 1, secF,
apéndice]| -

B .

& =
r'CtB gA y,l = EA'y;i— 0, (Zl.f))

B . - -
(ZB EA' EB= GAB eAs {ni3o ha soma em A) (2'4)

13}

: 41
Nog A



onde ez_= 1,sao fatores de sinal com eA=+1 indicando vetor normal
tipo tempo e e, =-1 correspondendo a vetor normal tipo espa-

¢o. Com estes vetores e os vetores tangentes y.. estabelecemos

a base local em S,

{y?. , Ei}

2 1

Podemos entaoc escrever as 'equagOes generalizadasde Frenet-Serret”

(%)

41 _ o :
Y oij E e Pais Sav (2.5)
a _ o _ Lk«

“Aij T % °p Spa® Paz; 8 Vi (2.6)

-

Nestas expressées,bAij Tepresentam as componentes da segunda
forma fundamental de S e SABj correspondem as componentes dos

vetores de torgao,definidos por

Sapj = S

BAj ~ A" %g;;- (2.7)
As condigoes de integrabilidade para o sistema de equagoes (2.5-6)
sdo as equacgoOes de Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente(®®#%)

[Ver apéndice, seccdo H|

_ o 2.8
Risxe g €aAlPaikPaj e Paigbasi) (2.8)

. -b. . .= _ 2.9
Paijik~ Paiks;” L e55marPi;Sa; 110 - (2-9)
- 4 g1 - gL 2.10
SaBj;k " SABk;j T8 (PagiPpixbaskPpij) = 0 (2.10)



onde Rijkﬁ representam as componentes do tensor de }Riemann~
Christofell da superficie S.

Agora, as equagoes de movimento para o string sao ob
tidas, via principio de Minima Agdo, usando-se a agao de Nambu
fc.f., equagdes (3.1) e (3.3-4}, cap. Z|. Geometricamente,is-
to tem o significado de determinar, entre as "superficies de
comparacgao’ consideradas, a superficie que tem area miInima en
tre as configuracoes inicial e final do string. Matematicamen

te, traduz-se €ste fato escrevendo-se
h = gib .. =0 (2.11)

onde hA indica a curvatura media de S na correspondehte dire-
¢ao normal. (*"7°°). ) -
Com este resultado completamos a estrutura basica da
teoria dos strings como um problema de imersaoc, o assim chama
do tratamento geométrico da teoria dos strings. Fazemos apélo
ao teorema fundamental da teoria de supe:ficies,para recordar
mos qgue S fica caracterizada, a menos de deslocamentorigidos,
pelo conhecimento dos coeficientes 8is5 € bAij' Desse modo, em
lugar das funcgoes yu(x),podemos caracterizar § atraves desses
coeficientes, que passam entao a serem considerados como as no
vas variaveis din3micas da teoria. As  equacgles de Gauss,
Codazzi e Riccl constituem as equagoes de mofimento para o
sistema. Estas equagoes sao explicltamente dependentes do
gauge e sua forma real fica ainda diretamente afetada pelas
condigoes de minimalidade, equagdes (2.11). |

Devemos observar gque as condigoes de  minimalidade



sdo obtidas sem qualquer mengao ap contorno; sdo as equagoes
de Eulef—Lagrange correspondentes ao problema variacional que
conduz & surperficies de drea mInima.(5“755j. Torna-se,assim,
relevante analisar separadamente o caso correspondente astrings:

abertos finitos e infinitos.

3 - STRINGS INFINITOS: QO GAUGE ORTONORMAL

Na seccgao anterior estabelecemos as bases da teoria
geometrica dos strings e apontamos as dificuldades concernen-
tes a imersao de strings finitos e abertoé em evolugao. Real-
mente, as condigoes de contorno IE.f., equagoes (4.15-16) e
conclusao que segue, cap. Zj vem exigir que o0s extremos ~do.
string evoluam segundo linhas minimas, tipo luz, o que acarre
ta algumas dificuldades ao formalismo. Nao trataremos deste
problema agora, pospendo esta tarefa a secgao 4. Por ora dis-
cutiremos o caso correspondente a strings infinitamente lon-
gos e gauge ortonormal (*). Nosso objetivo,em assim proceden-
do, tem, também, a par das aplicagdes correspondentes, o cara-
ter didatico de melhor explicitar o procedimento formal a ser
seguido, evitando que as dificuldades apontadas prejudiquem o
perfeito entendimento da técnicar Ainda com vistas a& clareza
distinguiremos,inicialmente, o tratamentg para o espago-tempo
tridimensional pseudo-Euclidiano. Neste caso S &€ uma hipersu-
perficie do espaco-tempo de modo que as equagoes de Ricci nao

existem ¢ que traz consideraveis simplificagoes ao problema.

(*) Ressaltamos que strings finitos fechados tem tratamento for

- -~ .
mal i1dentico.
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0 espaco-tempo quadrimensional sera considerade em seguida.

3.1 - Espaco-tempo Tridimensional

Neste caso a base local comnstitui-se dos vetores

{y?i , £} com

%P - (3.1)

posto que S & uma superficie tipo tempo [c.f., secgdo 2-cap 2].
O sistema de equacdes (2.8-10) reduz-se as equac¢Ges de Gauss e

Codazzi; se explicitarmos apenas as componentes independentes

—

teremos,

_ 2 _
Rigip = P1o = Bygbyy s (3.2)

Brise ~Pras1 =0 > Bypzp T by 70 - (543)

Agora, em termos dos coeficientes da primeira forma fundamen-
tal de S,as condicgles (7.5-6), capitulo 2, que especificam 0
gauge ortonormal,traduzem-se na forma |[c.f., equacdes (Z2.2).

=0 =0 (3.4)

+
€11 7 822
o} que , geometricamente , significa usar um sistema coordena-
do "isotérmico" sobre S. Com estas relacdes a condigdo de mini

malidade [c.f., equagdo 2.11| se expressa como



(g) gy, (b,,-b ) =0, (3.5)

de modo que,como consideramos strings infinitamente longos (ou

strings fechados), esta condicdo resulta em
b.., = b . (3.5.1)

Usando este resultado, as equactes de Codazzi (3.3) se escrevem

na forma simples
b - b =0 , b - b =0 , (3.6)

com a notacao simplificada

o
Hi
o
I

ii g3 70 1F
Vemos entao, a partir das equacdes (3.6), que b e b obedecerio equa
¢oes bidimensiomais tipo onda plana [c.f., equacdo (7.4) cap.Z],
s¢ pressupomos que nenhum desses coeficientes ¢ nulo, cujas so
lucoes gerais sao bem conhecidas. Se b ou b for nulo o outro
sera constante,que & nula apenas mo caso "plano” isto &, S uma
hipersuperficie totalmente geodésica.

Temos liberdade de gauge e podemos usa-la escolhendo
convenientemente b ou b. A escolha mais simples consiste, dbvi
amente, em se tomar b ou b nulo. Geometricamente,tal escolha,
aliada a condicao 8,5 = 0, significa tomar as linhas de curva-
tura de S, caso b = 0, ou as linhas assintoticas de S, caso

b = 0, como as curvas coordenadas sobre a superficie de evolu-



cao conforme demonstramos no apéndice, secgdo D. Com rela-
.géo a virtual existéncia de pontos umbilicos, a negamos na for
ma seguinte: |

- Usando a definicao de curvatura media e curvatura gaussiana
em termos das curvaturas principais locais p; p, lc.f.,apéndi
ce, sec.( | escreveremos

iy =0, (3.7)

= 1 -

= - = -1 - 2
K=pppy =8 (byyby,-biy (3.8)
A ultima igualdade em (3.7) & decorrente da condigao de mini-

malidade (2.11) e conduz a
pl_“pz

Agora, como nao c¢onsideramos o caso pliano (bll =t62(m1b12=b21
diferente de zero) e g # 0 por hipotese, decorre de (3.8) que

k # 0,1o0go0
pl = - pz 7{ 0 (3'9)

e nao teremos pontos umbilicos. Este raciocinio pode ser fa-
cilmente estendido a espago envolvente de dimensao malor que
3. —

Fixaremos nossa analise no sistema coordenado das 1in

has de curvatura de S. Temos entao b = 0, e das equacgoes de
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Codazzi (3.6) resulta
b o= Xk | (3.10)

onde k_ € uma constante,que tomaremos nio nula. No gauge orto-

normal, condigao (3.4), a componente R do tensor de curva-

1212

tura de Riemann reduz-se a
=l 1 = 2_ 2
Rizip = 7 &1l ey - [y =97 -85 o (3.11)
de modo que a equacdo de Gauss (3.2) assume a forma

- _ 2
gllljxﬂngll 2k (:f.12)

———

Esta equacdo pode ser colocada na forma de uma equacao

?

de Liouville (%37%7)

(e =2kt e’ g =e™¥ | (3.13)
A solugdo de (3.13) determina gll e assim completa a descricdo
da superficie S de evolug@o do string. Enfatizamos que a ocorréncia da equa
¢do de Liowville & uma peculiaridade do gauge ortonormal. c.f., e-
quagao . {3.11)].

Antes de passarmos ao caso quadrimensional considere-
mos, mais detalhadamente,a descricdo no sistema de coordenadas
das linhas de curvatura de S. As linhas de curvatura sao deterx
minadas, localmente, pelas diregoes principais associadas ao

tensor simétrico b'j‘ Indicando os vetores das direc¢des princi
i : . Y



pais;mrsuascmmxnmntesgih), h=1,2, teremos
i _
(bjj = Pn8i5) Eny =0 (3.14)

onde nao ha soma em h €yp,, as curvaturas principais de S no
ponto considerado, sao as raizes da equagao [c.f., apéndice,sec

cao (]

det {Ib.. —pg..ll =0.
¢ "le pglJ“ 0 (3.15)

A condi¢do de minimalidade assegura a existéncia de duas raizes
distintas desta equagdo por ponto de S |c.f., equacdo 3.9] o

que nos habilita determinar os vetores & Procederemos como

(h)’

. s . L, . . -
segue. Sejam £ e %2 dois vetores unitarios, ortogonais, sobre —

1
o plano tangente local de S,

i3 . = =
253 g(h)g(k) 81y ©h (nao ha soma em h) . (3:16)
Escolhemos 31 tipo tempo, ei =+1, e 32 tipo espacgo, e2 = -1,
e tals que
i -
Jo =
bij E(h) §(k)~0 , h # k. (3.17)

Definimos tambem dois invariantes, Py € Py da seguinte manei-

ra:

Ei Ej , (ndo ha soma em h.} . [3.13)

°h (h)®(h)

b..
h eh 1]
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Com estas definigOes € facil demonstrar que

(bij

- i J o= 30 ha ;
ph_gij)g(h) E(k) 0 (nao ha soma em h). (3.19)
de modo que, se exigirmos que o determinante da matriz formada

-+ . - -
com as componentes dos vetores & seja nao nulo, estas equagoes

(h)
conduzirao a (3.14). As solugoes das equacoes (3.16-18) no
sistema coordenado da linhas de curvatura e gauge ortonormal

Se escreven

(3.20)

(3.21)

-

3.2 ~ Espago—tempo'Quadrimensional

Nosso objetivé agora € o de estender os resultados do para
grafo anterior, considerando espago-tempo quadrimensional. O
procedimento a ser seguido € essencialmente o mesmo,de modo
que nao mais detalharemos a analise. As condicles de minimalil

dade, equagoes (2.11), reduzem-se no gauge ortonormal a

1
& 811l Pagy) 7 0 (3.22)

0 que, novamente sob a hipotese de strings infinitamente lon
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gos {(ou strings finitos fechados), permite concluir

(3.23)

Estas condigoes simplificam as equacdes de movimento,que ago-

ra se constituem também das equacgbes de Ricci além das

goes de Gauss e Codazzi. Usando a notacao simplificada

e ja considerando normais tipo espacgo (S & tipo tempo), ascom-

equa-

ponentes independentes destas equagOes se escreverao na forma

Ryp12= (B3 -b3) + (B}

b& -b4= S, b3--Sl bS’
. 2g
. 11 | )

(3.24)

{3.25c)

(3.254)

(3.26)

—
.

A liberdade de Gauge apds a escolha (3.4) sera agora usada pa-
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ra escolher o sistema coo;denado sobre S. Com bA = 0 estare-
mos fixando o sistema coordenado das linhas assintoticas de S
e BA = 0 corresponde ao sistema coordenado das linhas de curvatura de S.
| Ver apéndice, seccdo I|. Para qualguer uma destas escolhas a

equacido de Ricci, (3.26), reduz-se a

S, - 8] =0 (3.26a)
gue tem como solugao

S, = 9,5 (3.27)
com ¢ = ¢(1,0), uma fungao arbitraria.

Consideremos o sistema coordenado das linhas dé’cuz -

vatura, EA = 0. As equagoes de Codazzi assumem a forma simples.
' (3.25a.1)
b;=-¢'b, ,
- s (3.25b.1)
bo=-db, |
1 Ll
ba= 4 b3, (3.25c.1)
b= &b, .
4 5 (5.25d.1)

e conduzem a

b; + bz = k? = constante . ‘_(3;28)
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Com este resultado podemos escrever a equagao de Gauss nova-

mente na forma de uma equagdo de Liouville(*®~%7),
'V = z lp = “\U
v = 2k%e” gy 2 e’ . (3.29)

As solugoes gerais das equacgoOes de Codazzi podem ser obtidas
em termos das funcGes arbitrarias ¢(t,c); estas solugbes e a
solugcao da equagao de Liouville (3.29) caracterizam a superfl

cie S de evolugao do string.

4 - EVOLUCAO DE STRINGS FINITOS NO ESPACO-TRMPO

Analisaremos agora a evolugao de strings finitos a--—
bertos no espago-tempo quadrimensional. Conforme apontamos an
teriormente, este problema merece atengdo particular devido a
existéncia de condigdes de contorno, que exigem que 0s extremos
do string evoluam segundo linhas minimas,tipo luz,do espacgo
tempo. Realmente, traduzidas em forma geométrica, as condi-

coes de contorno (4.15-16), cap. 2, correspondem a

=0 , emoc = 0,7 , {4.1)

de modo que
g =0 , o= 0,1 ) {4.1a

Agora, na secgao anterior,vimos que as condicoes de minimali-



dade ~ sao usadas de modo a simplificar as equagOes de movimen-
to de Gauss, Codazzi e Ricci. Quando,no entanto, consideramos
strings finitos,a condicado (4.1a) limita este procedimentoc de
modo que nao mais podempos garantir a validade dos resultados para
todos os pontos da superficie de evolucdo do string. Especifi-
camente, nao podemos concluir (3.5.1) de (3.5) ou (3.23) de
(3.22), para todos os pontos de S. Técnicamente,portanto, as
condigoes de contorno proibem as simplificagoes das equacoesde
movimento pelas condigoes de minimalidade, a menos que especi-
fiquemos o comportamento dos coeficientes bAij em o = 0,7, de
modo a garantir que os eXtremos evoluém segundo 1linhas tipo. luz.
Owtro aspecto que devemos considerar quando analisamos strings
finitos abertos no gauge ortonormal,sdo as peculiares condigoes
de contorno para a solucao da equacao de Liouville resuléantef“
Nos propomos ,agora, sobrepujar estas dificuldades. Nos
sadiscussao fundamentar-se-a na liberdade de escolha do gauge
para o sistema singular considerado. Exploraremos este aspectlo
sob o ponto de vista de que, efetivamente, a escolha de gauge
para strings finitos ndo € completamente arbitraria: ela deve
ser compativel as condicgdes de contorno que sio, a sua vez, uma
decorréncia direta do principio variacional de minima acao. O
aspecto importante, que deve ser observado,eé que as condigoes de
contorno manifestam-se como reétrigSes apenas na dependéncia-o
dos coeficientes da primeira forma fundamental de S; a depen-
déncia em.t nao é afetada. Podemos entao considerar o problema
de imersao sem especificar completamente o gauge no inicio. As
sim procederemos, ‘e moStraremos ser entao possivel superar as

dificuldades apontadas e tambem resolver o problema em fbrma
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mais geral,no sentido de que a escolha completa do gauge sd &
feita a posteriori,quando quizermos estabelecer modelos parti-

culares.

Comecamos escolhendo

g1, 70 gy =1, (4.2)

e denotando,
811 = A(t1,0) (4.3)
Estas condicoes saoc equivalentes a escolhermos C, = - N"ikllze
1 T
C, = 0. [c.f. secgao 6, capitulo 2], e comoc nao especificamos

—

2
a fungao A(T,0) © gauge ndo esta completamente caracterizado.

A fungao A(t,0) ndo € completamente arbitraria; decorre de

(4.2-3) que g = - A(t,0) de modo que A(t,0) deve ser uma fun-
cao definida positiva. Também & necessario que A{1,0) se anule
em ¢ = 0,7,de modo a satisfazer as condigles (4.1) . Realmente,

o principio de Minima acdo conduz as seguintes equacgoes de mo-

vimento

..1_1_' ): .1 'Al ' "
Y TTY'TYM-AyU =0 , (4.4)
e condicoes de contorno
A(t,0=0) =0 =x(1,0=7) . (4.5)

Usando as condicoes (4.2-3), as condicoes de minimalidade (2.11)



se escreverao simplesmente

b

A1l T A(T,0) b

78 -

A22

(4.6)

Com este resultado, as equacoes de Gauss-Codazzi-Ricci se es-

creverao:

Ri212

(Abs)
(Ab,)

Eé-é

B&~ b

.

Sz— S

Onde usamos a mesma notagdo da secgdo anterior,b

AbA,

= -Al/?- (Al/ZJH

S A
betbs o3

Ben, & -
3* by %% = 5;b
4% By 35 = 5,55 -
1+ 2(Bgby - Bsb

= (B +BZ) -2 (b2 +D2) ,

Sl 54”}\ 82 b-i N

S, b

AS,bs- 5y by,

- SzEﬁ’

Slbs’

)=0!

A22

ja consideramos normais tipo espaco e, também

(4.7)

(4.8a)

(4.8b)

(4.8¢c) —

(4.8d)

(4.9)

=b . b =

A7 TALL

como antes,

explicitamos apenas as componentes independentes. Escolhemos a

gora o sistema coordenado das linhas assintoticas de. S.fazendo,

(4.10)

As equagoes de minimalidade verificam-se,entdo, trivialmente

e 0 sistema de equagoes (4.7-9) se simplifica para
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AV (yY2yv = -(b% + B2), (4.7.1)
1.33-“53(&#/2)' = -5, b, (4.8a.1)
1;‘4-54@2“1/2)' = 5 bg, (4.8b.1)
53+B3(£u)3/_2)‘ = -5, B, (4.8c.1)
H&JBQ(zuxl/z)' =. S, 53, (4.8d.1)
‘;’2 “él =0. (4.9.1)
As equacoes de Codazzi (4.8a.1)-(4.8d.1) conduzem a . _
I JZn(B;*‘B—z)A'l'].: = 5}n(‘b‘§+52)?{]'. (4.11)
Assim, podemos escrever
A{t,0) = Ai(?) A;(G) , (4.12)
com -
2 (4.13)

By + B, = M S (e,

esPeCificéndo a forma da funcao A(T,0) por compatibilidade das
condicoes de Codazzi. Agora, a equacgao de Gauss (4.7.1) conduz

a uma equacao diferencial para a fungﬁo_Az(G):



- B0 -

)\3

3(0) A,(e) = -1 . (4.14) |

Una solugdo para esta equaczo, satisfazendo as exigéncias im-

postas sobre A(r,0),é
A(e) = w? U(o) (4.15)

onde

il

(;_\2‘ 2.,.!.'-1 ., U(UJ =G(W“O’) . (4.16)

A equacac de Ricci (4.9.1) se satisfaz com S; = ¢,;. para qual

»

quer funcgao arbitraria ¢ = ¢(1,0). Poderiamos,agora,usar _este

fato nas equacoes de Codazzi para obter solugoes gerais para

b, e 54; por simplicidade, no entanto, nos contentaremos em €s

pecificar ¢ = o. Neste caso,é& facil verificar que das equacgoes

de Codazzi decorren
.-1/2
53 = A (1) V(o) U (o) , (4.17)
By = = (1) V'(0) U-th(o) (4.18)

onde V(o) deve satisfazer as equacoes

4.19
th + -\f = O ( )

V'iZe Vis 2 - (4.20)
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Com base nesses resultados,vemos que os coeficientes
das duas formas quadraticas fundamentais de S_néo estao ainda
completamente determinados; S nao esta ainda completamente
caracterizada, o que so ocorrera apos a especificagdo de A (7).
Resolvemos o problema de imersao associado a strings abertos
e flnitos sem fixap 0 gauge, no sentido de que temos ainda as
funcoes AI(T) 4 nossa disposicdo. Esta € uma caracteristicada
técnica que desenvolvemos e que pode éér usada na construgao
de modelos particulares que nos interessem,de acordo com o pro

blema que consideremos. Por exemplo, das equagoes (4.19-20) de

corre que Y(g) = w 'coso pode ser selecionada. Se _escolhemos
entao

() =1, (4.21)
obteremos

g11==w2T2G(ﬂ-U]‘, g19=0 g£2= -1,
(4.22)

B-S = .T COSU , 'b" - T seng b = 0 = b

wvciw-ci 4 UJV'O'{‘IT"O'; ' 3

. (4.23)

4

As equacoes (4.22-23) correspondem as solugoes ndoc estaciona-

rias,

H
{y"} = {a(o)senhx,a{o)cosh x , k, 1%, —-21- k, %) 0 (4.24)

w1
el

onde

“a(o) = o-w-? y = iwt? ki""k%:'w-z (4.25)

»



Destacamos tambeém que com i (1) =1 obtemos a solugao estacio-

naria (um basti3o rigido em rotacgdo),

g11=w20(1r—0), 812=0, 822='1 (4.26)
b. = _.C0590 5=_.___§E_119.__,_,b=0=b4. (4.27)

3 wy'o(T-0) ' 4 w/o(m-0) 3

{yu}= {wl1, kX, a(o) senwt, a(g) coswt} (4.28)
onde a{o) & dado em (4.25) e k € uma constante.

Para finalizar este capitulo vamos considerar,rapida
mente,duas outras alternativas de se abordar o problema da i-
mersao de strings finitos e abertos. Em primeiro lugar obser-
vemos que, fisicamente, a origem das dificuldades decorrentes
das condicoes de contorno,esta na hipotese assumida que a mas

sa de repouso do string e nula. Tais dificuldades nao ocoTrre-

riam se ao string atribuissemos uma massa de repouso. Por exem

plo, entre as possiveis alternativas de se atribuir uma massa
ao string, consideremos que a seus exXtremos estao associadas
massas puntuais m, em. A agdo para o sistema deve entao ser

modificada,acrescentando-se a acao de Nambu os dois termos,

*o 1/2
-m{d :
aJT(ya) )
com a = 0,m indicando os extremos do string. A possibilidade
de que as linhas de evolucgao desses extremos sejam necessaria-
mente curvas minimas & excluida exigindo-se (*%-°°%)

y: 40

a

—



Devemos observar, no entanto, que desta maneiya nao ;esolvemds
o problema inicial e sim atacamos um outro problema. Pior, com
0 lnconveniente grave de que as solugoes gerais para as corres-
pondentes equagoes de movimento e condigbes de contorno nao sao
conhecidas.

Mais consistente e a alternativa de se generalizar a
acao de Némbu pela adigao de um termo correspondente a densida

de lagrangiana de Einstein,
3. = R/ g . (4.29)

De fato, recordando que (4.29) & uma divergéncia em duas dimen
soes, e imediato que as equacdes de movimento correspondentes a
acao generalizada serdo as mesmas que as obtidas com a aééo de~
Nambu. Mais ainda, no caso de strings finitos, as condigoes de
contorno modificar-se-ao; e, no gauge ortonormal, as novas con
dicoes de contorno para a equacdo de Liouville serdo finitas.

| Ver Zheltukhin, ref. 57],



CAPITULO 4

A RELACAD ENTRE STRINGS E CAMPOS DE MAXWELL DE POSTO 2

1 - INTRODUCAD

No capitulo 2, consideramos o formalismo dos strings
relativisticos como a teoria de um sistema dinamico singular;
nossa linguagem foi estabelecida de conformidade com a teoria
de Dirac para sistemas com vinculos. Em seguida, no capitulo 3,

analisamos a teoria geométrica considerando a superficie de

—

evolugao S do string como um subespago do espago-tempo. Em  am

*

bos os casos, a descrigae do sistema fundamentou-se, essencial

mente, na caracterizacgao de S.

No presente capitulo modificaremes um pouce a aborda
gem do problema, de modo a favorecer a analise da dinamica do
string sob o ponto de vista de uma tecria de campo. Estendere
mos nossas consideracoes anteriores, construindo um formalismo
com base nas coordenadas de Plucker de S. Nossa linguagem, co
mo antes, sera ainda a da analise tensorial e, agora, faremos

apelo ao formalismo de bivetores.

Teremos interesse, parvticularmente, em discutir a re
lacac entre modelos de string e campos de Maxwell especificos
{poste 2). Verificaremos ser, entao, necessario atribulir-se uma

. . s . .
"densidade de corrente” j~ ao string. Analisaremos este resul-



s R . -~
tado e, da estrutura de j , extrairemos as informacgoes rele-

vantes sobre o modelo.

A descrigao do string por suas coordenadas de Plucker ,
tendo a densidade de corrente jU como fonte, e, na forma esta
belecida, um resuitado novo que permite se especule sobre no-
vas, e interessantes, possibilidades de aplicagao do modelo.
Dentre outros fatos importantes, ressaltamos a questao de se
poder construir uma teoria (de campo) para o proprio ju .Nesse
sentido, um resultado curioso € gue podemos estabelecer uma fun
cao lagrangiana usando ju, gue corresponde, no gauge ortonor-

mal, a propria funcao lagrangiana de Liouviille.

——

O presente capitulo & constituido da seguinte manei
ra: na secgao 2, consideramos a descricdo do string atraves das
coordenadas de Piucker de S estabelecendc a nossa linguagem.
Na secgao 3, discutimos a relagao entre o modelo de string e
campos de Maxwell de posto 2. esclarecendo as razoes  fisicas
da analogia. Reservamos a seccao 4 para explorar as proprieda-

des da densidade de corrente jo que & atribuida ao string.



2 - TEORIA DO STRING EM TERMOS DAS COORDENADAS DE PLUCKER

A partir da base local {yai \ gi} , [c.f., seccao Z,
cap. 3] , podemos caracterizar um elemento da superficie

do string,
uv 17 v

prJ = yu. ¥ (2.1}

onde €'! = 0 = ¢??  ¢'? = - £?! = 1, Estas expressoes represen
. - - - - a

tam as componentes de um bivetor (tensor antissimetrico de Z-
ordem) simples, tipe tempo (°®+°%), que suporemos definido em
tedos os pontos da superficie de evelugao S do string. As quan

tidades puv sao denominadas de cooivdenadas de Plucker de 5.(°%.

Estas coordenadas caracterizam-se pela propriedade:

*
p,, p'7 =0 (2.2)

*
onde Py & o dual de p"Y definido na forma usual,

pPf, e0123o 4 1, (2.3)

13

o
|
oo

= e
uv uvaB

Este resultado decorre diretamente da definicao (2.1}; €& tam-

bém bastante simples comprovar que

1 HV =
5P, P = det][gijif =g . (2.4)

C . e}
Usamos agora oS unitarios normais EA da base local
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de S para construir, em cada ponto de S, o bivetor simples, ti

po espaco,

rv _ AB u v
I = £ 5A EB B (2°5)
com e?® =0 =¢g**, g% = - g%* =1, [E gbvio que
Y _ :
P HVB o, (2.6)

sendo também simples estabelecer as relacOes (locais)

- Cat/ (2.7)

——

Em termos das coordenadas de Plucker a acdo de Nambu,

[C-f-= expressoes (3.3.4) ,cap. 2| , pode ser reescrita na forma

J = =N fs dx? dx? (- % pUV puv)l/2 . (2.8)

As correspondentes eguacoes de movimento para o String resul-

tam agora de

~ o )
b fpv 0 (2.9)

onde (3%) D € o operador diferencial linear definido por

pH = pHB 3 (2.10)

¢ 'V & nossa notagao simplificada para,



N O A (2.11)

i

Da definicao (2.11) e do resultado (2.4) decorre que PV estd

normalizado:

SR S S (2.12)
BV
Q operador ﬁ“ definido em (2.10) sera também, indistintamente,

usado na forma

(2.10.1)

—

Conforme explicitade na Secgao anterior, estamos Su
ponde que g # 0 para todos os pontos de S {strings fechados ,por
exemplo),de modo que as equacoes de movimento (2.9} podem ser

reescritas como,

u -
T aB fuv 0 . (2.13)

A condicao (2.12) e & antissimetria de § ermiten manipular
- uv P P

esta equacao para a forma
3'
onde usamos a notagao | | para indicar a antissimetrizacao to

tal dos indices incluidos. Em térmos das componentes duais e

entao imediato que



5, £ = - s £% - - n'®
B Tuv YV oo YV a ’

onde a ultima igualdade € decorrente da relacao (2.7) e da de
finicao (2.11). Coletando estes resultados vemos que as equa-
coes de movimento podem ser expressas em uma qualquer das for

mas seguintes

ug ‘
; f =0 2.14a
L , (2.14a)
foa %<0 (2.14b)
YV oo
1. 3 1'% =0 (2.14¢)
Yy
Por outro lado,
yoo _om AB [y 4y _ AB v .m o
acx 1 X,u (e gA gB) © EA X,oc gB,m
m o -.m -
uma vezi que X N EB =0, (x o € um vetor do plano tangente).
Usando este-fato e a equacao (2.6) seccao 2 cap. 3 , obtemos
Yo _ _ AB v _ BA Y
Bu I £ EA hB £ EA hB , (2.15)

de modo que a expressao (2.14c) pode ser recscrita como

yo _ . _ AB DY,
nYV 8, I =0 =« gAygBV e’ &) hC é,hA Ery - (Zilﬁ)

A independencia linear dos vetores gA permite entao concluir

que a superficie mundo do string &€ uma varicdade minima do es



pago-Llempo:

=gty =0 . (2.16.1)

Com este resultado reescrevemos (2.15)

0, 7% = 8 [T T < e BV -0 (2.17)
onde usamos (2.7) e (2.11).
Consideremos agora a forma (2.14a) das equagoes de
movimento. E imediato que
s, (sMF e v o 5 HB g (2.18)

A¥S]

O

Uy uyv
Por outro lado, usando o operador il segue que

1/2

— 2 -~ -
Definamos o vetor
L= aB'pUg : (2.20)
Tem~-se que
3" sty YR
75 31 sJ



devido a antissimetria de 7. Usando a equacao (2.5) seccao,

2 cap. Z , podemos escrever sucessivamente

b

W i op om B (k B
;e y X B{E €a Paim fa +)jm} y

I

0 segundo termo do segundo membro da equacao (2.19) resulta

(usando a definicao {2.10.1)) ser

ﬁu (~g)~1/2 _ _(_gj-l/Z Eij oM aj En(_g}l/z

r

Com este resultado e a definicao (2.20) a equacgao (2.19)

duz a

B
T = { 2.
BB . , (
se definirmos
T = fH% ¢ (2

v oV

-[—gfl/z jU . (2.

e - M . (2.20.1)

21)

con-

L22)

23)

.24



Vemos assim que as equagoes de movimento para o string
conduzem aos resultados mutuamente relacionados expressos pe-
tas equagoes (2.17), (2.22) e (2.23). Os passos aqui seguidos
podem ser invertidos na forma seguinte. Definimos TV pela ex
pressao (2.24) e impomos que sua divergencia seja nula, equa-
c¢ao (2.23), para obter as equacoes {(2.17) e (2.22) conforme de
monstrado por Stachel, ref. 59. Desse modo podemos associar o

v , .
tensor TH ac tensor momentum energia para o string.(®%°%*-81y,

5 - STRINGS E CAMPOS DE MAXWELL DE POSTO 2

Na secgao anterior estabelecemos a descrigao da evo
lucao do string no espago-tempo em termos das coordenadas de
Plucker da superficie mundo do string. Desenvolvemos um forma-
lismo que ¢, em verdade, um "hibrido" da teoria geométrica dos
strings e o formalismo de bivetores. Esta descricdo alternati
va favorece a anilise da dinamica do string segundo as caracte
risticas prdprias dos campos que lhe podem ser associados. Nes

te aspecto nos interessara,agora,discutir a analogia a campos

de Maxwell especificos.

v -
Em termos das coordenadas de Plucker pu as equagoes

(2.17) e {Z2.22) podem ser expressas como
3, P = 0 . (3.1

R (5.2)



A equacao (3.1) nos diz que o campo de bivetores puv tem dual
com divergencia nula,o que vem implicar no fato de que p“v e

v

um tensor fechado. Logo, p"" & exato,o que significa que exis

te Au(y(x}), 0 vetor potencial de p“v, tal que

p =3 A . (3.3)

Este resultado & uma decorréencia matematica da validade das
equagoes (3.1) que, de fato, se constituem nas condigoes de in
tegrabilidade que garantem a existencia do campo vetorial
Au(y(x)). Esta situagac & formalmente idéntica aquela corres -
pondente a formulacao covarlante das equacoes de Maxwell. Real
mente, podemos considerar as equacoes (3.1-2) como repr;sentg;
tivas dos dols pares das cquagoOes de Maxwell se identificarmos
as componentes do tensor intensidade de-campo eletromagnéetico,
Fuv,como proporcionals as coordenadas de Plucker de S:

FHV= x ptV A = constante . (3.4)
Neste contexto, as equacOes nao-homogeneas (3.2) definiriam uma

. O -
"densidade de corrente” 77 no mundo do string.

Esta identificacao, no entanto, restringe a . classe
de campos de Maxwell a aquelas que satisfazem a condicgao ex-
pressa pela equagac (2.2),que traduz a propriedade caracteris—
tica das coordenadas de Plucker. Assim o invariante B . B e

nulo o que, geometricamente, significa restringir oS5 campos de

Maxwell aos de posto 2. (®?°%3%).



A primeira vista pode parecer surpreendente que as
- ) . - i; 1 uv.1/2
equacoes de movirmento obtidas da acao de Nambu, onde o (- z—puv_p ) ,
correspondam as mesSmas equacoes que descrevem um campo eletro-

magnético,cuja densidade lagrangiana se expressa como

Lo w VO A
uv uv Uy

i
o

Entretanto, se nos recordarmos que a evolugao do string no es
paco-tempo pode ser igualmente bem descrita considerando-se uma
densidade lagrangiana L p._ p"Y, podemos explicar facilmente

uv
¢ste aparente paradoxo. Com efeito, usando 42& p pub para

HV
descrever a evolucao do string, as equacoes de movimento obti
das,via principio de minima acao,englobam as equacoes (2.14a)
contendo ainda um espectro mals amplo de solugoes,conforme de
mostrado por Schild (®°). Qudndo estabelecemos a equival8ncia
formal da descrigao da evelucao do string no espacgo-tempo com
uma classe especifica de campos de Maxwell, apoiamo-nos,essenci
almente, nos resultados expressos pelas equacgoes de movimento

de modo que, neste sentido, € até natural que resultem  equa-

¢oes tipo-Maxwell.

A correspondéncia (3.4) tem sido amplamente discuti-
da na literatura (®*?°®"), o ponto basico consistindo na inter-
pretacao da densidade de corrente j% . Na secgao Seguinte usa
remos o formalismo desenvolvido na seccao 2 para discutir, com

detalhes, as propriedades de ja.
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4 - A DENSIDADE DE CORRENTE DO STRING

Comecemos destacande o duplo papel desempenhado por
e —_
J : com relacao a um observador no espaco-tempo representam
as componentes contravariantes de um quadrivetor; ao mesmo tem
. e . .
po,as quantidades ]~ comportam-se como uma densidade escalar
frente as transformacoes de coordenadas em S (transformagoes pa

ramétricas permitidas em S}. Assim, & natural considerarmos as

quantidades

1/2 .qu (4.1)

S L S AN

onde usamos a expressao (2.20.1) e a notacac simplificada -
- 1/2
x = 4n (~-g) / . (4.2)

As quantidadesJu ydefinidas em (4.1),representam um conjunto

de quatro funcoes escalares definidas em cada pontoyﬂbgj de S.
Usando a definigao (2.20) e imediato verificar  que

s, 37 = a , (4.3)

1T

o que podemos interpretar como a '"'lei de conservacao da carga

para o strihg. Alternativamente, usando (4.1), temos

s J¥ = 0 : (4.4)
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No que segue preferiremos trabalhar, mais precisamente, com as

quantidades JY em lugar de ju.

A aplicagao do operador DH, definido por (2.10.1), a

uma fungao escalar W(ya(xl)) = W(xl) definida. sobre S,resulta
em uma densidade escalar no mundo do string. Por essa TAZao0
definimos
= -1/2 = -1/2 _ij
i O R LI TS NP B by (4.5)
it

A aplicagao deste operador a uma funcao escalar (definida em S)

resulta, obviamente, em um escalar sobre S.

-
[P

Com as definigoes (4.1) e (4.5) podemos melhor inves
tigar as implicagoes concernentes a atribuicao de uma densida-
de de corrente ao string. Consideremos 1inicialmente o escalar

D JY que podemos construir sobre S.

Temos ,
b, 3 = o) ME ey L (e M -
S R N CHIRE A L b
= (-g) M7 BjE(-g)_l/z ekt giy 9gX |
e usando a ldentidade (*)
RIS B 1 £ (4.6)

(*)J Ver, por exemplo, a referencia 30.



obtemos

o g¥ -
u

(-g)

1/2 3%

-1/2 g

j [(-¢g) 3,% 1 (4.7)

Nesta expressao o termo gJR aRx corresponde 4S compo

nentes contravariantes de um vetor em S. Fazendo

W B
Vo= gt 9, , (4.8)
a equacao (4.7) se torna
D BoooL LS
DLl J Vi k! s (4.9)
onde Vk € nossa notacao para o operador de derivacgao covarian

te em S. Podemos,agora, tirar proveito deste resultado para obter

o significado geométrico do escalar ﬁu Ju)explicitando (4.9)

em um sistema coorvrdenado particular. Consideremos entao o gau

ge ortonormal (*) defintdo pela expressao (3.4) | seccao 3,
cap. 3. Com nt) = 51j(+1, -1) temos |
D JgY = - 1 nij 0. 4. 4n g =
U £ 1) 11
11
1
= - 9 =
DX ngll
11
2 R
- M (4.10)
g
onde usamos a expressao (3.11), secgao 3 , do cap. 3, e R &

{*) 0 gue equivale a especificar cocrdenadas harmonicas ortogonais sobre S.
'"Ver ref. 30



- 08 -

o escalar de curvatura de S. Vemos assim qual o significado ge
ométrico do escalar ﬁu JH,construido a partir da "densidade de

corrente' associada a evolugao do string no espago-tempo.

Consideremos agora o outro escalar que podemos cons

truir a partir das componentes J¥ .

1l
Cy
T

1l

\

JZ

== g’ B.X BX , oo (4.11)

onde usamos a identidade (4.6). Com este resultado e ﬁu Jhcqg

truamos a densidade escalar

Lo - 123 w1 i
¢ = 277D, - 53,9 . (4.12)
Especificando o gauge ortonormal usemos (4.10) e (4.11) em

{4.12). Obtemos,

G R g, * 5 (8i n gll)(aj wnog ) . (4.13)

Identificandec

g = ey (4.14)

a expressaoc (4.13) se escreve



Lo=re'+ 1w - 0w (4.15)
G 2 1 2 Y I . )

que € exatamente a lagrangiana de Liouville que, como vimos, €
caracteristica da descriciao do string como um problema de imer

$sao, No gauge ortonormal.

Este resultado, além de bastante curioSo, € muito su
gestivo. De fato, ao descrevermos o string ﬁelas coordenadas
de Plucker,verificamos que as condlgoes para a existencia de
um vetor potencial sac satisfeitas. As equacoes de movimento
para o tensor 1intensidade de campo cconstruldo cem este poten-
cial tem a corrente i" como fonte, e tal corrente transporta
todas as informagOes sobre a geometria da superficie de-evolu-
¢ao do string. Em outras palavras. & geometria € a fonte do ve
tor potencial Au(y(x)). Isto nada mais & do que uma afirmagao
sobre a relacgaco entre a fisica e a geometria. E algo semelhan-
te a teoria da relatividade geral, essencialmente restrita pe
la dimensionalidade da superficie de evolugao. O significado fi
sico do potencial Au(y) ainda se nos parece obscuro. Acredita
mos ser possivel estabelecer uma descrigao alternativa para ©
string em termos destes potenciais o que,eventuaimente, pode le
var a um conhecimento mais profundo da tecria dos strings pos-
sibilitando assim novas aplicagoes do modelo. Por exemplo, po
demos especular sobre a possibilidade de se constTulr esquemas
de interégéo entre strings e entre strings e outros sistemas fI

s1cos usando o campo Au(y).

. - H
Vale a pena observar ainda, que a corrente j que a
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parece em nossa teoria tem essencialmente a mesma forma e pro

priedades que as correntes hadronicas introduzidas por Nambu (°9).
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APENDICE

1 - PRELIMINARES

Consideramos neste Apéndice os conceitos baésicos de
Geometria diferencial gue utilizamos no presente texto.

Preocupou~-nos, tao somente, a clareza dos conceitos
estabelecidos, de modo gue optamos por uma exposigao simples,

objetiva, mas nao rigorosa destas nogoes. Nossa finalidade =

especifica: favorecer uma mais rapida leitura do Capitulo 3 on

de desenvolvemos a teoria geométrica dos strings. -

Indicamos, ac final, as principais referéncias bi-
bliograficas que utilizamos. Nestas fontes os conceitos agul
discutidos sao tratados de forma mais precisa e rigorosa. Ex-

plicitamos no entanto, gue nao as entendemos como uma indica-
cao para um estudo mais profundo (posto que, entao, seria uma
listagem bastante incompleta), mas sim, e apenas, CoOmo as O-

bras com as quals estamos mals acostumados.
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2- SUPERFICIES NO R3: UM POUCO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL LOCAL
A- PRELIMINARES

Seguindo a idéia original de Gauss podemos caracte-
rizar uma superficie S no espaco tridimensional Euclidiano,

3 - -
R, na forma parametrica

v = vt (A.1)

i - ~ . ..

onde (*) x" = (x',x°), sdo pardmetros reais.Exigiremos que as
- i 3 .

funcoes Y, Sejam de classe C” pelo menos. Adicionalmente, supo

remos também gque
o o
v Xy £ 0, (A.2)
- ‘ ‘ i . ; .
onde usaremos a notacao y ., = 3.y zeya/ax para indicar deri-
vacao ordinaria.
¢} oL — -,
Uma curva y =y (t) estarad sobre a superficie § de-

finida por (A.1-2) se

vt = yS(xte)) (A.3)

0 que significa simplesmente que o0s pontos da curva sido pon-

(*)Nesta seccao adotaremos a convengao; indices gregos «,f,

Yseoa=1,2,3; fndices latines i,3j,K,...=1,2.
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tos da superficie.
0 vetor tangente a uma curva sobre uma superficie e

entao definido por

o)

0 i L
d}' ya‘ d}k = y&_ Xl . (A'dJ

dt 14t 1

I
~

Deste modo, os dois vetores y*. constituem uma base (*) para o

espago de todos os vetores tangentes a curva: E dizer, dado um
ponto y&(to):=y&(xi(tob fixo na superficie S, se considerar-
mos todas as curvas sobre S que passam por esse ponto, as ex-
pressoes (A.4) nos mostram que 0s correspondentes vetores tan
gentes neste ponto apontarao em todas as direcOes possiveis
no plano determinado pelos vetores Y?j(xi(tOD. Este plane & de
nominado de o plano tangente a superficie no ponto considera-
do.

A representacgao (A.1) ndo & wmivoca; fazendo xi==xi(§jL
teremos ya(xiJ - §mx(§jj’ definindo uma transformacdo parame-
trica para (A.1). Em geral, diremos que uma transformacao pa-

ramétrica,

i 1, —
xt = xt (X)) (A.5)
— - k ~ .
e permitida, de classe C, se estas transformacoes (e suas in

(*) De acordo com a hipotese assumida em (A.2). Deve-se  tam-
bem observar gque esta base nao e, necessariamente, consti

tuida de vetores unitarios.
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versas) admitirem derivadas continuas atée a ordem k (>3) e o

jacobiano da transformacao for ndao singular, isto e,

3-()‘%3 4 0 . (A.5.1)

Garantidas estas condicdes a superficie S sera igualmente bem

descrita por ya(xi) ou ?a(Xi):
yreh = YEED (A.6)

A definicao (local) do vetor normal, unitario, & i-

mediata com base na hipotese (A.2):

y y
Ll xs2 (A.7)

-_>_
HE

- >
Xy
Yo

L] 3

2

B- AS DUAS FORMAS FUNDAMENTAIS DE UMA SUPERFICIE

O comprimento de arco de uma curva sobre S e defini

do pela expressao,

t t =2 .
s(t) = st=[ (v (5))Y? at. (B.1)
J

Jsando a expressao (A.4) escrevemos

xbxd (B.2)

H

L]
[ )
i
09
be

e
il
tye
e
1l
~—
<4
<4
s
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definindo os coeficientes métricos 853 da superficie. Compa-

rando (B.1-2) decorre que

ds* = g, dxtdxd . (B.3)
A forma quadrdtica definida por (B.3) é denominada de primei-
ra forma fundamental de S. Os coeficientes metricos gij(xjsﬁo
inteiramente determinados por medigoes feitas na superficie;
dizemos que estas quantidades sao intrinsecas e estendemos es-
ta nogao a toda grandeza que posSsa ser expressa €m termos ape
nas destes cceficientes.

Construindo a matriz Hgin teremos,

—

2

g = det[lgijlf = 20185, " 81,7V | X y o) #F 0 (B.4)

k]

face & hipotese (A.2). A ultima igualdade em (B.4) & facilmen

te obtida se lembrarmos da identidade,

- > - =
u.p V.p

-+ -

(ux;).(pxa) = .
- > >
u.q v.q

Concluimos entao pela existencia da matriz inversa,cujos ele-

mentos indicaremos por glj‘definidos por

ko (B.5)
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Agora, estabeleceremos uma base local em § definin
do o triedro fundamental'{;,i;;} com (¢ f., eq.(A.7)),
n® =1 . (B.6)

Podemos entao expressar as derivadas primeiras dos vetores ba

sicos em termos desta base. Escrevemos,

> _ 3 > >
Yoix T AT Y,3 Y hn (B.7)
- _ i

VIR T 2 I (8.8)

restando-nos determinar os diversos.coeficientes destas .expres
soes, que correspondem as projecoes dos vetores do primeiro mem
bro sobre o plano tangente local e na diregdo normal.

. . _ . _ >
Os coeficientes bik sao as projecoes do vetor v ik

3

na diregao normal,

> > >
bip = bypi - Y ik TN kYo (B.9)
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Se multiplicarmos a equacao (B.8) por ; x € usarmos (B.9) ob

teremos

|
Pk Bim g5
de modo que
£ _ &3
Bk =-g ik {(B.10)
Tambem, como
n.n .= 0,
s J
segundo decorre de (B.6}, € facil verificar que
c. =0 , (B.11)

como decorrencia imediata de (B.8). Resta-nos,assim,determi-
nar apenas os coeficientes AJik' Nao entraremos em detalhes
[yer, por exemplo, Laugwitz, D.,§4 | apresentando apenas o re

sultado:

it

Aj'ik (191 = g3k e (B.12)

onde {j'k} e | ij,k | representam os simbolos de Christoffel
de segunda especie e primeira especie,respectivamente, em S.
Consideremos agora mais detalhadamente as proje-

— > A - . ..
gcoes do vetor y na direcao normal. Observemos inicialmen-

,1k
te que sob uma transformacdo de "coordenadas' (isto &€, uma trans
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formacao paramétrica permitida) os coeficientes bij(x), a exem
plo dos coeficientes metricos gij[x), se comportam como as
componentes covariantes de um tensor simetrico de segunda or-

dem. Define-se a forma quadratica
¢ = b,.dx dx’ (B.13)
o 1]

como a segunda forma fundamental da superficie.
Para entendermos o significado geometrico desta de-

- - — - +
finicao,procederemos da forma que segue. Seja y(s) uma curva

de S parametrizada por seu comprimento de arco s. Obviamente,

onde (') representa diferenciacao com relacao a s, Usamos a ex-

pressao (B.7) para reescrever,

k

AN SRR NS PP B AP ¢ SHPELPLLL I (B.14)

j 1k
- . . e =
O vetor y" €, por definigao, o vetor de curvatura da curva
-+ —
Y{s). O mbdulo da projecao deste vetor sobre o plano tangente
local & denominado de curvatura geodesica, kg,da curva consi-
derada. Por outro lado, o moédulo da projecao de ;”(s) na dire-
cao da normal ﬁ defline a curvatura normal, kn, de ;(s). Deste
modo, podemos escrever
PO RO, NS SN SR -
kgl: (x {17k} x™ x7 )y . (B.15)

k J *
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kK = b. xt X8 (B.16)

onde T & um vetor unitario no plano tangente local.

0 resultado expressc por (B.16),associado a defini-
¢ao (B.13), permite inferir gue o valor da segunda forma funda
mental de uma superficie para um vetor unitario X & localmen-
te igual a curvatura normal de uma curva {regular) que passe
pelo ponto considerado e admita x como tangente neste ponto.
Observemos ainda que todas as curvas sobre S,que t&m num dado
ponteo a mesma linha tangente, admitem nesse ponto a mesma cur
vatura normal. E este resultado gue justifica o considerar-se
a curvatura normal ao longo de uma dada direc¢ao em um ponto.

|[Teor .Meusnier; ver CARMO, M.P. do, pg 142] .

C- CURVATURA MEDIA E CURVATURA GAUSSIANA

Reescrevemos a eqguacado (B.16) em termos de um para-

metro arbitrarioc t

b.
kK o= Ak o ik (C.1)

Seja p £ S um ponto fixo e coloquemos o problema de determi-
nar dentre todas as direc¢oes por p sobre §, aqguelas direcoes
em gue kn assume valores extremos. FEstas dire¢oes sao obtidas

da equacdo
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e 0s correspondentes valores da curvatura normal sao as raizes

de
T=det| b, -2g. |l =0 ° (C.3)
B ik g *ik :
onde R—lzikn e R & definido como o ralo de curvatura normal

de S em p. |Ver por exemplo, EISENHART, L.P., (2), §40;
LAUGWITZ, D. §5 ). As raizes (*) da equacao (C.3) sao denomi-
nadas de curvaturas principals da superficie em p. Denotando

por p, e p, estes valores,definimos

H=  ——f = gliy | \ C.4
; g by, (C.4)

b
K = pl pz = = s {C'S)

L4

sendo,
= — - 2

b= detllby Il = byyb,, -, . (C.6)

Os nimeros H ¢ K definidos em (C.4) e (C.5) representam res-

(#*)Entendendo (C.3) como uma equagao para-R~l. Os correspon-
dentes valores de R sao denominados de raios principais da

curvatura normal.

-
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pectivamente, a curvatura média e a curvatura gaussiana da su-

perficie no ponto considerado. As diregdes associadas a P, €

e, sao denominadas de direcgoes principais em p. Se indicarmos
> -+ . . —

por 5(1) e E(Z) estas direcoes pode-se comprovar que,

| DETLEF,L.§5 ]

i k _

Este resultado nos diz que se pl% o, em p,as direcoes princi
pais serac perpendiculares. O caso especial em gue Pp =Py = P
conduz a indeterminacao das direcoes principais em p. Neste ca

50,

= _ C.8
blk pglk { )
e qualquer direcaoc em p, sobre S, pode ser denominada de dire
cao principal. Diz-se ent3o que p & um ponto umbilico de S.
Qutro caso particular,e de especial interesse para a teoria
dos strings, corresponde aquele em que py = —p, pPara todos os

pontos de S. Neste caso, resulta da definicao {C.4) que
H=g¢dp . =0, , (C.9)

caracteriza a superficie gque entao & dita ser uma superficie

minima.



- 112 -

D- SISTEMAS COORDENADOS SOBRE UMA SUPERFICIE

Consideremos uma superficie S caracterizada na for-
ma paramétrica (A.1). Se nestas equacdes fixamos x'=constante,
estaremos definindo uma curva sobre S. Se permitimos que esta
constante assuma valores continuos, obteremos um arranjo conti
nuo de curvas cuja totalidade constituira a superflIcie. Defi-
nimos desse modo as.curvas x'=constante sobre S. De forma ana
loga definimos as curvas x®=constante. As curvas destas duas

familias sao as curvas coordenadas de S. Os parametros x' e

x* sdo denominados de as coordenadas curvilineas de um ponto
sobre S. A diregdo positiva sobre uma curva coordenada & defi
nida como a diregdo na qual o pardmetro correspondente cresce.
O vetor tangente a curva coordenada x'=constante &

> -

-+ -
Y 2 ey 1 e 0 vetor tangente a curva _XZ:COHStante. Logo,as Cur
’ H —

vas coordenadas de S serao ortogonais em um dado ponto se

Y 10¥ 59 = 815 =0 (D.1)
A validade de (D.1) em todos os pontos de S garantirda que as
linhas coordenadas de S constituem um sistema ortogonal. Esco
lhendo convenientemente os parametros xi podemos estabelecer
sistemas coordenados especificos em S que satisfacam aesta con

digao. Consideraremos a seguir dois sistemas particulares.
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SISTEMA COORDENADO DAS LINHAS DE CURVATURA

Na secgao (€C) vimos como determinar as diregoes prin
cipais locais de uma superficie guando o ponto considerade nao
¢ umbilico. No caso de pontos umbilicos temos as rTestrigoes

(C.8) de modo que da expressao (C.1) resultara

=p . (=constante; pontos umbilicos),

Este resultado traduz o fato de que ¢ raiec de curvatura nor-
mal € o mesmo, independentemente das direcdes consideradas no
ponto; teremos R== no caso de um planc (p=0) e R=constante =p
no caso de uma esfera. Assim, para qualquer superficie gue ndo
um plano ou uma esfera e a excegac de pontos umbilicos, as di
recoes principals de curvatura sao determinadas por (C.2). U-

sande a notacgaoc x' =1 , x% =0 ,reescreveremos (C.2) na forma ex-

plicita:

- 2 - ' - 2 _
(€1,0117871byp)dr" + (gy,b - gy by, )drdo+(gy,b) - g ,byy)de™ = 0.

(D.2)

Esta eguacdo define, em cada ponto (nio umbilico) de S, duas
curvas ortogonals cujas tangentes no ponto determinam as di-
regbes ﬁrincipais de §. Estas curvas sao denominadas de linhas
de curvatura de S.

Agora, se nos fixarmos em um Sistema coordenado em
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que as curvas coordenadas de S saoc as suas linhas de curvatu-
ra, a equacao (D.2) reduzir-se-a necessariamente a forma,
(g22b11~g11b ) dido = 0 . (D.3)

Assim, para que as linhas de curvatura de uma superficie se-

jam as suas curvas coordenadas, & necessario que

g1ob117 83,0y, = 0, (D.4)
Cop by 81pbyy = 0, {D.5)
8220117811 Py * O 0.6) -

Este sistema de equacdes & equivalente a

=0 , b,.=0. (D.7)
Inversamente, se impusermos (D.7), a equacao (D.2) reduzir-se-a
a (D.3). Desse modo, as condi¢oes (D.7) sao necessarias e sufi
cientes para que as linhas de curvatura de uma superficie se-
jam as suas curvas coordenadas.

SISTEMA. COORDENADO DAS LINHAS ASSINTOTICAS

Comecemos por caracterizar o que se entende por -1i-
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nhas assintdticas de uma superficie. Dadas duas diregdes em S
determinadas pelos incrementos (d1,do) e (é81,60), diz-se que
estas direcoes sao conjugadas quando blldT614~b12(dr&3+do&ﬂ+
b22d060:=0. Em geral, diz-se que duas familias de curvas so-
bre uma superficie constituem um sistema conjugado quando as
tangentes no ponto de intersecgao de duas curvas, uma de cada
familia, te&m direc¢bes conjugadas. As direcdes auto-conjugadas
sao denominadas de diregles assintoticas. Desse modo, as dire-
coes assintoticas em cada ponto de uma superflicie satisfazem

a uma equacao da forma

2 2 _
bll dr< + 2b12 drdo + b22d0 0 . (D.8)
Esta equacao define duas curvas em cada ponto de S que admi-
tem como tangentes as direcOes assintoticas no ponto.

Se fixarmos as curvas coordenadas de § como as li-

nhas assintoticas,resultara de (D.8) que
b,, = 0, (D.9)

e inversamente. Assim,as condigoOes (D.9) sao as condigoes ne-
cessarias e suficientes para que as linhas assintOticas de uma
superficie sejam as suas curvas coordenadas. Observemos que se
impusermcs ainda mais a condicaco de ortogonalidade (c f.eq.(D.l)L
resultard da definigdo (C.4) que a curvatura média da superfi

cie se anulara em cada um de seus pontos:
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(D.10)

o que também & valido no sentido inverso. Assim, a condigao
necessaria e suficiente para que as linhas assintoticas cons-
tituam um sistema cocordenado ortogonal & que a curvatura mé-

dia da superficie seja nula; uma superficie minima (¢ f., eq.

(C.9)).

E- O TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE SUPERFICIES

As equacoes (B.7-8) sido as equagbes basicas da teo-
ria de superficies. De acordoc com os resultados estabelecidos~—

em (B.10-12), podemos reescreve-las

- _ -+ T - -+
Y = S —{_ 17 = .
I A T T S P (E.1)

- . 1_] -

onde usamos a notacgao (;) para indicar o processo de deriva-
cao covariante. Estas equagoes sao usualmente referidas como
as formulas de Gauss, (E.1), e de Weingarten, (E.2). As condi
¢oes de integrabilidade para o sistema (E.1-2) conduzem as im-

posigoes
(E.3)

b - b,, .= 0 |, (E.4)
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onde

3 - - - g 7. - £ - - £ .
= S lik,hl - S Zi3,h ]+ {, sIC Rk, e -1 [hy L]

R... -
i jk ax 3x

(E.5)

sao as componentes do tensor de Riemann-Christoffel de S. As
equacoes (E.3) e (E.4) sao conhecidas, resPeétivamente,comozm
equacoes de Gauss e de Mainardi-Codazzi e traduzem as rela-
goes existentes entre os coeficientes das duas formas funda-
mentals de S.

Observemos que no caso bidimensional considerado, o
tensor de Riemann-Christoffel tem essencialmente uma Unicacom _
ponente independente que tomaremos como R Neste caso, a e

12127

quacao de Gauss, (E.3), traduz entdo uma unica condicac,
R = - b, (E.6)

onde usamos a definicac (C.6). Se nos referimos agora a defi-

nicao (C.5), teremos

K:_ 1212 , (E.’/T)

Como Ry,q, é uma quantidade intrinseca, decorre que a curvatura
gaussiana €& uma quantidade intrinseca, o que nio deixa de ser sur
preendente se nos recordamos que em sua definigao, eq.(C.5); se

faz um forte apelo a uma quantidade extrinseca, a normala S. Es
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te fato foi considerado como extraordinario ("egregius™ por
Gauss, seu descobridor., O resultado {E.7) € a expressao mate-
matica do teorema EGREGIUM de Gauss.

Encerraremos esta breve exposicac dos conceitos ba-
sicos da teoria de superficies explicitando o fato de que os
coeficientes g5 € bij caracterizam de forma completa uma su-

perficie, no sentido abordado no teorema seguinte.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE SUPERFICIES

- Dados dois tensores simetricos, éij(x], de classe
C? e bij(xL de classe C', que satisfazem as equacoes de fGauss_
e de Mainardi-Codazzi e, mais ainda, gikgi gk> 0 para ii# 0,
existe uma fQinica superficie y(x), a menos de movimentos rigi-
dos, de classe C°, cujas formas fundamentais, em um dado sis-
tema coordenado, sdao g..=g.., e b..=b.. .
1] 1] 1]

DlJ

(0. Bonnet-1867). [Ver DETLEF,L ]

3- IMERSAOQ DE UM V_ EM UM Vm'

No paragrafo anterior, consideramos o problema de ca
racterizar uma superficie como imersa em um espaco tridimen-
sional Euclidiano. Nos interessa agora generalizar este pro-
blema. Designaremos por V_ um sub-espago de um espaco Riémag

niano V ., n<m, e procederemos de forma sucinta a caracteriza
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gdo geométri s de V_,segundo um observador de V_. Pretende-
mos, desse mo. , atingir dois objetivos principais: o de favo-
recer o completo entendimento do formalismo geométrico dos
strings cemo um problema de imersao de uma superficie no es
paco-tempo, e o de explicitar que este formalismo & imediata
mente generalizavel a espacos envolventes com dimensao maior

gue quatro.

F- PRELTMTNARES

Caracterizaremos Vn pelo conhecimento das funcgoes

A S (F.1)

Usaremos a seguinte convencdo: indices gregos o,B,Y,...=1,2,
...,m; indices latinos i,j,k,...=1,2,...,n; indices latinos
maitscules A,B,C,...={n+l),...,m, e entenderemcs mais ainda que
estes indices explicitarac de forma univoca as quantidades
. ) _ a i
relativas a cada espago. Assim, por exemplo, {uv} e {j k! re
presentarao, respectivamente, os sIimbolos de Christoffel de se

gunda espécie de V; e de V,, sem ambiguidades.

n bl

0Os coeficientes da primeira forma fundamental &3Vﬁ

serao indicados por g;; © @ sera a nossa notagiao para oS

af

correspondentes coeficientes de Vm. Estes cceficientes rela-

cicnam-se por meio de
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B =a,. Y vh (F.2)
onde justificamos a notagdo de derivacao covariante pelo fato
de ya(x),definidos em cada ponto de Vn,constituirem um conjun
to de m funcoes escalares nesse espaco e desejarmos estabele-
cer uma descricao covariante.

Fundamentaremos nossa discussao no teorema que segue

que utilizaremos sem demonstracdo. {Ver EISENHART,L.P.(3).§42]
TEOREMA 1 -

Com gEEdetljgijl}# 0,¢ possivel determinar (m-n) ve-
tores reals, mutuamente ortogonals e normais a vV oem cada pon —
to, nenhum dos quais & um vetor nulo.

Denotaremos os vetores normais por suas componentes

o
EA de modo que escrevemos a base local em V_ como a m-upla de

vetores
SSPIESG I (F.3)
com
nep Yop L = 0, | (F.4)
Nyg EZ Eg = e, 8,5 (ndo ha Séma em A), (F.5)
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Nestas expressoes e, sao fatores de sinal (ez= 1) que carac-

A
terizarao as normais como tipo espago (eA= -1) ou tipo tempo
(e, =+1).(%).

0 caso particular correspondente a m=n+1 & usual
mente referido dizendo-se que o V_ € uma hipersuperficie de
V- Desse modo, a andlise desenvolvida no paragrafo anterior
€ um caso simples da teoria geral de hipersuperficies que, por
sua vez, € um caso particular do problema-geral em que m>n+ 1.
Notemos, no entanto, gue 0s conceitos basicos la discutidos

nao se modificam de forma essencial, de modo que nao nos dete

remos em detalhes na exposicao que segue,

G- HIPERSUPERFICIES

Seguindo o procedimento discutido no paragrafo an-
terior, comegamos pOr expressar as equacgoes fundamentails da
teoria de hipersuperficies escrevendo as derivadas primeiras
dos vetores basicos em termos da base (F.3). Nao entraremos
em detalhes [Ver EISENHART,L.P.,(S),§43] apresentando apenas

cs resultados:

SOPIETEN PR yP ¥y 4 eb., & (G.1)

(*) Estamos considerando V com métrica de assinatura Lorent-
m .

ziana, (+—————.,..).



E?-:-b-gﬁm yo SR LI TR L S (G.2)

T - a
Nestas equacbes, £ representam as componentes do vetor normal

ank.f}, teor.l |. As correspondentes condigdes de integrabi
lidade,
_ _ 8.y .6 .
Rigue = @(Biyubypbyp by ) ‘aﬁsy@y 1737 kg (G.3)
- - oy 6 B
Piiik 7 Dok Rogys Vs V35 Yo & ’ (6.4

sao as equacoes de Gauss, (G.3), e Codazzi, (G.4),para uma hipersu

perficie. [c f., equacoes (E.3-4) |.

H- IMERSAO DO Vn NO Vm - CASO GERAL

Consideremos agora o caso mals geral em que m>n+1,

As equactoes basicas da teoria siao:

o _ _rQ B v o!
Yiig T Tyt vyt g °abaijfa o (H. 1)
e,
gol - - b £m o - o } 8 gY + 'Ze 5 gB (H 2)
Asj aei & Vim B v’ Vi3 " B BAj "B ° ‘
' B
onde b A sao os coeficientes da segunda forma fundamental de

V_, agora definida como uma forma diferencial biquadratica:

{ i k., £ :
g A A13 Akg‘dxl dxdax “dx . (3.3)



se anulam sempre que m=n+ 1, [EISENHART, L.P.,(3},§47. GOENNER,
H.F., G.R.G. (1977) |. As condicdes de integrabilidade para o

sistema {H.1-2)} sao,

- - a B vy O
Rijkﬂ - z eA(bAikbAjE bAiEbAjk)4_RuByéy;iy;jy;ky;ﬂ s (F-4)
A
b, .. - b,. .= Ve (5. b -S,,:bo.. ) +R ya-yYyéig
Al]l:k Alk:] B “BAk Bij BAJ Bik aBys ;i 737 kA
B
(H.5)
SABjik ~ “ABk:j ) 5043 Somr ™ Scax S¢Bj)
c
£h 8 oV A _ .
& (Pups Ponk = Papw Prng) TR Lo Vi Vi B Bag T O - (H.6)

Estas equagoes sao denominadas de equagbes de Gauss, (H.4),

Codazzi, (H.5), e de Ricci, (H.6), para o problema de imersio

considerado.

I- SISTEMAS COORDENADOS EM Vn

Objetivando exclusivamente a aplicacao ao formalis-

mo geométrico dos strings desenvolvido no texto, discutimos a
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gora como estabelecer o sistema coordenado das linhas de cur-

vatura e o das linhas assintdticas para um Vé 1mer 5o emlmnvg.
STSTEMA COORDENADO DAS LINHAS ASSINTOTICAS

0 conceito de direcoes conjupadas, introduzide DO
estudo de superficies imersas no R*[c.f., seccdo D] € facil-
mente generalizado; duas direcgoes definidas pelos incrementos

dx' e 6x' sio ditas conjugadas quando

Y eAbAij bAszcbcfL gxd ax® (Sxf’ =0 . (I.1)

A

As diregoes auto-conjugadas sao ditas assintoticas e resultam—

de

) eAbAij bAkg dxidxj dxk dxf’ = 0 . (I.2)
A

Agora, especificando o caso de nosso interesse como sendo cor

respondente a n=2, m=4, e, -1, e usando a notacaoc simpli-

1 2

ficada x' =1, x* 20, e facil comprovar que (I1.2) reduz-se a

b .. dr? + 2,

2
ALl drdo + bA22 do” = 0 . (I.3)

2
Se nos fixarmos em um sistema coordenado em que as linhas as-
sintoticas do Vz s3ao tomadas como suas curvas coordenadas, a €

quacao (I.3) assumira a forma
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bAl2 dtdo = 0 (I.4)
Desse modo, para que as curvas coordenadas de V2 sejam suas 11

nhas assintoticas, € necessario que

b =0 =5>, : bA12 0 . (1.5)
Inversamente, impondo (I.5), a equacao (1.3) reduz-se a H;4Lde

modo que as condic¢des (T.5) sao também suficientes.

SISTEMA COORDENADO DAS LINHAS DE CURVATURA
Correspondentemente a cada um dos (m-n) tensores de
componentes bAij relatives ao conjunto Ez de normaisunitarias,
podemos determinar (localmente) as diregoes principals e as-
sim definir uma n-upla de congruéncias ortogonais, que sao as 1i-

. -~ - (83
nhas de curvatura do Vn associadas as normais EA. A curvdtura

normal [ c¢ f., (C.l)] se generaliza para.
S
1 baiydxdx (1.6)
= e
1 N
R 8;; dx “dx

—~ . N - o
estando, entao, associada a cada direcao normal Ear Usando a no

)] 2

tacao x' =1, x° 20 e definindo

A= =, (I"?)

podemos reescrever {(1.6) como
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b 2b A ., b, Az -
1 . A1l + Al2 + A22 , (I.8)
R .

2
g1t 2819 A 8gp A

cnde particularizamos para o caso de interesse mencionado an
teriormente. As linhas de curvatura sao determinadas comoc. a-
quelas curvas em cujas diregoes R assume seus valores extremos
"c.f., secg@o D|. Usando as expressdes (1.8), estas diregbes
sao obtidas por diferenciagZo em X ¢ igualando a zero o resul

tado, isto €,

2 2
(g1ba10 = 81abpay 10 dT" * (&) bypy = 8550, 7)d1d0 * (81,0, ,-8,,0,,)d0

As curvas de (1.9) serazo as curvas coordenadas T = constante

& 0= constante se, respectivamente,

b = b . (I.10)

byon ™ €22P210

812

811 Pp12 7 212 0411

i
[aw]

(1.11)

Garantido gue gllb cu seja, excluinde pon-

a22 " 825 Pa1p PO

tos umbilicos, o sistema (I.10-11) se reduz &s condicoes

=0 , b =0 . (1.12)

Estas condigcOes sao necessarias e suficientes para gque se es-

tabelega o sistema coordenado das linhas de curvatura sobre o V,.
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