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RESUMO

Neste trabalho estudamos, através de métodos de gru-
po de renormalizacao no espaco real, percolacdo de ligacoes em
redes hipercibicas com 2, 3 e 4 dimensdes, quadrada isotropica
com primeiros e segundos vizinhos, quadrada anisotropica e 4-8
'inomogénea'. Obtivemos, através de alguns métodos de extrapo-
lacao, pontos e/ou fronteiras criticas (bem como o expoente cri
tico vp nos casos isotropicos) para estas redes que, ou CONCOr
dam bem com outros resultados disponiveis, ou sao, em nosso co
nhecimento, incéditos (redes quadrada isotrOpica com primeirose
segundos vizinhos e 4-8 'inomogénea').

Formulamos uma conjectura para pontos e,em certas situa
¢oes, fronteiras criticas aproximadas (eventualmente exatas)de
ferromagnetos de Potts com g-estados para redes d-dimensionais
(d>1). Esta conjectura € verificada com uma boa precisao para todas
as redes cujos pontos e¢/ou fronteiras criticas sao conhecidos, e permi
te predizer um grande numero de resultados novos,alguns deles pre-
tendemos que sejam exatos (0 comportamento assintotico para d + = do
ponto critico de redes regulares; Potts puro em redes de Bethe ani
sotropicas; Potts com ligacdes randomicas genéricas ' quenched" em
redes de Bethe isotropicas).

Calculamos, num contexto de grupo de renormalizacgao no
espaco Teal (doze procedimentos diferentes que envolvem trans-
formacoes do tipo triangulo-estrela e dualidade), aproximacoes
acuradas para as fronteiras criticas de ferromagnetos de Ising
de spins 1/2 com ligacoes entre primeiros vizinhos diluidas

""quenched'' nas redes triangular e "honeycomb'. Nossas melhores



propostas numéricas fornecem, em ambos limites de percolagao de

ligacoes pura (p:pc) e Ising puro {(p=1), os pontos criticos e

(dto/dp)p_p exatos (onde t, =tanh J/kgT), e 0.15% (0.96%) de er-
e

ro em (dto/dp) para a rede triangular ("honeycomb'); para

p:l
p.<p<1, onde as fronteiras criticas sdo ainda desconhecidas,
estimamos uma incerteza maxima em t,(para p fixo) de 0.27%0.14%)
para a rede triangular ("honeycomb'). Exibimos, para varios pa-
res de grafos triangulo-estrela com um nUmero de terminais quais
quer e tamanhos distintos, que os pontos criticos ezatos para

q=1,2,3,4 dos ferromagnetos de Potts podem todos ser obtidos a

partir de wm par qualquer de tais grafos.



- ABSTRACT

In this work we study, by using real space renormali-
zation group methods, bond percolation on d-dimensional hyper-
cubic (d=2,3,4}, first- and second - neighbour isotropic square,
anisotropic square and ‘'inhomogenecous' 4-8 lattices. We obtain,
through some extrapolationmethods, critical points and/or fron-
tiers (as well as the critical exponent vp -~ in  the isotropic
cases) for these lattices that, or agree well with other availa
ble results, or arc new as far as we know (first- and second
-neighbour isotropic square and 'inhomogeneous' 4-8 lattices).

We formulate a conjecture concerning approximate (e-
ventually exact)} critical points and, in certain situations,crit
ical frontiers of g-state Potts ferromagnets on d-dimensional lat-
tices (d>1}. This conjecture is verified within good accuracy
for all the lattices whose critical points are known, and it allows
the prediction of a great number of new results, some of them we
believe to be exact (the asymptotic behaviour for d+« of the
critical point on regular lattices; pure Potts model on aniso-
tropic Bethe lattices; the general quenched random-bond Potts
ferromagnet on isotropic Bethe lattices).

We calculate, within a real space renormalization group
framework (twelve different procedures, all of them using star-
triangle and duality-type transformations}, accurate approxima-
tions for the critical frontiers associated with the quenched
bond-diluted first-neighbour spin-1/2 Ising ferromagnet on tri-
angular and honeycomb lattices. Our best numerical proposals

lead, in both pure bond percolation (p::pC) and pure Ising (p=1)



limits, to the exget critical points and (dto/dp)p;pC ( where
t,=tanh J/kBT), and to a 0.15% (0.96%) error in (dto/dp)lefor
the triangular (honeycomb) lattice; for pCV<p*<1, where the ex-
act critical frontiers are still unknown, we estimate a maximum
uncertainty in t (for fixed p) of 0.27% (0.14%) for the triangu
lar (honeycomb) lattice. We exhibit, for many star-triangle graph
pairs with any number of terminals and different sizes, that the

exact q=1,2,3,4 critical points of Potts ferromagnets can, all

of them, be obtained from any one of such graph pairs.

-vii-
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Desde o século passado a area de transicoes de fase
tem sido foco de grande interesse experimental e tedrico (vide,
(1)

por exemplo, o livro de Stanley e a colecao de seis volumes

editada por Domb e Green(g)). Em particular, desde a experién-
cia de Faraday (que fol o primeiro a usar o termo campo em mag
netismo) ao observar que a substancia ferro, quando aquecida a
uma temperatura T muito alta, perdia suas propriedades magneti
cas tornando-se "fracamente magnética', muito progresso teori-
co foi realizado no entendimento de transicoes de fase magnéti
cas continuas.

Em 1895 Curie(éJ estudou as propriedades magneticas
de varias substancias em funcao da temperatura T com o intuito
de verificar se o diamagnetismo, paramagnetismo (chamado, na
época, de magnetismo fraco) e ferromagnetismo sao fenomenos in
teiramente distintos ou se constituiam um unico fenomeno mais
ou.menos deformado. Através de suas medidas de susceptibilida-
de (independente de T no caso de substancias diamagnéticas e

I e (T - TC)'1 em substancias respectiva -

proporcional a T
mente paramagnéticas e ferromagnéticas; T. ficou conhecida co-
mo temperatura de Curie) concluiu que as causas do diamagne-
tismo sao de naturezas diferentes das do magnetismo, contraria

mente ao que ocorre entre o paramagnetismo e o ferromagnetis

mo. Observou ele: "um corpo ferromagnetico se transforma pro-



gressivamente quando o aquecemos em um corpo fracamente magné-
tico". Mas Curie ndo se deu conta de que esta transformacao era
um novo tipo de mudanga de fase (chamada posteriormente de tran
sigdao de fasé de 22 ordem) pois as transicoes estudadas anteri
ormente eram todas de 12 ordem (onde havia ao longo de uma 1i-
nha de transicao coexistencia de fases, calor latente, descon-
tinuidade, por exemplo, de densidades de fluidos, etc).

(4)

Em 1905 Langevin propos uma teoria para o diamag-
netismo e paramagnetismo que exblicava os resultados experimen
tais de Curie. Esta teoria fol a primeira teoria microscopica
do magnetismo relacionando uma grandeza macroscopica, determi-
nada pela experiéncia, com uma grandeza microscopica (o momen-
to magnético do atomo). Quanto ao ferromagnetismo , Langevin
conjecturou que somente uma teoria de fenodmeno cooperative en-
tre os momentos magnéticos das moleculas seria capaz de expli-
car, por exemplo, a existencia de uma magnetizagZo espontinea
M abaixo da temperatura TC de Curie.

Um ano depois, Weiss(i) propos uma teoria (cooperati
va) fenomenologica do ferromagnetismo {conhecida como teoria de
""campo molecular" ou de "campo médio') onde assumia que as in-
teragdes de momentos magnéticos u's com um dado momento magné-
tico podiam ser simuladas por um ''campo molecular” Hm atuando
sobre este momento particular, campo este suposto ser propor -

cional 3 magnetizacgdo média M da substdncia (ou seja, H, = AM

um parametro fenomenologico conhecido como parametro

O]

onde A
de campo molecular). Weiss obteve entao que TC = Cx (onde C =
= NpZ/SkB € a constante de Curie; N e o nimero de momentos

magnéticos e kg € a constante de Boltzmann) e que a suscepti-



bilidade isotérmica x,, perto de T =T_ e H = 0 (Hé& o campo

magnetico externo), era da forma Xt :C/(T—TC). Esta € a famo-

sa lei de Curie-Weiss que € praticamente obedecida por todos
~ . s %) .

ferromagnetos. Esta concordancia com a experiencila fazia pen

sar que as caracteristicas globais do magnetismo podiam ser eX

plicadas sem usar nenhum mecanismo particular para as intera-

coes microscdpicas do sistema. Porém o grande valor medido pa-
4 . . . .

ra A (A = 10" para Fe, Co e Ni) era suficlentemente 1intrigan -

te naquela época e sugeria a existéncia de novos fendmenos em

escala molecular.

(**) (6) . St

Em 1920 , Lenz“~ sugeriu que 0$ momentos magnetl

cos u dos atomos de um cristal paramagnético eram livres para

terem movimentos de rotacgdo em torno de uma posigao fixa de rg

pouso numa rede. Lenz concluiu, usando a antiga teoria quanti-

ca, que na realidade estes momentos apontavam quase exclusiva-

mente para duas diregdes opostas com dngulos o = 0 e a = m, e
que em média apontavam durante o mesmo tempo tanto para o = 0
quanto para o = 7. Em presencga de um campo magneético externo H
aplicado paralelamente a uma destas direcoes, digamos o = 0,de
sapareceria a equivaléncia destas diregoes. Usando entdo a
estatistica de Boltzmann e assumindo que os momentos magnéticos
sdo independentes, Lenz reobteve para H pequeno (uH << kBT) a

chamada lei de Curie X, v T_l. Para corpos ferromagnéticos

Lenz conjecturou que se a energia potencial de um atomo (magne

e

( )X era considerado como uma constante caracteristica de cada substancia
ferromagnética; seu valor era obtido atraves de um ajuste numerico en -
tre as curvas teorica e experimental de M(T). :

x
(“*)Nesta época, ndo tinha sido realizada ainda a experiencia de Stern-Ger-
lach (1922) mostrando que atomos de certas substancias paramaghéticas
quando submetidos a um campo magnético externo se orientam em apenas du
as direcoes. -



to elementar) em relacao a seus vizinhos fosse diferente para

as diregdoes o = 0 e o = w, entdo apareceria uma direglo pre-

il

ferencial o 0 que poderia originar uma magnetizacao esponta-

nea. Em 1925(*), seu orientando de doutorado Isiﬁgtz) calculou
exatamente a funcao de particgao deste modelo (conhecido como mo
delo de Ising) para uma cadeia linear (d=1) com interagoes en-
tre primeiros vizinhos. Ficou desapontado aoc constatar que, pa
ra qualquer temperatura ndo-nula, nao havia transicao de fase
para o estado ferromagnético. Somente onze anos mais tarde,
mostrou—se(ﬁ) que sistemas ferromagnéticos com dimensdes espa-
ciais d=2 ou 3 possuiam maghetizagbes espontaneas para tempera
turas suficientemente baixas.

Finalmente em 1944 Onsager(g) resolveu exatamente O
modelo de Ising para a rede quadrada, obtendo em particular
uma divergéncia logaritmica para o calor especifico no pontode
transig¢do. Com isto Onsager mostrou claramente que as predi-
cbes das teorias "classicas" (tais como a teoria de Bethe, teo
ria de Landau) eram desacreditéveis(**). A solucdo de Onsager
proporcionou um grande estimulo para a exploragao do verdadei-
ro comportamento perto dos pontos criticos, marcando, por as-

sim dizer, o inicio da teoria moderna de fendmenos criti -

* %k
cas' ). Em 1952, Yang(lg) demonstrou que a magnetizacgao se

~

¢ )Neste mesmo ano Uhlembeck e Goudsmit emitiram a hipotese de que o elg
tron possui um spin $=1/2, e que num campo magnético sua  diregao &
quantizada de tal forma que se orienta ou paralela ou antiparalela-
mente ao campo magnetico.

** - e . - .
( )De acordo com as teorias "classicas", o calor especifico deverja apre

sentar uma descontinuidade para T = T..

Chamamos de fenomenos criticos aqueles que se manifestam na vizinhan-
ca imediata de um ponto de transigao continua.

(*k*)



anulava como M n (Téex)—T)l/S, e em 1959 Fisher(ilj achou que
a susceptibilidade divergia como xtm(T_TéeXJ)_7/4; Téex) e a

temperatura critica exate a qual € 43,3% inferior a temperatu-
ra TéCM) calculada pela teoria de campo médio. Estes resulta-
dos estavam novamente em desacordo com as teorlas 'classicas"
as quais previam M ~ (T(ECM)—T)I/2 e Xy v (T—TECM))_l.

Desde entdao, provavelmente motivados por estes resul
tados, varios pesquisadores dedicaram-se ao estudo de fenome -
nos criticos. Diversos trabalhos foram feitos generalizando a
solugcdo de Onsager para outras redes. Solucdes exatas foram en
contradas para outras redes com d=2, mostrando todas o mesmo
comportamento critico (vale dizer, os mesmos expoentes criti -
cos) perto de seus respectivos pontos de transicdo. Varias ten
tativas foram feitas visando as solucgdes exatas do modelo de
Ising bidimensional submetido a um campo magnético externo H
qualquer e do modelo de Ising para d=3. Mas estes problemas
continuam em aberto desafiando aos cientistas até hoje. No en-

tanto, varias solugbes aproximadas foram obtidas para estes mo

delos. Em particular, em 1963 Essam e Fisher(lg) estimaram
noe caso d=3, os valores dos expoeéntes criticos associados a0
calor especifico (u% ~ 1/8), & magnetizacao (B, = 5/16) e a

12

susceptibilidade (Yi 5/4) . A partir destes valores conjectu-
raram entdo que a relacao a% + ZBt + y% = 2 fosse exata,igual
dade esta que era valida rigorosamente para o modelo de Ising
bidimensional. Esta e outras relagdes entre expoentes criti -
cos sao conhecidas como leis de escala e tem sido confirmadas

tanto tedrica quanto experimentalmente para diferentes modelos

e situacBes fisicas. Algumas destas leis (aquelas que envolvem



somente expoentes criticos associados a funcgdes termodinamicas)

foram obtidas em 1965 por Widom(ié)

partindo de uma hipotese
(conhecida como hipotese de escala estatica) equivalente a ho-
mogeneidade da parte singular da energia livre perto do ponto
de transicgao.

Com o intuito de justificar a hipbtese de Widom, Ka-
danoff(14) apresentou em 1966 um argumento também  heuristico
(método de blocos de Kadanoff) que deu um suporte intuitivo tan
to a esta hipdotese como também a homogeneidade da funcao de
correlagao. Com 1isto possibilitou derivar novasleis de escala con-
tendo expoentes criticos associados @ fungdo de correlacao en-
tre pares. O método de Kadanoff consistia em: (i) dividir a re
de em blocos de spin com dimensoes lineares muito maiores que
o parametro de rede a, porém muito menores que o comprimento
de correlacdo £ (isto & possivel para temperaturas proximas a
temperatura critica T  onde £ >> a); (ii) admitir que cada blo
co se comportava com um unico spin. Al estava langada a ideia
fundamental subjacente a um fenomeno critico: para T w TC um
elemento qualquer do sistema "sente' a presenca de elementos
também muito distantes deste,mesmo sem haver interacgao direta
com estes (assim uma ordem de longo alcance pode emergir de in
teractes de curto alcance). Esta ideia de que £ € muito grande
para temperaturas proximas a TC chegando a divergir em TC cons
titui a base sobre a qual estd assentada a teoria de Grupo de
Renormalizacao (GR). Fol somente com esta teoria que Wilson(lé)
em 1972, aproveitando as idéias de reducao de graus de liberda
de langada por Kadanoff, mostrou porque sistemas pertencentes

3 mesma classe de universalidade (vale dizer, com a mesma di-



mensao espacial d e a mesma dimensdao n do parametro de ordem)
possuem o mesmo conjunto de expoentes criticos. Estabeleceu
também um método para o cadlculo destes expoentes (expansdes em
séries de poténcias em € = 4-d}. A teoria de GR(lg’lz’lﬁ’lg)
deu um embasamento matematico para as teorias de escala heurig
ticas anteriores, permitiu uma compreensdo profunda dos fenome
nos criticos, bem como forneceu um hovo método eficaz para 0
cdlculo de grandezas criticas importantes tais como: frontei -
ras criticas, expoentes criticos, expoentes de mudanga de regi
me {"'crossover'), etc.

Retornando ao modelo de Ising, vimos como este mode-

1(29s§1) na constru-

lo simples teve uma importancia fundamenta
cido da teoria de transigdes de fase continuas. Um outro aspec-
to importante & que este modelo, introduzido inicialmente para
magnetos, pode ser aplicado a outros sistemas fisicos. Para is
to devemos considerar o modelo de Ising como sendo um sistema
de rede no qual um estado & especificado associando-se, a cada
sitio i da rede, uma variavel escalar randomica o; que pode
assumir dois valores possives (oi = +1). Conforme a mnatureza
fisica de o;, o modelo de Ising submetido a um campo magnetico
externo pode representar um magneto (oi € a componente z do
. . e . . (20) . -
spin localizado mo sitio 1), uma solugao regular — (isto &,
uma mistura de duas substancias constituidas respectivamente de
moléculas do tipo A e do tipo B; o5 indica a presenga de A ou
_ - 22y . - : -
de B}, uma rede de gas == (isto e, uma mistura de moleculas e
"buracos"; o. indica a presenca ou auséncia de molécula) .Além
1
. 23 - . .
disso Kasteleyn(——) buscando um método mais simples para cal-

k]

cular a funcido de particdo obtida por Onsager, mostrou que exis



te uma conexao entre o problema de dimeros e o modelo de Ising.

Queremos ressaltar que a importancia do modelo de
Ising nio se limita apenas a teoria; Sob o ponto de vista expe-
rimental descreve com uma boa aproximacdao varios magnetos uni -

..o (24 .
axiais'®H)  tais como Rb2C0F4 (d=2), K2C0F4 (d=2), DyAlOSLd=3),

Dy3A15012 (d=3), bem como sistemas adsorvidos em substratos(zé)

como, por exemplo, atomos de YHe adsorvidos em Kriptonio ‘"pre-
plated” grafitetzg).

Umn ocutro modelo que tem despertado um enorme 1interes-
se tedrico e experimental & o modelo de Potts(zz) com q esta -
dos cujo comportamento critico & mais rico e geral do que o do

(28) para uma revisao extensa recente). Este mode

Ising (veja Wu
lo & uma generalizacdo do modelo de Ising para o caso em que a
variavel randomica a3 pode assumir ¢q valores distintos (Oi =1,2,

..,q); no caso de ferromagnetos a energia de interacdo entre
elementos vizinhos € minima quando o; = Oj e assume um (e ape-

nas um) outro valor para o5 # Oj‘

0 modelo de Potts esta relacionado com varios proble-

mas da mecanica estatistica em redes tais COmo 0 modelo
Z(thzg’ég), percolagéo(él’ég’éé), vidros de spin diluidos
(34,35) etc (mals exemplos sdo citados na Secdo 2.3.1). Estas

1

conexdes, bem como relacgles de simetria e dualidade, permitiram
a obtencdo de alguns resultados exatos (ate o presente momento
nio existe, para q # 2 , nenhum calculo exato da funcdo de par-
ticdo do modelo de Potts em redes regulares) que tem sido utili
zados como importantes testes para diversos meétodos e enfoques

empregados na teoria de transigOes de fase.

Do ponto de vista experimental, o modelo de Potts des



creve bem varios sistemas fisicos (que pertencem necessariamen
te a mesma classe de universalidade). Varios autores(ég’éz’%é)
mostraram que as transicoes ordem-desordem de atomos ou molécu
las adsorvidas em substratos pertencem a mesma classe de uni -
versalidade que modelos n-vetoriais de spins (Ising: n =1 ;
X-Y: n=2; Heisenberg: n = 3) e de Potts (q = 2,3,4) ambos bidi
mensionais. Escolhendo-se apropriadamente a rede do substratoe
o arranjo dos atomos adsorvidos com uma certa cobertura, pode
mos obter realizacOes experimentais para cada um destes mode-
los correspondentes a um certo valor de n ou de q. Exemplos de
experiéncias deste tipo sdo: atomos de "He adsorvidos em krip-
(38)

tonio "preplated" grafite com cobertura 1/3 (q=3) , ato-

mos de O, adsorvidos em NiLégJ (q=4). Além da adsorgdo em subs

2
tratos, existem varias outras realizacles experimentais do mo-
delo de Potts tais como a transicao do ferromagneto cubico
{40) . - - . -

DyA12 ~—/ submetido a um campo magnetico diagonal em relagao a
seus eixos faceis (q=3, d=3), a transicdao estrutural em SrTiO3

. - ~ (41) _ _ . .
submetido @ pressdo externa —— (g=3,d=3) e diversas outras(vi
de Subsecao 2.3.1).

Podemos dizer que o estudo de fenomenos criticos em
sistemas puros (isto &, sem desordem) em equilibrio estatisti
co atingiu num certo sentido uma maturidade. Por um lado, nos-
sa compreensdo destes fenomenos cresceu bastante nos ultimos
anos, e por outro lado existe uma concordancia satisfatoria,em
quase todos os casos, entre a teoria e a experiencia. QO mesmo
nio acontece para sistemas randomicos onde existem ainda mui -

tas controvérsias e pontos a serem esclarecidos. Nos ultimos

anos tem havido um crescente interesse em sistemas desordena -
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dos e muitos esfor¢os tem sido envidados no estudo de fendme-
nos criticos nestes sistemas. Em particular, ha varios aspec -
tos envolvidos na problemdtica de magnetos randomicos tais co-
mo o tipo de desordem (substitucional ou estrutural), o método
de preparagaoc do sistema (recozido ("annealed™) ou temperado
("quenched")), o tipo de conexoes aleatdrias (sitios e/ou liga
¢0es), a lei de probabilidade das conexdes (diluidas, mistas |,
genéricas, etc), etc. Varias questOes tém sido investigadas co
mo, por exemplo, se a desordem provoca um arredondamento das
grandezas perto de um ponto critico, se os expoentes criticos
dos magnetos randomicos sdo diferentes dos expoentes que carac
terizam o comportamento dos sistemas puros, como varlia a tempe
ratura critica TC com a(s) concentracgao(oes) do sistema consi-
derado, etc. Diversas tecnicas tem sido aplicadas na investiga
cao destas e outras questoes; dentre estas verifica-se que a
técnica de GR fornece uma linguagem muito apropriada para adis
cussao de propriedades de sistemas randomicos. Em particular ,
métodos de GR no espaco real tém contribuido com um sucesso
consideravel para o entendimento de propriedades criticas de

(42,43 ,44,45) (na ref. (45) ¢ feita uma re-

magnetos aieatarios
visao detalhada).
No estudo de fenomenos criticos em sistemas magnéti
cos diluidos '""quenched" (obtidos esquentando-se o sistema con-
siderado a uma temperatura muito alta e depois resfriando-o su
bitamente) surge naturalmente (para T = 0) o estudo de um pro-
blema de geometria aleatdria, vale dizer, para que valor da
concentracgdo p de Ions magnéticos aparece um aglomerado (''clus

ter') infinito -~ condigdo esta necessiria e eventualmente nao
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suficiente para que haja magnetizacdo espontanea. No caso de
ferromagnetos de Potts diluidos '"quenched" esta condigio & ne-
cessaria e sufictente e, portanto, a temperatura critica se
anula exatamente para p = P (pC € a probabilidade critica de
percolacao). O problema de percolagae, formulado matematicamen

te em 1957 por Broadbent e Hammersley(ig), ocorre nio sO nesta

(EQ’EZ’iﬁ) tais como

situacdo como também em muitas outras
na coagulacgdo do sangue, num incéndio numa floresta, na trans-
missdo de informagao numa rede telefonica, em materiais compos
tos supercondutor-metal, etc (outros exemplos sdao citados na
subsec¢do 2.1.1). Além_dﬁ sua conexdo com o magnetismo diluido,
o problema de percolacgdao (para revisoes recentes do tema ve-

ja refs. (49,50,51)) esta relacionado(éiﬁéz’éé)

com ferromag-
netos de Potts puros no limite de q - 1. Esta relacao possibi
litou a aplicacdo de idéias de escala e universalidade ao feno
meno critico da percolacdo, bem como permitiu que as técnicas
comuns a transicoes de fase pudessem ser empregadas no proble-
ma de percolacfo. Bm particular o método de GR, tanto no espa-
co reciproco quanto no espaco real, tem sido muito Util e bas-

(51) e referéncias in

tante aplicado (vide, por exemplo, Essam
ternas) no calculo de varias grandezas importantes da percola-
cao.

Em resumo, vimos a importancia dos modelos de Ising,
Potts (puros ou randﬁmiéos) e percolacao, bem como do método
de GR, dentro do contexto da teoria de transigoes de fase con-
tinuas. Vimos também que estes modelos estdo intimamente rela-

cionados: i) o modelo de Ising € um casc particular (gq=2) do

modelo de Potts com q estados; 1ii) o modelo de percolagaoc em
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redes regulares € isomorfo ao modelo de Potts puro no limite
q » 1; iii) em magnetos de Potts diluidos "quenched" & tempera
fura nula temos um problema de percolacao. Ao longo deste tra-
balho vamos calcular fronteiras criticas em diversas redes (e
também certos expoentes criticos no caso de percolacao isotropi
ca) para os modelos de percolagac de ligacoes, Ising com li-
gacoes diluidas "quenched" ferromagnéticas, Potts ferromagneti
co puro e, no caso de rede de Bethe, Potts com ligacoes ferro-
magnéticas aleatdrias genéricas "quenched". Além disso, exibi-
mos que a transformacao triangulo—estrela(*) calculada nos pon
tos criticos de ferromagnetos de Ising e de percolacdo de liga
coes pode ser formulada dentro de um contexto unificado de gra
fos. Em outras palavras, verificamos que a temperatura critica
exata do ferromagneto de Ising puro e a probabilidade critica
exata do modelo de percolacao de ligacoes podem ser ambas obti
das a partir de um (e nao dois) par qualquer de grafos triangu
lo-estrela. Mais genericamente mostramos, para varios pares de
grafos triangulo-estrela, que 0s pontos criticos exatos para
todos valores de g podem ser 6btidos a pértir de um par qual-
quer de grafos. Utilizamos no decorrer desta tese o método de
GR no espaco real e também uma formulacdo conjectural cuja va-
lidade foli testada em varios casos fornecendo resultados muito

proximos dos valores conhecidos (exata ou aproximadamente) exis

tentes na literatura.

(%)

Esta transformacac fol sugerida por Onsager(g) para o calculo das tempe-

raturas criticas do modelo de Ising nas redes triangular e colmeia ("ho-

52)

nevcomb'). Posteriormente Sykes e Essam(—— adaptaram-na para o caso de

percolacao de ligacoes.



CAPITULO 2

FENOMENOS CRITICOS EM PERCOLACKO E EM

FERROMAGNETOS DE ISING E POTTS

Neste capitulo apresentamos, na subsegdo 2.1, os con
ceitos basicos de percolagao e, em particular, a analogia exis
tente entre a transicido de fase geométrica caracteristica da
percolacdo ¢ a transigdo de fase térmica usual que ocorre, por
exemplo, nos modelos de Ising e Potts. Nas subsegoes 2.2 e 2.3
damos uma visao geral e sucinta do que tem sido pesquisado ,
respectivamente, nos modelos de Ising e Potts ferromagnéticos
puros, enfocando principalmente os comportamentos criticos des
tes modelos, tais como a natureza de suas transig¢oes, dlagra-
mas de fase e expoentes criticos. Na subsegao 2.4, considera-
mos transicoes de fase magneticas em sistemas com desordem subs
titucional; em particular, discutimos qualitativamente as fron
teiras criticas de ferromagnetos de Ising e Potts com ligagoes
diluidas '"quenched". Finalmente, apresentamos as conclusoes na

subsecao 2.5.

A parte referente a percolacdo € descrita mais deta-
lhadamente, visto que a teoria de percolagd@o € bem mais recen-
te e menos conhecida do que a teoria de transigdes de fase tér

micas usuais.
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2.] - PERCOLACAC

2.1.1 - Definicao e Exemplos

Considere uma rede cristalina onde cada sitio, inde-
pendentemente dos outros, pode estar ocupado (ausente) aleato-
riamente com uma probabilidade p (1-p). Quando esta probabili-
dade & pequena (p=0) os sitios, em sua maioria, estdo isolados com pou
cos pares ou tripletes presentes. Por outro lado, para p proxi
mo a I (p=1) quase todos os sitios ocupados estdo conectadosen
tre si formando um grande "cluster" (i.e., cbnjunto de pontos
ocupados conectados por distancias de primeiros vizinhos; vide

Fig. 2.1.1.1 para p=0.6) que se estende de um lado a outro da

Fig.2.1.1.1 - Simulacao Monte-

(50) Carlo (fig. 2 de
Stauffer*’) de percolagao nu-
ma rede quadrada com 20x20 s7-
tios para p = 0.1, 0.2,...,0.9.
Somente os sitios ocupados es - -
tao marcados (por pontos). Em 0 ..,
p = 0.6 esta representado tam - .
bem o maior "cluster" "percolan
te" (p. = 0.59).

CTPNEL

rede. Para uma rede "1infi-

- * - - -
nita”() de dimensdo espacial d existe 0, 1 ou un nameroc infi-

nito( ) de "clusters" infinitos(ééj; para d = 2 Harris(ii)

e
. (55) . - . " vos e

Fisher'™=’ provaram que existe no maximo I "cluster" infinito.

Assim sendo existe, para uma rede infinita, uma probabilidade

eritica p. bem definida onde aparece pela primeira vez um '"clus

wle
( )Estamos supondo que o numerc de pontos e tao grande que os efeitos de
- - -
superficie podem ser desprezados e a rede pode ser substitulda por um
modelo com um numero infinito de pontos ocupando um volume ilimitado.

53)

Xk . .
( )Newman e Schulman(m— suspeitam que isto pode ocorrer talvez para redes
com d suficientemente grande (d > 6), talvez com probabilidades de co-

nexoes anisotropicas.
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ter'" infinito. Diz-se, entao, que o sistema passou de um esta-
do "nao-percolante" (p < pc) para um estado ''percolante" (p >
> pc). A Fig. 2.1.1.1 (extralida de (50) - fig. 2) ilustra bem
a distribuicdo de sItios ocupados para diversos valores de P
no caso de uma rede quadrada com 20x20 pontos.

0 problema de percolacdo, do qual o exemplo acima &
uma situacao tipica, foi formulado matematicamente pela primeil
Ta vez por Broadbent e Hammersley(ig) em 1957 ao estudarem co
mo as propricdades aleatorias de um '"meZo" influenciam a passa
gem de um ""fluido'" através deste. Dal a designacdo da palavra
percolacao (que deriva da palavra latina percolatione: per =
através de, colo = coar, significando filtragao no seu uso cor
riqueiro) por analogia com o problema de um filtro cujos poros,
dependendo do tamanho, deixam ou nao o fluido passar. '""Melo" e
"fluido'" sao usados aqui num sentido amplo, isto &, por "me<o"
entende-se um sistema constituldo de um grande nimero de obje-
tos {ou pontos) distribuidos no espago que podem ou nao estar
conectados entre si de acordo com um mecantsmo aleatério(*), e
por "fluido" entendemos a informacao que € transmitida ou nao
de objeto a objeto. A comunicacdo a uma distancia infinita (vi
de (*) da pag. anterior) ocorre, entao, somente quando a proba
bilidade de conexdo p & maior ou igual ao valor critico P.-

Situagdes como a descrita acima aparecem em numero -
sos contextos de diversos ramos da ciencia (vide, por exemplo,
Broadbent e Hammersley(ég), Frisch e Hammersley(izj, de Gen-

nes(ig)) tais como na propagacg@o de epidemlas, na transmissao

ola
( )aleatorio e empregado aqui no sentido matematico do termo, isto e, cada
configuracao ocorre com uma dada probabilidade - os objetos nao precisam

gser necessariamente independentes.
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de informacées através de uma rede telefonica, na percolacgdode
um fluido através de um so6lido poroso, no modelo estocdsticode
formacdo de estrelas da evolugdo galactica (Schulman e Sei-

(56)

den na formacao de um continente em funcao da altura do
nivel do mar, na condutancia de uma rede de resistores distri-
buidos aleatoriamente, em transicbes sol-gel (que ocorrem na
polimerizacao, na vulcanizacao da borracha, na formacao de ge-
latinas, na formacao de coalhadas, na imunizagéo, etc),na tran
sicdo isolante-semicondutor de, por exemplo, Si dopado com P,

na transicdo para-ferromagnética a temperatura nula de ferro -

magnetos diluidos, etc.

2.1.2 - Tipos de Percolacgao

Ha dois tipos basicos de percolacd@o de acordo com o

mecanismo aleatorio do meio, a saber:

i) percolacdo de sitios — ocorre quando as posigoes ocﬁpadas
pelos objetos sao aleatﬁrias e as conexodes entre eles sao de -
terminadas por uma regra que depende das posigbes. E o caso
descrito no inicio deste capitulo que ocorre, por exemplo, em
ferromagnetos diluidos de Potts do tipo ApBle onde cada sitio da rede
cristalina estd ocupado aleatoriamente por A (magnético) com
uma probabilidade p ou por B (ndo-magnético) com uma probabili
dade (1-p). A variacdo da temperatura critica T. em funcao da
concentracdo p sera discutida no final deste capitulo; em par-
ticular, ao longo do eixo T = 0 temos um problema de transi-
cao de fase puramente geométrico, i.e., de percolacao, onde pa

ra p < p. nao ha formagdao de um 'cluster” infinito de elemen-
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tos magneticos A (e portanto ndo ha magnetizacdo espontdnea) e

ara > aparece uma magnetizacfo espontanea (vide Esmmgél)
P Pz P. 3P g P

(58) .

e Klein e Coniglio

ii) percolagdo de ligagdes - ocorre quando as posicoes dos pon
tos sdo fixas e as conexoes entre eles sao aleatorias. E analo
go ao caso descrito no inicio deste capitulo onde, ao invés de
sitios, temos ligacBes independentes distribuidas aleatoriamen
te sobre uma rede cristalina onde todos os sitios estdo ocupa-
dos (p, nesta situacao, representa a probabilidade de ocorrén-
cia de uma ligacdo). E o caso, por exemplo, de resistores dis-
tribuidos aleatoriamente {com probabilidade p) sobre uma rede
cristalina. Se aplicarmos uma diferencga de potenclal entre pon
tos muito distantes e¢ medirmos a condutancia macroscopica do
sistema verificaremos que para p < p. a condutancia elétrica
é nula, ao passo que para p > Pe ha passagem de corrente elé

trica.

Estes 2 tipos de percolac@o correspondem as situa-
coes mais simples em percolacdo onde o problema considerado @
descrito por uma #nica probabilidade (p) de conexao, a qual ad
mitimos ser a mesma para qualquer conexao iudependentemente das
conexdes vizinhas (portanto ndo ha correlacgdes entre as cohe-
xges), e onde o '"'meio" € uma rede regular. Em situagbes  mais

complicadas & necessario introduzir modelos mais complexos tais

(59)

como percolacdo de sitios-ligagdes (Nakanishi e Reymnolds ,

(60) (61) .

Agrawal et al. Shapiro ; onde ambas as conexdes de sI-

tios e de ligacdes sao consideradas), percolacdo anisotropica

{Redner e Stanley(gg), de Magalhaes et al.(gi), Nakanishi et

al.(JEL) Oliveira(gi); onde as conexoes em diregdoes diferen-

>
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tes tem probabilidades distintas), percolagao correlacionada

(Turban(ég), Chakrabarti et al.(éz); onde as conexoes nao sao

(68)

independentes), percolacgao direcionada (Blease Kinzel e

Yeomans(gg), Dhar et al.(zg); onde as conexoes dependem do sen
tido do fluxo de informacgao), percolacdo policromatica (Zal -
1en(23), Halley e Holcomb(zg); onde as conexoes podém estar em
n > 2 estados diferentes), percolagao "bootstrap” (Chalupa et
al.(2§], onde os sitios de uma rede vazia sao primeilramente
ocupados aleatoriamente, e depois todos os sitios ocupados que
estao cercados por um numero de sitios vizinhos ocupados menor
que um dado numero m sdo removidos: repete-se este processo va
rias vezes até que se atinja uma configuracdo estavel), perco-

lacdo com conexOes entre vizinhos distantes (Domb e Dalton(Zi),

Quinn et al.(ZE), Stephen e Aharony(zg); onde se leva em conta

conexoes também entre pontos nao primeiros vizinhos), percola-

cao em arvores (Fisher e Essam(zz), Stephen(Z§J, Turban(zg) :
onde os "clusters'" sao do tipo-arvore, isto €, sem curvas fe -
chadas), percolacdo continua (Webman et al.(§2); onde o meio

& continuo), percolacgao dependente do tempo (Welsh(—glJ, Schul
man e Seiden(égJ; € um problema de percolacao direcionada onde
a transmissdo de informaclo € estudada em fungdo do tempo trans
corrido) , percolacgado de sitios-ligagoes correlacionada (Coniglio

(815,

et <511(§-—2—J Stauffer(ﬁéj, Heermann e Stauffer percolacao

policromatica correlacionada (Stanley(ﬁ)) .
As afirmacoes que faremos daqui em diante referem-se

a percolagdo simples (itens (i) e (ii)) salvo mengdo em con-

trario.
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2.1.3 - Algumas Grandezas Estudadas em Percolagao

A maior diferenga entre a percolagao e outros mode -
los de transicao de fase € a ausencia de hamilioniarna. A transi
cao de percolagdo usual & um fenomeno puramente geométrico pro
babilistico onde os '"clusters'" sao objetos estaticos bem defi-
nidos. Portanto a construgdo de uma teoria microscopica de per
colacdo & um problema de geometria aleatdria que se espera po-
der ser resolvido a partir do estudo da distribuicao de tama-
nhos e formas dos "clusters'. Tem-se feito algum progresso nes
te sentido, mas esse problema continua sendo amplamente discu-
tido na literatura(él). Muitas propriedades macroscopicas inte
ressantes, no entanto, estao relacionadas apenas aos tamanhos
dos "clusters'" e nao as formas particulares de cada '"cluster'.
Uma grandeza que desempenha papel fundamental na estatistica
de "clusters" € o namero médio <n >(p) de "clusters" (normali-
zado por sitio) de um dado tamanho s (o tamanho s & definido
aqui pelo seu conteiido de sitios, ou seja, pelo namero de si -
tios em um "cluster'", ainda que se trate de percolagao de 1i-
gacoes). Conhecendo-se <n5>{p) para todos valores de s podemos
calcular todas as grandezas macroscopicas da percolagao que sao
independentes das formas dos "clusters' (que sdo analogas as
fungbes "termodindmicas' extensivas e ndo as funcgbes de corre-

lagao). Vejamos alguns exemplos:

i) WNimero médio <n>(p) de "eclusters” finitos por sitio - € da-

do por

<n>(p) = 2'<ns>(p) {2.1.3.1)
s
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onde a apostrofe sobre o somatorio indica a exclusdo de um pos

sivel "cluster" infinito. <A>(p) refere-se a uma média confi

guracional no limite "termodinamico', isto &
<A>(p) = lim % Jopta-p Tt A (2.1.3.2)
N-oo config.

onde cada configuracdo tem i sitios (ligacdes) presentes e
(N-i) sitios (ligacgdes) ausentes no problema de percolacao de
sitios (ligagdes) .

A grandeza <n>(p) apresenta singularidade para p P
e a forma assintdtica de sua parte singular (que denotaremos

pelo subscripto sing) é:

<n>(p) v (p.-p) P (p > p.) (2.1.3.3a)

sing
“0>(plgipng ™ (p-p.J P (p ~ p;J (2.1.3.3b)

onde 0s expoentes ap = aﬁ sao da ordem de: up (d=2) = -0.7 ,

1Y
sas vide tabela do apéndice 1 da ref. (51)); denotaremos O0s

ap (d=3) = -0.4, a_ (d > 6) = -1 (para estimativas mais preci

expoentes da percolagdo por um subscripto p para diferenci-
armos dos expoentes caracteristicos de transigdes de fase tér-

(ﬁé) cal -

micas (que subscriptaremos por t}. Martin e Tsallis
cularam a fungao <n>(p) , para percolacdao de ligagoes em re
de quadrada usando grupo de renormalizagao aplicado a ferro -

magnetos de Potts no limite q » 1 . A Fig. 2.1.3.1, semelhan
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Fig. 2.1.3.1 - Numero medio de “"clusters"” ‘m
il . <M
finitos por sitio em fun- ?
cdo da concentragao de ligagoes p numa re 4.
de quadrada.

te a figura 5 da referéncia (86) ,

ilustra a variacgao de <n> com p.

0 e { P
ii) Probabilidade de Percolagdo P(p) - definida como a probabi-
lidade de um sitio (ocupado ou nao), escolhido ao acaso, perten

cer a um "cluster" infinito. E dado por:
P(p) =1 - — (2.1.3.4a)

Nesta formula Pg € a probabilidade de um dado sitio, escolhido ar-
bitrariamente como origem, estar ocupado e pertencer a um ''clus
ter” finito (denotaremos este evento por F):

pp = ) DPg(p) (2.1.3.4b)
s

com ps(p) sendo a probabilidade da origem pertencer a um

"cluster' de tamanho s:
p.(p) = <sng>(p) . (2.1.3.4¢)

0 outro termo p, € O nimero total, normalizado por sitio, de si
tios ocupados por todos os "clusters" da rede, ou seja., p, Te-
presenta a probabilidade da origem pertencer a um "cluster”, e

Se escreve Ccomo:

p (percolacgdo de sitios)

P, = L pg(P) = } o (2.1.3.4d)
1 (percolagao de ligagoes)
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Uma vez que nao ha "cluster" infinito para p < P.. S€
gue-se que P(p < p.) =0 e P(p> p.) > 0. Para p » p;, P(p)

apresenta singularidade cujo comportamento assintotico &:

B
+
Poing(P) v (p-pc) F (p + py) (2.1.3.5)
onde o expoente Bp € da ordem de: Bp (d=2) = 0.1, Bp(d=3)go_4,
(SQ))_

Bp(diﬁ) = 1 (para valores mais precisos veja Essam =

(

A figu
ra 2.1.3.2 (extraida de Essam El)) mostra um grafico P x p ti-

pico que aparece em problemas de percolacdo.

4ﬁf¥¢l,__ -

i
i
l
l
I
|
§

4

|
|
06 R P

" Fig. 2.1.3.2 - Probabilidade de per%o]?gﬁo para problema de sitios na rede
FCC (Fig. 7 de Essam({3D)j,

iii1) Tamanho médio S(p) (definido aqui pelo seu numero médio de

-

sitios) do "eluster'" que contem a origem dado que F ocorre - €

a média condicional <s|F> dada por:

S(p) = <s|F> =23 s p.(p) (2.1.3.6)
P ¢ s

A parte singular desta funcgao diverge para p > p. Ccom um compor

tamento assintotico da forma

Y -
Sging(P) v (pcp) P (p>p))  (2.1.3.7a)
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._'Y'
- p +
Sging(P) v (P-P.) (p > pc) (2.1.3.7b)
e torna-se finita para p # P visto que ''clusters' infinitos
nao estdo incluidos na média que aparece na def. (2.1.3.6).A
Fig. 2.1.3.3 ilustra o comportamento tipico de S(p) em fungao

e

b0l

Fig. 2.1.3.3 - Tamanho medio de “clus -
ters™ finitos obtido no
problema de percolagao de ?1tjos na re-
de FCC (Fig. 8(a) de Essam\all).

40+
de p (extraido de Essam(él)) obti

f

do assumindo-se que vy_ = vy _. As

p p
expansbes em série sao consisten-
oA $ £

%
$ f —p . ~ .
0 R A P tes com esta hipotese mas nao exis

J0 T

I
I
|
|
I
|
[
l
!
!
i
!
;

tem provas destas simetrias e as evidéncias numéricas ndo sdo
esmagadoras. As estimativas correntes de Yp sdo melhores que
as de Bp; seus valores numéricos sdo da ordem de Yp(d=2) = 2.4,
Yp(d=3) = 1.6, Yp(diﬁ) = 1 (para valores mais precisos vide re
ferencia (51)).

Existem também grandezas microscopicas (que dependem
nido so do tamanho do ''cluster'" como também da sua forma especi
fica) que desempenham um papel fundamental na teoria de perco-
laciao. A fungdo analoga a fungﬁo de correlacgdo entre parcs de
spin definida para sistemas térmicos usuais € a conectividade
entre pares. Vejamos ent@o sua definigao, bem como a do compri

mento de correlacao Ep‘

a) Conectividade entre pares C(?,p) - e definida(éi)

como Ssen-
f s . - - .
do a probabilidade do sitio em r estar conectado a origem 0 ¢

o evento F (definido em (ii)) ocorrer. Assim sendo, C(?,p) es-
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creve-~-se Ccomo:
C(§,5) = <y(T)|F> Py (2.1.3.8a)

onde o indicador y(¥) & definido como

v(T) = (2.1.3.8Db)

- - - . s ->
1 se a origem esta conectada ao sitic em r ou se =0
0 caso contrario

Analogamente ao caso de fenomenos térmicos usuais (on
de o teorema de flutuacao-dissipacao relaciona a susceptibilida
de com a soma, sobre todos os ?, da funcao de correlacgao entre
um spin na origem e outro spin em ), S(p) relaciona-se, atra -
vés de uma regra de soma, com C(?,p). Com a definigdo (2.1.3.8)
o teorema analogo da flutuagao-dissipagao para percolagao {(pro-

vado na ref. (87) através da teoria de grafos) se escreve co-
mo (1)

S(p) = C(T,p) i (2.1.3.9)

1
Pp

b ol

A conectividade entre pares decai, para p = p., com
uma lei de poténcias que depende da dimensao espacial d do sis-

tema, a saber:

> 1
Csing(r,pc) Y ﬂ—ﬁ‘— (I‘ - 00:) (2.1.3.10)
T p
d-2+m,
enquanto que, para p ¥ P.- T C(r,p) tem um comprimento

caracteristico gp (vide eq. (2.1.5.4a)), conhecido como compri-

mento de correlagdo. O comportamento tipico de C(r,p) para p<p.

_T/Ep (ﬁ].

é do tipo e

b) Comprimento de correlagao Ep - & a distancia "raiz-quadrati-

- . - . - - —
ca média" (RMS) a origem de uma particula em T que esta conecta
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da 3 origem, ou seja:

DRI BINLE:
Ep(p) =| £ (2.1.3.11)

" -
L C(r,p)
T

Este comprimento caracteriza para p < P., © comprimento linear
medio de "clusters" fimitos. Para p > p_, gp € proporcio
nal (Shapiro(éi) e refs. internas) a distancia média entre nos
vizinhos da "espinha dorsal" (""backbone", Shlifer et a1(§g)) do
"cluster" (isto e, do "cluster' sem as ligagoes soltas - se apli
carmos uma diferenca de potencial ds extremidades de um "clus-
ter'" de ligacgoes condutoras e retirarmos as ligacoes por  onde
a corrente elétrica ndo flui teremos obtido a "espinha dorsal"
do "cluster").

Tal como acontece com S(p), gp(p) diverge para p P

e e finito para # . A forma assintotica da parte singular
P P Pe P g

prs

de Ep para p > p. e:

-V
- P -
sing(P) ™ (PP _ (p~p.) (2.1.3.12a)
_.\)I’) .
Esing(P) v (P-P.) (p~p.) (2.1.3.12b)
gP = -~ -
A O comportamento tipico de gp(p) es-
o |
ta ilustrado na Fig. 2.1.3.4 extrai
de Essam(éi). Essa curva foi obtida
51

Fig. 2.1.3.4 - Comprimento de correlagao
: —b obtido no problema de perco

lagdo de sTtios na rede FCC. Para > p

O P 1 P Ep e esbocado. (Fig. 8(b) de Essam(éﬁJ). ¢

§
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assumindo-se que vp = vﬁ consistentemente com evidéncias numé-

ricas obtidas através de expansdes em séries. As  estimativas

correntes de vp sao melhores que as de Bp e seus valores sao

da ordem de Up (d = 2) = 1.3, vp(d=3) = .8 e vp(d;6) = 1/2
1

(51)y

(para valores mais precisos vide Essam*"—

2.1.4 - Percolacao: limite g » 1 do Modelo de Potts com g Esta

dos

0 recente crescimento em popularidade do problema de
percolacdo (para revisoes recentes do tema veja Zallen(ggj ,
Thouless(—ig), Stauffer(égﬁ), Essam(él)) no meio dos fisicos de
ve-se ndo sO @ sua grande aplicabilidade a diversos fenomenos
fisicos como também a sua similaridade com transigdes de fase
térmicas. Desde cedo pressentia-se que havia uma analogia en-
tre o comportamento da magnetizagdo M(T) num ferromagneto e a
probabilidade de percolacao P(p). Mas durante longo tempo, a
ausencia de hamiltoniana no problema de percolacaoc dificultou
a formulacdo precisa desta similaridade. A solugdo foi dada fi
nalmente por Kasteleyn e Fortuin(iD em 1969 ao estabelecerem
uma relacido entre grandezas termodinamicas do modelo de Potts
com ¢ estados (cuja hamiltoniana é dada p01‘36=—qJ'-2 S, 3 vide eq.
(2.3.1.1) onde H=0) e grandezas correspondentes da ;éiix)lgggo de 1iga

cdes no limite q > 1. O método de Kasteleyn e Fortuin foi,des-
(78) 4y (91)
. . . . . (32)

e estendido ao problema da percolacdo de sitios (Giri et al——" ;

(92)

Kunz e Wu(éé)) e a percolacgdo de sIitios-ligagoes (Kondor ——,
(31,78,91)

de entdo, enfocado de outras maneiras por Stephen

Wu(ééu)). As relacgoes entre o modelo de Potts e a



~-27=

percolacao de ligacdes decorrem dos seguintes fatos: i) €& possI
vel, para H = 0, utilizando a identidade e Oicj=1+(e
associarmos a cada termo da funcdo de particdo Z(q;K) (escrita
em fungido da variavel v = eK~1 onde K = qJ/kBT) um grafo G (na
rede) onde cada ligacao presente indica que oi=cj e representa
o fator v,e cada ligacao ausente indica que oi#Gj e representa
o fator 1; ii) & possivel, para H = 0, interpretar a funcao
de particdo (que envolve uma soma sobre todos os possiveis gra-

fos na rede) em termos de uma média configuracional de uma cer-

n_(G)
ta grandeza (q ¢ onde nC(G) é o numero de "clusters'" exis-
tentes no grafo G) se escolhermos v = p/(1l-p) onde p = 1—e_K &
a probabilidade de uma ligac@o estar presente e (l-p) = eHK a

probabilidade de uma ligacao estar ausente. Acrescentando-se a
hamiltoniana de Potts um campo magnético externo -H aplicado a
um estado fixo o (o = 1,2,...,q) (vide eq. (2.3.1.1)), Wu(gl)og
teve resultados similares onde a funcao de particao Z(q;K, 0=
= H/kBT) eﬁvolve, neste caso, uma média configuracional de ou -
tra grandeza (que agora depende de ﬁ). Uma outra maneira de in-
terpretar os resultados para H # 0, utilizada por Kasteleyn e
(31)

Fortuin , consiste em simular o campo magnético (que intera-

ge separadamente com todos o) acrescentando-se um sitio "fan -

(94) o modelos de Ising (g=2))

tasma” (introduzido por Griffths
que pode ou ndo estar conectado com cada sitio da rede. Neste
caso, associa-se a cada teimo de Z(q;K,ﬁ) (escrita em funcgao das
variaveis v = eK—l e u = eH—lj um grafo c" (que difere de um da
do grafo G na rede pelo acréscimo do vertice "fantasma" e de

possiveis ligagdes deste vértice fantasma com os vértices de G)

onde cada ligagdo presente entre sitios da rede indica que o, =
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Uj e representa o fator v, e cada ligagdo presente entre o si-

tio "fantasma" e um sitio da rede indica que G, = o € repre -

senta o fator u; todas as ligacoes ausentes representam o fator
"y
1. Observa-se entdao que & possivel interpretar Z(q;K.H) (que en

A - . *
volve uma soma feita agora sobre todos os possivels grafos G)

n.(6%)

em termos de uma média configuracional (de q onde nC[G*)

¢ o numero de "clusters"™ no grafo G*) ss escolhermos v =p/(1l-p)
e u = h/(1l-h) onde p = 1-e e h=1-¢c 530, respectivamente,
as probabilidades de ocupagdo de uma ligagao entre dois sitlos
da rede e de uma ligacdo entre o sitio "fantasma" e um sitio da
rede. Na formulacao de Kasteleyn e Fortuin(él) a dependéencia de
de Z em ﬁ aparece somente na média configuracional (que depende

(91)

de p e h), enquanto que na formulagao de Wu a dependéncia

de Z em ﬁ aparece explicitamente na grandeza sobre a qual faz -
-se a média configuracional (que depende de p mas nao de h). Se
guindo a formulagao de Kasteleyn e Fortuin(éi), chega-se as se-
guintes relacdes (vide Reynolds et al.(gé)) (no limite de nume-
ro infinito de sitios da rede, isto &, N » =) para as fungodes

de percolacdo definidas na subsegdo anterior, sendo a probabili

dade de ocupacao de uma ligacgao dada por:

p=1-e (K = J/kgT) (2.1.4.1)

i) o numero médio <n>(p) de "elusters" finitos por sitio ¢ da-

do por

<n>{p) = G(p,0) (2.1.4.2a)

onde
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N . T
G(p,h) = %4[ lim ﬂ”z(qﬁK=h3}t -
_ -hs _ ¢! s
= g <ns>(p) e = g <n5>(p)lh=0 (1-h) (2.1.4.2b)
com
n,
-H A
h=1--¢€ (H = H/kBT) (2.1.4.2¢)

e <...> refere-se a média configuracional definida em (2.1.3.2).

ii) a probabilidade de percolagao P(p) € dada por:

P(p) = P(p,0) (2.1.4.3a)

]._h) 1 ! t S
=1 - — <n > 1-h 2.1.4.3b
Py Po g s ns(p)ihzo ( ) ( )

P(p,h) = 1 + (

12

com p, definido em (2.1.3.4d).

1i1) o tamanho médic S(p) do "cluster" que contem a origem, da-

—

do que F ocorre, €:

s(p) = s(p,0) (2.1.4.4a)
2
38 3 sEanap)iy (1o ®
S(p,h) = 1-(1-h) 326 = 2 S (2.1.4.4Db)
= g s <n2(p)lp_q(1-h)

iv) a conectividade entre pares c(r,p) & dada por:
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C(;:p) = z— [ (¥,ﬁ = 0+)I (2.1.4.5&)
q

Y
onde Faa(;,H) e a funcdo de correlagdo entre pares do modelo

de Potts com campo externo:

A
rm(?,m =P (r,H) - q “=<5_ 8§ >-q (2.1.4.5b)

Paa(?,ﬁ) sendo a probabilidade, no modelo de Potts com campo
externo, das variaveis g; nos sitios da origem (o,) e em
;(Gr) estarem ambas no mesmo estado «.

Assim como na termodinamica a energia livre de Gibbs
G(T,H) €& uma "funcdo geradora" a partir da qual & possivel ob-
ter-se todas as outras func¢des termodinamicas através de deri-
vadas apropriadas de G em relagao a T ou H, a fungao G(p,h) de
finida em (2.1.4.2b) & uma fungdo geradora para o problema de
percolagao. (l1-p) faz o mesmo papel que a temperatura T (i.e.,
provoca desordem ou aleatoriedade) enquanto que h (que € a pro
babilidade de ocupac¢do de uma ligacgdo entre o sitio '"fantasma"
e um sitio da rede) desempenha um papel similar ao de um campo
magnético Hy aplicado numa diregao tal que favoreca a ordem
Efetivamente ao adicionarmos a rede original um ponto ''fantas
ma' fora da rede estamos aumentando a conectividade da rede
(em particular, existira um "cluster" infinito mesmo para p <
< pcih=0) da mesma forma que um campo magnético Hy cria uma

magnetizagao mesmo para T > T No entanto, contraria-

CIH = O
mente ao que ocorre nos problemas usuails termicos, nao podemos
em percolacdo aplicar um campo numa diregao tal que dificulte

a ordem. Isto pode ser interpretado como sO existindo uma Gni-
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ca direcao para o campo, 0 que e€ra de se esperar uma Vez que 4
percolagcdo € o limite de g ~+ 1 do modelo de Potts com q esta-
dos.

Portanto o numero médio G(p,h) de "clusters' finitos
por sitio na ausencia de ligagoes "fantasmas" (cf.def. (2.1.4.2b)
€ oanalogo em percolagao a energia livre de Gibbs: sua primei-
ra derivada em relagio ao "campo'" nos da o parametro de ordem
P(p) (P(p < pc) = 0 tal como M(T > TC) = 0) e sua segunda de
rivada em relagdo ao "campo' nos da o analogo da "susceptibili
dade”™ X(T) em percolagao S(p) (S(p -~ pc) + o tal como X(T=
- TC) + « num ferromagnheto). Somos levados, entéao, as seguin-

tes correspondencias:

G(p,h) <+— energia livre de Gibbs G(T,H) (2.1.4.6a)
P(p) +— ma nétiza ao espontanea M(T)=- QQ\ (2.1.4.6b)
% £ % P BH 10 1.4

S(p) +—+ susceptibilidade isotérmica a campo nulo
2
X(T) = - [3—%} (2.1.4.6¢)
oH
H-0
(1-p) +—> temperatura T (2.1.4.6d)

2.1.5 - Teoria de Escala e Universalidade

As correspondéncias acima levam-nos a esperar que as
idéias de escala e universalidade se apliquem aos modelos de
percolagao. No caso do modelo de Ising, a teoria de escala pa-

ra suas fungodes termodinamicas € usualmente expressa (vide ,
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por ex., Pfeuty e Toulouse(gé)) dizendo-se que, perto do pon-
to critico (isto &, para ¢ E(T—TC)/TC 0, H=~+ 0), a parte
singular da energia livre de Gibbs G(e,H) e a parte singular
da funcao de correlagao a campo nulo I'(e,r) (com 1T >> ro, T,
sendo o alcance das forgas) sdo assintoticamente funcoes homo-
géneas generalizadas. No caso da percolacdo, varios trabalhos
tem sido feitos (vide Essam(él) e_referéncias internas) sobre
leis de escala descrevendo o comportamento critico perto de o
Em particular, os resultados Monte-Carlo de Nakanishi e Stan

(97)

ley deixam pouca davida de que, perto do ponto critico ,
i.e., (p—pc) -0 e h~+ 0, a parte singular de G(p.h) & assin

toticamente uma fungao homogénea generalizada satisfazendo a:

. (6P, by A bd 6. (e,h) (e+0, h+0) (2.1.5.1)
sing c sing ®’ 7Y -1.5.
ou equivalentemente
“p “p
Gsing(e’h) o aO]s| Fi(h|s| ) (2.1.5.2a)
onde
£ = al(pc—p )/pC {2.1.5.2h)
d
=2 - % 2.1.5.2¢
oty Ve ( )
¥
s o= B (2.1.5.2d)
p b4

e o subscripto +{-) corresponde a € > 0 (g < 0). As funcoes
F, (x) sio analiticas ma vizinhanca de x = 0. 0Os fatores de es-

cala a, e a, dependentes da rede foram introduzidos (analo
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gamente a transformacido de escala rede-rede introduzida por
Betts et al.(gﬁ) em transicoes de fase termicas) visando a
tornar as funcgoes Pi(x) universais, de tal forma que aOFt(x)
em funcdo de x passa a ter o mesmo valor para diferentes redes
de mesma dimensao espacial d. Yp e Yy sdo as dimensoes anoma-
las ou poténcias de escala associadas respectivamente a € e h,
ou seja, sob uma dilatacao da unidade de comprimento a - a'=ba,
e e h se transformam respectivamente como £ - e'=byP€ e h > h'
b B

h.
No que diz respeito a homogeneidade da conectividade
entre pares C(?,p) existem poucos resultados que permitem tes-

ta-la; no entanto calculos de expansao de séries para os momen

.. 99
tos esfericos un(p) = E r? C(?,p) de C(?,p) {Dunn et al.p—j

(100 iy

sdo consistentes com uma predicao (u,(p) ~

bl

Cox e Essam

G 1 Y ~
v e p Py decorrente da hipdtese de que, para ¢ - 0 e h =0,
a parte singular de C(?,e) para longas distancias (r >> a) e

assintoticamente uma fungao homogénea generalizada satisfazen

do a:
y d-2+n
-1 p P >
Csing(b r, b Ye) ~ b Csing(r,eJ (2.1.5.3)
ou equivalentemente
- 1 T
Csing(r’gj "y "ﬁffiﬁ; Dl(g;] (e+0,h:0,r+m,r/£pf1xo) (2.1.5.4a)
T

onde Dl(x] & uma funcdo analitica na vizinhanca de x=0 e

S - B (e > 0) (2.1.5.4Db)
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v = L (2.1.5.4¢)
p Yp
- 1
A transformada de Fourier C(k,e) = z e-lk'rc(?,e), que pode ser
. >

- r.o. . .
medida diretamente atraves de experiencias de espalhamento (vi-

de, por exemplo, Birgeneau et aL(yEJ), toma assintoticamente a
seguinte forma homogenea:

_ 1
C(k,e) ~ kz_np D2 (kgp) (k=0, e~0, £p+ ) (2.1.5.5)

onde Dz(x) ¢ uma funcgdo analitica na vizinhanca de x = 0.

, M e v ue aparecem nas formu -
p> p p due ap

las acima foram definidos na subsecao 2.1.3 e sdo chamados de

Os expoentes o

expoentes eriticos. Analogamente as transigdes de fase térmicas
a . . - . . - -

de Z- ordem, definiram-se 6 expoentes criticos principais (assu

mimos que o mesmo expoente descreve o comportamento critico pa-

8 Y § ., m e

P’ "p’ 'p’ p p
v para se descrever o comportamento ndo-analitico dominante |,

ra p » p; e p - p; quando apropriado) o

perto de P. ¢© h = 0, de certas variaveis "termodinamicas" e
da fungdo de correlacgdo. Os expoentes "termodinamicos" ap, Bp ,
Y e &, que sao definidos respectivamente pelas relacgdes

p p 2= B -Y
G(e,0) ~ [e] P, P(e,0) ~ fe] P, S(e,0) & |e|] P e P(O,h) ~

~ hl/SP, podem ser obtidos diretamente a partir de (2.1.5.1) en

volvendo apenas yp e ¥

Ot.p= 2 "? (2.1.5.63)
P
d—Yh
g = . n (2.1.5.6b)
p Y
p
ZYh—d
= 2.1.5.6
p T Y ( <)
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Yh (
o S T 2-1.5.6d)
P d-Yy

Alternativamente, pode-se também calcular estes expoentes a par
tir de (2.1.5.2a) envolvendo G, & 0 "expoente de gap" Ap (cujo
nome advem do fato de que, conforme (2.1.5.2a), derivadas su -
cessivas de G com respeito a h calculadas em h = 0 obedecem a

leis de poténcias espacadas por '"gaps" Ap):

Bp = 2 - ap - Ap (2.1.5.7a)
Yp = - 2 + mp + 24 (2.1.5.7b)
A
§ = — P (2.1.5.7¢)
P Z-o_ =4
P P

Das relacoes (2.1.5.6), ou equivalentemente de (2.1.5.7), se -
gue-se que estes expoentes estdo relacionados através das se -
guintes leis (chamadas de leis de escala) analogas as leis de

Rushbrooke e Widom respectivamente:
o, + 28+ vy _ = 2 (2.1.5.8)
Y, = B (8 - 1) (2.1.5.9)

Quanto aos expoentes criticos de "flutuacao" Ny e Ep’

eles estdo relacionados com os expoentes '"termodinamicos" pela

seguinte lei de escala (analoga a lei de Fisher):

= 2 - 2.1.5.10
Yp vp( np) ( )

gque 1implica em:
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np =d + 2 - th (2.1.5.11)

A lei de escala (2.1.5.10) € uma conseqﬁéncia direta do teore-

ma de '"flutuagdo-dissipacao" (cf. eq. (2.1.3.9) vemos que S(&)
- =Y .

= pFlC(k=0,e) v |e|] P) e da hipotese de  homogeneidade de

C(k,e) (para que S(e) ~ [e] P & preciso que, cf eq.(2.1.5.5),

2-n 2-n
DZ(X) kgo X P gcarretando, portanto, C(k=0,e) gp p n
" |a|*vP(2th)). Existe ainda uma outra lei de escala (analo

ga a4 lei de Josephson) que liga um expoente critico '"termodina
mico' com um expoente de "flutuagdo': esta & a uUnica que con-
tem explicitamente a dimensdo d (conhecida também como lei de

hiper-escala) e & dada por (cf. eqs. (2.1.5.4c) e (2.1.5.6a)):

vpd =2 - % (d < d.) (2.1.5.12)
onde d_ & a dimensao critica acima da qual os expoentes criti-
cos nao variam mais com d. Portanto, devido as 4 leis de esca
las (que sdo idénticas as originais descobertas no contexto de
magnetismo), o problema de se determinar os 6 expoentes criti-
cos reduz-se a determinar quaisquer 2 deles (excetuando o par
vp, ap), ou equivalentemente, a determinar as dimensdes anoma-
las yp e yh.

0 principio de universalidade no contexto de percola
cdo & baseado na idéia de que o comportamento critico & deter-
minado somente pelos aspectos globais dos "clusters" que sao
grandes comparados com a distancia entre pontos vizinhos. Por
causa disto os expoentes criticos e outras propriedades quali-
tativas tais como as formas das funcoes de escala (Fi, Dl’ D2

sio chamadas de fungoes de escala) sao universais, ou seja,nao
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dependem de detalhes tais como o alcance de interacgdo (contan-
to que seja finito), a estrutura da rede, o tipo de percola -
cdo (de sitios ou de ligacoOes); eles dependem somente da dimen
sdo d (que, por sinal, aparece explicitamente na lei de hiper-
-escala) no caso de percolacao simples (a percolacao direciona
da, por exemplo, esta numa classe de universalidade diferente

(69)y |

da percolacdo simples (Kinzel e Yeomans Acima da dimen -~
sao critica dc’ 0s expoentes criticos ndo variam mais com d e
a lei de hiper-escala deixa de ser valida. A solugdo exata (Es
sam e Gwilqugg)) do modelo de percolacgio numa rede de Bethe
(que é uma arvore de Cayley infinita e homogénea) fornece os
valores o, =-]1 ¢ Vp T 1/2, satisfazendo portanto a lei
(2.1.5.12) para d = 6. Esta pseudo-rede € um sistema com um ni
mero infinito de linhas ramificadas que nunca formam curvas fe
chadas; ndo podendo, portanto, ser embebida numa rede genuina
de dimensdo finita uma vez que em tal rede apareceria inevita-
velmente restricoes topologicas. Assim sendo, a rede de Bethe
corresponde a uma dimensdao infinita (d + «) e como tal, Toulou
seggé) sugeriu que seus expoentes criticos, a medida que d di
minui, deveriam manter seus valores de dimensao infinita até
atingirmos d. = 6 na qual a lei de hiper-escala & satisfei-
ta. Efetivamente, obtem-se d. = 6 numa formulacao Landau-Ginz
burg do modelo de Potts para q -~ 1 (vide, por ex., Pfeuty e
Toulouse(ggj); portanto para d > 0 0s expoentes criticos para
percolacio sdo os expoentes classicos obtidos numa aproximacéao
de campo médio (que & exata para d » ), os mesmos encontrados
para a rede de Bethe. ExpansoOes dos expoentes nao-classicos em
104)

série de poténcias de e = 6-d foram calculadas*— pelo mcto

do de grupo de renormalizagdo. Resultados obtidos por simula -
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¢do Monte-Carlo (Kirkpatrick(lga) e por analise de séries

1.(199; Gaunt e Ruskin(

1
(Gaunt et a _Qa) corroboram com dc=6.
Ao contrario dos expoentes criticos, a probabilida-

de critica P depende de detalhes tais como a estrutura da re-

de, o tipo de percolacgiao (Fisher e‘Essam(Zl) provaram que
pilg < piltlos), 0o alcance das interacdes. Seu valor exato é

bem estabelecido para cadéia unidimensional, redes de Bethe
(Fisher e Essam(zz)), varias outras pscudo-redes (obtidas subs
tituindo-se ligacdes e/ou sitios de uma rede de Bethe por sub-
grafos finitos arbitrarios, por exemplo: cactos, cactos expan-
dido)(zz), ¢ para as seguintes redes regulares Dbidimensionails
(Sykes e Essam(gz)): redes quadrada, triangular e "honeycomb"

no caso de percolacdo de ligagdes e redes triangular e Kagome

no caso de percolacido de sitios.

2.1.6 - Principais M&todos Utilizados em Percolacao

Uma consequéncia muito importante da formulacgao de

. (31) - o o
Kasteleyn e Fortuin“=—' ¢ a de permitir a aplicacao ao proble-
ma de percolacao de muitas das técnicas utilizadas em mecanica
estatistica e transicoes de fase, tais como expansoes em se -
ries, simulac@o Monte-Carlo, grupo de renormalizacao (GR). Ve-
jamos sucintamente os principais métodos utilizados no calculo

aproximado de grandezas da percolacao.

2.1.6.1 - Expansdes em Series

Conforme vimos na secdo 2.1.4, as funcoes de percola

¢80 tais como a probabilidade de percolagao P(p) e o tamanho
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meédio S(p) dos "clusters'" finitos podem ser obtidas diferenci
ando-se a "energia livre de Gibbs" G(p.h), que ¢ a funcao gera
dora de <n5>(p). Esta funcao <nS>(p), para o problema de per-

colacdo de sitios, tem a seguinte forma 108 .

pSDS(r) (r = 1-p) (2.1.6.1.1)

n>(p) =P ) g T
que substituida em (2.1.4.2b) fornece

t

G(p,h) = )’ L g5t p® r* (1-n)° C(2.1.6.1.2)

s
Nestas formulas t é o perimetro do "cluster" considerado (isto
é, o nimero de sitios vazios que sao primeiros vizinhos dos si

tios pertencentes ao "cluster') e € o numero de animais

Est
(isto &, o numero de configuracdes de ''clusters' geometricamen
te diferentes de s sitios com perimetro t). Ds(r) ¢ conhecido
como perimetro polinomial e seu calculo para "clusters' de di-
versos tamanhos em varias redes tem sido feito exatamente (pa-
ra uma lista extensa vide, por ex., refs. (109, (110}, G;;))(*l

Os resultados exatos de <n.>(p) tém a vantagem  de
serem validos mesmo para p bem distante de p_, porém tém a des
vantagem de se restringirem a valores de s pequenos e interme-
diarios (s < 20). Extrapolacoes para s > « de <ns>(p)(ll;!l%113
fornecem resultados quase tdo precisos quanto os resultados ob

tidos peor Monte-Carlo(ég).

*

( )Polinomios similares podem ser definidos para o problema de ligagoes,mas
neste caso eles determinam o nimero medio de "clusters' com b ligacoes
<nb>(p) e t @ o numero de ligacoes ausentes adjacentes ao "cluster".
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Existem melhores métodos de extrapolacao para calcu -

lar-se os expoentes criticos Bp, Y etc. Ao invés de primeiro

p’
extrapolarmos <ns>(p) para s grande, lida-se diretamente com a
sua soma em s (que aparece na eq. (2.1.6.1.2)): expansdes em sg
ries de baixa concentragdo sao obtidas expandindo-se rtE(l-p)t em po
téncias de p e colecionando termos de mesma ordem. Ve-se da ex-
pressao (2.1.6.1.2) que o coeficiente de pg pode ser calculado
exatamente contanto que se conheca os valores de g ¢ Para s < 2.
Similarmente expansoes em series de alta concentragcac $ao0 obti-
das fazendo p=l-r e colecionando todos os termos com perimetro
t < %. A analise de tais séries de potencias para obter-se¢ p_. e
expoentes criticos envolve métodos usuais da teoria de transi -

cdes de fase tais como metodo da razao (Sykes e Essam(lli),

(lléjj,zqmothnmescb Pade (Sykes et al.(llé), Gaunt et

Sy-

kes et al.
(117) ~ S ~

al.=—L’), transformacoes de variaveis de expansao (Domb e Pear

ce(lié)),etc.‘(para revisao destes metodos vide vol.3 da ref.(2)).

2.1.6.2 - Simulacgao Meonte Carlo

0 inicio do desenvolvimento sistematico de métodos
Monte Carlo data de aproximadamente 1944; desde entao tem sido

do(lig’lzg),a diversos ramos da ciencia. No ca

amplamente aplica
so de um problema probabilistico, o método Monte Carlo mails sim-
ples consiste em primeiro criar numeros randomicos escolhidos
de tal maneira que simulem diretamente os processos randomi -
cos fisicos do problema original, e em seguida inferir a solu
cio desejada a partir dos resultados obtidos com tais numeros

randomicos. Existem métodos Monte Carlo mais sofisticados: por

exemplo, pode-se comegar com um dado problema probabilistico,
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formula-lo em termos tedricos, discernir um segundo problema
probabilistico (que pode ter, inclusive, um carater totalmente
diferente do primeiro) descrito pela teoria resultante, e £fi -
nalmente resolver o primeiro problema simulando o segundo.

Desde 1961[239, varias técnicas Monte Carle tem sido

utilizadas no problema de percolagao tais como simulacao da re

deCEQ?lg;g@;Eﬁ“ézi’Jéé’etc) , acréscimo gradativo de pontos a

| (127

uma distribuicao de "clusters"
teI‘” (]'_2_8_5129 )

crescimento de um ''clus
, flutuacoes de forma para um ”cluster”(Lglgélléa,
etc. Essas técnicas estao descritas sucintamente nas referén-
cias (50) e (57) (para descricdo mais detalhada do método de
simulacao da rede vide Cap. 11 do livro de Hammersley ¢ Hands-
combCUﬁ)). O0s métodos Monte Carlo tém sido usados nao so no
calculo de varias grandezas macroscopicas (vide secdo 2.1.3) co
mo também no calculo de parametros relativos & estrutura de
"clusters' tais como o raio, a area de superficle e o perime-
tro de "clusters'" de um dado tamanho, parametros estes que ser

vem para distinguir entre varias formas possiveis de um ‘''clus

ter" ("ramificada', tipo 'hidra", tipo "queijo suicgo'", etc).

2.1.6.3 - Grupo de Renormalizagao

A técnica de grupo de renormalizagao (GR) (vide ref.
(19) e referéncias internas), cuja utilidade em transigles de
fase térmicas tem sido enorme, foi aplicada pela primeira ' vez

CEE). 0 GR em percolacgao

a percolacdo em 1975 por Harris et al.
esta assentado sobre o fato basico do comprimento de correla-
gao gp ser muito grande na regido critica, divergindo para p =

= DPe (cf. eqs. (2.1.3.12)). Portanto, quando p = P todos os
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comprimentos finitos tais.como os diametros dos "clusters' sio
muito menores que Ep, e o sistema parece similar, a parte sim-
ples fatores de escala, qualquer que seja a escala de compri-
mento adotada para estudar o sistema. Isto permite 'renormali-
zar' o sistema sem olhar para cada ponto deste individualmente,
mas sim tomando médias sobre regides cujas dimensdes lineares sio
<<gP (isto &, reduzindo o nimero de graus de liberdade), de tal
maneira que o sistema renormalizado € uma versdo reescalada do
sistema original. Se esta transformacao for feita na propriare
de chama-se GR no espago real; se for feita no espacgo deFourier cha
ma-se de GR no espago reciproco (¢ nNeste espaco que normalmente sdo
feitas as expansces em g) .

As transformagoes de GR no espago real substituem gru
pos locais de sitios e ligagdes por um numero menor de sitios
¢ ligacOes com parametros renormalizados escolhidos de modo a
preservar a conectividade local. Uma relagao € entdo estabele-
cida entre problemas similares com escalas de comprimento dife
rentes, a partir da qual pode-se obter os expoentes criticos.
A primeira aplicacdo a percolacdo de GR no espaco real deve-se
a Young e Sthmhcmmm(kzgg desde entao varios trabalhos tem sido
feitos utilizando diversas técnicas tais como dizimacdo (refe-

réncias (133,134,135)), método Migdal-Kadanoff (refs. (136,137,

138)), "méetodo do eletrodo" (refs.(139,140,141)), transforma -
¢oes tipo célula-sitio ou c€lula-ligac¢des (refs.(142,124, 143,

61,144,145,126,146,63), etc.

Metodos de GR no espago dos momenta referem-se a pro
blemas similares com escalas de momentum (ou de nimero de on-
da) diferentes. Neste caso usa-se uma formulacao hamiltoniana

(147)

de Potts estendida para variavel de spin o5 continua a

renormalizacdo & feita sobre a transformada de Fourier da sua



43

funcao de particdo (numa aproximacao de lei Gaussiana) para =1
usando teoria de perturbacao em € = 6-d, Desta forma, os expoen

tes criticos foram calculados em ordem ¢ para o problema de 1i-

gacdes por Harris et al.(lgi) e em ordem 82 por Amit(lds)

(132). A forma de escala para G(p,h) foi obti-

(32)

Priest e Lubensky

da por Stephen(lég), e Giri et al.

indicaram como os calcu-
los podem ser estendidos para percolagao de sitios (em particu-
lar, assumindo que as generalizacoes que obtiveram para ¢; con-
tinuas das hamiltonianas efetivas dos modelos de percolagao de
ligacoes e sitios fossem representativas destes modelos, mostra

ram que ambos os modelos tém expoentes criticos e comportamen-

tos idénticos em (6-g) dimensoes).

2.2 - FERROMAGNETOS DE ISING PUROS

2.2.1 - Introducgao

0 modelo de Ising para um ferromagneto tem sido muito

()

estudado desde a sua introducao porque & o modelo tedrico
mais simples, exatamente solivel em alguns casos, que exibe fe-
nomeno critico (para sistemas, com interacoes finitas de alcan-

ce finito isto ocorre para d > 1). 0 modelo ferromagnético in-

troduzido por Ising(l) consiste de spins S = 1/2 localizados
sobre os sitios de uma rede, spins cujas componentes z
(S?'= + 1/2) podem estar no estado "up" (oi = +1) ou no estado
"down" (o) = -1) e que interagen entre pares 1 e j

(J.. > 0

.. . . T o.0.
de primeiros v1zlnhos com uma energia J1J 195 i
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para ferromagnetos) e com um eventual campo magnético externo
H com uma emnergia -Ho,. A hamiltoniana que descreve este mode-

lo estatistico & entdo:

(g. = +1 ¥i1; J.. > 0, H > 0)
<ij> 1 1] o

(2.2.1.1)
onde <ij> refere-se a sitios primeiros vizinhos.

(7)

Ising resolveu exatamente este problema para uma cadeia li-
near unidimensional e provou que, neste caso, nio hd transigio
de fase (temperatura de Curie TC = 0 para d=1). O primeiro re-
sultado para d=2 foi obtido por Peierls em 1936(§) mostrando
que para uma temperatura suficientemente baixa, deve haver uma
magnetizacio espontanea. A aplicacdo do método de matriz trans
feréncia a este modelo na rede quadrada e a descoberta da dua-

(151) op 1941 permitiu o  calculo

lidade por Kramers e Wannier
exato da temperatura critica (TC#D e portanto ha transicao de
fase para-ferromagnética como previsto por Peier15(§J).Logo em
seguida, deu-se um enorme passo quando Onsager(g) em 1944 cal-
culou exatamente a funcio de particdo, a tensdo de 'contorno"
(0o equivalente a tensio superficial para d=3) e o calor especi
fico do modelo ferromagnético de Ising anisotrOpico sem campo
magnetico na rede quadrada. Oito anos depois, Yang(lg) calcu -
lou a magnetizacgao espontanea (a qual ja tinha sido anunciada
por Onsager numa conferéncia de transicoes de fase proferidana
Universidade de Cornell em 1948) para a rede guadrada isotropi
ca. Um niimero enorme de trabalhos usando os mais variados mé
todos tem sido feitos(zl’lég’léé) (para referéncias de traba -

lhos mais recentes veja ref. (154)) para diversas redes em va-

rias dimensées d, incluindo ou ndo: anisotropia, intera-
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¢O0es com vizinhos distantes, campo magnético externo paralelo
ou transverso, extensoes do modelo para interacdoes a n spins ,
extensoes do modelo para spins diferentes de 1/2 (onde a compo
nente z do spin Si’ representada por 0., pode assumir neste ca
so mais de 2 valores). Apesar de tantos esforcos envidados,nin
guém conseguiu ainda calcular exatamente para d = 2 a expres -
sdo analitica para a fungfo de particdo com um campo magnético
externo qualquer. Para sistemas d-dimensionais (d > 3) a situa
¢do €& bem pior: ndo se conhece nenhuma expressdo analitica exa
ta para grandezas termodindmicas; somente alguns teoremas ge -
rais foram estabelecidos rigorosamente(lég).

Devido @ existéncia de algumas solugoes exatas e da
possibilidade de se obter expansfes em séries de altas e bai-
xas temperaturas, o modelo de Ising para spins 1/2 serviu como
pioneiro no estudo de comportamentos criticos, e muitos resul-
tados importantes na teoria de fendomenos criticos foram desco-
bertos com a aplicacdo ao modelo de Tsing., Além do grande in-
teresse tedrico que este modelo apresenta, o modelo de Ising
tamb&m & importante sob o ponto de vista experimental visto que
descreve com uma boa aproximacdo diversas substancias magnéti-
cas(gi) tais como COCSSBIS (d=2), C0C53C15 (d=3) e DyPO4
y (25)

{d=3), bem como sistemas adsorvidos em substratos (d=2 co

mo, por exemplo, atomos de *He adsorvidos em kriptonio "prepla

(26)

ted" grafite — .

2.2.2 - Natureza da Transicdo, Fronteiras e Expoentes Criticos

E sabido que a transicao de fase que ocorre no ferro
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magneto de Ising € continua qualquer que seja a dimen
sio d » 1 do sistema considerado. No que concerne as frontei -
ras criticas que separam as fases paramagnética da ferromagné-
tica, a introdugfo de varias transformacdes (que relacionam a
funcdo de particac de uma rede com a de outra rede) tais como

dualidade(lél’—g—), triangulo-estre1a(—2—’l§§)

(157)

, decoracdo~ite-
racao possibilitaram o calculo exato de varias fronteiras
criticas associadas a redes planas anisotropicas e inomogéne
as (vide (153) e refs. internas) (tals como as redes quadrada,
triangular, 4-8, Kagomé, 3-12 e suas respectivas duais). Sao
conhecidos exgtamente também os expoentes criticos para d=2 (po
téncia de escala térmica ye = 1 e poténcia de escala magnética
Yy = 15/8, e portanto, usando relagdes idénticas as equacgGes
(2.1.5.6), (2.1.5.4c) e (2.1.5.11) com y, by Y vé-se que a=0,
g = 1/8, v = 7/4, § = 15, v =1, n = 1/4), Para d = 3 existem
varias estimativas numéricas  obtidas por expansao
em séries, métodos Monte Carle, GR, etc, para os pontos criti-
cos (vide, por exemplo, Tabela I-a do Apéndice D) e expoen -
tes criticos (vide, por exemplo, Le Guillou e Zinn—Justin(lég)
e referénecias internas). Para d > 4 existem algumas estimati -
vas para a temperatura critica (vide, por exemplo, Tab. I-b do
Apéndice D) e para expoentes criticos (vide, por exemplo Fi -

(159) para d = 4,5,6; Moore(lggj

sher e Gaunt e Pfeuty e Toulou
se(wggJ para d = 4). No limite d + «, séries de altas tempera-
turas tornam-se equivalentes as séries da teoria de campo mé -
dio. Na realidade, no que concerne aos expoentes criticos, os
valores de campo médio sdo atingidos muito antes, com d_. = 4

. ~ . - 9
sendo a dimensao CI‘ltlca(j) que separa o comportamento chama-
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do de classico (campo medio) do comportamento ndo-classico. Os
valores obtidos para os expoentes criticos usando a teoria

classica de Landau sao: o =0, 8 = 1/2, v =1, § = 3, v = 1/2,

M 0 (que correspondem a Y = Z e vy, < 3).

2.3 - FERROMAGNETOS DE POTTS PUROS

2.3.1 - Introdugdo: Definigdo e Importancia do Modelo

0 modelo de Potts usual com q estados(—;l), também

chamado de modelo de Ashkin-Teller-Potts por razGes histoOricas
(a versdo gq=4 deste modelo foi estudada primeiramente por Ash-

kin e Teller(lgi)),

originalmente introduzido como uma genera-
lizacao para um nimero maior do que g=2 estados do modelo de
Ising, tem-se tornado nesta Gltima decada um foco de interesse
crescente para fisicos tedricos e experimentais (para uma revi
sao detalhada recente veja Wu(—gg)). Do ponto de vista tedri -
co, o modelo de Potts & muito importante devido as suas rela -
coes com varios problemas importantes da mecdnica estatistica
em redes, bem como a riqueza e a complexidade do seu comporta-
mento critico. As suas conexGes com varios outros modelos esta
tisticos de solugdes em geral ndo conhecidas teém possibilitado
o estudo das propriedades destes modelos a partir de resulta-
dos conhecidos do modelo de Potts e vice-versa. Desta forma @
que a maioria das propriedades criticas conhecidas do modelo
de Potts bidimensional foram estabelecidas. Exemplos de mode -

los relacionados com o de Potts sdo: modelos de veértices
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que contém em particular modelos com regras de ge10(162’163’16®,

modelo Z(N)(gg’ég’lgéJ, percolagao de ligagoes (q ~ 1)(§i), per
colagao de sitios (limite de q + 1 do modelo de Potts com inte

(ég,ég))

racoes a n corpos percolacdo de sitios-ligagbes (limi~

te de q + 1 do modelo de Potts com interacdoes a 2 e a n > Z Cor
pos(ggﬁgé), percolacao de ligagdes em arvores (q ~ 0@9@4@2&5&9)’
resisténcias lineares distribuidas aleatoriamente sobre uma re
de (q ~ O(lgg)), vidros de spin diluido (q ~ 1/2(§if§§)), siste
mas de spins cléssicos(gﬁj.

Do ponto de vista experimental, hd varios sistemas £i
sicos reais que pertencem a mesma classe de universalidade (is-
to &, que possuem o mesmo conjunto de expoentes criticos) que
3 do modelo de Potts, fornecendo assim diversas realizagdes ex~
perimentais do modelo de Potts. Por exemplo, & sabido(ég’éz’zé)
que transicdoes de fase em monocamadas e submonocamadas ad -
sorvidas em superficies de cristais sdo bem descritas por mode-
los de Potts bidimensionais para diversos valores de q: atomos
de 4He adsorvidos em kriptonio intercalado com grafite com co -

(2@)), 3(§§))

bertura 1/2 (q=2 idem com cobertura 1/3 (q =

atomos de 0, adsorvidos em niquel (q=4(§g)). Diversas reali-
zacoes experimentais do modelo de Potts tridimensional também
foram feitas tais como: ferromagneto ctbico DyAl, submetido a cam-
po magnético diagonal em relacdo aos seus 3 eixos faceis (q =

3(49)), transicdo de fase estrutural em SrTiO3 submetido a
pressdo externa (q = S(El)), mistura de fluidos etileno-glicol+
+agua+alcool laurilico+nitro-metano+nitro-etano (q=3(lgg)),trag
sicao ordem-desordem de C6Li (q=3(lzg)),antiferromagnetos FCC

do tipo I (gq=3 e q=4(iZl)), gelagao e vulcanizagao em polime-
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meros ramificados (0 < q < 1(11233.

0 modelo de Potts usual consiste em associar a cada

- - - . - -~ - -
sitio i de uma rede uma variavel randomica 0. que pode assumir
q valores distintos [Gi = 1,2,...,9 ¥i); a energia de intera -

cdo entre pares <ij> de primeiros vizinhos € ~quj60 0 (J 0
173

para ferromagnetos) e com um eventual campo magnético externo

>
1]

H aplicado ao estado o & —chSG o A hamiltoniana que descreve,
i
entao, um ferromagneto de Potts submetido a um campo magnético

H pode ser escrita como:

%=_qu_, S - gH § & (0.=1,2,...,q ¥i;J..>0, H > 0)
iy 1170405 pooi% Tl )
(2.3.1.1)

Observe que para q = 2 a hamiltoniana (2.3.1.1) reduz-se a de
Ising (formula (2.2.1.1)) a menos de uma mudanga do zero de

energia.

2.3.2 - Natureza da Transigao

Uma questao importante que tem sido muito investiga
da no estudo das propriedades criticas do modelo de Potts refe
re-se a variacdo do valor critico q. com a dimensdo espacial d
(a transicdo & de 12 ordem para q > qc(d) e € continua para
q < q.(d)). No limite q » =, Pearce e Griffiths (172

(174)

recentemente a conjectura de Mittag e Stephen*-—~, qual seja:

provaram

. -~ - a . -
a transicdao & de 1% ordem para d > 2 (ou seja, a teoria de cam

po médio(l75’176’174) , a qual prediz uma transigao de 12 or -

dem para q > 2 ¥d, € assintoticamente exata para q =+ «). Resul
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2/(d-1)

tados de GR(lZZ’lZ§) fornecem que e diverge como e no

.. + -
limite de d » 1 . No que concerne d = 2, esta agora bem estabe

4(179’1765180). Para d = 3 nao se conhecem

lecido que qc(Z)
resultados exatos e, em particular, muitos trabalhos tém sido feitos

visando a elucidar a ordem da transigao para q = 3. Resulta -

(181) fornecem transigao de 12 orden,

| (182)

dos de GR (expansao em €

prediz transicao de 22 or-
(180)

enquanto que GR no espago rea

dem) e de séries (expansdes de altas temperaturas indicam

que a transigdo € de 1% orden para q > 3, enquanto que Miyashi

18 ~ . ~
ta et al(_—é) acharam que expansoes de baixas temperaturas sao

inadequadas para identificar a natureza da transiglo) sao in -
(184,185)

conclusivos. Mas simulacdoes Monte Carlo , calculos Mon
te Carlo aplicado a grupo de renormalizagéo(lﬁg), calculos de
método variacional en ”clusters”(lﬁz), e experiéncias em siste

mas pertencentes a4 mesma classe de universalidade que a do mo-
delo de Potts tridimensional com q = 3 estados fornecem eviden
cias claras da transicdo (q=3, d=3) ser de 12 ordem. Inclusive
um calculo numérico recente(22§) de GR variacional indica que
esta transicio & definitivamente de 12 ordem. Assin sendo,acre
dita-se atualmente que o modelo de Potts (g=3,d=3) possuli uma
transicdo de 12 ordem. Para d > 3, poucos trabalhos foram rea-

lizados. Resultados de Monte Carlo aplicado a GR(lﬁéj,

(188) 1 (177)

expan -

e de GR variaciona indicam que a transi-

soes en €

¢do no modelo de Potts com q=3 e d=4 g de 12 ordem. Ditzian e

Kadanoff(}§g) através de uma anialise de expans@o em séries de

¥

altas e baixas temperaturas, chegaram a mesma conclusdo para o

caso (q=4,d=4). Para d > 4, os resultados de Andelman e Ber-
(188)

ker(lzz) e de Aharony e Pytte sao consistentes com
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qc(d > 4)=2. *

Na Fig. 2.3.2.1 mos Aﬁtl iﬂ&A)
tramos a variagao qualitativa
de q. em funcao da dimensdo

espacial d do sistema, levan-

do-se em conta o comportamen-
to assintotico de q. para d - t
'3 J
+
-~ 1, o ponto exato qC(ZJ = 4’<§

o resultado nao provado  mas

|2/
o 4 4 3 4
Fig. 2.3.2.1 - Grafico qualitativo de

muito provavelmente certo da

| d

- a
transicao ser levemente de 1-

ordem para q = 3 ed = 3, e o de q, versus d (para q > qc(d) a tran
resultado q_(d > 4) = 2 de GR sicdo & de 12 ordem). Resultados exa-

(188) _ to (o} e aproximado (e) tambem estdo
(Aharony e Pytte*——J. Grafi i 4icados. A regifo hachureada refere
cos parecidos podem ser vis - -se a transi¢es continuas.

(190) 178)

tos em Riedel Nienhuis et al.(um— e em Wu(—gg).

2.3.3 - Fronteiras e Expoentes Criticos

0 modelo de Potts ferromagnético foil resolvido exata
mente para a rede de Bethe(lgl) e para o modelo de Ising (g=2)
nos casos que mencionamos na Segdo 2.2.1. No entanto, varios re
sultados exétos (provenientes, por ex., de relacdes de dualida
de, de conexoes com modelos de solucgao conhecida) e aproxima-
dos referentes a propriedades criticas de ferromagnetos de Potts
tém sido estabelecidos. As Unicas fronteiras criticas de ferro

magnetos de Potts anisotropicos com interagoes a 2 corpos que

sio conhecidas exatamente correspondem as redes guadrada, tri-
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angular ¢ "honeycomb" para q > 4(§§—) e para q = 2( ? ’192)_55

pera-se quec as expressOcs analiticas em fungdo de q encontra-
das para estas fronteiras criticas continuem sendo exatas para
q < 4 (o que ocorre rigorosamente para g = 2), embora isto nao
tenha sido provado rigorosamente. Estas fronteiras criticas pa
ra qualquer valor de g foram conjecturadas (assumindo que exis
ta uma #nica transicdo de fase) inicialmente por Potts(gz—) pa
ra a rede quadrada isotropica e por Kim e Joseph(lgé) para a
rede triangular isotropica; depois foram estendidas para o ca-
so anisotropico independentemente por Baxter et al.(lgi) e por
Burkhardtc380uﬂmmn(lgﬁj. Baxter(lzg) e Baxter et al.(lgi) mos -
traram que, para q > 4, ocorre realmente uma transicdo de pri-
meira ordem para as temperaturas criticas conjecturadas; poste
riormente, Hintermann et al.(ﬁﬁ—) provaram que esta transicfoé
Znica. No que concerne aos expoentes critices para d=2 e q < 4,

(193) para a potencia de esca-

existe uma conjectura de den Nijs
la térmica yt(q) e uma conjectura formulada independentemente
por Nienhuis et al.(lgg) (usande GR variacional) e por Pear-
son(ng) (usando ajuste numérico) para a poténcia de escala
magnética yh(q) que sdo muito provavelmente exatas: hd varias
evidéncias (ref. ( 28) e refs. internas) corroboram com ambas
conjecturas.

Para d > 2 ndo existem resultados exatos; estimati-
vas para os pontos criticos em varias redes, obtidas mediante
diversas técnicas tais como expansbes em series, Monte Carlo |,
Monte Carlo aplicado a GR , podem ser vistas nas Tabs. Ia e
Ib do Apéndice D e Tabs. IT e TII de wu (28 Quanto aos expo

entes criticos, sdo poucos os resultados disponiveis para d >3.
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No entantoe, Nienhuis et al.(ng) calcularam numericamente am-
bos yt(q) e yh(q) para d = 1,58, 2, 2.32 (usando GR variacio -

nal) e para 1 < d < 5 (usando a aproximacao de Migdal-Kadanoff)

2.4 - SISTEMAS MAGNETICOS RANDOMICOS

2.4.1 - Introdugao

Durante os ultimos anos, muitos esforgos tém sido dis

pendides no estudo de transigoes de fase magnéticas em siste -

(198,199); em particular, consideraremos aquil SO

L9

mas randomicos
mente sistemas com desordem substituciona . A aleatoriedade
pode ser proveniente ou da substituigdo de atomos magnéticos
por atomos diferentes (problema de sitios) ou de interacoes de
super-troca ("super-exchange') randomicas entre atomos magnéti
cos iguais (problema de ligagdes). Em particular quando as in-
teracdes se anulam aleatoriamente estamos diante de um proble-
ma de ligagdoes diluidas. Além disso, a desordem pode ser 'ammea
led" ou '"quenched" conforme o método de preparagdo do sistema.
No sistema "annealed”, a temperatura e eventuais parametros ex
ternos sao variados muito lentamente de tal forma que o siste-
ma esteja sempre num verdadeiro equilibrio termodinamico (nes-
] - g8k, T
te caso a energia livre & dada por F = -kgT &n <TT e >conf

onde <... indica uma média configuracional). Ao passo

>
conf

que o sistema ''quenched" & obtido esquentando-o a uma tempera-

® - . . , o~ - . .
( )onde a desordem esta na distribuicqo dos atomos sobre uma rede cristali-
na e nao nas posigoes ocupadas pelos atomos {(que corresponderia a uma

desordem estrutural).
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tura muito alta e depois resfriando-o subitamente para uma cer
ta temperatura (neste caso a distribuicdo aleatdoria de spins
esta congelada e as posig¢les dos spins podem ser consideradas
independentes uma vez que nao ha tempo para se corrclacionarem;
. _ . _%/kBT
a energia livre e entao dada por F = -k, T<fn Tr e ).
B conf
Os modelos ferromagnéticos ''annealed" sdo num certo sentido

mais faceis de serem tratados pois estao relacionados(ggg)

com
os medelos puros correspondentes: o conhecimento da solucgdo exa
ta do modelo puro considerado permite, entao, fesolver exata -
mente o modelo "annealed" correspondente. Nos modelos 'quenched'
(os Unicos que serdo considerados ao longo deste trabalho), o
tratamento tedrico do problema de sitios € mais complicado que
o de ligag¢Oes pois a auséncia de uma ligacdo ndo altera as con
tribuicfes dos sitios vizinhos que estao ocupados. Por outro
lado, o problema de ligacgdes & mais dificil de ser tratado ex-
perimentalmente do que o problema de sitios onde varios siste-
(202)

(201)
pF4 EALR szcOngl_pF4 ,

(203) (204)
Rb,Mn Mgy Ty , MnZng Fp RSl CopZng RS :
(204)

etc. Uma realizagado experimental do proble-

mas foram estudados: KZCu Zng _
(101)

KanNll_pF3
ma de ligagoes pode ser obtida em sistemas analogos ao

) (205)
1-p~ 2

sencialmente via "super-exchange" através de atomos de S ou de

Co(SpSe onde os atomos de Co interagem entre si es -

Se.

2.4.2 - Diagrama de Fase de Ferromagnetos de Ising com Ligagdes

Diluidas "Quenched"

Os modelos em Sistemas randomicos queée vamos conside-
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rar ao longo deste trabalho restringem—se a ferromagnetos com
ligacdes randomicas '"quenched": Ising diluido (Cap. 6) e Potts
com uma distribuigao qualquer LP(Jij) de ligacgoes (vide subse-
cio 5.4.6). 0 estudo de propriedades criticas na vizinhanca de
transigbes de fase térmicas continuas em sistemas  randomicos
"quenched" leva naturalmente ao estudo de transigoes de fase
geométricas abordadas na Secao 2.1. Em particular, em ferromag
netos diluidos "quenched'', nao existe transicdo de fase magné-
tica sem a formacdo de um “cluster'" infinito de ions magnéti -
cos. Portanto, nestes sistemas, devemos considerar o problema
geomeétrico da formagéo de um "cluster" infinito em fungao da
concentracio p de ions magnéticos. Para fixar ideias, conside-
remos o modelo de Ising ferromagnético "quenched'" com ligagoes
diluidas entre primeiros vizinhos cuja hamiltoniana & dada pe-
la eq. (2.2.1.1) onde H = 0 e a intensidade de ligagdo J.lj e
uma variavel randdémica independente com uma distribuigao de pro

habilidade
]P(Jij) = (1-p)6(Jij) + pS(Jij—J) (J > 0) (2.4.2.1)

Para p = 1 (ferromagneto puro) temos um problema de transigao
de fase termica onde a competicdo entre a tendéncia a or-
dem (o alinhamento dos momentos magnéticos diminui a energia
no caso de um ferromagneto) e¢ a tendéncia a desordem (o desali
nhamento dos momentos magnéticos favorece @ entropia) depende
da temperatura T: somente para T < T_ a ordem ganha,dando ori
gem a magnetizacdo espontanea M # 0. Para T = 0 temos um pro -

blema de percolagdo pura onde M = 0 para p < p. € M7 0 para
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57 ,58 -
p > pc(———’_—ﬂ).Para valores intermedidrios de p (pc <p < 1)

¢ para T # 0, ha uma mistura entre aspectos térmicos ¢ geomé -
tricos (o tratamento estatistico deste problema envolve pois
médias térmicas e configuracionais simultaneamente): o apareci
mento de M # 0 ocorre para T < Tc[p), onde a ‘temperatura criti
ca T. diminui 3 medida que diluimos o sistema (pois ao diminu-
irmos a concentracdao de elementos cooperativos estamos dificul
tando o ordenamento dos momentos magnéticos) até anular-se quan
dop=rp.. A temperatura critica Tc(p) ¢, portanto, uma funcao

monotona crescente em p que liga os pontos A(Tc(pcj =0) e

fPuTO

B(TC(IJ = ) indicados nas Figs. 2.4.2.1la e 2.4.2.1b. No

:

A X 1
0 FL F O Pe f)
(a) (b)
Figs. 2.4.2.1 - Fronteira critica para (P) - fetromagnética (F)(qualitativa}
para modelos de Ising com ligacgoes diluidas "quenched" para
(a) d =2 e (b) d=3.0s pontos A e B correspondem respectivamente  a0s

pontos fixos da percolagao pura e do Ising puro; C corresponde ao ponto fi-
xo randomico. As setas indicam os sentidos dos fluxos esperados.

?
—_— e —— o ae ann
Th el e e e AR il e e

ponto A, a tangente & infinita devido ao fato de aparecer um
"gap' entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado
no espectro de magnons, e conseqlientemente deveriamos esperar
para baixas temperaturas um compor tamento assintotico

-cte/T
e € cte(p-p.). Este ponto A e um ponto multicriti-
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206 T . . -
co(———); a transicao ¢ do tipo percolativa ou termica confor-

me nos aproximamos do ponto A ao longo do caminho T = 0 ou do
caminho p = P respectivamente. Para p ~ P. © T a0 existe
um '"crossover" do regime percolativo para um regime critico tér

mico. Varias formas de escala para o '"crossover" foram propos
206,207 101 208
e (206,207,101, 208) (209)

Wallace e Young mostraram rigorosa-

mente que o expoente de "crossover" ¢ (definido por
-y -23/k,T

XkpT = ]p—pcl P afe B (p—pc)¢} onde X & a susceptibi-
lidade magnética, a qual esta relacionada com S(p) em T=0 atra
vés de XkBT = S(p)) € igual a 1 concordando com suposicoes
anteriores '"ad hoc'". Quanto ao ponto B (ferromagneto puro), o
comportamento para p ~ 1 & linear porque trata-se essencial-
mente de um problema com uma ligacao ausente (o que nao impli-
ca que T_(p) seja uma fungdo analitica em p=1(;gg)3,e espera
-s5¢ que no limite p - 1:

Z+x (2.4.2.2)

T-T.(1) ~ a(l-p) + b(1-p)
onde a, b s3o constantes e X ¢ eventualmente ndo-nulo.

Uma questdo de fundamental importancia refere-se a
variacio dos expoentes criticos ao longo da fronteira critica.

Para p = p_. existe um conjunto de expoentes criticos (o B

p’ P’
etc) caracteristicos da percolagao que sdao diferentes do con -
etc) relativo ao modelo de Ising puro (p = 1)

(210)

junto (a,, 8>

Para P. <D < 1, Harris sugeriu, usando argumentos geralils,
que o conjunto de expoentes criticos ¢ o mesmo que o de Ising

puro se oy < 0, enquanto que s¢ Oy > 0 entdao aparece um novo

conjunto de expoentes criticos associados a um ponto fixo ran-
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domico representado por C na Fig. 2.4.2.1b; para o caso margi-

nal a, = 0 o critério de Harris € inconclusivo. O critéerio

t
de Harris pode ser obtido também(gll)

(212)

pelo método das répli -

cas combinado com argumentos de escala; tal analise for-

nece que o expoente de "crossover"” correspondente a uma pertur

bagdo associada @ aleatoriedade € dado por ¢ = o, /v, (onde o,

e v estao associados ao modelo de Ising puro). Uma vez que

t
(158)

> 0 para o modelo de Ising tridimensional, deveriamos

o
t
obter, em termos de GR, uma linha critica com os fluxos nos sen

tidos indicados na Fig. 2.4.2.1b. Quanto ao modelo de Ising di

luido bidimensional (onde Oy = 0), simulacoes Monte Carlo(%liv

214,215,216 sio consistentes com a Fig. 2.4.2.la onde o pon-

to fixo correspondente ao Ising puro € estavel com respeito a
aleatoriedade.

A fronteira critica para-ferromagnética Tc(p) do mo-
delo de Ising com ligacgdes diluidas "quenched" nao & conhecida

exatamente em redes regulares; no entanto, solugoes exatas fo

ram obtidas para pscudo-redes tais como a rede de Bethe(zlz)

(§l§’gl§). No entanto, alguns resultados exatos sao conhe

} . o . 210,220
cidos tais como os pontos criticos e suas derlvadas(———’———

221)

cacto

b

nos pontos extremos Tc(l) e Tc(pc) = (0, bem como limi-
tes superiores e inferiores para Tc(p)(zz;). Varios resulta -

dos aproximados para a fronteira critica foram obtidos median-

. - . ~ P 210,223
te diversas tecnlcas talis como eXpansoes €m serles(ﬁ——’———) s

10(224,213)

Monte Car método Variacional(;;i), interacoes efe-

tivas(226,227,228)

b

argumentos de dualidade e/ou método das ré
(231, 44 ,232,233,

>

(229,220.,230)

plicas e grupo de renormalizacgao

234,235,236




- 50-

2.4.3 - Diagrama de Fase de Ferromagnetos de Potts com Ligacdes

Randomicas "Quenched"

A fronteira critica exata do modelo de Potts com liga
¢oes randomicas ''quenched" em redes regulares nac € conhecida ;

(ZQZ) calcularam a

no caso de redes de Bethe, Southern e Thorpe
fronteira exata para o modelo diluido, cuja extensdo para liga-
¢goes com uma distribuicgao de probabilidade IP(Jij) qualquer foi
conjecturada por de Magalhaes e Tsallis(géﬁ) (vide eq.(5.4.6.2).
Apesar da relacao de dualidade ter sido estabelecida rigorosa -

nente (237,200

para o modelo de Potts bidimensional com 1liga -
¢Ges randomicas ''quenched', esta relacdo nao € suficiente para se
determinar a fronteira critica do ferromagneto de Potts '"quen-
ched" com ligac¢des mistas (onde a cada ligacdo esta associada
uma distribuicao de probabilidades independente P(Jij)=p6UFJr)+

+ (1—p)6(J—J2); J, > 0, J2 > 0) na rede (auto-dual) quadrada ;

1
mas no caso p = 1/2 a invariancia por permutacdo Jq 5 J, Jjunto
com a relacdo de dualidade permite calcular o ponto critico exa
to obtido primeiramente por Fisch(zég) para q = 2 e estendido

(211) para qualquer valor de

posteriormente por Kinzel e Domany
q. Apesar desta fronteira critica ndo ser conhecida exatamente
para qualquer p, Levy et 31.(Z§i) fizeram, para g=2, uma propos
ta numerica com uma Otima precisdo e que satisfaz todos os re -
sultados exatos conhecidos. No caso mais geral de um ferromagne
to de Potts em rede quadrada anisotropica com distribuigoes ar-
bitrarias de probabilidades P(Jij) para as ligagoes horizon -
tals e P'(Jij) para ligacoes verticais, T531115(£EHD propas ,
como aproximagdo muito acurada para sua fronteira critica, uma

forma analitica que contem varios resultados exatos como casos
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particulares. Recentemente Tsallis(gﬂl)

estendeu essa proposta
para a rede triangular anisotropica.
No caso de ferromagnetos de Potts bidimensionais com

ligagdes diluidas ""quenched", espera-se um comportamento quali

tativo para Tc(p) do tipo esquematizado na Fig. 2.4.3.1. No-

KT, Fig. 2.4.3.1 - Grafi ati
e g. 2.4.3. rafico esquematico
$«J£*— da fronteira criti-
IB(. :f) ca para (P)-ferromagnetica (F) do
ferromagneto de Potts com Tligacoes
0) lglg=d) diluidas "quenched" para valores di
, ferentes de q. p. e a probabili-
GL%::3) dade critica de pércolacgao,
EE’)UU:L!)
|
(F) | te que aumentar o valor de g
1 v Ed
0 V3 1 P corresponde a diminuir as inte

ragoes ferromagneticas "efetivas" (pois a probabilidade de ter
mos em sitios vizinhos 0. = Oj diminui) e conseqlentemente
Tc(p) decresce. As mesmas consideragoes que fizemos sobre o mo
delo de Ising (q=2) diluido valem também para qualquer  valor
de q: para T_+ 0 temos um comportamento assintotico da for-

—qJ/kﬁTC _ -1
ma e v c(p-p.) {onde ¢ = Lnq| p_(q-1) J foi calcu

lado exatamente, para d = 2, por Southern e Thorpe(gézl) e pa-

ra p» 1 Tc(p) apresenta um comportamento linear (Southern e

(257) -

Thorpe obtiveram exatamente, para d=2,]j;(l[j [dTCﬁhﬂp=1=

- - _ -1

= pc/inKC(l—pC)%;]pzl onde K. = qJ/kyT e e =N "3{&nZ)/3Kre
presenta essencialmente a energia interna por ligacgao; Nb & o
numero de ligacoes da rede). Outrossim, o argumento de escala

formulado para o ponto multicritico A (TC=0) foi estendido por
(242) (ZOQ)HKS

Lubensky para qualquer valor de q. Wallace e Young

traram rigorosamente que o expoente de "crossover! ¢ & igual

a 1 para o modelo de Potts continuo no limite q ~+ l.Cmﬁglﬂﬁggg
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provou, através de um procedimento de renormalizacio que & exa
to perto de T = 0, que ¢ = 1 ¥q ¥d. Uma vez que nos modelos de
Potts puros bidimensionais ap > 0 para q = 3 e q = 4, espera-se,
de acordo com o critério de Harris, que os comportamentos cri-
ticos dos sistemas diluldos para q = 3 e 4 sejam diferentes
dos comportamentos dos sistemas puros correspondentes (ou se-
ja, os fluxos dos diagramas T. x p sao do mesmo tipo da Fig.
2.4.2.1b): isto foi verificado recentemente por calculos de GR
no espago real(gﬁi’;ll). Este modelo foi estudado também pela
(200 )

"aproximacao de interacao efetiva”(gié) que corresponde

a solugdo do modelo "annealed".

2.5 - CONCLUSOES

Conforme vimos, a teoria de percolagao estuda as pro
priedades geométricas de "clusters' dos objetos de um sistema,
fornecendo um modelo matemdtico bem definido e intuitivamente
satisfatorio para fenomenos espacialmente randomicos. Por ou -
tro lado, a formacgao de "clusters" de atomos magneticos vizi -
nhos que estao no mesmo estado desempenham papel fundamental
no estabelecimento da ordem magnética de longo alcance nos fer
romagnetos diluidos de Potts. A distribuicdo destes "clusters"
depende das interag¢Oes entre os atomos e da temperatura que
atua desfavorecendo a ordem: ha, portanto, uma mistura de as -
pectos térmicos com geométricos. Mas no caso particular de tem
peratura nula, deparamo-nos com um problema puramente de geome

tria aleatoria caracteristico da percolacao. Além desta co -
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nexao com o ferromagneto de Potts diluido, vimos também que
existe um isomorfismo entre o problema de percolagaoc e o mode-
lo de Potts puro no limite de g > 1. Portante vemos, claramen-
te, que os modelos de percolagao e¢ de Potts (que inclui o mode
lo de Ising como caso particular) puro ou diluido estdo muito

interligados.



CAPITULO 3

PERCOLACAKO ISOTROPICA EM REDES

HIPERCOBICAS (d = 2, 3, 4)

3.1 - INTRODUCKO

Conforme vimos no capitulo anterior, apds os artigos
pioneiros de Harris et al.(;giJ(expanséo em € = 6-d) e de Young
e Stinchcombe(ééé)(GR no espaco real) ,sucederam-se um grande
numero de trabalhos de GR aplicados a percolacao. Em particu -

lar, em varios deles (Young e Stinchcombe(iééz Kirkpatrick(géz

Reynolds et al.(142’124’146),Bernasconi(lié), Shapiro( 61) ,
Tsallis e Schwachheim(lii), Chaves et al.(léé), Nakanishi e
Reynolds(§g1 de Magalhaes et al.(lggféé), Riera et al.(zig) ,
Oliveira et al.(gizj, Nakanishi et al.(giﬁ)) a renormalizacaoc

¢ feita diretamente sobre as probabilidades de ocupagao sem uti

(313

lizar a formulacao de Kasteleyn e Fortuin Neste capitulo

estudamos, através de uma linha de raciocinio similar a de
Reynolds et al.uﬂg), o problema de percolacac de ligacgoes em
redes hipercubicas d-dimensionais (d = 2,3,4) e em redes qua -
dradas com ligacoes entre primeiros e segundos vizinhos (liga-
¢Oes estas assumidas terem a mesma probabilidade de ocorrén -

cia).
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3.2 - METODO DE GR UTILIZADO

3.2.1 - Descricdao do Metodo

0 procedimento de GR no espago real que utilizamos

consiste em:

1) fazer uma particao da rede em celulas (cujos
tamanhos sao caracterizados por um comprimento linear b), vale
dizer, escolher a célula que serad renormalizada numa celula me-

nor;

ii) escolher os terminais, ou seja, as entradas e saidas ( as
quais indicamos por setas: veja Figs. 3.3.1.1.1, 3.3.1.2.1, Figs.
2 e 4 do Apéndice A) da célula maior, definindo assim a dire-

¢do da percolacao considerada;

iii) associar 3 célula maior (cujas ligagoes tem probabilidades
de .ocupacgdo independentes p) um polinomio Rb(p) que representa
a probabilidade desta célula percolar. Ry (p) ¢ da seguinte for-

ma:

Ny . . n, -1 h
Ry(P) = 1 AV prtam b=
i= =

1) 1 (3.2.1.1)
onde o grau ng do polinomio € igual ao nimero de ligacoes rele-
vantest ) da célula e o coeficiente Agl) ¢ o numero de configu
ragées percolantes com i1 ligagoes relevantes presentes € (nb—i)

ligagdes relevantes ausentes.

(%)
Por exemplo, a célula da Fig.3.3.1.1.1b tem 8 ligacoes, mas somente 5
sao relevantes para a percolagao na diregac indicada,
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iv) escolher uma nova célula {(usualmente do mesmo tipo), <com
dimensoes lineares b' < b, que representa a célula original re

normalizada:
v) escolher as entradas e salidas da célula menor;

vi) associar, similarmente ao item (i1ii), a célula menor (cujas
ligagbes tem probabilidades independentes p') um polinomio

Ry (p") cuja expressao analitica & analoga a eq. (3.2.1.1);

vii) definir a transformagao de GR que renormaliza a cé&lula mai

or numa celula menor atraves de:

Ryv(p') = Ry(p) (3.2.1.2)

Com esta transformacao dilatamos entao o parametro de rede a
(que & tomado como unidade de comprimento da rede) de um fator
b/b' (chamado de fator de expansao ou de reescalonamento).
Portanto nesta transformagao, a substituigao de celu
las maiores por células menores corresponde a fazer uma 'mé -
dia" ,no sentido de renormalizacgao, sobre regides de dimensoes
lineares b. Obviamente ha varias maneiras (vide, por exemplo ,
Tsallis e Schwachheim(;ﬂﬂ)) de se definir esta ''media" (isto &,
de escolher a forma, o tamanho e os terminais da célula) pre -
servando a conectividade local; uma cé&lula & tanto melhor quan
to mais ela simule a rede., ou seja, quanto mais elementos de
simetria da rede ela contiver e quanto maior for seu tamanho.
Os resultados obtidos para grandes ''clusters'" ou extrapolados
para b + « nio dependem da definigdo precisa da "média'; mas

a rapidez de convergéncia para o resultado final corresponden-
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te ao limite b » « depende des&1cbfhﬁgéoggg9.Esta transformacao

de GR com um Unico parametro € obviamente uma aproximacio (cha
mada de aproximacdo de "célula independente" ou de uma Unica
celula") pois o problema renormalizado &€ muito mais complicado
que o problema original, sendo eventualmente necessarioc intro-
duzir mais parametros para e5pecificé—io bem. Por exemplo, nao
¢ levado em conta os possiveis ganhos ou perdas de caminhos
conexos entre celulas no processo de renormalizacdo. Uma anali
se detalhada deste problema € feita, por exemplo, em Shapi-
ro(jZLJ e Reynolds et al.(lﬁé).

Vejamos, a seguir, como podemos calcular a probabili
dade critica p. © certos expoentes criticos a partir da trans-

formacgao (3.2.1.2).

3.2.2 = Calculo de P. © yp

Podemos obter uma aproximacgao para Pe através do pon
to fixo (p* = p' = p) instavel p*(b,b") da  transformacao
(3.2.1.2). Este ponto &, portanto, uma raiz nao trivial (p* #

# 0,1) da seguinte equacgao:

Rb,(p*) = Rb(p*) . (3.2.2.1)

Repetindo-se este calculo para células cada vez maiores e ex -
trapolando-se convenientemente para b » « (¥b') podemos entao
obter p. com grande precisao (vide por exemplo, Reynolds et
al.leﬂ“lié)) atraves de:

p. = lim p"(b,b") ¥b' . (3.2.2.2)

b
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Vejamos agora como se¢ obtem a potencia de escala yp.
A equacao (3.2.1.2) expressa como o parametro p se transforma

mediante a seguinte dilatacao da unidade de comprimento a
a -+ a' = (b/b)a (3.2.2.3)

Portanto as distancias r medidas em termos do novo parametro

de rede sdao reduzidas de acordo com

T TS Ry 1{), (3.2.2.4)

e, em particular:

ap+££)=r%/ﬂ5ﬁ (3.2.2.5)

Perto do ponto fixo p*(b,b‘) temos que

_\) —\) _ * p
p_ | | (3.2.2.6)

TS YRS SR "
Ep v [P Epmjpp

que leva a

1/v
= (b/by P = (b/b')yp . (3.2.2.7)

p (b,b")

dp’
dp

+ pode ser obtido a partir

Por outro lado (dp'/dp)p
da linearizacao da transformagao (3.2.1.2) em torno do ponto

fixo p* (b,b') fornecendo entdo a seguinte aproximacgao para yp:

£Zn lp(b,b')
Yp(bab') = Tn(b/b7)

(3.2.2.83)

onde



-68-~-

~ 4R, (p)
_ dp'| d
A (b,b') = = ”H‘“*TETT“- . (3.2.2.8b)
P ap_p*(b,b') va P
dp'

p*(b,b")

Finalmente, usando extrapolacoes convenientes para b + «, pode-
mos obter yp com boa precisao (vide, por exemplo, Reynolds et

al.(gﬂé)) através de

y = lim yp{b,b') (¥b ") . (3.2.2.9)

bh=ew

o

3.2.3 - Cdlculo de Yh

Conforme vimos na subsecao 2.1.4, para calcularmos a
poténcia de escala Yh introduz-se um sitio "fantasma" exterior
a rede que se liga a todos os sitios da rede por 'ligagdes fan-
tasmas' com probabilidades de ocupagao independentes h. Em ni -
vel de células de tamanhos finitos, devemos entdo acrescentar a
cada célula correspondente a h = 0 ligacdes fantasmas que con-
tém somente oS sitios que ndo pertencem a células vizinhas. Nes
te caso, o GR fica definido pelas seguintes relacgoes:

t — 1 sz r 1 —_
Rbr(P'ah ) = va(p ,0) +h Rb'(p ,h') =

ALY
= Ry(p,h) = R (p,0) + h"R (p,h) (3.2.3.1a)

Q. (p',h") = h'gb.(p',h') = Q,(p,h) = th(p,h) (3.2.3.1b)

Rb(p,h){Rb,(p',h‘)) ¢ a probabilidade de atravessarmos a celu-
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la maior (menor) ou pelos caminhos percolantes anteriores cor-
respondentes a h = 0 ou por caminhos que partindo da celula
_ chegam ao ponto fantasma e saem pela celula (contém, portanto,
no minimo duas ligacOes fantasmas - dail os fatores explicitos
h2 e h’2 que aparecem nas eqs. (3.2.3.1)). QbCpJD(Qb,Qf,h@J €
a probabilidade de atingirmos o ponto fantasma partindo de pon
tos escolhidos da cé€lula malor (menor); como todos caminhos pos
siveis contém pelo menos uma ligacdo fantasma, explicitamos o
fator h em Qb (e h' em Qb,).

Ve-se claramente das eqs. (3.2.3.1) que este siste-
ma de equacoes reduz-se, para h = h' = 0, a eq. (3.2.1.2) e
que (p*(b,b‘),h* = 0) & ponto fixo deste par de transforma -

goes. A linearizagdo destas equacoes em torno deste ponto fixo
. cujos elementos

fornece uma matriz Jacobiana %%g_ﬁ?_l
L] p’O

nio diagonais sdo nulos. Consequentemente seus auto-valores sao

(8p'/8p)p*°0 = Ap(b,b') e (ah'/ah)p*go = Ah(b,b'); seus res-
pectivos auto-vetores sao horizontal e vertical no plano p-h
Em outras palavras, as eqgs. (3.2.3.1a) e (3.2.3.1b) se desaco-

plam ao serem linearizadas em torno do ponto (p*(b,b’),h* = 0)

da seguinte maneira:
(p'-p’) = A, (p-p7) (3.2.3.2a)

h (3.2.3.2b)

onde Ap € 0 mesmo auto-valor Ap(b,b') (definido em (3.2.2.8b})
do problema de percolacgdo sem sitio "fantasma" e Ah(b,b') pode
ser calculado simplesmente a partir da eq. (3.2.3.1b) como:

Y]
: Q,(p.0)
AL (b,bY) = {%}ﬁ_] . = m—b‘—— . (3.2.3.3)
E*igab) va(P ,0) p*(b,b‘)
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Das eqs. (3.2.3.2) segue-se que as aproximagoes para as esca -
~ . Y
las de potencia (definidas por Ax = (b/b") X; X = p,h) associa
das aos campos de escala (pnp*) e h sao dadas respectivamente
por (3.2.2.8a) e por:
£n Ah(b,b')

yp(bsb") = . (3.2.3.4)
Ln (b/b")

Una estimativa do verdadeiro valor de Yh pode entao ser feita

através de uma formula semelhante a eq. (3.2.2.9).

3.3 ~ APLICAGOES DO METODO
3.3.1 - Rede Quadrada com Ligacoes Entre Primeiros Vizinhos

3.3.1.1 - Célculo de y_

Nesta secao vamos aplicar o método descrito a rede
quadrada. Escolhemos a famIlia de células auto-duais (vide Fig.
3.3.1.1.1) que sao generalizacoes diretas do 'cluster" de for-
ma H ("ponte de Wheatstone'", veja Bernasconi(lié)) introduzido
por Reynolds et al.(gga.

Ha duas maneiras possiveis de calculo dos polinomios

associados Ry, (p') e Rb(p) (vide eq. (3.2.1.1)), a saber:

n
. . . . . b, |
(i) examina-se todas as configuracoes (em numero de 2 7); so-

mente as configuracoes percolantes contribuem para os coeficien

tes Aél) (método este utilizado, por exemplo, por Reynolds et

al.(lga);
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| {ii}
" i

V//M—-—4>

H

I trrr

b =1 b = b = 3

(a) (b) (c)
Fig. 3.3.1.1.1 - Celulas quadradas auto-duais com comprimentos lineares (a)
b=1; (b)b=2; {¢c)b =23 e seus respectivos grafos.As
setas indicam as entradas e saidas para percolacac verti -
cal. Circulos abertos {fechados) denotam os nos terminais
{internos) dos grafos.

(ii) obtem-se os coeficientes B(l) atraves da regra de elimina

(249) e referéncias internas; as

¢ao — contracao (vide Tsallis
férmulas utilizadas estao resumidas no Apéndice 1 do Apendice
B) aplicada aos grafos correspondentes. Estes grafos sao obti-
dos eliminando-se as ligacodes irrelevantes e colapsando-se as
entradas num Unico ponto (nd terminal) e as saidas num  outro
ponto (nd terminal) (vide Fig. 3.3.1.1.1).

Utilizando um programa de computa¢do baseado no méto
do (ii) obtivemos as fungdes (exatas) Rb(p) para b = 2,3,4 (os
graficos Rb(p) para 2 < b < 5 podem ser vistos na Fig. 2 de
Oliveira et al.(zﬂz); Rz(p) coincide com a eq. (12) da referén
cia (142), e R;(p) esta explicitade na eq. (5) do Apendice A).

Os coeficientes Aél) de Rb(p) satisfazem a seguinte

relacdo:

. {n, -1) n, .
A}El) P A D = s b” (¥i,¥b) (3.3.1.1.1)
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que decorre da auto-dualidade da familia de "clusters" escolhi-
da. Isto faz com que todos os graficos Rb(p) versus p sejam
centro-simetricos em relagao ao ponto (1/2, 1/2). Portanto, es
ta familia de células representa muito bem a rede quadrada, uma
vez que o ponto fixo p (b,b') & igual ao valor exato p. = 1/2
quaisquer que sejam b e b'. 0Os valores encontrados exatamente
para vp(b,l} 530 vp(z,l) ~ 1.428 (igual ao de Reynolds et
al.(yggj, vp(B,l} = 1.380 (igual ao de Bernasconi(jfgg) e

2 . .
(287) obtiveram independentemen

vp(4,l} = 1,363. 0liveira et al.
te os mesmos resultados, bem como vp(S,l} = 1,355,
Para calculos maiores (5 < b < 15) utilizamos um mé-

todo Monte Carlo, que consiste essencialmente em colocar cada

coeficiente Aél) do polinomio Rb(p} (eq. (3.2.1.1)) na seguinte

forma:
(1) _ (1) M
Ay N 1‘(nb'1 i (3.3.1.1.2)
onde r&l} pode ser interpretado como a probabilidade de um

"cluster" (de dimensao linear b) percolar com 1 1ligagOes pre-
sentes (portanto com nb—i ligagOes ausentes; para a familia de
células escolhida n, e igual a b2+(b—l)2] distribuidas aleato
riamente. A aproximagao Monte Carlo € introduzida entdo ao subs
tituirmos réi) pela frequéncia de configuragdes percolantes sa
tisfazendo as condi¢oes mencionadas logo acima. Trabalhamos pa-
ra todos os valores de b considerados (nac somente para a rede
quadrada, como também para a rede quadrada com ligac¢oes entre
primeiros e segundos vizinhos e para a rede cibica simples, as
quais ser3o apresentadas nas subsecgoes 3.3.2 e 3.3.3) com um ni

mero total Ny de realizacoes Monte Carlo da ordem de anb 2 106
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(limitacao de tempo computacional). Sempre que era possivel com

pararmos os resultados Monte Carlo com os exatos, as discrepan-

cias observadas eram pequenas. Para obtermos uma estimativa pa-

ra o verdadeiro valor de y _ (correspondente a b » «) seguimosum
(251) 124)

meétodo de extrapolacao (Fisher =7, Reynolds et al.(——h ) onde

yp ¢ suposto satisfazer assintoticamente a seguinte relagao:

Zn Ap(b,l) = yp £n b-c (3.3.1.1.3)

ou eguivalentemente

Yp = yp(b,l) + c/dnb (3.3.1.1.3)

bn 3,08, 4)
Fig. 3.3.1.1.2 - Grafico log-log 10‘
de Ap(b,i) ver- -

sus b (2 < b < 15) para a rede

quadrada. Os resultados obtidos 5 i
exatamente estao indicados (E).

Fazendo-se,entdo,
o grafico de £n Ap(b,l) vs o]

£n b (vide Fig.3.3.1.1.7) obtive

mos y._=0.7496+0.0064; en - ;
P 1 L] 5 1o 15

quanto que através de um
grafico de yp(b,l) VS (Knb)—l obteriamos (vide eq.(3.3.1.1.3" )

Yp © 0.7524 + 0.0096. Nossa proposta €& entdo:

+

0.751 = 0.008 (3.3.1.1.4)

<
I

que leva a:

1.332 = 0.014 (3.3.1.1.5)

<
I
+
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Este valor de y_ estd em excelente acordo com a con-

jectura de Den Nijs(égﬁ) (ygijs

(_28)

= 3/4) que € muito provavel -

mente o resultado exato.

3.3.1.2 - Calculo de Y4

Ao acrescentarmos um sitlo fantasma a rede, as célu-

-

las da Fig. 3.3.1.1.1 transformam-se, para b=l e 2, nas Cce-

lulas desenhadas na Fig. 3.3.1.2.1. Para a construgao dos poli

¢

&}

|

(a) (b)
Fig. 3.3.1.2.1 - Celulas de tamanhos lineares b = 1 {(a) e b = 2 (b) com s7-

tio "fantasma" (representados por (x)) e seus respectivos
grafos. As linhas onduladas representam as ligacOes "fan -
tasmas", cada uma com probabilidade de ocupacao independen
te h. As entradas e a saida utilizadas na construgdo de
Qb(p,h) estao indicadas por setas.

nomios Qb[p,h) e Qb,(p‘,h') (vide eq.(3.2.3.1b )) corresponden-
tes & situacdo na qual o sitio fantasma € um no terminal de sai
da, escolhemos, para o caso b = 2, os sitios 1 e 2 como entra-
das (vide Fig. 3.3.1.2.1). Oliveira et al.(%iz) escolheram os
sitios 3, 5 ¢ 6 e obtiveram outros resultados para yh(b,lj (vi-
de Tab. 3.3.1.2.1).

Aplicando-se as formulas do Apéndice 1 do Apendice B
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Tabela 3.3.1.2.1 - Valores de y,(b,b") obtidos mediante a familia de celu -
las da Fig. 3.3.1.2.1. 0s valores entre parenteses referem-se aos resulta -
dos de Oliveira et al.(247)

b!

1.907
(1.907)

1.963

1.982

(1.878) 2.058 2.056

91/48 = 1.8958196,197)
propostas

para yy 1.8947+0.0042250) — _

1.898+0, 003 (124.140)

aos grafos da Fig. 3.3.1.2.1 encontramos as seguintes expres -

soes para Qb(p,h):

Q;(p,h) = ph (3.3.1.2.1)
e
_ [ 2 4 2 3 4 5
Qz(p,h) = h L£2p+4p -2p’) + h{-5p~-6p~+3p +2p~) +
n? (6p3+2pt-4p”) + ho(-3pt + Zps)’ . (3.3.1.2.2)
Obtivemos também expressdes exatas para Q3(p,h] e 64(p,0), 0
que nos permitiu calcular y, (b,b") para 1 < b' < b < 4 (vide

Tabela 3.3.1.2.1)
Se fizéssemos graficos de &n Ay (b,b") vs Ln(b/b') (ve
ja Reynolds et al.(iﬁé)) para b' fixo (b'=1; b'=2) obteriamos

retas (correspondendo, num ajuste de minimos quadrados, a um
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coeficiente de correlacao linear 0.9999998 guando b'=1) cujos

coeficientes angulares sao 2.058 e 2.056 para b'=1 e b'=2 res-

. (247)

pectivamente; Oliveira et a obtiveram um coeficiente

angular de 1.850. Nossos valores estao cerca de 8.5% acima do

provével(—zﬁ—J resultado exato Yy T 91/48 = 1.8958,.. conjectu-

(EEEJ Pear -

al.(gﬂz)

rado independentemente por Nienhuis et al.

(197) es-

son , enquanto que o resultado de Oliveira et
ta aproximadamente 2.4% abaixo. Estas discrepancias resultam
do fato dos valores de b utilizados estarem longe da regiao as
sintdtica e, portanto, estes coeficientes angulares ndo repre-

sentam os valores extrapolados de yh(b,b‘) para b —+ =,

3.3.2 - Rede Quadrada com Ligagoes entre Primeiros e Segundos

Vizinhos

Consideremos agora uma rede quadrada com ligacoes en
tre primeiros ¢ segundos vizinhos, ambas ligacoes tendo a mes-
ma probabilidade de ocupacdo independente p. Usamos uma fami -
lia de células gque generaliza a utilizada na Segao 3.3.1.1
(veja, por exemplo, na Fig. 2 do Apéndice A o caso b=2). Obti-
vemos entao para Rb(p) as expressoes exatas para b < 3 e ex-
pressdes aproximadas Monte Carlo para 4 < b < 7 (vide egs.(7)
e (8) do Apéndice A nos casos de b=1 e b=2). Os pontos fixos
calculados exatamente sfo p*(2,1) = 0.2874, p ' (3,1) = 0.2786
e p (3,2) = 0.2688. Para obtermos uma estimativa para p. usa -
mos um método de extrapolacao baseado na teoria de escala para

(251) (122) (252)

tamanhos finitos (Fisher Sur et al. , Suzuki ,

Reynolds et al.(lig)):
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. RS VA
pe - p (b,b) v (g P (3.3.2.1)

Fazendo-se, entao, um grafico de p (b,b') em funcio
-1/v
de (b/b‘} P para b' fixo obtem-se uma reta cuja intersecgao
-1/v
(b/b") P =0 nos di uma extrapolacao para Pe da rede consi

derada.

Fig. 3.3.2.1 - Graficos de

" {P*(Qy‘ o)

p*(b,b') em €
funcao de (b/b')—]/vp ( com ,
Vo T 4/3) para a rede quadra g
da com 19%- e 2°%- yizinhos. &°
(E} indica um resultado obti
do exatamente. 0-2% ¢ E 0.9
0.2 - \
Graficos des- -3
te tipo estdo desenha - ©25%1
dos na Fig. 3.3.2.1 pa-
0.4 — e, , \ . s
ra b'=1,2,3 e v = 4/3 ¥ t e t A,
(195) ’ Y o> (/%) 7
(Den Nijs =22/}, Os resultados para b' = 4 e 5 nao foram consi

derados uma vez que aimprecisao cometida na determinagao do pon
to de intersecido entre os polinomios Rb(p) e Rb,(p) (4 < b'<
< b < 7), ambos sendo derivados por método Monte Carlo, & mui-
to grande. Atraveés de ajustes de minimos quadrados  obtivemos
retas cujas intersegoes sao 0.2510, 0.2484, 0.2465 para b' =
= 1,2,3 respectivamente. Tomando a média destes numeros chega

mos a seguinte proposta para p.:

p. = 0.249 % 0.003 (3.3.2.2)
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a qual difere um pouco da nossa proposta inicial 0,250 * 0.003
(de Magalhaes et al;(lzg)) calculada com o valor 1.351 para vp.
Observamos que a estimativa de p. que obtivemos aqui esta em

excelente acordo com o valor que conjecturamos(gié)

(p. =
= 0.249 + 0.011) por outro método totalmente independente des

te.

3.3.3 - Rede Clbica Simples

A familia de "clusters" escolhida para rede cubica
simples & uma generalizagdo direta para d=3 da familia de celu

las usada na Subsecdo 3.3.1.1; o caso b=2 esta ilustrado no

Apendice A. Calculamos Ry (p) exatamente para b 1,2 (a ex -

0.2085 e

vp(z,l) = 1.031 sdao idénticos aos obtidos por Bernasconi(lié))

pressao de Rz(p), bem como os valores de p*(2,1)

e por método Monte Carlo para 3 < b < 7.
Na Fig. 3.3.3.1 fizemos o grafico de £n Ap(b,l) ver-
sus £n b (vide eq. (3.3.1.1.3) cuja extrapolagao para b -+ e

fornece:

v = 0.86 + 0.03 (3.3.3.1)

Nossa estimativa para vp coincide com a de  Kirkpa-
trick(igé) e esta acima de outros valores: 0.82 = 0.05 (Dunn
et al(gg—)), 0.845 + 0,015 (Kifkpatrick(ié—)). Quanto ao cal-
culo de Y,» usamos grafos (correspondentes somente a b=1,2 )
que sao extensoes diretas para d = 3 dos grafos mostrados na

Fig. 3.3.1.2.1 e obtivemos, entao, yh(2,1) = 2.739.
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Fig. 3.3.3.1 - Grafico Tog-Tog de
Ap(b,])versus b AQM?‘(QY {)

i
para a rede SC, (E} indica um re- f
, ST el

sultado obtido exatamente.

Na Fig. 3 do Apén
dice A apresentamos o grafi
co de p*(b,lj em funcao de

-1/v 94

b p para o valor de

vp = 0.840 que forneceu 0

7 } : e e = >
melhor coeficiente de corre { 9L 5 {6 %AQT
lacdo linear (aproximadamente 0.9994)no ajuste de minimos qua-
drados; para vp = 0.86 obtem-se um grafico indistinguivel do
anterior na escala utilizada. Quanto ao valor extrapolado, )
permanece ﬁraficamente inalterado para uma variacdo considera

—

vel Vp (0.79 E,Vp < 0.89). Nossa melhor proposta para p. e

entao:

P. = 0.2526 + 0.0013 (3.3.3.1)
que esta um pouco acima de outras estimativas: 0.247 * 0,003
(Sykes et al. X9 Gaunt e Ruskin(107)) 0.2465 +0.0002
(Fisch(22Dy  0.2495 = 0.0005 (Kirkpatrick!®>J)) . Observe-se

que nossa estimativa difere somente 1.2% do resultado de (45)

onde b < 80 e Nyny 2 108.

3.3.4 - Rede Hipercubica Quadri-Dimensional

No caso da rede hipercubica simples a quatro dimen-
sdes, a familia de células escolhida & do mesmo tipo que as fa

milias usadas para d = 2,3. Neste caso, calculamos apenas
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Rl(p) e Rz(p) (a expressdo exata de Rz(pj e dada pela eq. (9)
do Apéndice A) a partir dos quais obtivemos p*(2,1) = 0.1014 e
vp(z,l) = 0.932. Nossa extrapolacao ingenua (de Magalhdes et
al.(lggj - Apéndice A) para P usando resultados obtidos para
d = 2e 3 levam a uma estimativa p. = 0.149 = 0.010 cerca de
7% inferior aos resultados de série 0.1600 = 0.0002 Gﬁschﬁg%a)
e 0.161 + 0,0015 (Gaunt e Ruskin(igz)). Quanto ao valor de vp:
nossa estimativa (Apéndice A) Vp = 0.667 ¢+ 0.030 proveniente
de uma extrapolagado do mesmo género esta em bom acordo com o

valor 0.66 * 0.02 obtido por Kirkpatrick(ié—).

3.3.5 - Simetria da Célula e Direcdo de Percolacdo

Com o intuito de averiguar como a simetria da célula
basica influencia os resultados, calculamos, para a rede qua -
drada, P. © vp usando os '"clusters'" assimétricos desenhados
nos quatro primeiros exemplos da Fig. 4 do Apéndice A. Observa
mos que os grafos associados com a primeira e a terceira célu-
las sao duais (bem como os grafos associados com a segunda e
quarta células) e, conseqlientemente, suas probabilidades renor
malizadas satisfazem a relagdo (vide Apéndice 1 do Apéndice B

ou mais detalhadamente Tsallis(zﬂg)J

(3.3.5.1)

i
-

Rb(p) + Rb (1—pJ
D
a partir da qual se segue que

p*(b,1) + pj(by.1) = 1 (3.3.5.2)
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v, (b,1} £n b

- (3.3.5.3)
\)pD[bD,l) In by

onde D refere-se a célula dual; b(bD) &€ o comprimento linearen
tre os terminais da célula (célula dual).

Notamos também que uma percolacao "vertical" na ter-
ceira célula (gerando uma probabilidade de ligacao renormaliza
da py,) corresponde a uma percolagao "horizontal” na primeira
célula (com uma probabilidade de ligagao renormalizada pﬁ), e
vice-versa (o mesmo se aplica as quarta e segunda células).

Todos os quatro primeiros 'clusters" violam a sime -
tria global de rotacao de 90° da rede quadrada. Comparando os
Tesultados para a primeira e segunda (ou terceira e quarta) ce
lulas, verificamos que p*(b,l) e vp(b,l) se aproximam dos valo
res esperados a medida que b cresce. Obviamente isto ocorre de
vido ao fato da quebra de simetria tornar-se mais "diluida" em
celulas maiores. Para concluir vemos que os resultados da Fig.

4 do Apéndice A sdo notavelmente piores que os obtidos (p* =

1/2, vp(z,l) = 1.428, vp[S,l) = 1.,380) com celulas auto-duais
e, portanto, o uso de células que preservam menos a simetria
total da rede piora os resultados.

Os trés ultimos exemplos da Fig. 4 do Apéndice A re-
ferem-se a percolacdo numa direcdo inclinada. Os wvalores de
p (b,1) e vp(b,l) para b = 2,3 indicados nesta figura sdo con
sideravelmente piores que os valores obtidos através de célu -
las auto-duais e, além disso, convergem mais lentamente paraos

resultados conhecidos.
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3.4 - CONCLUSOES

Concluimos que o método de GR que utilizamos mostrou
ser muito eficiente para percolacao de ligacdes, tal como ocor-

reu no caso de percolacdo de sitios (Reynolds et al.(lié)). E

m
particutar, as celulas do tipo H generalizado, devido as su-
as auto-dualidades, sao extremamente adequados a rede quadrada
com ligacoes entre primeiros vizinho$S, uma vez que fornecem O
resultado exato P. = 1/2 qualquer que seja o tamanho da céelu-
la e apresentam uma rapida convergéncia no que concerne a Vp*

Levando-se em conta que nossos resultados numéricos
(d = 2 com ou sem ligacoes entre segundos vizinhos, e d = 3 )
para p. € v, foram obtidos mediante extrapolacoes de valores
referentes a c&lulas de tamanhos relativamente pequenos (b < 15
no caso mais favoravel), podemos dizer que nossas estimativas
comparam bem com resultados de expansdo em séries e de Monte
Carlo aplicado a células muito grandes. No que concerne Yo 11
mitamo-nos a calcular yh(b,b') para celulas muito pequenas nao
permitindo pois extrapolagdes crediveis.

Nossa proposta p. = 0.249 + 0.003 para rede quadra-
da com ligacoes entre primeiros e segundos vizinhos estd em per
feito acordo com nossa conjectura para o modelo de Potts que ex
poremos no Capitulo 5 (a qual fornece para q = 1: p_ = 0.249 =
0.011); nao existem, em nosso conhecimento, outras propostas dis
poniveis na literatura (o que n@o ocorre para percolacdo de si-
tios; veja, por exemplo, Essam(iz) e Kirkpatrick(lmg).

Finalmente mostramos, atraves de varios exemplos, que

células que respeitam pouco a simetria da rede, ou direcoes de

percolacio inconvenientes atraves delas, podem deteriorar seria
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mente os valores numéricos bem como a velocidade de convergeén-
cia do processo, apesar deles apresentarem as tendencias corre

tas em todos 0s Casos.



CAPITULO 4

PERCOLACAO EM REDES PLANAS

ANISOTROPICAS E "INOMOGENEAS™

4.1 - INTRODUCAO

Problemas de percolacao anisotroOpica tém sido estuda
dos por varios métodos, tais como teoria de grafos (Sykes e
(62,

Essam(éz)), expansbes em séries (Redner e Stanley meto-

£l255)

dos Monte Carlo (Sarychev e Vinogradof Guyon et al,

(259)), métodos de "sitio fantasma" (Turban(jgl)) e GR (La-

(léﬁ) Chaves et al.(lﬂé), Nakani -

ge(géz), Ikeda(gé§), Turban
shi et al. 8% Lobb et al.(239) oliveiral®5 )y,

Neste Capitulo estudamos, atraves de um  formalismo
de GR no espaco real do mesmo tipo que o descrito na Secao 3.2,
percolacao de ligacoes sem correlagdes em duas redes planas
(i) rede quadrada anisotropica, (ii) rede 4-8 "inomogénea'" (on
de a palavra inomogénea significa que introduzimos duas proba-
bilidades de ocupacgao diferentes p e q). Discutimos a frontei-
ra critica (FC) no espaco p-q, bem como o expoente critico Vo
associada com a rede quadrada anisotrdpica atravées de dois me-
todos distintos de GR que chamaremos de canonico (GRC) e para-
métrico (GRP)., Finalmente, estudamos a rede 4-8 usando o méto-
do GRP e um procedimento de extrapolacao conveniente; propomos

— ~ - - . - -
também uma expressdo analitica para sua fronteira critica que
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concorda muito bem com os resultados numéricos, podendo inclu-

sive ser exata.

4.2 - REDE QUADRADA ANISOTROPICA

Vamos considerar uma rede quadrada com ligacdes en -
tre primeiros vizinhos onde as probabilidades de ocupagao inde
pendentes para as ligacoes "vertical"™ e "horizontal' sdo res -
pectivamente p e ¢q. Sua FC exata (que separa as regiles perco-
lante da nfo-percolante) foi obtida pela primeira vez em 1963

(52)

por Sykes e Essam mediante o uso da teoria de grafos:

p+tq=1 . (4.2.1)

Esta equacgao fol reobtida posteriormente por diver-
sos outros métodos: expansdo em series (Redner e Stanley(ll&)),
dizimacio autoconsistente num contexto de teoria de meio efeti
VO (Lage(géz)), transformacdes de GR anisotropicas usando como
ponto-de partida a rede quadrada isotropica (Turban(léi)), GR
no espaco real com células que se reduzem a uma unica cadeia

(63)y,

linear nos limites unidimensionais (Oliveira Nesta Se-

¢do vamos apresentar oS mencionados métodos GRC (que foi usado
L (145)

independentemente por Chaves et a e, entre outros méto-

dos, por Nakanishi et al.(jEL)) e GRP: ambos dao suporte a eq.
(4.2.1}).

0 tratamento de GR no espaco real de um problema cujo
espago dos parametros (p,q) €& bidimensional (estamos assumindo

que o espaco dos parametros apds a renormalizacdo continua sen
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do bidimensional — que € o caso de aproximacgoes a uma céelula
aqui considerado) requer, evidentemente, duas relagdes recursi
vas geradas pela renormalizacao de uma célula apropriada numa
outra menor. Em ambos métodos GRC e GRP, uma destas relagoes
& obtida de uma forma similar a descrita no capitulo anterior.
Assim sendo, considerando a percolacao ao longo de uma dire -
cdo, por exemplo, vertical e renormalizandoe uma celula de tama
nho linear b numa menor de lado b', chega-se, entdo, a seguin-

te equacdo (extensdo direta da eq. (3.2.1.2)):

Ryr(p'.q') = Ry(p,9) (4.2.2)

onde Rb(p,q) (Rb,(p',q')) representa a probabilidade dos dois
terminais do grafo associado a célula maior (menor) estarem co
nectados. Escolhemos uma familia de células do tipo H generali
zado (vide Figs. 1(a) e 1(b) do Apendice B onde estao desenha-
das as celulas e. seus respectivos grafos para b=1 e b =2
respectivamente); estas células foram utilizadas também por
Chaves et al.(iii) e num dos casos analisados por Nakanishi et
al(gi—).

Para completarmos o procedimento recursivo do GR pre

cisamos de uma segunda relacao do tipo

Ty (p'q') = Ty(p.a) (4.2.3)

cuja escolha & diferente para os meétodos GRC e GRP.

4,2.1 -~ GR Canonico {(GRC)
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4.2.1 - GR Canonico (GRC)

No procedimento GRC a segunda relacdo é obtida consi
derando-se a percolagao ao longo de outra direcdo da mesma cé-
lula considerada; no caso presente escolhemos a direcdo "hori-

zontal'", de onde se segue que:

T, (p.q) = Ry(q.p) (4.2.1.1a)

li

Tyo(p'.a') = Ry (a'.p') . (4.2.1.1b)

O par de relagdes (4.2.2) e (4.2.3) com as escolhas (4.2.1.1)
definem uma transformacdo de GR com dois parametros, cujas 1i-
nhas de fluxo no espago p-q permitem achar a fronteira critica
que procuramos. Para achar-se uma linha de fluxo procede-se da

seguinte maneira:

(i) escolhe-se um ponto qualquer (p,.d,):

(1i) acha-se sua imagem (p,.q,) resolvendo o sistema de eqs.
(4.2.2) e (4.2.3);

(iii) faz-se (py;.q,) = (pl,qlJ e acha-se a imagem (pi,qi) des
te novo ponto (pl,ql);

(iv) repete-se este processo varias vezes até que cheguemos a
um ponto fixo estavel (onde sua imagem coincide com o pro
‘prio ponto);

(v) a sequiéncia de pontos obtidos desta maneira constitui uma
linha de fluxo.

Utilizamos o termo ''canonico' porque este & o proce-

(260)

dimento tradicional (Niemeyer e Van Leeuwen , Young e Stin-

chcombe(léé)) no qual a fronteira critica & dada pela linha di
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visoria (linha de fluxo que contem um ponto fixo semiestavel )
que separa regioes de fluxo diferentes; cada regido de fluxo
englobando todas as linhas de fluxo que chegam a um mesmo pon-
to fixo (vide como exemplo as regioes I, I1I, III e IV da Fig.
2 do Apéndice B). Portanto, este procedimento fornece uma apro
ximagdo numérica (e ndo uma expressao analitica para a FC) pa-
ra a fronteira critica; mas os pontos fixos, os expoentes criti-
cos e as tangentes a FC nos pontos fixos podem ser calculados
analiticamente. A linearizacdo das eqs. (4.2.2) e (4.2.3) em
torno de um ponto f£ixo (p*.q*) (onde p" = p' =p e q" = q' =

= q) fornece uma matriz jacobiana J (p*,q*) dada por:

ap'  9p' - -
3p 3q Jia Ji2
* * = a( '7q') = = 2
Jp'.q) = 5T§izﬁ~—— . | = (4.2.1.2a)
P .q 99" 99’ ] ]
ap 3q . 21 22 J
P .q
onde
op' - ;(BRB BT?' - BRP' aTb]' (4.2.1.2Db)
| pr,q* E {3p 39 597 3D J [, 4
: aRy 3T, aR, , oT
g w % [a : 3 P - 3 : aqb]} * o (4.2.1.2¢)
1 1p".q 1 4 4 p’.q
: 3R, aT ARy 9Ty
2q |- {% {a 2L b _ : b ap? ]} o (4.2.1.2d)
P pq P p P P .q
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gq" = { %— (in" "b - 2Tb' . (4.2.1.2¢)
1 a i a % % * . .
q p*.q" p 4 % q P .q
com
. ) aRb, aTb, i dR . 3Ty, (421,26
‘p* q* ap' 3q‘ Bq' Bp‘ » N ) e
’ P .q
0 conhecimento dos auto-valores A, e r, e respectivos
autovetores Gl e 32 da matriz Jacobiana calculada em um pon-

to fixo pertencente a fronteira critica permite calcular gran-
dezas criticas relevantes.

Os valores de Aj ddo a direcao do fluxo em torno do
ponto fixo: A, > 1 (X; < 1) significa que o ponto fixo & insta
vel (estavel) com respeito a perturbacoes na direcao do autove-
tor %i' Quando A, > 1 e A, > i  podemos obter uma aproxima-
cdo para o expoente critico vy atraves de vp(b,b') = fn(b/b')/
/EnA,. Quando A, > 1 e A,> 1 o ponto fixo & totalmente insta-
vel e, portanto, havera um '"crossover" do comportamento do ti -
po. digamos, 1 (assoclado a Kl) para o do tipo 2 (associado a
Az). Neste caso, o expoente de '"crossover" ¢ @& dado por ¢ =
= y,/y, = (£nx,)/(&nX ). Quanto ao cdlculo da tangente & FC
num dado ponto fixo, ela pode ser obtida, mno caso em que A, > A,,
pelo coeficiente angular da direcaoc do autovetor 32.

- Antes de vermos os resultados numeéricos particulares,
vejamos alguns resultados genéricos relacionados com a simetria
deste problema particular. Primeiramente, notamos que,devido as

igualdades (4.2.1.1) o sistema de relagées recursivas (4.2.2) e

(4.2.3) respeita a invariancia por permutagac p ¥ ¢ que o pro
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blema fisico apresenta. Esta propriedade reflete-se claramen-
te no diagrama de fluxo que € simétrico em relac¢ao ao eixo p=q
(vide Fig. 2 do Apendice B). Alem disso, a propriedade funda-
mental de auto-dualidade da rede quadrada e automaticamente sa

tisfeita pela escolha de celulas auto-duais (vide Apéndice 1

do Apendice B; para maiores detalhes vide Tsalliscgﬂg) e refe-
rencias internas), e, portanto:
Ry(p,9q) + Ry(l-p,1-q) =1 ¥b ¥(p,q) (4.2.1.3)

Esta relacao implica imediatamente numa segunda simetria (no
diagrama de fluxos), qual seja uma simetria pontual com respei
to a (p,q) = (1/2,1/2), que junto com a primeira simetria da
origem a um novo eixo de simetria determinado por p+q = 1 (vi-
de Fig. 2 do Apendice B).

A transformacao de GR, com a qual estamos 1lidando,
tem nove pontos fixos para quaisquer valores finitos de b e b',
a saber: o ponto (1/2,1/2) que corresponde ao resultado exato
do caso isotropico, os pontos triviais (0,0) e (1,1), os pon-
tos da cadeia linear (0;1) e (1,0) e 4 pontos dependentes de
b e b’ dados por (p,,0), (1-p,,1), (0,p,) e (1,1-p,) onde p,
satisfaz (conforme a regra de contracao-eliminacao; vide Tsal-

lisczﬂgj e refs. internas) a

b' b.b

LA LANNNG B S LA ¥(b,b') . (4.2.1.4)

(1-p, )

A origem destes quatro pontos espurios deve-se ao fato de as
celulas escolhidas reduzirem-se, nos limites wunidimensionais
(0,9) e (p,0), a b cadeias lineares que se misturam nas extre-
midades (ao contrario da rede real que se reduz a cadelas

independentes mnestes limites). Isto origina, portanto ,
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uma superestimacdo da probabilidade renormalizada (vide TFig.2
de Nakanishi et al;(—giJ) e, consequentemente, uma subestima-
¢ao da real probabilidade critica (que € igual a 1). Felizmen-
te estes pontos ndo-fisicos convergem, no limite de b ~+ ©,  pa=
ra os pontos fisicos unidimensionais (0,1) e (1,0): a conver -
géncia mais rapida acontece para b'=b-1 (este fato esta ilus -
trado nos exemplos numéricos dados no Apendice B).

0 diagrama de fluxos obtido para b = 2 estd represen
tado na Fig. 2 do Apendice B; para b = 3 e 4 (e b'=1) encontra

l.(lﬂé) obtiveram

mos diagramas de fluxo similares (Chaves et a
independentemente estes diagramas de fluxos; vide Fig. 2 da Re
feréncia (145)). No ponto fixo isotropico (1/2,1/2), os autove

tores da matriz Jacobiana (cujos elementos satisfazem a j, , =

j,, € 3,, = J,, ¥b,b') apontam sempre na direcdo p = q (associ
ado ao maior auto-valor A, = J,, ¥ Ji,» 0 qual coincide com
Ap = (dp'/dp)p*=1/2 do caso isotropico e, portanto, fornece

os mesmos valores de v _(b,b') encontrados na Subsecao 3.3.1.1)
e na direcdo tangente a fronteira critica p+q = 1 (associado ao
auto-valor A, = j, -j,,). Em todos os diagramas de fluxo obser
vados ambos auto-valores A, e X, s8o malores que 1 (por exem -
plo, A, = 13/8 e A, = 11/8 para b = 2), fazendo com que o pon
to fixo isotrdpico seja totalmente instavel em relacdo a uma
perturbacdo anisotropica. Em particular a instabilidade ao lon
go da linha p+q=1 indica, entao, um '"crossover'" (inexistente no
problema fisico real) de um comportamento critico bidimensio -
nal para um comportamento unidimensional. Esta instabilidade
erronea do ponto isotropico desaparece quando se usa  cé€lulas

que se reduzem a uma unica cadeia linear nos limites unidimen-
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sionais. Efetivamente, Oliveira(lﬁi)

obteve, recentemente, 0
sentido do fluxo correto e a fronteira critica exata (para qual
quer b) usando uma familia de células auto-duais que tém a pro
priedade mencionada logo acima. Esta mesma familia de células
tem sido utilizada muito recentemente por Oliveira e Tsal -
1is (20D para o modelo de Potts ferromagnético fornecendo 05
fluxos corretos e as fronteiras criticas exatas para todos va-
lores de q (q < 4) e b.

Vemos na Fig. 2 do Apéndice B que as 'linhas diviso-
rias" (linhas tracejadas) dividem o espaco p-q em 4 regioes
(I, II, IIT e IV), cada uma delas estando associada a um ponto
fixo atrativeo ( (1,0), (1,1), (0,1) e (0,0) respectivamente).
Quando b aumenta,para digamos um b' fixo, as regioces I e 1III
encolhem enquanto as regioces 11 e 1V se expandem (vide Fig. 2
da Ref. (145)). Por esta e outras razdes acreditamos que as

fronteiras GRC convergem nao-uniformemente para a fronteira exa

ta p+q = 1.

4.2.2 - GR Paramétrico (GRP)

Outra escolha para as fungoes Tb e Tb' da eq.(4.2.3),

ao invées das eqs. (4.2.1.1) pode ser

Ty (p'.a') = Ty(p.q) = ¢ (4.2.2.1)

onde £ ¢ um parametro e a funcao Ty (p,q) ¢ arbitraria. Eis al -

guns exemplos(—) simples:

(*)A escolha (4.2.2.2) foi usada por Ikeda(jgﬁp para a rede quadrada mos 1i

mites quase-unidimensional e quase—isotropico.
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Ty(p.a) = a/p ¥b (4.2.2.2)
Tylp,a) = q ¥b (4.2.2.3)
Tytp.a) = p ¥b (4.2.2.4)

E importante ressaltar que, no contexto do presente procedimen
to aproximado, todos os pontos da fronteira critica sdo pontos
fixos uma vez que a eq. (4.2.2.1) € automaticamente satisfeita
_ v * _ t * 1 .
para p = p' =p e q =q9' = g . Consequentemente o procedi -
mento GRP nao pode ser utilizado no calculo de expoentes de
"crossover'. Outrossim, a equacdo de linha critica (que denota

remos por T(b,b')), a saber

Ry, (p".9") = R (p",q") (4.2.2.5)

& independente da escolha de T,(p.q). Por outre lado, os expo
entes criticos (em particular vp) dependem da escolha de
Tb(p,qj visto que todas as funcoes que aparecem  nas eqs.
(4.2.2) e (4.2.3) sao necessarias para a recorréncia na vizi -
nhanga da fronteira critica. Além disso, oS expoentes criticos
aproximados va;iam, ao longo desta fronteira, com o parametroc
(dependéncia esta ndo-fisica). Para que haja coeréncia com o©0s
principios de universalidade, esta variacao deve ir diminuindo
3 medida que aumentamos os tamanhos das células até desaparece
rem totalmente no limite de b - «, No entanto, como veremos
mais adiante, isto nao ocorre (pelo menos para b < 4).

Fazendo uso da eq. (4.2.2.5) obtivemos varias fromn -
teiras criticas I'(b,b') (2 < b <5 e 1 < b'" < 4), das quais

algumas estdo indicadas na Fig. 3 do Apendice B. Todas as fron
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teiras I'(b,b') foram obtidas exatamente, exceto as [ (5,b')
(I < b" < 4) que foram tratadas por uma generalizacao para du-
as variaveis do método Monte Carlo apresentado no Capitulo 3.
Trabalhamos, ndo sb para a rede quadrada como também para a re
de 4-8, com um nimero N, de realizag¢les Monte Carlo da  ordem
de anb(p) nb(q) > 107 (onde nb(p) e nb(q) representam, res -
pectivamente, os numeros de ligacdes p e gq relevantes da célu-
la de tamanho linear b) para todos valores de b e b' considera
dos.

Todas as fronteiras I'(b,b') incluem o ponto isotropi
co exato (1/2,1/2) e preservam, da mesma forma que as frontei-
ras GRC, a simetria pontual com respeito a este ponto ( veja
eqs. (4.2.1.3) e (4.2.2.5)). Mas, no entanto, suas derivadas cal
culadas neste ponto, contrariamente ao que acontece no GRC,ngo
sdo iguais a exata (-1), mas tendem (pelo menos para os casos
que examinamos) a este valor a medida que os tamanhos das célu
las aumentam. Observamos também que as curvas T'(b,b') nac sao
simétricas com relacdo a linha p=q, visto que a eq. (4.2.2.5)
nao & invariante sob a transformacio p* p q* (vide Fig. 3 do
Apendice B). Queremos ressaltar que o ponto (p,(b,b"),0) (cf.
eq. (4.2.1.4)) também pertence a T(b,b'): isto decorre do fa-
to de ambas funcoes Tb(p,O) e Tb,(p',O) (cf. eqs.(4.2.1.1)) se
anularem fazendo com que a eq. (4.2.3) seja identicamente nula
para q = 0, e, portanto, ambos procedimentos GRC e GRP passam
a ser regidos pela mesma e Unica eq. (4.2.2). Finalmente quere
mos salientar o fato das fronteiras GRC serem, para os mesmos
valores de (b,b'), melhores {(embora seja mais trabalhoso calcu

la-las) que as fronteiras GRP (veja Fig. 2 do Apéendice B); mno
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entanto todas as fronteiras examinadas tendem a linha exata
p+q = 1.

Quanto ao calculo do expoente critico  aproximado
vp(b,b‘;e) observamos que ,para a5 ceélulas pequenas que exa-
minamos (2 < b <4, 1 < b'" < 3), a dependéncia(*) artificial
de v, €M € (para as tres escolhas de ¢, a saber, q/p, q e p )
aumenta, ao invés de diminuir, quando usamos células maiores ;
nao sabemos se esta tendéncia se invertera para células mai

ores.

4.3 -~ REDE 4-8 INOMOGENEA

Vamos agora considerar uma rede 4-8 onde os dois ti-
pos de ligacoOes topologicamente diferentes que estdo numa rta-
zao 1:2 (veja Fig. 1f do Apéndice B) tem probabilidades de ocu
pagao independentes p e q, respectivamente. Este sistema reduz
-se a rede quadrada para q = 1 ou p = 1. Os polindmios Ry, (p,a)
correspondentes as células desenhadas nas Figs. 1(e) (b=1) e
1(f) (b = 2) do Apéndice B encontram-se respectivamente nas egs.
(19) e (20) do mesmo Apendice.

Conforme ilustramos na seg¢ao anterior, as aproXima -
¢0es para as fronteiras criticas obtidas através de ambos pro-

cedimentos GRC e GRP tendem, para ceélulas cada vez maiores, pa

() (258)

0 tratamento de Tkeda 222/ apresentou uma variagao similar de vp na vizi
nhanca do caso isotrdpico p=q = 1/2. Ele obteve vp(q* = gp ~0.543)=1.25
e vp(q* = gp = 0.5) = 1.10; nossos resultados nos mesmos pontos (para b=

= 2, b' = 1) s3do respectivamente 1.40 e 1.43.
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ra a fronteira critica exata; no entanto, nos restringiremos somen-
te ao procedimento GRP visto que ele € muito mais simples opera -
cionalmente. Aplicando, entdo, o metodo GRP &s células do tipo
mencionado logo acima, obtivemos as curvas T(b,1) (b=2,3,4)(cal
culada exatamente para b = 2 e por método Monte Carlo para b =
= 3,4) indicadas na Fig. 7 do Apéndice B. Uma vez que as célu-
las escolhidas reduzem-se, para q=1, as c&lulas auto-duais
do tipo H generalizado utilizados na Subsecao 3.3.1.1,  todas
as curvas I'(b,b') contéem o ponto exato (p,q) = (1/2,1). Além
disso, podemos mostrar (veja Apendice 2 do Apéndice B) que nes
te ponto (1/2,1), devido ao fato da rede 4-8 (bem como as célg
las que escolhemos) ser const:'Ltu?[da(*J de poligonos com liga-

¢oes ( conectados entre si por ligacgoes p, temos que

0 ¥(b,b") (4.3.1)

o
919a
L
p R —
o
1l
= of
n

Vale a pena ressaltar também que, no caso particular
de p = 1, nossas células reduzem-se para b = 2 ¢ 3 respectiva~-
mente aos dois ultimos diagramas da Fig. 4 do Apéndice A (usa
dos para ilustrar a percolacao inclinada na rede quadrada). Po
demos constatar na Fig. 7 do‘Apéndice B que q° se aproxima do
valor exato 1/2 a medida que b aumenta, como deveria acontecer.

Vamos agora expor um procedimento de extrapolacgao que

(*)

A rede 3-12 inomogénea também apresenta esta propriedade topologica,sen-
do que para q=1 reduz-se a rede "honeycomb" cuja probabilidade critica &

p = 1-2 sen(n/18). Portanto a tangente (dp/dq) 3 sua fronteira critica
c

2 3
deve ser nula para p=p e q = 1, Observamos que a proposta plg+q =-q )=

(262)

c

= P, de Tsallis satisfaz a esta condigao.
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desenvolvemos para obter, a partir das curvas I'(b,1} (b=2,3,4),
nossa melhor proposta T_ para a fronteira critica. Inicialmen-
te interceptamos as curvas I'(b,1) com, digamos, linhas retas
parametrizadas por ¢ (por exemplo, € = p ou € = q ou € = q/p);
denotamos os valores para a abcissa (ou equivalentemente a or-
denada) que sao entao obtidos por Yg(e). Em seguida fazemos
um grafico de Yg(e) em funcao de b_l/vp, e extrapolando line-
armente ateé a origem obtemos o limite Yc(e) para este particu
lar valor de . O conjunto de pontos { Yc(e) } sera nossa me-
lhor proposta de T para esta familia particular de linhas re
tas (por exemplo, € = q ou & = q/p). Verificamos que T_ (e=p),
r {e=q) e r (e = q/p) estao extremamente proximas umas das ou
tras (veja Fig. 7 do Apéndice B). Um outro teste de autoconsis
téncia do presente procedimento pode ser feito verificando-se,
num grafico de log[:YE(€)~YC(e) 1 versus log b, se obtemos li-
nwhas retas paralelas para diferentes escolhas de familias de l1i
nhas retas (por exemplo, ¢ = p, etc) e de valores do parame -
tro ¢ (veja Fig. 8 do Apéndice B) — este fato dd suporte a hi
potese basica de v, ser independente de tais escolhas.  Este
procedimento € uma espeécie de generalizacdo, para um espago de
probabilidades bidimensional, da teoria de escala para tama -
nhos finitos mencionada no capitulo anterior (vide eq.(3.3.2.1)
que & freqlientemente usada para o caso de um {inico parametro ;
em outras palavras, estamos admitindo a validade de uma equa -
cac do tipo

* "1/\)
Yo (e) - Y (e) ~ b b . (4.3.2)

Aplicando entdo esta extrapolagao obtivemos, atra -
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vés de trés familias diferentes de linhas retas, os pontos mar
cados na Fig. 7 do Apéndice B; a autoconsisténcia do método de
extrapolacdo pode ser constatada na Fig. 8 do Apendice B. Nes-

ta extrapolacao usamos o valor 1.35 para vp; s€ usassemos o va

(195) v. = 4/3 obteriamos pon -

p
tos indistinguiveis (com discrepancias inferiores a 0.2%), na

lor conjecturado por Den Nijs

escala adotada, dos anteriores. Extrapolacao na vizinhanga de

p=1 fornece a seguinte estimativa para a derivada:

[éﬂ] = - 0.45 * 0.10 . (4.3.3)
=1

No caso particular homogéneo p = q, conseguimos cal-
cular p*(b,1) para células maiores (b < 7). A partir do grd
fico de p*(b,l) versus b—l/\)p (veja Fig. 9 do Apendice B) on-
de v_ = 1.35, estimamos (esta estimativa ndo se altera para

vp = 4/3% visto que a discrepancia entre os valores extrapola -

dos e de 0.0003) que

pP. = q. = 0.681 £ 0.005 (4.3.4)

que difere muito pouéo de Y. (q/p = 1) ~ 0.684 (onde b < 4)

Nossa estimativa compara bem com resultados anteriores:0.675 #
+ 0,027 (Dean(géé)), 0.684 (Neal(ggﬂj) e 0 intervalo
| 0.645, 0.707 1 (Ottavi(ggé)), bem como com a nossa conjectu
ra(gééj 0.679 = 0.006 (vide Capitulo seguinte) feita posteri-
ormente a este trabalho(éééj.

Finalmente, observamos que a relacdo analitica sim -

ples
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v = % (Zu2 * u3) (4.3.5a)
onde

v=2(p- ) (4.3.5b)
e

u =2 (1-q) (4.3.5c)
determina uma fronteira critica que:
(i) contem os pontos exatos (1,1/2) e (1/2,1);
(ii) satisfaz a propriedade (4.3.1);
(1ii) fornece

dg = 3 ..

(dp]pzl S = -0.43 (4.3.6)

q=1/2

c

P. = 4. = 0.6801 (4.3.7)

(em concordancia com a estimativa (4.3.3) e con a proposta
(4.3.4) respectivamente);

(iv) concorda muito satisfatoriamente com os pontos extrapola-
dos restantes (veja Fig. 7 do Apéndice B). Além disso,esta pro
posta analitica esta em Otimo acordo com a conjectura que rela
taremos posteriormente (vide Capitulo 5). Portantc cremos que
a eq. (4.3.5a) tem chance de ser a resposta exata, ou pelo me-
nos, deve fornecer valores numéricos bem proximos dos pontos da

fronteira critica exata.

4.4 - CONCLUSOES

Verificamos na rede quadrada anisotropica que 0S pro
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cedimentos de grupo de renormalizacdo canonico {GRC) e de gru-
po de renormalizacao paramétrico (GRP) que usamos fornecem re-
sultados satisfatorios no que concerne a fronteira critica de
percolag¢ao. Enquanto as aproximagoes numéricas I'(b,b') obtidas
para a fronteira critica siao melhores quando calculadas pelo
método GRC, o procedimento GRP & muito mais facil de se traba-
lhar em termos operacionais; no entanto, ambos procedimentos ge
ram linhas criticas que tendem, para células cada vez maiores,
a fronteira exata p+q = 1.

No que concerne aos expoentes criticos, o presente
tratamento GRC da rede quadrada anisotrdpica fornece um senti
do errado das linhas de fluxos (contrariando o resultado espe-
rado de que Vp = vp (d=2) ao longo de toda a fronteira criti-
ca exceto para p = 0 ou q = 0 onde vp = vp (d=1) e, conseqlien-
temente, ndo podemos esperar obter valores confiaveis para os
expoentes criticos). Isto se deve ao fato de as células auto -
-duais escolhidas ndo se reduzirem a uma unica cadeia linear
nos casos unidimensionais (problema este resolvido muito recen
temente por Oliveirapéé:)). 0 tratamento GRP fornece, por
construgao, uma fronteira critica constituida inteiramente por
pontos fixos; portanto vp nao satisfaz os principios de uni-
versalidade e ndo faz sentido calcular o expoente de ''crosso -
ver'".

A fronteira critica correspondente a rede 4-8 "inomo
génea' & estimada, no contexto GRP, atraves de um procedimento
de extrapolacdo aplicavel a um espago de probabilidades com du
as dimensoes e que exibe propriedades autoconsistentes bastan-

te satisfatdrias. Nossos resultados numé&ricos extrapolados se
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ajustam bem a equacdo possivelmente exata

3(p - ~lz) =4 {(1-q)? + (l-q)ST

a qual concorda muito bem com a nossa conjectura posterior
(Tsallis e dehbg&ﬁﬁes(ZEQ) que exporemos no proximo Capitulo,
Nao incluimos neste capitulo a rede quadrada "inomogé
nea' com ligacoes entre primeiros e segundos vizinhos que cons-
tou no nosso trabalho (de Magalhaes et al.(éé)) porque acredi-
tamos que o procedimento de extrapolacdo mencionado acima nao
funciona em caso de convergencia nao uniforme (atualmente ha

(246)

fortes evidencias de  que a fronteira critica exata sa -

tisfaz a (dq/dp) + «; observe-se que todas as curvas

=0
1/2 -
I'(b,b") desenhadag na Fig. 5 do Apéndice B possuem derivadas

finitas).
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CAPITULO 5

FRONTEIRAS CRITICAS DE FERROMAGNETOS DE

POTTS: CONJECTURAS

5.1 - INTRODUCAO

Conforme vimos mo capitulo 2, o modelo de Potts ferromag
nético comq estados apresenta uma transicao de fase continua para
d>1 e q< qc(d) (vide fig. 2.3.2.1).Varias fronteiras criticas (FCr's)
correspondentes a diversas redes planas anisotropicas e/ou inomogé
neas sao conhecidas exatamente para =2 (vide Syozia—'éi) e referén
cias internas), ao passo que para q=1,4 e mulito provavelmente
q=3 as Unicas FC's exatas bem estabelecidas referem-se as redes
quadrada, triangular e "honeycomb" anisotrdpicas. Varios pontos cri-
ticos foram estimados para redes planas em percolacao de liga-
goes (g=1) e para redes d~dimensionais (d>2) no modelo: de Ising {g=2),
porém para ¢#1,2 em redes d-dimensionais (d>2) e inclusive para q=1
e d#2 existem poucas ou nenhuma . estimativa para ©0s pontos
criticos. Neste capitulo apresentamos uma conjectura, formulada

2@55—) e generalizada(ﬁ-g—)posteriormente para re

inicialmente para d=
des d-dimensionais (d>1), que permite, a partir do conhecimento pa-

ra um valor particular qo(liqaiqc(d)] do ponto critico ( ou e-

ventualmente da FC) associado a uma dada rede, estimar com uma

boa aproximagdo o ponto  critico (ou .eventualmente a
: . - (*)

FC) associado a transicoes continuas (ou levemente

de 12 ordem) na mesma rede para outros valores de

(*)

No sentido de que a discrepancia entre os dois pontos metaestaveis as—
sociados & pequena comparada com o ponto de tramsigao.
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q(l;iqich(d)). Eventualmente nossa conjectura se aplica tam-

bém a transicdes de 12 ordem.

5.2 - DEFINIGAO E PROPRIEDADES DA VARIAVEL ti(QJ

Consideremos a i-ésima ligacdo {cuja constante de aco-
plamento € Ji>>0) de um conjunto de ligacces de um ferromagneto
de Potts com gq-estados; sua energia de interacio ¢ - qu 6001 ,
onde ¢ e o' sao as variaveis randomicas de Potts respectiva—

mente associadas aos dois sitios unidos por esta ligacao 1i. E

conveniente introduzir uma variavel tgq) ( que chamaremos, da-
266 ,240 , 261 )

qui em diante, de transmissividade térmica “ydefinida

COmO !

g (@, _L1-oTH (K. 2qJ /KT 5 J,>0)  (5.2.1)
i SIS LA e o

l+(q—1)e_Ki

Esta variével t%ﬂ coincide precisamente, para qualquer q, com
a variavel p utilizada por Stepheﬁ(lgzj no problema de percola-
¢do em arvores. Queremos ressaltar que ti(1)= 1-¢7 %1 g justamen
te a varidvel isomdrfica i) 3 probabilidade de ocupacdo (p;)

de percolacao usual de ligacoes (vide eq. 2.1.4,1).

A vantagem principal da varidvel ti(-qj ¢ fornecer um
algoritmo do tipo-probabilidade (vide f6rmula Al.1 do apéndice
B) para calcular a transmissividade ts(q) de duas ligacgoes em

serie cujas transmissividades sao tl(q) e tz(q), a saber(gggj:

(a) - + (g) (a)
tg =t t, (5.2.2)
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Para duas ligacles, em paralelo, a transmissividade equivalen-
te t(4) (266-240) ;.
p

L) 1
p

(5.2.3)

1+(q—1)t£q)t£q)

que pode ser colocada sob a mesma forma do algoritmo de séries

introduzindo-se a transmissividade ci'uc;zl(z—gg-’LQE—J

1-¢lal
1

’:t.(q)]Dz A (5.2.4)

1+(q—1)t£q)

*
onde D significa dual( ).

Assim sendo, téq) satisfaz a seguinte relacao:

@] @] ]’ (5.2.5)

5.3 - REDES PLANAS

(q)

5.3.1 - Definicao e Propriedades da Variavel =h
- 240

Vamos definir uma outra Variavel(———) que generaliza

a variavel s (vide def. 6.3.2.2) introduzida, para q= 2, por

Levy et al(géi), a saber :

Tk
) Em se tratando de modelos de Potts em redes, a transmissividade dual &
equivalente a3 relacdo existente entre a temperatura K de uma rede e
a temperatura kP da rede dual dada por Q&g_) K kD _
(e” -1) (¢7 —-1)=gq
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ﬂnr1+(q—l)tgqj
S£q)5 s{tgq)}; - = 1 (5.3.1.1)
Znq

que satisfaz a seguinte propriedade notavel:

_ -D ”
(C{) | = (q)-l _ _ (q) .
RS R L O (*i) &) (5.3.1.2)
i.e., a varidvel s trancforma-se, sob dualidade, como uma proba
(240)

bilidade. Observa-se que, no casc de duas ligacoes, em ge-
D D D | . -

ral ss# 518, ¢© portanto sp-#sl S, 3 mas Sp satisfaz a relacao

sp= S *¥S,75g analoga a relacao pp= p1+p2—pp existente no caso

probabilistico. Outrossim, verifica-se que, no limite q~1:

sglj =t K

i 1 (A£1) (5.3.1.3)

(1), =1-
i “Ppyliwe

5.3.2 - Formulacao da Conjectura

Vamos assumir como conhecida, para uma certa rede plag

na, a FC para um valor fixo qu(lf_quf_qC(Z)), a saber:
OISR sgqo),..., Séqo)}= 0 (5.3.2.1)
onde s%qﬂ), séqﬂ),..., séqﬂ) estao associadas ds constantes de
acoplamentos independentes Jl'“} J do sistema considerado.

22t Yp

Conjecturamos, entdao, que a equagao

pis{®, L ) slay o (5.3.2.2)
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representa também, ou exatamente ou com grande precisao, a FC
do modelo de Potts correspondente com q estados para cutros va
lores de q(l_ic1§_qc(2J);

5.3.3 - Verificacoes da Conjectura

5.3.%.1 - Rede Quadrada Anisotropica

A FC exata de percolagao de ligacoes na rede quadra-

da anisotropica € dada por(ég—):

p1+p2=1 (5.%.3%3.1.1)
De acordo com mossa conjectura, esta FC se generalliza para:
s{q);sé‘ﬂ =1 (5.3.3.1.2)

que reproduz a temperatura critica exata para q>4, q=2 e mui-

to provavelmente para outros valores de q; tambérﬁ(164) , (134), (88 ).

Vemos, portanto, que para este sistema a presente conjectura é
exata para qualquer valor de ¢q. Outrossim, achamos que isto a-
contece somente para esta rede regular, como conseqlléncia da

sua auto-dualidade.

5.3.3.2 - Redes Triangular ¢ "Honeycomb™ Anisotropicas

A FC exata de percolacac de ligacao na rede triangu-

; - . - 52
lar anisotropica & dada por(ﬁw~):
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1_p1_p2_p3+p1p2p3 = 0 (5.3.3.2.1)
(a FC da rede "honeycomb'" pode ser obtida da eq. 5.3.3.2.1 subs
tituindo-se p; por p? =1-pi, A1). Portanto, no presente contexto,
a FC para qualquer valor de q (1<q<4) é aproximada por:

1-s () s S s {a) stadglads (@) g (5.5.3.2.2)

Vamos agora comparar esta equacgdo com a eq. exata para q=2,4 e
3(164,194, 88 )

muito provavelmente para g = Verificamos imedia

tamente que elas coincidem quando uma das 3 constantes de aco-
plamento se anula (limite de rede quadrada anisotrdpica). Em se
guida, comparamos nossa proposta com a exata no caso de discre-

pancia maxima, qual seja, no limite isotrdpico J, =J, =J,.Nossa

3
conjectura fornece para esta rede:

(gq) 1

=2 sen 18

5 (5.3.3.2.3)

enquanto que a resposta exata é dada por:

(g) -
T L2 cos %% arc cos(%%—~1)}— L (g <4)
LGOI 44

(5.3.3.2.4)

A comparacdo entre nossas conjecturas e as respostas exatas (ou
pretendidas como exatas) para a rede triangular e '"honeycomb" i
sotropicas pode ser vista na fig. 1 do apéndice C. As discrepan
cias para q=2,3 e 4 sao respectivamente 1.4%, 2% e 2.4%. E fa-

cil verificar que; no limite gq +~0, temos que:
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D 1 lLvg (q~+0) (5.3.3.2.5)

o que 1lmplica em

(q) " 1 Znl

5 *2—+:£Tq (q+0) (5-3-3-2-6)

onde L € um nimero puro que depende da rede (L=1, V3, 1//3 pa

ra as redes quadrada, triangular e "honeycomb'" respectivamente;

na realidade, para qualquer par de redes duais vale LP- L—ll

Observamos que as conjecturas de TsallisGﬁE&) para os pontos
criticos exatos das redes planas 3-12, Kagome, L1 e L2 ( as re
des L1 e L, estao desenhadas respectivamente nas figs. 1b e lc
da ref. 144) também apresentam este comportamento assintotico
para q+0. Na realidade, acreditamos, embora nao saibamos de-
monstrar, que a eq. 5.3.3.2.5 seja valida para qualquer rede
plana; i.e., que todas as redes; para g~ 0, tornem-se auto-du-
ais no sentido de s(q)-%l/Z. Acreditamos, outrossim, que a nos
sa conjectura falhou para q v 0 devido a esta tendencia de S(qj de se

(q)

aproximar de 1/2; a discrepancia em s para g proximo, mas

nao igual, a zero € pequena devido ao fato da tangente Gkﬁdq)q_o
ser infinita. Recentemente, Tsallis@EE—) verificou para as re-

des planas quadrada, triangular, '"honeycomb'", bem cowo para as con

jecturas que formulou para as FC's das redes 3-12, Ly, L, e Ka
gomé, que no limite g+, t(q)rucq‘e(c=CE§&>0’ 9>0)e t(q)wD .
C—l ql—G'

5.3.3.3 - Rede 4-8 Inomogenea e sua Dual (q=1,2)

As FC's exatas assocladas ao modelo de Ising na re-
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de 4-8 "inomogénea'" (uma célula desta rede esta representada
na fig. 1f do apendice B) e na sua dual (rede quadrada com 1li-

(153))

Uma vez que existe uma relacao imediata

(q) -0 re

gacoes diagonals que nao se cruzam; vide fig. 10a de Syozi
540 conhecidas(léé].
entre as FC's de qualquer par de redes duais (se ¢{s
presenta a FC de uma rede entao ¢{[s(q)]D} = () representa a
FC da sua dual), restringiremos nossa discussao aqui a rede 4-8.
Denotaremos as constantes de acoplamentos associadas as liga-
coes topologicamente diferentes que estao numa razao 2:1  por
(2) (2)

J1 e JZ' A FC exata, para q =2, no espacgo s1°7- s, esta Te-

presentada na fig. 2 do apendice C. Podemos verificar que :

s{z) _s{2) = 0.6792 (5.3.3.3.1)
d5£2)
Y _0.414 (5.3.3.3.2)
(2)
ds2 552) _1
e
R N LG SRS S N (LRI VAR DTS

(5.3.3.3.3)

De acordo com a presente conjectura, esta FC deveria,
com precisdo satisfatodria, ser a mesma para q =1; comparando-a
com a conjectura para a forma analitica da FC que fizemos no
capitulo 4 para a percolacio de ligacdes na rede 4-8 (vide egs
(4.3.5) com,q;=s£1) e p._s(l)] vemos que (i) 5(1) 51) Z0.6801
difere somente 0.13% do valor 0.6792; {i1) a derivada

@ (1)/d5(1)) (1) _, T -0.429 difere de 3.5% do valor - 0.414; (iii)
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(551) -1/2) ~ A(l)(sflj— l)2 para s§1)-+1 onde A(l)z 4/3 que
difere de 4.2% de 1.39. Como podemos ver, as FC's associadas
agq=1eq=2 coincidem satisfatoriamente (sendo indistingui-

veis na escala da fig. 2 do apendice C).

5.3.3.4 - Algumas Outras Redes

0s pontos criticos exatos para as redes Kagomé, 3-12

e suas duais ("diced" e Asanoha respectivamente) isotropicas

(vide figs. 14, 15 e 19 de Syozi(léé)) sao bem estabelecidos

somente para q=2 (Syozi 1972(l§§)); para g =1 existem apenas
estimativas numericas. O valor exato 5(2) =0.521... correspon-
dente a rede Kagomé compara bem com as estimativas para pczsﬂj
de Nea1 289 (0.526), de ottavi‘Z®) (0.522 <p_<0.529), ¢ tam-
bém com as conjecturas de Tsallis(agz) (0.52237) e de Wu(zgz)
(0.52443...; Enting e Wu(zgﬁj mostrafam recentemente gue esta
conjectura & inexata). No caso da rede 3-12, o valer exato

(L)

s(2)_ 0.740... esta bem proximo ao valor de s

por Tsallis(ggg

conjecturado

) (0.73983...) e difere de 1.5% da estimativa de

(262)

Neal(ggi) (0.751). Queremos ressaltar que Tsallis verifi-

cou que suas conjecturas para as FC's das redes Kagomé, 3-12,

Lis L, e suas duais (as quais acreditamos estarem, pelo menos,

bem proximas das FC's exatas visto que contém como casos parti
culares varios resultados exatos) satisfazem a quase- universa

tidade em s 4 (I1<gq<4). Na fig. 5.3.3.4.1 reproduzimos seus

resultados (para rede Kagomé obtiveram 5(3) =0.,52122 e 5(4)=

Y_ 9.73905)

0.52119 e para a rede 3-12 obthmrwns(5)=(L739&Se s(
gue estiao em otimo acordo com nossas predicdes indicadas na Ta

bela I do apéndice C.
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Apesar da re-

A
de quadrada com 197 e 0
a5 .. —~
27 vizinhos nao ser es
3-12
tritamente plana (no sen L Ly
- Y —
tido de que nio pode ser - AET=)
‘e Ly
embebida no plano), po- KG
o 112 8]
demos considera-la pra- DC
. : - Lo
ticamente plana, visto \__ rle)
L4
—~ - \—_ g '
que a sua extensao tri- \_ Ly
X i .. - AS
dimensional (finita) e
muitc menor que a sua
extensdao bidimensional
4 [ i e
(infinita). Para esta 0 a3 Y 6 %.

rede, s0 existem resul- .
Fig.5.3.3.4.1 - Variéve}s s, conjecturadas por
tados aproximados para Tsallis (262 em funcdo do ng
de estados q associados as diversas redes iso
0os pontos criticos cor- tropicas (HC = "honeycomb", KG = Kagome, Q=qua-
drada, DC="diced", TR = triangular, AS =Asano
respondentes a =1 e ha). Estas conjecturas coincidem com as res-
postas exatas nos casos indicados (ex.).

q=2. Podemos ver da Ta
bela I do apéndice C que as estimativas para 5(2) diferem mui-

(1)

to pouco (0.4%) da estimativa para s , verificando, portanto,

nossa conjectura.

5.3.4 - Predigoes da Conjectura

5.3.4.1 - Rede 4-8 Inomogenea e sua Dual

Verificamos nossa conjectura para a rede 4-8 inomoge-
nea (e sua dual) nos casos q=1 e q=2 (cujas representagoesgra
ficas colincidem dentro da escala usada na fig. 2 do apendice C).

Conjecturamos, portanto, que a forma funcional da FC para q-=1
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na rede 4-8 continue sendo valida para outros valores de

q(l<q<4), a saber:

3s{V o172y —ara-s{? s sl o0 g
(5.3.4.1.1)
(para a rede dual basta substituir sgq) por (1—s£q])(i =1,2)

Observamos que os valores dos pontos criticos isotropicos para

q=3 e q=4 estao indicados na Tabela I do apendice C.

5.3.4.2 - Algumas Outras Redes

0s pontos criticos das redes Archimedianas (cujas des
(264)

mente para q=1. Portanto, usamos estes valores de pc==s(1) pa

cricoes podem ser vistas em T6th(%ég)) foram estimados SO

ra predizer as temperaturas criticas para q# 1 mostradas na Ta
bela I do apendice C.

No caso da rede quadrada com ligacoOes entre primei-
meiros e segundos vizinhos onde verificamos nossa conjectura para
q=1 ¢ 2, fizemos predicces para q=3 e 4 baseados no valor do

(2). Estas predigoes estao sendo testadas por

(*)

ponto critico s
Oliveira e Tsallis através de calculos de GR no espaco real.
Nas trés ultimas linhas da Tabela I do apendice C, apresenta-
mos oS pontos criticos isotropicos associados as redes trian-
gular com ligacoes entre primeiros e segundos vizinhos, quadra
da com 1igag6es entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos

e triangular com ligacoes entre primeiros, secgundos e tercei-

ros vizinhos para q=1,3,4 que conjecturamos a partir das esti

(")

Comunicacao privada.
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(270,271 ,74 )

mativas de temperatura critica de Ising No que

concerne a rede triangular com primeiros e segundos vizinhos,

272) estendeu o célculocﬁﬂl} de tre-

muito recentemente Oitmaa
ve anos atras de expansoes em altas temperaturas para a suscep
tibilidade incluindo até dez termos e obteve J/KBTC = 0.1140 +*
0.0005. Este valor fornece s(2) _p.1551 +(.0006, que esta em O
timo acordo com nossa conjectura 0.155+0.001.

Observamos que as barras de erro na tabela dos pon-
tos criticos para q=1,2,3,4 associados a varias redes isotro-
picas e homogéneas (Tab.I do apendice C) foram estimadas levan
do-se em conta a dispersao dos valores disponiveis na literatu

ra, bem como o erro (conhecido exatamente para as redes trian-

gular e "honeycomb') introduzido pela presente conjectura.

5.4 - GENERALIZACAO PARA REDES D-DIMENSIONAIS (d >1)

Vamos agora generalizar para todas dimensoes (pelome
nos para d > 1) a conjectura que fizemos para redes planas, es-

tendendo heuristicamente a variavel s.

5.4.1 - Definicie e Propriedades da Varidvel s(q, h(d); t'4))

Queremos que a variavel s, que procuramos; satisfaca
as trés condicOes seguintes: 1) Devido ao isomorfismo (vide se
cio 2.1.4) existente entre o modelo de Potts para q>1 e a per

(1)

colacdo de ligagoes, e levando-se em conta que t correspon-

de a uma probabilidade, vamos impor que

:t(l) “d n%t(lj (5.4.1.1)
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ii) Vamos impor também, para todos os valores de q, que
s(d+w) =t arq e (4 (5.4.1.2)

Como veremos posteriormente, esta restricao possibili
ta a obtencao de resultados exatos para a rede de Bethe e o com
portamento assintotico exato em redes regulares para d - =,

iii) a variavel s generalizada deve conter a expressao (5.3.1.1)
como caso particular para d=2.

Estas trés condigOes podem ser satisfeitas simultanea

mente atraves da definicao

En[l+(q-1)h(d)yt @

s(q, h(d); t 4y = ,
£n{l+(q-1)h(d)]

(5.4.1.3)

onde h(d) & um numero que depende da rede particular d-dimensio
nal (d>1) considerada; a restricao (5.4.1.2) junto com a defi-

nicao (5.4.1.3) implica que:

lim h(d) = 0 (5.4.1.4)
d+eo
condicio esta que, como veremos mais adiante, & verificada rigo
rosamente para redes hipercubicas. Queremos ressaltar que os re
sultados que obtivemos para redes planas podem ser reobtidos fa
zendo-se h(Z) =1 para qualquer rede plana. A propdsito, notemos
que

| ()
s(q, h(d); 1-t ) = 1-s(q, h(d); t Dy (5.4.1.5)

1+(q-1h(d)t @
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que, para d=2 e h(2) =1, expressa a transformacao de dualida-

de (5.3.1.2).

5.4.2 - Formulacao da Conjectura

Podemos agora formular nossa conjectura: para qual-
quer rede d-dimensional (d>1) existe um numero h{d) tal que o
ponto eritico ferromagnetico SC_ES(q, h(d); tc) depende da re-
de mas praticamente ndo depende de q (1<q<qld); q nao & ne-

cessariamente inteiro). Impondo-se, por exemplo,
s(1,h;e M) —scz,n;e ) (5.4.2.1)

podemos obter para uma dada rede, o valor correspondente de h.
E assim que obtivemos os valores de h apresentados na Tabela II
do apéndice D (veja também fig. 1 do apéndice D), onde para is
to usamos os pontos criticos indicados nas Tabelas Ia e Ib do
apéndice D e, no caso de redes planas, usamos a tabela I do a-
péndice C e os valores conjecturados por Wutl@l). Observamos
que as conjecturas de Tsallis(agzj levam a valores diferentes
para h, que valem aproximadamente 1.015, 0.986, 0.986, 1.012
nos casos correspondentes as redes Kagome, 'diced", 3-12 e A-
sanocha respectivamente. Queremos ressaltar que,para uma dadadi
mensao d; h nao varia muito (h(2Z) = 1, h(3) Z 0.38 com erro de
cerca de 10%). Portanto, para as redes cujas variacoOes das cons-

tantes de acoplamentos independentes Jqy J Iy nao mudam

2""’
d, podemos estender a presente conjectura para a fronteira cri
tica inteira similarmente a subsecao 5.3, a saber:

se ¢{51(q0,h), sz(qg,h),..., sn(qo,h)} =0
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¢ a FC para um valor fixo qo(l <q_<q.(d)) entdo
=9, =

¢{51(Q,h), Sz(th);"' > Sn(q,h)} =0

representa,

(5.4.2.2)

com boa precisao, a FCpara outros valores de q tam-

bém (1<q=<q.(d)); s, (q,h) ¢ definida por:

s;(q,h) = s(q,h;t£Q)) (5.4.2.3)

5.4.3 - Verificacoes da Conjectura

5.4.3.1 - Redes

verificada para varias
redes planas usando o
valor h(2)=1, o qual
fornece a FC exa
ta somente para a
rede quadrada. No
entanto, se usar-
mos os valores de h

apropriados espe-

Planas

Conforme vimos na subsecao (5.3.3) esta conjectura foil
ASpax AS nax

Redes __ETTT(hzl) ——ETTTﬁ (h)
quadrada (ex.) 0 0
triangular (ex.) 2.4 0.32
"honeycomb' (ex.) 1.3 0.21
Kagomé (+) 0.23 0.029
Kagomé(++) 1.2 0.40
diced ) 0.25 0.21
diced "+ 1.3 0.43
3-12(+) 0.10 0.22
Asanoha () 0.30 0.66

ramos que a precisao
da presente conjectu-
ra aumente. Os erros
percentuais mMaximos

na variavel s(q,h)

(que ocorrem, no ca-

Tabela 5.4.3.1 - erro percentual maximo da varia-

vel s(q,h) (o qual ocorre para
q=4) em relacao a S(1l=p cometido na conjectura
anterior (onde h=1) e na conjectura presente (h
apropriado) para diversas redes planas isotropi-
cas. 0s valores dos pontos criticos conjecturados

por Tsa1]1s(+) (262) e por Wu£++) (267) foram usa
dos; os resultados exatos estao indicados (ex.).
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so da rede triangular anisotropica, no limite isotropico) em re
lacao a s(1,h) =D cometidos na conjectura anterior (onde h=1)
e na presente conjectura estao indicados na tabela (5.4.3.1).E-
fetivamente a introducao de um numero h# 1 melhora a nossa con
jectura anterior, exceto para a rede 3-12 e sua dual onde wusa-
mos os valores dos pontos criticos recentemente conjecturados em
(LQ&)_ Eventualmente este fato inesperado poderia estar relacio
nado com a topologia especial da rede 3-12 (e conseqlientemente
da sua dual), qual seja, de ser constituida de poligonos fe-

chados havendo sempre uma ligacdo entre dois poligonos vizinhos.

5.4.3.2 - Redes Tridimensionais

Usando os valores de h indicados na Tabela II do apen

dice D e os pontos criticos encontrados na Tabela Ia do apéndi-

BCC

ce D e, no caso da rede BCC, os valores s(3,h ) = 0.181 +

BCC) = 0.1763 = O.OOSS(LQQJ, verificamos que

0.003180) ¢ 5(3.h
nossas conjecturas para os pontos criticos gq=3 associados s re
des SC, FCC e BCC concordam muito bem (a discrepancia maxima em

s €& cerca de 0.4%, 1% e 1.4% respectivamente)}.

5.4.3.3 - Redes Regulares (q=1,2; d-»)

Vamos considerar uma rede com um numero de coorde

nacdo z. A aproximacdo de Bethe fornece para pc(lz):

D= = (5.4.3.3.1a)
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onde

g=2z-1 {5.4.3.3.1b)

Ao passo que o ponto critico do modelo de Ising na aproximagio

de Bethe 2% 2 dado por:

c(2) 1
C

5 (5.4.3.3.2)

Ambas expressoes (5.4.3.3.1a) e (5.4.3.3.2) sao assin
toticamente exatas no limite de d=« para todas as redes Tregulares.
Usando estas expressOes e a condicao (5.4.1.4) vemos que:

1

.
(2%? (5.4.%.3.3)

s (1,h(dr) 3t ) v s (2, h(dre) st

confirmando, portanto, a nossa conjectura para g=1 e 2.

5.4.3.4 - Rede de Bethe Isotropica com Ligacdes Diluidas

"Quenched"

Ate este ponto referimo-nos somente a tferromagnetos
de Potts puros. Vamos agora considerar ferromagnetos de Potts
com ligacoes diluidas 'quenched" (onde H)(Jij) ¢ dado pela ex-
pressao (2.4.2.1)) numa rede de Bethe (vide Fig. 5.4.4.3.1la) 1-

sotrdépica.Seu ponto critico exato e dado por(g;l)

pr{®) - L q, ¥z) (5.4.3.4.1)

a

com g definido em (5.4.3.3.1b).
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Uma vez que a rede de Bethe tem uma dimensao efetiva infinita,
podemos usar a condicao (5.4.1.2) e reescrever a eq.(5.4.3.4.1)
COmo

<s(q,h(d>); téq))> = (¥q,¥z) (5.4.3.4.2)
onde <...> significa a média associada a E’(Jij) definido em
(2.4.2.1). Vemos portanto que, neste caso randomico, a nossa

conjectura se verifica exatamente (%q) para a variavel

<5(q,h(d);t(q))> ao inves de s(q,h(d);t(q)).

5.4.4 - PredicOes da Conjectura para Pontos Criticos de

Ferromagnetos Puros
5.4.4.1 - Redes regulares d-dimensionais (d > 3)

A aplicacao da presente conjectura prediz vinte e
cinco novos pontos criticos aproximados em redes regulares nao
planas indicadas nas Tabelas la (excluindo a rede BCC) e Ib do
apendice D (vide regioes delimitadas por linhas reforcgadas).Es

tas tabelas foram calculadas usando:

i) os valores de h indicados na Tabela IT do apéndice D quando
os pontos criticos sao conhecidos para dois ou mais valores de
q;

ii) o valor de h(d) correspondente a rede hipercubica d-dimen-
sional para todas redes com ligacoes apenas entre primeiros
vizinhos onde somente um ponto critico € conhecido;

iii) o valor de h da rede com ligacoes entre primeiros vizi-

nhos para as redes correspondentes com ligacoes entre primei-
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ros e outros vizinhos mais distantes (no caso da rede quadrada
com ligacBes entre primeiros e segundos vizinhos, esta escolha
leva a uma discrepancia de apenas 1% em h; vide Tabela II do a
péndice D).

Queremos esclarecer que os valores centrais da varié
vel s indicados nas tabelas Ia e Ib do apendice D foram obti-

(2) -,

dos usando-se os valores centrals de t e/ou t c fepro
duzidos na mesma linha (que aparecem logo no topo da linha). As
barras de erro foram estimadas levando-~se em conta o erro ¢/ou
a dispersao existente na literatura, o erro proveniente da in-
certeza na determinacao de h e, finalmente, o erro intrinseco
da propria conjectura (este GUltimo erro mostrou ser desprezi-
vel em todas as situacdes onde era possivel testa-lo). Vale a
pena ressaltar que nessas tabelas a incerteza global nos valo-
res de téq)/q e kBTc/qJ € cerca de 1% para todos os casos €
xaminados, exceto para a rede HCP (para a qual nao existe, em
nosso conhecimento, nenhuma estimativa recente para Pc)'

Para as redes tridimensionais (Tabela Ia do apéndice
D) restringimo-nos a 1<q <3 que correspondem a transicao con-
tinua ou levemente de primeira ordem. Para dimensoes finitas
d >4 (Tabela Ib do apendice D) a transicao ¢ de segunda ordem
se q<2 (cf. fig. 2.3.2.1); no entanto vale a pena ressaltar que,
para a rede HSC com d =4 e q=3, a presente conjectura continu

. 186
a valida (3J/KBTC==O.3875 + 0.0010(—~—) e, portanto, S.= 0.158
+ 0.004 que difere apenas de 1.9% do valor 0.161 * 0.002 da Ta

bela Ib do apendice D)
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5.4.4.2 - Redes regulares no limite d -+«

07)

Gaunt e Ruskin ™~ calcularam a seguinte expansao(pro-
vavelmente assintotica) para a probabilidade critica de ligacdes
P. numa rede hipercubica simples d-dimensional:

p.=s(lhselty 2 13 5T 542

o 20.3 ZO,L} : O,5

onde o=z-1=2d-1, z sendo o numero de coordenacio.

(122) obtiveram uma expansao

Qutrossim, Fisher e Gaunt
(provavelmente assintdtica) para o ponto critico de Ising,de on

de se segue que:

t(Z): 1 + 1 + 5 + 15 + 256 F (5.4.4.2.2)

< o ol o g 3¢°
E mais conveniente trabalhar aqui com expansdo em ¢ do que em z
porque os resultados numéricos obtidos para 2<d<7 (possivel-
mente para d > 7 também) ficam melhores; dai termos escolhidoc"1
para abcissa da Fig. 1 do apendice D.

Impondo-se que s(l,h;tél)) =s(2,h;t£2)), obtem-se a

seguinte expansdo (provavelmente assintotica ) para h:

hi(cg) = — + == 4+ .. {(5.4.4.2.3)

GZ

Observamos que o termo 6-1 que aparece nas expansoes
(5.4.4.2.1) e (5.4.4.2.2) correspondem a aproximacadao de Bethe
(vide eqs.(5.4.3.3.1a) e (5.4.3.3.2)) que € assintoticamente

exata no limite d +e« para todas redes regulares. Verificamos
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imediatamente, no caso de redes hipercubicas, a condicao {5.4.
1.4), a qual assegura a validade da conjectura até o termo do-
minante assintotico para todas as redes regulares. Os casos cor
respondentes a q > 2 ndo foram incluidos na Tabela Ib do apéndi
ce D; no entanto, pelo menos, para todos valores de q e d>>1
para os quais a transicdo € apenas levemente de primeira ordem,

esperamos que:

s(a,h(dw); ey a el 0 L g5y (5.4.4.2.4)

5.4.4.3 - Cactos e Arvores de Husimi

Vamos considerar cactos triangulares com numeros de
coordenacdo =z (z/2 triangulos partindo de cadé sitio; vide Fig.
5.4.4.3.1b) e arvores quadradas de Husimi (z/2 quadrados par-
tindo de cada sitio, vide Fig. 5.4.4.3.1c) cujos pontos cri-
ticos exatos sao conhecidos para q=1,2. 0 valor critico P. pa

ra q=1 associado a um cacto triangular & dado por(Zl’aly:

1
pC + pé - pé = 0_—_“1— (5.4.4.3.1)

com ¢ definido em (5.4.3.3.1b). Veja Tabela Ib do apéndice D pa

-1
ra os valores correspondentes a z=4,6,8,12; ¢+ = fornece p."vo -,

i.e., 0 limite da rede de Bethe (eq.(5.4.3.4.1) para t(q)zl). 0 va

lor critico para q=2 forneCe(EZE)

L(2) 1

{ S0 - VT (5.4.4.3.2)

veja Tab. Ib do apeéndice D para valores correspondentes a z=4,
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6,8,12; o« leva a téz)’ho_l, i.e., o limite da rede de Bethe
(eq. 5.4.3.4.1 para p=1 e g=2). Analocgamente temos que, para

a arvore quadrada de Husimi (z=4), o caso q=1 fornecetzz):

1-2p_-2pl-2pi+3pS = O (5.4.4.3.3)

(veja Tab. Ib do apendice D para o valor de PC) e g=2 leva a

(Ono(zlg)):

(2) (2).2 (2).3 (2).4
1—2tc —Z(tc ) -Z(tc ) +(tC ) =0 |
(5.4.4.3.4)
(veja Tab. Ib do apendice D para o valor de téz)).

(a) (b) (c)

Fig. 5.4.4.3.1 - Algumas pseudo-redes: (a) rede de Bethe com z =4; (b) cac-

to triangular com z=4; (c) arvore quadrada de Husimi
com z=4.
Na situacac presente, nac podemos testar a nossa con
jectura, mas podemos usa-la (i.e., impor que pcms(Z,h(def)ﬂﬁz%)
para calcular os valores de h asscciados (veja Tab. II do apeén

dice D) e, através da fig. 1 do apendice D, estimar as dimen-
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spes efetivas def (Tab.II do apendice D). Como os valores en-
contrados para def sao finitos e maiores que 4, parece plausi—
vel que nas arvores de Husimi e nos cactos as transigoes, para.
q >3, sdo de primeira ordem. Vimos anteriormente, no caso da
rede HSC com d=4 € g =3, que nossa conjectura fornece estima-
tivas razoéveis mesmo para transicoes de fase de primeira or-
dem. Se isto permanecer verdadeiro para as arvores de Husimi e
cactos, entdo esperariamos que, para ¢ =3, tés)i 0.339 para a
arvore quadrada de Husimi com z =4, e tés)i 0.364, 0.204, 0.144,
0.0911 para cactos triangulares com numeros de coordenacdo 4,

6,8 e 12 respectivamente.

5.4.5 - Predicdes da Conjectura para Fronteiras Criticas de

Ferromagnetos Puros

Vamos agora aplicar nossa conjectura para calcular

FC's inteiras como formulado na eq.(5.4.2.2).

5.4.5.1 - Rede Cubica com ligacdes entre primeiros e segundos

vizinhos

Seja uma rede cubica com ligacdes entre primeiros e se
gundos vizinhos cujas constantes de acoplamento ferromagneti-
cas independentes sao Ji e J2 associadas respectivamente as in
teracoes entre primeiros vizinhos e entre segundos vizinhos.Co
mo em ambos casos extremos JZ/J1= 0 (rede SC com primeiros vi-
;inhos) e Jl/Jj =0 (rede constituida de duas sub-redes indepen

dentes FCC com primeiros vizinhos) nio hd mudanca de dimensio
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d, podemos aplicar nossa conjectura.

Nenhuma proposta foi feita, em nosso conhecimento, pa
ra a FC desta rede nos casos q # 2. As temperaturas criticas  aproximadas
para q =2 foram calculadas por Dalton e Woodiézg), atraves de
expansdes em sérles para O_iJz/Ji_il. A partir dos resultados

da ref. (270) obtivemos (usando h = nSC 0.377), no espago

5%2)—552), a curva com uma linha cheia mostrada na fig. 2 do a-

SC . :
produz uma incerteza na

pendice D. A incerteza no valor de h
FC desenhada pelas duas linhas tracejadas; a superior coincide,
na escala da fig. 2 do apendice D, com a FC do modelo de Ising
obtida usando-se

h - hECC_ 0.412

Conjecturamos, entao, que a FC, para quafquexr ¢ {pelo menos pa
ra 1<q<3), & bem aproximada, para O:EJZ/Ji_il, pela curva em
linha cheia cuja extrapolacdao (em linha pontilhada) para valo-

{q)
2

res superlores de JZ/Jl deve interceptar o elxo $ no valor

séq) -p.°“= 0.119 + 0.001

(veja Tab. Ia do apéndice D).

5.4.5.2 - Rede BCC com ligacOes entre primeiros e segundos vi-
zinhos

vamos considerar uma rede BCC onde J1 e J2 estao as-

sociados respectivamente as interacgdes ferromagnéeticas entre
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primeiros e segundos vizinhos. Ahalogamente ao caso anterior,
podemos aplicar nossa conjectura, visto que ambos 0S5 casos limi
tes JZ/J1=0 (rede BCC entre primeiros vizinhos) e Jl/J2=0 (re-
de constituida de duas sub-redes independentes SC com primeiros
vizinhos) sdo tridimensionais tambéem.

A FC para esta rede foi calculada, em nosso conheci-
mento, somente para g=2. Usando os valores de Dalton e Woodcig)
para as temperaturas criticas de Ising para 0 < JZ/Jl <1 e
h = hBCC= 0.372 + 0.037, obtivemos a FC para q=2 (representa-
da por uma linha cheia na fig. 3 do apendice D), com uma certa
margem de erro (linhas tracejadas). Queremos ressaltar que hBCC
e hSC diferem tao pouco (veja Tab. II do apendice D) entre si
que se usassemos hSC obteriamos uma curva indistinguivel, na es
cala da fig. 3 do apéendice D; da curva anterior. De acordo com
nossa conjectura, a referida FC continua valida tambem para ou-
tros valores de q (pelo menos para 1<q<3). A extrapolacado pa-

ra JZ/Jl >1 (linha pontilhada na fig. 3 do apendice D) deve in

terceptar o eixo qu) no valor
s{0 _pSC 20,247 + 0.003

C

(veja Tab. Ia do apéendice D).

5.4.5.3 - Rede FCC com ligacoes entre primeiros, segundos e

terceiros vizinhos

Vamos denotar por Jl’ J2 e J3 as constantes de .aco-
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plamentos independentes associados respectivamente as intera-
coes entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos na rede FCC.
Mais uma vez ,todos os casos limites JZ/JI = J3/J1 = 0 (rede FCC
com primeiros vizinhos), J;/Jy = Jz/J, = 0 (rede constituida de 4
sub-redes independentes SC com primeiros vizinhos) e.H/J3=Jé/J§£
(rede FCC com terceiros vizinhos; z=24) tém a mesma dimensao
d=3, permitindo pois a aplicacao de nossa conjectura. A superfi
cie critica para esta rede foi estimada, em nosso conhecimento,

(274 ) calculou as temperaturas criti

somente para q=2. Philhours
cas de Ising O_EJQ/JIAEZ e O_EJg/Jj_iz, enquanto que Dalton e
Wood(ggL) consideraram somente o caso particular da rede FCC com
primeiros e segundos Vi;inhos para 0 < JZ/Jl <1 (JS/Ji,ZO)' Es

C_o.412 +0.026) a superficie

tes resultados fornecem (para h:hFC
critica desenhada (linha cheia) na fig. 4 do apendice D. O erro
introduzido pela incerteza em h & invisivel na escala adotada.
0 mesmo acontece com a discrepancia (inferior a 0.3% nas varia-

(270)

vels s£2)) entre os resultados das referencias (indicados

por cruzes na fig. 4 do apendice D) e (274)

Uma vez mals coOmn-
jecturamos que esta superficie critica € valida para, pelo me-
nos, 1 < q < 3; na sua extrapolagao deve interceptar 0 eilxo

séq) em (cf. Tab. Ia do apendice D)

{q}

e 0 elxo 53 em

s§q3= pECC(S)z 0.054 + 0.004

cuja estimativa foi obtida comparando-se extrapolacdes no  espa-
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Co S{Z)—séz)—séz), de diferentes linhas criticas iso-Jz/Jl.

5.4.5.4 - Rede de Bethe Anisotropica

Turban(;gij obteve a FC exata para percolagao de 1i-

pacoes numa rtede de Bethe (de numero de coordenacao z) com ny
e n, =z-ng ligagbes com probabilidades de ocupacdo p, e p, Tes-

pectivamente {(veja eq.(5.4) da ref. (;Ei)).Segﬂndo seu procedi -

mento(azg), generalizamos esta FC para o caso delﬁj Dy, e Dy liga-
N

coes (onde I n, =2 ) com probabilidades PysPy--- € Py respectiva -
i=1

mente. Obtivemos entao, sob forma de determinante, a seguinte ¢

quacdo critica:

1-py (ny~) PPy --- Pify
-p,0y l—pz(nz—l) “e ~P, 0y

-0 (5.4.5.4.1)
PN PNty e l-py oyl

Como Vvimos que s(q,O;t.l(q)) = t:.Eq) para uma rede de Bethe, entao con
jecturamos (de acordo com eq. (5.4.5.4.1))que a FC exata para

todos valores de q € dada por:

(q) (q) (q)
l—th (ny-1) -t;n, ... -th ny
(q) (q) (q)
-ty ng 1-t,% (m,-1) ... —tzq ny
= 0 (Aq)
—tl\gq)n1 —tlgq)n2 ee 1—t§q)(nN—1)

{(5.4.5.4.2)
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5.4.6 - Predig¢Oes da Conjectura para Fronteiras Criticas de
Ferromagnetos de Potts com Ligacgdes Randomicas Genéricas

"Quenched" em Redes de Bethe Isotrdpicas.

Conforme vimos na subsecao 5.4.3.4, a nossa conjectu
ra c¢stendida para <s> fol verificada para ferromagnetos de Potts
com ligacbes diluidas "quenched''. Recentemente Tsallis(gigj apli
cou esta conjectura para ferromagnetos de Potts '"quenched” em
redes quadradas anisotropicas com distribuicbes arbitrarias de
probabilidades Pl(Jij) para as ligacOes horizontais e PZ(Jiijg
ra ligagoes verticais (propos, como uma boa aproximacio destaFC
para 1<q<4, a equacao <sl>pl% <sz>p2=21 que tem a mesma forma
funcional da FC exata no caso puro, i.e., eq. (5.3.3.1.2)). Ob-
teve, entao, resultados muito satisfatorios que contém, como ca
sos particulares, um grande numero de comportamentos assintoti-
cos exatos (ou que acreditamos serem exatos). Assim sendo, pode
mos aplicar a nossa conjectura para o modelo de Potts ferromag-
nético com ligacbes randomicas "quenched" numa rede de Bethe i
sotropica (com numero de coordenacio z). A FC para q=2 corres-
pondente ao problema de ligagﬁes mistas genéricas "quenched" (onde
a constante de acoplamento Jij associada a cada ligacao € uma va
riavel randomica independente com uma distribuicao de probabili

dades P(Jij) arbitréria; JijiOJ pode ser escrita comotzzgjz

(2) 1
<tc >p(J..)‘ a (5.4.6.1)
ij
onde o ¢ definido em (5.4.%.3.1b)

Conjecturamos que a FC exata para qualquer q é:
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(q) !
<t >p[Jij).._Eﬂ q) (5.4.6.2)
onde <...> significa a média associada a P(Jij).

Observamos que no caso diluldo reobtemos o resultado de Southern

e Thorpe 221) (vide eq.(5.4.3.4.1).

5.5 - CONCLUSOES

Neste capitulo formulamos uma conjectura referente a
fronteiras criticas de ferromagnetos de Potts com ¢-estados. Es-
ta conjectura estabelece essencialmente que, através do uso de
uma variavel conveniente (variavel s), podemos exibir para uma
dada rede, uma quase-universalidade com respeito a ¢. Esta con-
jectura foi verificada, com uma precisao satisfatoria (exata no
caso da rede quadrada anisotrOpica), para varias redes planas e
nao planas (SC,Fcc;BCC, redes regulares no limite d»w, rede de
Bethe isotrdpica para o problema ferromagnetico com ligac¢des di
luidas "quenched").

A presente conjectura permitiu uma série de predigOes a saber:
i) cingllenta novos pontos criticos aproximados (vinte e cinco
pontos em redes planas - vide Tab. I do apendice C; vinte e cin
co pontos em redes nao-planas - vide Tabs. Ia e Ib do apéndice
D) para ferromagnetos de Potts puros em redes regulares;

ii) o ponto critico possivelmente exato do ferromagneto dePotts
com gq-estados em quolquer rede regular d-dimensional (com nume-
ro de coordenacdo z) &, no limite d-«, assintoticamente dado,

para todos os valores de g>1, pela eq.(5.4.4.2.4), ou seja,
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'_BTS* " q””(%%é—z);

iii) os pontos criticos aproximados para ferromagnetos de Potts
puros em alguns cactos triangulares e na arvore de Husimi  com
z=4 (esperamos que a transicdo seja de primeira ordem para q>2}°
iv) a fronteira critica aproximada para ferromagnetos de Potts
puros nas redes 4-8 inomogenea (eq. 5.3.4.1.1) e sua dual.

v) as linhas (ou superficies) criticas aproximadas para ferro-
magnetos de Potts puros na rede cubica com primeiros e segundos
vizinhos, na rede BCC com primeiros e segundos vizinhos e na
rede FCC com primeiros, segundos e terceiros vizinhos;

vi) a fronteira critica possivelmente exata para o ferromagneto
de Potts puro em redes de Bethe totalmente anisotropicas (eq. (5.
4.5.4.2));

vii) a fronteira critica possivelmente exata para o ferromagne-
to de Potts com ligagdes randdmicas genéricas '"quenched” em re-

des de Bethe isotropicas (eq.(5.4.6.2)).



CAPTTULO 6

FRONTEIRAS CRITICAS DE FERROMAGNETOS DE
ISING COM LIGACOES DILUIDAS "QUENCHED"

NAS REDES TRIANGULAR E "HONEYCOMB"

6.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo calculamos, através de doze procedi-
mentos diferentes de GR no espago real (todos eles usando trans
formacgdes do tipo triangulo-estrela e dualidade), aproximagoes
acuradas para as fronteiras criticas associadas a ferromagnetos
de Ising (de spin 1/2) com ligacoes (entre primeiros vizinhos)
diluidas "quenched" nas redes triangular e "honeycomb" isotro-
picas. A hamiltoniana que descreve estes modelos ¢ dada pela eq,

(2.2.1.1) onde H=0 e a constante de acoplamento Ji € uma va-

j
riavel randdmica independente com distribuic¢do de probabilida-
des E’(Jij) definida em (2.4.2.1). E conveniente usarmos a va-
riavel transmissividade térmica de uma ligacdo definida en

(5.2.1) que; para ¢ = 2, reduz-se a;:
tEtanh(Jij/kBT) (6.1.1)

Esta variavel aparece naturalmente em problemas de Ising com

(3219), Young e StinchcombeQ£§2'

(233)

spins 1/2 (Domb(igl), Nelson e Fisher

(232)

Yeomans e Stinchcombe Tsallis e Levy entre outros);

a lei da probabilidade (2.4.2.1) pode ser reescrita como:

P(t) =P(t;p,t ) (1-p)&(t) +ps(t-t ) (6.1.2a)
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com

tDE'tanh(J/kBT) (6.1.2b)

As FC's exatas para este modelo nas redes triangular

e "honeycomb" ainda sao desconhecidas; os unicos resultados e-

zatoe disponiveis sao a temperatura critica para p =1(1§§)’

probabilidade critica P. para T= 0(2) e as derivadas (dto/dp)p:l e

(dto/dp)p_p(géz)(limites superior e inferior(ggg) para t, (p)
=Pc

sao conhecidos também). Em nosso conhecimento, todas as FC's a

proximadas, a excec¢do de uma, que foram propostas (Tatsumi e
Kawasaki(aél), Oguchi e Ueno(277), Yeomans e Stinchcombe(aééj,
Turban(ggz), Guilmin e Turbantz&g), Kinzel e Domany(gll)) nao

sdo simultaneamente exatas em ambos limites T=0 e p=1; a uni
ca excecao € a faproximagéo a tres ligacoes'" de Guilmin e Tur
ban(ggg) ( a gual passaremos a referir por GT). Eles usaram u-
ma extensao para 'clusters'" da aproximacao de interagao efetiva
onde o meio efetive escolhido foi o modelo de Ising puro; esta

escolha leva também a um valor exato para (dt,/dp) Nosso

p=1"
objetivo principal € a determinagdo acurada das mencionadasFC's

para as redes triangular e "honeycomb".

6.2 - RESULTADOS EXATOS DOS MODELOS PUROS OBTIDOS POR UM

PROCEDIMENTO UNIFICADO DE GRAFOS

6.2.1 - Revisao do Procedimento Original

A transformacdo triangulo-estrela (TTE) (introduzida

(9

por Onsager -~ em 1944) e a transformacao de dualidade (TD)

(151)

(introduzida por Kramers e Wannier em 1941, interpretada
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geometricamente por Onsager em 1944 ¢ colocada em termos de 1i

gacbes seérie-paralelo por Tsallis e Levy(zéé) e Alcaraz €

Tsallis(lﬁéj) s3ao0 os ingredientes basicos que, em contextos di

ferentes, conduzem aos pontos criticos exatos KA = J/kBTg €

C
(32)40

KY = J/k TY (156) do modelo de Ising puro e pA e pY

c B c C C
modelo de percolacdo de ligacoes puro (A e Y denotam, respecti
vamente, as redes triangular e "honeycomb'). Vamos, a seguir,re
ver suscintamente os argumentos originais que foram utilizados
para obter estes pontos criticos para, digamos, a rede trian-
gular.

Para o modelo de Ising, Wannier(léé)

estabeleceu, a-
través da TTE (veja Fig. 1 do apendice E), uma conexao entre
a funcao de partigao ZA(K) da rede triangular num ponto Ke a
funcao de particao ZY(R) da rede "honeycomb" no ponto
R = arg cosh[(1+e4K)/2]/2. Por outro lado, através da TD, ele
relacionou ZY(R) com ZA(K') onde X'= arc cotanh eZR = RD (onde
relembramos que D refere-se a dual). Desta forma, Wannier dedu
ziu uma relacdo entre a fungao de partigaoc ZA de rede triangu-
lar nos pontos K e Kf que, sob a hipdtese de haver uma Uunica
singularidade em ZA’

Para o problema de percolacao de ligacoes, Sykes e

conduz a Ké = K =K' = (£n3)/4.

(52)

Essam 2=’ estabeleceram inicialmente uma relacao (analoga 2 men
cionada TD) entre séries do numero medio de "clusters'™ finitos
por sitio (que desempenha o mesmo papel que a energia livre em
problemas térmicos; vide subsecao 2.1.4) <n>A(p) da rede trian-

gular para p<<pg e séries de <nzY(1—p) da rede "honeycomb" pa-

\

ra p>>pl; assumindo um Unico ponto singular em <n>6(p) (onde

§=A ouY ) eles obtiveram que pI::(pg)Dzzl—pé. Em seguida, con
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sideram um Unico tridngulo-estrela (por exemplo, ABCO na fig.l
do apéndice B) onde as ligacdes do triangulo e as da estrela ti
nham probabilidades de ocupacao p e pDE 1-p respectivamente., I-
gualando a conectividade no triangulo com a conectividade na es
trela, chegaram a uma tnica equacaoc independente nao-trivial (e

quivalente a eq. (j) da Tab. 1 do apéndice E). A raiz desta e-

quacdo € a probabilidade critica exata p£==2 sen(w/18).

6.2.2 - Procedimento Unificado de Crafos

Para o modelo de Ising puro, podemos reobter os re-
. 156 .
sultados de Wannler(———) considerando o par de grafos com dois
(266)

terminais (vide Tsallls e Levy ¢ referencias internas) mos
trados na Fig. (a) da Tab. 1 do apendice E (i=2) (ou alternati-
vamente o par de grafos com dois terminais da Fig(b) da Tab.l
do apendice E (i=2D)) onde introduzimos as transmissivida&ustég
micas t =tanhK e r, = tanh R. Para ser mais preciso, associa
mos t (r ) com cada ligacdao do triangulo (estrela) da Fig. (a)
da Tab. 1 do apéendice E e obtivemos (veja, por exemplo, Yeomans

e Stinchcombe(zégj, Tsallis e Levy(

(2)
A

tem (d) da Tab. 1 do apendice E). A TTE usual {que envolve um

266 C .

———)) a transmissividade e-
quivalente G (t,) (G(ij(ro)) entre os dois terminais (veja i-
traco sobre todas as configuracoes possiveis do spin central do

”Cluster”‘Y ) leva a:

t0+t

(6.2.2.1)
1+t

il
=

Se consideramos agora que, no ponto critico, r0=t?z(L45)/G+té
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obtemos a equac¢ao indicada no item (d) da Tab. 1 do apendice E.
0 procedimento que acabamos de utilizar para as celulas que
aparecem na Fig. (a) da Tab. 1 do apéndice E pode ser aplicado
também ds células mostradas na Fig. (b) da mesma  tabela

(266) das células

(estas celulas sao, na realidade, as duais
anteriores) fornecendo, entao, a equacgao indicada no item ( e)
da Tab. 1 do apendice E.

Para o modelo de percolacao de ligacdes puro, pode -
mos reobter os resultados de Sykes e Essam(jil) considerando-se
os grafos com tres terminaite (1=3) desenhados na Fig. (c)da Tab.
1 do apendice E, onde p e pD sao as probabilidades de ocupacao
das ceélulas triangulo e estrela respectivamente. Igualando as
probabilidades equivalentes Gés)(p) e GE?)(pD) entre os termi
nais (i.e., as probabilidades dos trés terminais estarem conec-
tados) em ambas as c€lulas obtivemos a eq. (j) da Tab. 1 do a-
péendice E, cuja raiz € o valor exato pé.

Em outras palavras, vimos que a TTE usual definida
no ponto critico do modelo de Ising puro pode ser escrita em ter
mos de pares de grafos com dois terminais (i=2 ou 2D), enquan
to que a TTE definida no ponto critico de percolacdo de ligacio
pura pode ser expressa em termos de um par de grafos com tres
terminais (1=3). Portanto, surge naturalmente a seguinte ques-
tdo: poderiamos obter ambos pontos criticos exatos usando o)
mesmo par de grafos? A resposta € positiva e podemos verificar
que isto € possivel para cada par de grafos (i=2,2D,3) que con-
sideramos na Tab. 1 do apéndice E (para deduzirmos a equacao in
dicada no item (f) da mesma tabela usamos o método de ""corte-co-

66
(266)

lapso" Mais genericamente, pode-se verificar que isto ocorre
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para pares de cé€lulas maiores (tais como o da Fig. 1 do a-
péndice E) com um numero qualquer de terminais posicionados so
~ bre quaisquer vértices (vide apéndice F) para o modelo ferromagnético de
Potts anisotropico (onde ha uma quebra da simetria de permutacdo  nos
grafos). Na realidade, entre os tres pares de grafos da Tab. 1
do apéndice E e para o modelo ferromagnético de Potts anisotro
pico «com ligacdes randomicas genéricas “quenched", o par de

grafos com trés terminais (1=3) unico que fornece FC's que

€ o
nao violam (241) 0 isomorfismo(él) existente entre omodelo de
Potts para gq+1 e a percolacao de ligagoes. Portanto, para pro
blemas mais gerais, o par de grafos triangulo-estrela com trés
terminais (i=3) desenhado no item (c) da Tab. 1 do apendice E
€ superior a qualquer um dos pares de grafos com dois terminais
(i=2,2D) que aparecem na mesma tabela.

Até este ponto consideramos somente a rede triangular: ;
0os pontos criticos exatos para a sua rede dual &z=ﬁ€)2:1//3 e

?g: (pé)Dzl—Zsen(ﬂ/IS) podem ser dedugidos similarmente substi-

. D
tuindo-se v ¢ T (T=1t,,p).

6.3 - MODELO DE ISING COM LTGACOES DILUIDAS "QUENCHED'" NA REDE

TRIANGULAR

6.3.1 - Método dos Grafos

0 fato das transformacoes combinadas TTE e TD defini-
das em ambos os casos limites p = 1 (egs. que aparecem nos i-
tens (d), (e), e (f) da Tab. 1 do apendice E) e t0=1 (egqs. indi
cadas nos itens (g), (h) e (j) da Tab. 1 do apéndice E) poderem

ser expressas pelos mesmos pares de grafos, permite-nos generali-
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zar estes resultados para qualquer p € t , obtendo entao apro-
ximacdo para a FC associada a rede triangular. Para realizar-
mos isto associamos a cada ligacao dos grafos mostrados na Tab.
1 do apendice E, as distribuicoes P(t) (eq. (6.1.2a) (convencionaremos que
estes grafos sao do tipo A(i)) e PD(t) {(convencilonaremos que es
tes grafos sao do tipo ‘{(i))ao invés de = e <D respectivamen
te, onde PD(t) € a distribuicdo dual de P(t), ou seja, € a dis
tribuicdo de probabilidades associada a variavel randémica

tDEE(l—t)Al4t). PD(t) deve, portanto, satisfa;er a:

pPeey[at] = pe?) [de?] ¥t (6.3.1.1)

ou seja:

PD(t) = 2—

(1+t)?

P(tD) (6.3.1.2)

de onde se segue, para o caso particular de P(t) dado por (6.1.

2a), que
PPty = PP (tip,t )= (1-p)& (t-1)+ps (t-t)) (6.3.1.3)

As distribuicoes equivalentes de transmissividades Péi)(t)
(6=A,Y; i=2,2D,3) associadas a cada um dos grafos desenhados nas
Figs. (a), (b) e (c) da Tab. 1 do apéndice E estao dadas pelas
eqs.(6a-6f) do apendice E. Cada distribuicéo equiwﬂente-Pgi)(t)
foi calculada da seguinte forma:

ngi) (1)

:pél) ()=} alptapTs “ferenl e (6.3.1.4)
L= .
(8=A,Y ;1=2,2D,3)
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onde, para cada um dos trés grafos do tipo A(i) ( Y4i)) (i=2,2D,3)
representados na Tab. 1 do apendice E, aéi)(aéig) ¢ o numero de
configuracées topologicamente equivalentes que tem ¢ ligacdes
(1)
Y

gacoes (relevantes) com transmissividade 0(1); estas configura-

(relevantes) com transmissividade to(t?) e nél)-ﬁ(n -2y 1li-

cOes tem uma transmissividade equivalente Dgi)(to) (D£$)(t?)L
Neste ponto, vamos usar procedimentos similares ao u-
tilizado nos "GR do tipo-dual™ (que inclui RG3 a RGO6) introduzi

233
do por Tsallis e Levy(_——) no caso do modelo de Ising com liga-
coes diluidas "quenched" na rede quadrada. Este método consiste

em construir GR's que renormalizam Pgl)(t) em

pr (1) ey =p 3 pDicipr ey (i=2,2D,3) (6.3.1.5)
Y Y ’

Vamos utilizar entao, similarmente ao problema de GR com dois
parametros que abordamos no capitulo 4 (vide subsecoes 4.2.1 e
4.2.2), dois procedimentos diferentes de GR, a saber: GR canoni

co do tipo-dual (GRCD) e GR paramétrico do tipo-dual (GRPD).

6.3.2 - Grupos de Renormalizacio Canonicos do tipo-dual (GRCD)

O tratamento GRCD € similar ao RG4 de Tsallis. e Levy(z—@
e envolve o calculo de linhas de fluxo e pontos fixos pelo pro
cedimento usual que descrevemosno capitulo 4. Construimos seis
GRCD's distintos que denotames por (r,1}-GRCD (r=t ou s; 1=2,2D

(2) (q)

ou 3), onde s=s ¢ um caso particular (q=2) da variavel s
definida em (5.3.1.1), r € a variavel sobre a qual ¢ feita a mé
dia e i refere-se ao par de grafos triangulo-estrela correspon-

dente (veja Tab.l do apéndice E). Cada (r,1)-GRCD & definido a
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través do seguinte par de equacdes:

<rp (i) =h (Y, ))- r>p, (1) =t e
(6.3.2.1a)
x?>p =k e ) <r2>P.(i):g£i)(P',t;D)
A
Y (6.3.2.1b)

(r=t,s; 1=2,2D,3)

onde relembramos que

- Ln(l+t)
In2

s (6.3.2.2)

e <...>p denota uma média sobre a distribuicio P.

Usamos a variavel s visando a obter o valor exato de &ﬁo/mﬂp_pa,
e

tal como ocorreu para o modelo de Ising com  ligacdes diluidas

"quenched'" na rede quadrada(aéi). Observe que as eqgs. (6.3.2.1)

poderiam ser escritas equivalentemente em termos dos cumulantes de

primeira ordem K{r)(P(i)) e de segunda ordem Kér)(P(i)) associa
dos com P(i) (onde P(i)= Péi), P%})) da seguinte forma:
(r) .. (1) {(r) p, (1)
K1 (PA ) = Kl (PY ) {(6.3.2.3a)

(i) (i) 4(i)
(Pr=p POt

(1) (6.3.2.3b)

(r) (1) (r)
K, (PA ) = Ky (PY

onde

Kir)(P(i)) = <r>P(i) (6.3.2.4a)
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(1) _pfi) (1)
S I AT

k() pUy = cr2s (i) - (er> (i))° (6.3.2.4b)
2 p p

Cumpre ressaltar que as eqs. que aparecem na Tab. 1 do
apéndice E sdo casos particulares (p=p'=1l, t =t; e t, =t =1,
p=p') do sistema de egs. (6.3.2.1). Portanto, todos os GRCD's
contem og pontos eriticos exatos dos modelos de Ising puro(lﬁ%)
e da percolagdo de ligagdes pura (pé,l) como pontos fizos. A 11-
nha de flﬁxos que une esses pontos fornece para cada (r,1)-GRCD, uma aproxi-
magcdo para a FC que estamos procurande (veja Tabs. 2a e 3a do apendice E) .

Os (s,2)- e (s,2D)-GRCD's fornecem uma mesma FC devido a certas propriedades

*
especiais( ) da variavel s e &s seguintes relacoes

(2D) (2) D
PA (t) = H?Y (t)] (6.3.2.5a)
e
(zD) (2) D
PY (t) = [PA (t)] (6.3.2.5b)

Todas estas cinco FC's distintas sao bem representadas pela mes
ma curva (T) desenhada na Fig. 2a (ou 2b) do apéndice E, umavez
que as discrepancias entre elas (menores que 1.1% na variavel t,)
sao invisiveis nas escalas das figuras.

Vamos agora discutir mais detalhadamente como as eqs.
(6.3.2.1) fornecem varias propricdades criticas do presente mo-
delo; em particular o valor exato da derivada (dto/dp)p=pé nas
aproximacdes (s,i)-GRCD's (i=2,2D,3). Primeiramente, queremos res

saltar que as distribuigoes de transmissividades Pglj(t) e

() Estas propriedades sao K(S)(P) =1~K£S)(PD) e Kés)(P)==K§S)(PD), onde
P é uma distribuicao arbitraria.
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p!&l)(t) (i=2,2D,3) (veja eqs. (6) do apéndice E) tém as  se-

guintes formas gerais:

by mog s+ 2 oM siea )
i (6.3.2.6a)

(i=2,2D,3)

p.(i3(t)::B§i)(p')a(t-1).+ z s st (0P
Y ’ 2=1:2:"' * ! 0
(6.3.2.6b)

onde
. (1) | G |
oDy - @ 5 s - ey (6.3.2.7a)

0P @) - a-pe @ 5o e - s en e
(6.3.2.7b)

5 o )=z 3y =1 ¥p  (6.3.2.7¢)
2-0,1,... 920,1,...

(i=2,2D,3)

sendo néi)(n%})) 0 numero de ligacoes relevantes do grafo do ti
po A(i)( Y(i)J (i=2,2D,3).

Segue-se das igualdades (6.3.2.7) que:

uii)(p=1)= Béi)(p'=l) = GQ 1 (delta de Kronecker) (2=0,1,...)
(i=2,2D,3)
(6.3.2.8a)

Observamos também que, uma vez que a transmissividade equivalen

te t de qualquer grafo constituido de ligagles cujas trans-

eq
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missividades sdo todas iguais a 1(0) e teq=1(0), A;lj(tej e

Béi)(t;D) satisfazem a;
(1), 1y i
Al - -1 (8=1,2,...) (6.3.2.8b)
e (i=2,2D,3)
3513(t;D=0) S0 (g=1,2,...) (6.3.2.8¢)

As propriedades (6.3.2.8) sao de fundamental importancia pois e
las d@o origem a varios resultados especiails que mencionaremos
abaixo. Cumpre ressaltar que estas propriedades valem para gra-
fos genéricos quaisquer cujas ligacOes estao associadas a dis-
tribuicdo P(t) definida em (6.1.2a) ou & distribuicdo P’(t) de-
finida em (6.3.1.3) {(vide, por exemplo, a distribuicao equiva-
lente para a celula do tipo H a 2 e 3 dimensoes na ref.(235)).

A partir das eqs. de transformacao (6.3.2.1) obtive-
mos, para cada (r,i)-GRCD (r=t, s; 1=2,2D,3), somente dois pon
tos fixos (p'=p=p*, t =ti=t}) que sao precisamente os pontos ja
mencionados correspondentes aos pontos exatos puros. Linearizan

do estas equacOes (analogamente ao que fizemos na subsecao 4.2.

1), para cada (r,i)-GRCD, em torno do ponto fixo de percolacao

1 (I',i)

obtivemos a matri; jacoblana J(pﬁ,l)&3l)z 3{psty) ;

alp,t,) A

*

. P"=P.
seu elemento jgi’l) = (até/apf;;iga (r=t,s; i=2,2D,3) se anula de
A = <

p*=p, -

vido as propriedades (6.3.2.8b) e (6.3.2.8c). Conseqlientemente,

111

seus auto-valores sao (ap'/ap)(r’l) x(r’l) e(étg/ato)(r’l) .
_ % _ph b % _ni
P =P, p*=pa

seus respectivos autovetores sao horizontal e tangente a FC no
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ponto (pg,l). Em outras palavras, as relacdes recursivas (0.3.
2.1) fornecem ao longo do eixo p o mesmo auto-valor que o pro-

blema de percolacao pura fornece, ou seja:

(1)
dh ™ (@, 1)

(r,1)
3 1
K(r’ljf Sp_ = dp fr=t,s;i=2,2D,3)
P ap A (i)
P*=P. df " (p",0)
dp’ LA
P =P.
(6.3.2.9)
Além disso € facil de verificar que:
W (B, 1), (s,1) - () (i=2,2D,3)  (6.3.2.10)

P P P

cujos valores numéricos estdo na Tab. 4 do apéndice E. A tan-

gente a FC em (pg,l) ¢ dada por:

SN
(r,i) -
de,t? at P
dp (r,1) (r=t,s; i=2,2D,3)
w_B ap
P™=P. LA
ot P =P
(6.3.2.11)
No caso r =t verifica-se que
ato,(t,l) ap.(t,i) )
_ = - (i=2.2D,3)
at, ot . A P.
P =P.

(6.3.2.12a)
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(t,1) , (t,1)
Ao ) e ‘jfﬁ (i=2,2D,3)
It, P*=p.  2p;
(6.3.2.12b)

Segue-se das relacoes (6.3.2.12) que:

at (ts1)
- - 3 (4=2,2D,3) (6.3.2.13)

- Por outro lado, usando-se as propriedades (6.3.2.8b) e (6.3.2.8
c), & facil de provar as seguintes relacoes entre as derivadas

obtidas pelos métodos (s,i)-GRCD e (t,1i)-GRCD:

(s,i) (t,i) |
oplr S opt (6.3.2.14a)
at, LA 2802 3t, .,
P*=Pp. P*=p.
e (i=2,2D,3)
atgcs’i) . atJ(t’i)
S (6.3.2.14b)
3t 3t . A
’ P*=p, ’ P*=p,

Portanto, usando todos estes resultados (das eqs. (6.3.2.10) até as egs. (6.

3.2.14)), obtemos que:

at(s,1)
’ | - - HE2 2,00,3)  (6.3.2.15)

d .

p p*=p. Pe
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que coineide com o resultado emato(ail).

No ponto fixo de Ising (1,t ) podemos mostrar facil-

) . (r,i) r(r 1)
mente, usando a propriedade (6.3.2.8a), que J12 = *_SE_’—‘ = 0.
. w_gD
et tr=t_

Portanto, a matriz jacobiana calculada neste ponto fixo tem au

to-valores (at‘/at )(r 1& = %r 1) e (ap'/ap)(r’l) associados
-k
t tr=tl
te c
respectivamente ao auto-vetor vertical e ao auto-vetor tangen-

te a FC no ponto (1,t§). Neste caso também o auto-valor A(r L

¢ o do caso puro, i.e.,

(1)
dnit1,t,)
(r,1i)
. atr (T dt
SIS - . - (r=t,s;
3t . )
0 ~2,2D
gt ED D 1=2,2D,3)
« A
dt! tret)
(6.3.2.16)
Verificamos também que
By s, () (i=2,2D,3) 6.3.2.17)

(para valores muméricos vide Tab. 4 do apéndice E). A tangente a FC no pon

to fixo de Ising, obtida através do (r,i)-CRG, € dada por[232)
(r,i
(r, 1) ey
= N P (6.3.2.18)
P =t (r,1) . 1)
a[)'l _ at{: ] A
ap 9t th=t,

(veja Tab. 2a do apendice E para valores numéricos especificos)
Queremos ressaltar que, no contexto do GR do tipo-

dual, n@o € possivel calcular aproximacdo para 0s expoentescri
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ticos de correlacio véi) =£n(bﬂo@/£nlﬂgj[ e véiLfn(bﬂDU/ﬂn[XED| u
ma vez que, por construcdo,nao expandimos a célula original
(fator de expansao linear b/b'=1l, onde b e b' sao , respectiva-
mente, os comprimentos lineares das celulas A e Y ) para
todos (r,i)-GRCD. Podemos constatar na Tab. 1 do apéndice E que
|Aéi)(b=1)|=1 e |A£i)(b=1)|ﬂl (com um erro inferior a 6.5%), em
particular, |22 (=131 < 2 {*P (b=1)]-1. 0 cdlculo de !xé“(b)]
e [Xéi)(b)| em pares de  células Y A3 naiores (b=2,3;
uma celula com b=2 estd representada na Fig. 1 do apéndice E)
com i "terminais" (i=2 a 6 para b=2 e i=2 a 10 para b=3) mos-
tra (vide apéendice F) que:

i) para qualquer célula  tal que (b,i) # (1,3),[>\I(}i3(b)1<1)\é3)(1)|
e que XAEi)(b)|<|A£3)(1)|;

ii) [kéz)(bjlzl para qualquer célula com dois terminais (¥b);

iii) as médias |Xél)(b)| e lxgl)(b)|, tomadas  sobre todos as
células com o mesmo numero 1 de terminais € o mesmo valor de

b, aumentam com i crescente (para b fixo) e aproximam-se de 1

quando b cresce (para 1 fixo);

iv) as medias Ikp(b)l e Ixt(b)[, feitas agora  sobre todas as
celulas " que tém o mesmo valor de b, aproximam-se de 1 a me
dida que b aumenta.

Queremos acrescentar que, no caso mais geral do mode-
lo de Potts ferromagnético com ¢g-estados, constatamos que oS
fatos (i), (iii) e (iv) continuam validos para g=3,4 (vide apen
dice F). Todas estas tendencias sugerem fortemente que ]Agi)(b)|-+1
e Ikéi)(b)]-+1 no limite b+« (¥i1) originando consistentemente
(como esperado) uma indeterminacao em v e v, como aconteceu

P
no GR do tipo-dual utilizado por Tsallis e Levy(zéé).
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1 65 »0
l . ()}
(a)
A ?9-.1-:3
i-égx} l'
LD &
4= Y %n X {( 9!’501
A 3{0 . . ) SN ] ] n%
\ lk‘kl\ o“)‘;(_i)l /r
TS 1=3%) ‘I
- - ,K Q’:'f
] i)\ ™o |
/!\ + f 1 t 1 4 —b’m
.05 2 ()
(b)
Figs. 6.3.2,1 - Representacao, em escala, dos valores de (a)|x(1)(b)[ ,

(b) MF) (b) | para varias c&lulas com um numero i de ter
minais e comprimento Tinear b. As medias Ekéﬂ b e [Aéﬂ(m | feitas sobre
todas as c&lulas com mesmo i e b estdo indicadas por cruzes (x) ; as me-

dias IAp(& | e [At(w | tomadas sobre todas as célufas com o0 mesmo b es-
tao representadas tambem (0) .
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0 fato de nao haver expansao da rede (b/b'=1) em to-
das aproximacoes (r,i)-GRCD's faz com que nao possamos atribu-
ir um significado fisico aos sentidos des fluxos dos GR's do

tipo-dual.

6.3.3 - Grupos de Renormalizagéo Parametricos do tipec-dual

(GRPD)

0 procedimento de GR paramétrico do tipo dual (GRPD)

que usamos aqui € similar ao RG3 de Tsallis e Levy(zééj. A 1-

déia basica deste método & a mesma do GRP que apresentamos na
subsecdo 4.2.2, a qual foi também utilizada na ref.(235). Em

todos estes trabalhos(zsssgisZBS)

o procedimento GRP forneceu,
de uma maneira consideravelmente menos trabalhosa e mais imedi
ata, resultados para FC's similares aos do GRC. 0 método GRPD
consiste, no caso que estamos estudando, em resolver a eq. (6.3
2.la) para cada (r,i1)-GRPD (r=t,s,; 1i=2,2D,3) mantendo, duran-
te a transformacao de Tenormalizacao considerada, um parametro

¢ fixo (por ex. p, t t,/p, etc.). Desta forma reduzimos a di

03
mensao n=2 do espacgo de parametros do (r,i)-GR para n=1; cada
aproximacao (r,i)-GRPD para a FC independe da escolha do pa
rametro ¢ e todos seus pontos sao pontos fixos..

Os resultados principais obtidos através dos seis .
(r,i)-GRPD's presentes (r=t,s; 1=2,2D,3) estao indicados nas
Tabs. 2a e 3a do apendice E. Queremos ressaltar que todos &Qi)-
GRPD's (i=2,2D,3) fornecem a mesma aproximacao para a FC, a sa

ber:

35p Ln(l+ty) - p% Ln(l+t3) - Ln2 = 0 (6.3.3.1)
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cuja tangente, no ponto fixo de percolagao € erxata. Na realida

de, eq. (6.3.3.1) constitul uma aproximacao analit<ca excelen-

? L

te (conforme veremos adiante) ¢ simples para a FC que procura-
mos. As aproximacoes GRPD's para a FC diferem muito pouco en-
tre si (a discrepancia maxima em t  ocorre em p=0.45 evale cer
ca de 0.65%) e sao, como foi o caso das aproximacoes GRCD's,
bem representadas pela curva (T) desenhada na fig. (Za) (ouZb

do apendice E.

6.3.4 - Comparacoes

Conforme mencionamos na introducgao 6.1, Guilmin e
Turbanﬁggij obtiveram, na aproximacao que chamaram de "aproxi-
macao a tres-ligacdes' (GT), uma FC que contem ambos pontos

puros exatos e a derivada exata (dt /dp) Calculamos, entao,

p=1"
na aproximacao GT a derivada no outro ponto e obtivemos que:

at | (61 12(1+pg)
= - e % - 40725 (6.3.4.1)
dp p=p£ pc(9+7pc)

Calculamos também; para fins de comparacao com nossas curvas,
alguns pontos da FC de Guilmin e Turban (vide Tab. 3a do apén-
dice E);

Todas as FCfs aproximadas que consideramos até agoré
((r,i)-GRCD's, (r,i)-GRPD's e GT; r=t,s; 1=2,2D,3) sdo muito
proximas entre si (a diferenca em t; sendo cerca de 2% no ca-
so mais desfavoravel); elas estao representadas pela mesma cur

va (T) dentro das escalas das figs. 2a e 2b do apendice E. To-
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dos os s-GR's fornecem o valor exato de (dto/dp)p_pA (cf.Tab.
rc
2a do apéndice E). Note que as FC's obtidas atravées das aproxi-

macoes GRPD's estao, no espaco p-t um pouco acima das GRCD's,

o ]
como fol o caso para as redes quadrada(zjé) e cﬁbica.shmﬂesgéjj,

(22

Uma vez que a FC exata to(p) e uma funcdao monotona em p
presumivelmente a derivada dt /dp também, a analise das deriva
das dos casos puros sugere que a FC (desconhecida) exzata encon-
tra-se entre as aproximagoes GI (limite inferior para t,; 2% de
erro em (dto/dp)p:pA) e a nossa (s,3)-CRGD (limite superior pa-

c
de erro en (dto/dp)p=1); veja 0s numeros no interi

o

ra t ; 0.15
or da regido assinalada na Tab. 3a do apendice E. A discrepanci
a maxima (em to) entre as curvas GT e (s,3)-GRCD ocorre en

p=0.45 e vale aproximadamente 0.002 (implicando portanto numa

discrepancia percentual de 0.27%).

6.4 - MODELO DE ISING COM LIGACOES DILUTDAS "QUENCHED" NA REDE
'""HONEYCOMB"

6.4.1 - Método de (Grafos

No caso da rede fhoneycomb",'a lei de distribuicao P(t)
{eqs.(6.1.2)) é assoclada agora a cada ligacao dos '"clusters'do
tipo ‘Y(i) (i=2;2D;3) enquanto que sua distribuigao dual PD(t)
¢ assoclada a cada ligacao das células correspondentes do ti
po A(i) (vale dizer; substitui-se *g) por P(t) e T por PD(t)
nas figs. (a), (b) e (c¢) da Tab. 1 do apendice E). Seguindo o
mesmo procedimento e notacao da subsecao 6.3.1, obtivemos as dis

tribuicoes de transmissividade eqllivalentes associadas com os

grafos das figs, (a), (b) e (c) da Tab. 1 do apéndice E. Estas
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distribuicoes encontram-se nas eqs. (l2a-12f) do apendice E. A
partir destas, construimos, similarmente 2 secdoc 6.3, doze GR's
(i)

que renormalizam Py (t) em:

pA(i)(t)zPéi)[PD(t;p',th] (i=2,2D,3) (6.4.1.1)

6.4.2 - Grupos de Renormalizagﬁo Canonicos do Tipo-Dual (GRCD)

Similarmente a subseg¢do 6.3.2, cada (r,i)-GRCD (r=t,
s; 1=2,2D,3) e definido pelo seguinte sistema de equacfes:
oy - (1 A ! D
<1'>P\§1) —;hI(‘ )(p’t0)2<r>P1&(1) :fI(‘ )(p'l’t(; )
(6.4.2.1a)

D,

(6.4.2.1b)

<r2>P(i)E:Eﬁl)(p,t0)=<r2>PA(i)E‘Eﬁl)(p',ts

(r=t,s; i=2,2D,3)

As linhas de fluxo associadas a estas equacgbes fornmecem cin-
co FC's distintas (visto que as aproximacgoes (s,2) e (s,2D) le
vam a FCfs numericamente identicas, tal como aconteceu para a
rede triangular) que diferem tao pouco entre si (menos que 0.8%
en to) que sao representadas, na escala da fig. 2a (ou 2b) do
apéndice E, pela mesma e Unica curva (H); suas derivadas nos
pontos exatos (1,f£) e (ﬁi,l], bem como alguns pontos das FC's
aproximadas, encontram-se respectivamente nas Tabs. 2b e 3b do
apendice E.

Uma vez que as relacoes (6.3.2.6), (6.3.2.7) e (6.3.2.
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8) continuam validas, se substituirmos A X‘Y, para a rede
"honeycomb', segue-se que todas as suas conseqilencias (mencio-
nadas na subsecao 6.3.2) permanecem também validas. Levando-se
em conta que as equacoes correspondentes aos casos puros _para
a rede "honeycomb" podem ser obtidas a partir das corresponden
D

- . . . ~ “
tes para a rede triangular por uma simples substituicao T - T’

(t=p,t ), pode-se mostrar facilmente que

V(1285 GOY_ ()8 )\,Ei)\( _ 1 (i=2,2D,3) (6.4.2.2)

% P
(veja a tab.4 do apendice E para valores numéricos dos A's). De
vido ao fato de nao haver expansao da célula original (b/b'=1),
0s sentidos das linhas de fluxo ao longo de cada aproximacao
(r;i)—GRCD para a FC, bem como os pontos fixos espurios (veja
Tab. 2b do apendice E) que aparecem nos trés (s,i)-GRCD's (i=2,
2D,3), sao desprovidos de significado fisicoe. A primeira vista
pode parecer estranho o fato de que a topologia do conjunto de
FC's (por ex.; 0 numero de intersecoes entre as FC's e o nlume-
ro de pontos fixos) associado a rede "honeycomb" seja diferen-
te da topologia correspondente para a rede triangular (compare
Tabs. 3a e 3b do apendice E). Isto provem do fato de estarmos
considerando um problema restrito (ligacdes diluidas ao invés
de ligacoes mistas): a simetria global deveria aparecer se ti-
véssemos assumido que P(t) = (I-p)é(t-t ) +pé(t-t ) ao invés da

€q (6.1.2a).

6.4.3 - Grupos de Renormalizagao Paramétricos do Tipo-Dual(GRPD)

similarmente a subsecgao 6.3.3, obtivemos as FC's (r,
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1)-GRPD's (r:t;s; i=2;ZD,3) através das linhas de pontos fixos
associados a transformacdo (6.4.2.1a). No caso r=s, esta rela-

cao fornece, como anteriormente, a mesma equaciao para as tres

FC's (s,1)-GRPD's (i=2,2D,3), a saber
3p2(1~p)£n(1+t3)+p3£n(1+3t§J—£n2 =0 (6.4.3.1)

que condu; ao valor exato da derivada (dto/dp)pzpz(eq.[6.4.3.1)
€ uma aproximacdo analitieca excelente e simples para a FC, como
veremos logo adiante). As FC's aproximadas GRPD's sao muito pro
ximas umas das outras (a discrepancia em t, sendo inferior a
0.41%) e sao representadas pela curva (H) desenhada na fig. 2a
(ou 2b) do apendice E); os principais resultados e alguns pontos
na regiao intermediaria das FCfs podem ser vistos respectivamen

te nas Tabs. 2b e 3b do apendice E.

6.4.4 - Comparacao

Na aproximacao GT para a FC, oS pontos extremos e a de
rivada (dto/dp)p_1 sao exatos. Calculamos, na aproximacdo GT,

a outra derivada e obtivemos:

0

= = ————— = - 2.1590 (6.4.4.1)
dp pYl (9-5pY)

dt 6[2—ﬁ£)

p=pl

Para fins comparativos, calculamos também alguns pontos da FC de

Guilmin e Turban (vide tab. 3b do apendice E).
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Similarmente ao caso da rede triangular, todas as a
proximacoes (GRCD's, GRPD's e GT) para a FC da rede 'honeycomb"
diferem muito pouco entre si (menos que 1.3% na variavel t,) e
suas representacoes graficas reduzemuse a uma unica curva (H)
na escala da fig. 2a (ou 2b) do apendice E. Em todos s-GR's, o
valor de (dto/dp)pzﬁz coincide com o exato (veja Tab. Za do a-
péndice E). Aqui também (tal como na secdao 6.3), os valores de
t,, para qualquer p fixo, pertencentes as FC's GRPD's est@o um

pouco acima dos obtidos através dos GRCD's. A analise das deri

Y

c © p=1 (veja Tab. 2b do apendice E)

vadas nos pontos extremos p
sugere que a FC (desconhecida) exata esta compreendida entre a
ecurva (s,2)-GRCD {(limite superilor para t ; erro de 0.96% em
(dto/dp)p:l) e o curvg (limite inferior para t,; as derivadas
em ambos casos puros sao exatas) constituida da (s,3)-GRECD pa
ra p,<p< .90 e da GT para 0.90 <p <1 (veja a reglao assi-
nalada na Tab. 3b do apéndice E). A discrepancia maxima em t
entre os limites inferior e superior ocorre em p =0.90 e vale

aproximadamente 0.001 (correspondendo a. uma discrepancia per~

centual de 0.14%).

6.5 - CONCLUSOES

Mostramos que a transformacdo triangulo-estrela con-
jugada com a dualidade, a partir da qual podemos obter os pon-
tos criticos exatos dos modelos de Ising (e mais genericamente
do modelo de Potts com um numero q qualquer de estados) e per-
colacao de ligacdes puros, pode ser formulada dentro de um con

texto unificado de grafos (vale dizer, € possivel obtermos si-
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multaneamente ambos pontos criticos exatos usando um par qual-
gquer de grafos triangulo-estrela; ilustramos este fato para va-
rios tais pares de grafos). Esta constatagao possibilitou-nos
construir, num contexto de grupce de renormalizacao no espago re
al,.doze procedimentos diferentes para calcular as fronteiras
criticas associadas ao modelo de Ising {(de spins 1/2) com in
teracdes ferromagnéticas entre primeiros vizinhos e ligacoes di
luidas '"quenched" para as redes triangular e "honeycomb'. Obti-
vemos nove fronteiras criticas diferentes aproximadas com boa
precisio (que diferem menos de 2% em t ) para a rede triangular,
e outras nove fronteiras criticas diferentes aproximadas (com
disérepéncia maxima de 1.3% em t ) para a rede "honeycomb' . To-
das estas fronteiras criticas contém os pontos criticos puros
exatos de Ising e percolacao de ligacdes, bem como as derivadas
{no espacgo p -to) exatas ou quase exatas em ambos limites p=1
e t =1.

Em termos analiticos, Propomos para ambas redes
fronteiras criticas aproximadas excelentes ¢ simples, ambas for-
necendo o valor exato da derivada (dtq/dp)pzpc. A proposta (6.
3.3.1) para a rede triangular contem um erro de 0.40% na deriva
da (dto/dp)p:1 e um erro maximo (em p =0.45) estimado em cerca
de 0.31% na variavel t . A proposta (6.4.3.1)para a rede "honeycomb"
conduz a um erro de 1.4% na derivada (dtﬂ/dp)p=1 e a um erro ma
ximo (em p = 0.90) estimado em cerca de 0.14% em t .

Em termos numeéricos, foi possivel obter-se aproxima-
cbes até mesmo mais precisas. A fronteira critica exata deconhe
cida para a rede triangular esta compreendida muito provavelmen

te entre a presente aproximacao (s-3)-GRCD ((dto/dp)p=pA exato
C



~157 -

e erro de 0.15% em (dto/dp)pzlJ e a "aproximacao a trés-liga-
coes'" de Guilmin e Turban(;;gj((dtn/dp)p=l exato e 2% de erro
en (dtu/dpJp=p£); a discrepancia maxima entre estas curvas e
de 0.27% (em p=10.45). 0s respectivos limites superior e infe--
rior (para t ) para a fronteira critica da rede "honeycomb' sdo
muito provavelmente a presente aproximacao (s,2)-GRCD ((dto/dp)p:pz e-
xato e 0.96% de erro em (dto/dp)pzlj e uma curva que, para
pc_ip-%0.90, coincide com a presente aproximacao (5,3)-GRCD
((dto/dpjp=ﬁg exato) e, para 0.90 <p <1, coincide com a "apro-
ximacdo a trés-ligacoes" de Guilmin e Turban (228) ((dto/dp)p=1
exato); a pior discrepancia entre estes limites ocorre para
p=0.90 e vale 0.14%. Em nosso conhecimento, a diferenca entre
os limites t (p) presentes para as fronteiras criticas exatas
desconhecidas correspondentes as redes triangular e "honeycomb"
€ a menor existente na literatura. Concluimos, portanto, que
os métodos de grupo de renormalizacdo no espaco real quando a-

liados a simetrias e transformagoes convenientes podem ser ex-

tremamente eficientes no calculo de fronteiras criticas.



CAPITULO 7

- CONCLUSQOES -

Ao longo deste trabalho obtivemos varios pontos e/
ou fronteiras criticas correspondentes aos modelos de percola-
cdo, Ising e Potts com g-estados em redes variadas. Em todos os
casos, nossas propostas ou diferem pouco de resultadcs conheci
dos na literatura ou sdo ineéditas. Vamos enumerar a Seguilr OS

resultados originais, em nosso conhecimento, que obtivemos:

a) a probabilidade critica de percolagao de ligacao para a re-

de quadrada com primeiros e segundos vizinhos:
p.=0.249 2 0.003

b} cinqUenta pontos criticos aproximados para ferromagnetos de
Potts puros em redes regulares com dimensao d=2,3,4 (vide Ta-

belas 1 do apéndice C e Tabelas la e Ib do apendice D).

¢) o comportamento assintOtico (para d-~ =)} possivelmente exato
do ponto critico de ferromagnetos de Potts purcs com ¢q > 2 esta

dos para redes regulares com numero de coordenacao z:

Z+®

d) pontos criticos aproximados para ferromagnetos de Potts pu-
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ros com q > 2 estados em cactos triangulares com z=4,6,8,12 ¢ é£
vore quadrada de Husimi (z=4) (esperamos que a transigao seja

de primeira ordem para q > 2).

e) fronteira critica aproximada para ferromagnetos de Potts pu-
ros com, pelo menos, 1<q<4 e q#2 estados na rede 4-8 inomo

genea:
3(s§q3~1/2),4[(1_s£q))2+(1-s£Q))3] -0

f) fronteiras (ou superficie) criticas aproximadas para ferromag
netos de Potts puros com, pelo menos, 1<q<3 e q#2 estados pa
ra as redes cubica e BCC ambas com primeiros e segundos vizi-
nhos, e FCC com primeiros, segundos e terceiros vizinhos (vide

figs. 2,3 e 4 do apéndice D respectivamente).

g) fronteira critica peossivelmente exata para ferromagnetos de
Potts puros com q # 1 estados para redes de Bethe anisotropicas

(eq. 5.4.5.4.2).

h) fronteira critica possivelmente exata para ferromagnetos de
Potts com ligacOes randomicas quaisquer "quenched'" com q# 2 es

tados em redes de Bethe isotropicas:

(q) 1
<t > = e
Além de fronteiras criticas obtivemos também as se-

guintes estimativas para os expoentes criticos de comprimento

de correlacgao vp(d) correspondentes a percolacao isotrdpica em
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redes d-dimensionals:

1.332 = 0.014

vp(d:Z)

1l
<
o]
o
I+
<o
(]
[#3]

vp(d:S)

Considerando-se que estas propostas resultam de extrapolacoes de
valores obtidos para células de dimensoes lineares b relativa-
mente pequenas (no caso mais favoravel b <15), podemos afirmar
que estio em bom acordo com resultados provenientes de expan-
soes em séries e de métodos Monte Carlo aplicados a  células
bem maiores. Queremos ressaltar também que o método Monte Carlo
aplicado a grupos de renormali;agao que utilizamos € uma varian
te original: ele fornece separadamente cada coeficiente do poli
nomio Rb(p)(ou Rb(p,q) no caso mais geral de percolacdao aniso-
tropica), polinomio este que representa a probabilidade equiva-
lente entre os terminais de uma célula de tamanho linear b, ao
passo que outros métodos Monte Carlo usualmente fornecem o gra-
fico por pontos de Rb(p) versus p.

Verificamos que, no contexto de grupos de renormaliza
cio no espaco real, a topologia da celula (incluindo a esco-
lha das entradas e saidas, ou seja, dos ndés terminais) desempe
nha um papel fundamental no cadlculo de grandezas criticas tais
como fronteiras e expoentes criticos. Quanto mais a célula
respeitar as simetrias da rede original mais eficiente &€ o gru-
po de renormalizacgao, vale dizer, os resultados obtidos para ce
lulas cada vez maiores convergem mais rapidamente para o verda-
deiro valor correspondente a rede inteira (b-e). Em particu-

lar, vimos que as celulas auto-duais do tipo H generalizado pos
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suem uma topologia extremamente adequada para a rede quadrada
com ligagoes entre primeiros vizinhos, visto que conduzem ao re
sultado exateo da probabilidade critica de percolacdo de ligacdes
para qualquer valor de b, bem como fornecem resultados, no que
concerne vp(d:Z), que convergem rapldamente.

No que concerne aos problemas de magnetismo aleatorio
vimos, nos calculos de fronteiras criticas dos modelos de Ising
com ligacbes dilulidas ferromagneticas '"quenched" para as redes
triangular e "honeycomb",que a variavel sobre a qual se faz a
meédia influil consideravelmente nos resultados. Em particular, a
variavel g (definida em (6.3.2.2) para o modelo de Ising) con-

duz ao valor exato da derivada (dto/dp)p_p , Similarmente ao ca
=P, 2

so do modelo de Ising com ligacoes ferromagneticas diluidas
"quenched'" na rede quadrada estudado por Levy et al(géi). Cum-
pre ressaltar que os procedimentos de grupo de renormalizacao

do tipo dual utilizados para o calculo das mencionadas frontei-
ras criticas ndo envolvem expansdes das ceélulas originais (ou
Seja; b/b'=1), podendo portanto fornecer somente fronteiras cri
ticas e n3o expoentes criticos.

Quanto aos procedimentos de grupos de renormalizagao
que utilizamos em problemas com um espaco de parametros bidimen
sional, verificamos que os paramétricos (incluindo os do tipodu
al), além de serem consideravelmente menos trabalhosos que osca
noénicos, fornecem fronteiras criticas que diferem pouco das ob-
tidas pelos métodos canénicos. Embora os procedimentos paramé-
tricos sejam eficientes no cdlculo de fronteiras criticas, o mes
mo nio acontece no calculo (quando ha expansdo da celula ori

ginal) dos expoentes criticos, ©0s quais estao em desacordo com
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os principios de universalidade.

Exibimos, para varios pares de grafos triangulo-estre
la com um numero de terminais quaisquer em quaisquer posicdes e
para diversos tamanhos, que os pontos criticos exatcs de ~ ferromagnetos
de Potts puros com (pelo menos) q =1,2,3,4 estados podem todos ser ob
tidos a partir de um par qualquer de tais grafos. E possivelve
rificar-se que isto ocorre também para o caso anisotropico, tal
como aconteceu na ref. (266) para a célula de tamanho linear
b=1 com 1=3 terminais. Portanto seria possivel construir-se
grupos de renormalizacao do tipo dual para obter-se fronteiras
criticas de ferromagnetos de Potts anisotrdpicos com ligacoes
mistas ''quenched'. Uma outra perspectiva oferecida por este tra
balho € a construcgao, através de um raciocinio similar ao utili

zado por Tsallis(gég)

, de grupos de renormalizacao do tipo dual
visando ao calculo de fronteiras criticas de ferromagnetos de
Potts anisotrdpicos com ligacGes mistas "quenched" para as re-
des 3-12 e sua dual. Calculos similares poderiam ser feitos pa-
ra as redes Kagomé e '"diced" mediante uma combinagdo - Conveniente
das transformacoes triéngulo—estrela,decoragﬁo—iteragéoClgé) e dualidade.
Vimos que a variavel s & muito conveniente no calculo
de fronteiras criticas, porém ndo € a ideal visto que, por exem
plo; nao fornece o valor exato da derivada (dtﬂ/dp)pzl' Acreditg
mos que isto provem do fato da variavel s ndo satisfazer o algo
ritmo de séries analogo ao das probabilidades (relembramos que
55#5152). Portanto seria muito interessante pesquisar-se uma no
va variavel . » para problemas térmicCos que tivesse um papel se-
melhante ao da variavel p nos problemas de percolagdo, vale di-
que satisfizesse ambas as relacgoes r =r r, € Po1-r. Acre-

zer,
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ditamos que o uso dessa variavel r conduziria muito provavelmen
te a resultados exatos para fronteiras criticas.

Finalmente queremos ressaltar que este tipo de traba-
lho € o ponto de partida natural para calculos de grandezas ter
modinamicas como o calor especifico, a magnetizacao, a suscepti

bilidade, etc.
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Abstract, By using the real space renormalisation group method proposed by P J Reynolds,
W Klcin and H E Stanley we treat bond percolation ond-dimensional cubic lattices apd obtain
(through various extrapolation methods): (i) p, = 2 (exaci), v, = 1351 + 0012{-0-020 and
x, = —0-700 + 0040 (- 0-024) for the first-neighbour square lattice: (i) p, = 0-250 % 0-003
for the first- and second-neighbour square lattice; (iii) p, = 02526 + 0-0013. v, = 0-840 &
0020 anda, = —0-520 + 0-060 for the first-neighbour cubic lattice; (iv) p, = 0-149 + 0-010,
v, = 0667 £ 030 and o, = —067 £ 0-12 for the first-neighbour four-dimensional hyper-
cubic lattice.

Whenever comparisonis possible these figures agree fairly well with other available results,
Wealso discuss the ‘magnetic’ scaling power y, for the square lattice. The inlluence on p_and
v, of the symmetry of the cluster and of the ‘direction’ of percolation is exhibited through
several two-dimensional examples.

1. Introduction

Recently, the percolation problem (for reviews see Shante and Kirkpatrick 1971 and
Essam 1972) has received a great deal of attention, mainly because of its applications to a
variety of physical phenomena, its similarity to thermal phase transitions and its relation-
ship (established by Kasteleyn and Fortuin 1969} with the critical behaviour of the one-
component limit of the Ashkin-Teller-Potts model. The renormalisation group (RG)
approaches introduced for cooperative thermodynamic systems (Ma 1973, Fisher 1974,
Nicmeyer and Van Leeuwen 1974, Wilson and Kogut 1974, Wallace and Zia 1978) has
beenapplied to bond andsite percolationproblems. Harris et al (1975, 1976) and Dasgupta
(1976 made anRG e-expansion{e = 6 — d). Young and Stinchcombe (1975). Stinchcombe
and Watson (1976), Kirkpatrick (1977)and Marland and Stinchcombe (1977) have directly
renormalised the occupancy probabilities. In particular, Reynolds er al (1977} {hercalter
referred 1o as RKS) have proposed a simple and efficient position space rG for the site
and bond percolation problems. Some aspects of this treatment have been anatysed in the
case of site percolation on a square lattice { Tsallis and Schwachheim 1979). On the other
hand, Bernasconi (1978) has formulated an approach for the conductivity of bond-
disordered conductance lattices which contains. as a particular case, the RKS bond
probability renormalisation. Very recently, Reynolds ef al (1978) have also applicd their
method {RKS) to the site percolation problem on a square lattice using a sequence of
increasingly large finite cells, and by comenient extrapelations have calculated with a
rather high degree of accuracy the critical concentration p, and the “thermal’ y_ and

0022-3718 80030321 - 10 801.00 ©1980 The Institute of Physics 321
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‘magnetic’ y, scaling powerst. Finally, the influence of the ‘direction’ of percolation
through a given finite RG cluster has been investigated by Sarychev (1977) for site
percolation on the square lattice.

Inthe present work, through the RKS approach, we treat the bond percolation problem
on d-dimensional cubic lattices. Let us summarise this approach. Firstly, we partition the
lattice into cells or clusters (whose size will be characterised by a length b) which shali be
renormalised into smaller cells (usually of the same type. characterised by a length b').
The expansion or rescaling factor is clearly given by b'/b. The macroscopic process shall
be simulated, at the finite size cells level, by the (relatively arbitrary)} adoption of the
‘entries’ and ‘exits’ (which we will indicate by arrows: see figures 2 and 4) of each cluster.
This choice clearly defines the ‘direction’ of percolation. Next we associate with the bigger
(smaller) cluster a polynomial R,(p) (R;.(p'}), where by p we denote the independent bond
occupancy probability. Finally, the rG is defined by

R,(p) = Rp) (1)
where p’ plays the role of renormalised occupancy probability. The non-trivial fixed point
p*b, b’) gives an approximation for the critical probability, p,, we are looking for.

Furthermore, the critical exponent v is approximated at this level by (see for example
Niemeyer and Van Leeuwen 1974 and RKS)

In(b/b')

(b b)) = —— 2
"0 = ey -
where
dp’ | dR.(p) 'dR;.
ey =T - [b”’l -E’MJ
dP pHb. b} dp i dp pb. b

is the eigenvalue of the linearised transformation equation (1) m the neighbourhood of
p*(b, b’). Of course, we expect that
p. = lim p*(b.b’) and v, = lm v, (b, &) b
b— = b—a
By introducing a ‘ghost’ site (Kasteleyn and Fortuin 1969), the scaling power y, can be
calculated in a similar way (se2 Reynolds et ol 1978).

In §2 we discuss the bond percolation on square lattices {p, v, ¥, for the first-neigh-
bour case and, as universality is expected to hold, only p_ for the first- and second-
neighbour case). In §3 we present the results (p_ and v ) for cubic and hypercubic first-
neighbour bond pereolation. In §4 we analyse, through some examples, the influence of
the symmetry of the cluster and of the ‘direction’ of percolation.

2. Square lattice

1n this section we apply the above procedure to the square Jattice. Let us first of all
consider only first-neighbour bonds. We shall adopt the family of (self-dual) clusters
obtained by straightforward gencralisation of the H-shaped i*Wheatstone bridge’. see

+ We recall that v, =13 N oa, =2 Wiy b 7, = 2y, - dyy. o g,=d+ 2 2y, B = =y

&=y td = 3,)
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also Bernasconi 1978) cluster introduced by RKS. The associated polynomials may be
written as follows:

.Z APpH1 — p ! 3)

where
AP+ AP = (mYilm, = )) VI Vb, @

The degree n, of the polynomial is equal to the number of (relevant?) bonds of the cluster
and the coeﬁ"ment A is the number of percolating configurations with / unblocked bonds
{for a given b). Relanon (4) holds because of the self-duality of the chosen family of
c]usters and implies that all the R,(p) are centro-symmetric with respect to the point
1,1). Hence they are particularly suitable for the ﬁrst neighbour square lattice, as the
fixed point p*(b,b’) is equal to the exact value p_ = 1 for any choice of b and &". For
instance, we may verify the above properties on the following example for a cluster with
the shape
l !

1

I
Ry(p) = p'® + 13p*2(1 — p) + 78p**(1 — p)* + 283p'°(1 — p’

+ 677p%(1 — p)* + 1078p%(1 — p)® + 1089p7(1 — p)°

+ 627p%(1 — p)7 + 209p°(1 — p)® + 38p*(1 - p)° + 3p°(1 — p)*°

= 18p'3 — 117p'2 + 298p' — 352p'® + 149p° + 39p°
— 10p7 — 37p% + 2p® + §p* + 3p*. (5)

We were able 1o establish this kind of closed form only for b < 4 (see 1able 1); bigger
values(5 < b < 15) were treated by a Monte Carlo method, which essentially consists of
presenting every coefficient of the polynomial (3) in the following form:

AB = r[n,Vil(n, — i)'} (6)

where " can be interpreted as the probability that a cluster (of size b) with i randomly
d:strlbmed unblocked bonds (hence n, — i blocked bonds) percolates. The Monte Carlo
approximation is introduced at the leve] where " is replaced by the frequency of
percolating configurations satisfying the conditions we have just described. We have
worked for all values of b {and not only for the first-neighbour square lattice we are dis-
cussing here, but also for the first- and second-neighbour square and simple cubic lattices
we shall present later) around N n, 2 10°, wherc by N, we denote the total number of
Monte Carlo runs, Whenever comparison between Monte Carlo and closed form results
was possible the agreenent was very good. In figure 1 we have plotted v (b, Hagainst b1

We observe that for b = 4 the numbers oscillate randomly arcound their mean value
1351 ( of the points belong to the interval [1-347; 1-365]). Our best proposal is given by

135170913

which leads to
x = —0-70pT0040
r

- 6024

+ For example, the clusier m figure 2 has 16 bonds, but only 14 reievant’ ones.
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Table 1. Results obtained for the bond percolation on the first- and second-neighbodr square,
simple cubic and simple hypercubic lattices (z = coordination number)t

Lattice Subject b P, v, ¥,
2 i 1-428% - 1-907
b =1 3 11 1-380% 1963
4 1 1-363 1982
d=2 Our best proposal o 1 (exact) 135112012 20+ 01
=4 1-34 + 0-02@ 1-89 + 0-02%
Other proposals — 1 (exact) 1-356 = 0-015™ 1-898 + 0:003™
E_‘/i ~ 1-354700) wr —
In(3/2)
2 0-2874 — —
d= b= 1 {3 02786 - —
- Our best proposal co (-250 + 0003 — —
b =1 2 (-20851 19031% 2:739
d=73 Our best proposal oo 0-2526 + 0-0013 0840 + 0020 —
=6 Other proposals — 0-247 + Q0059 0-82 + 0-05* 2:54 + 0-13™§
0254 £+ 0013 0-86 + 003 2:55 £ 017%%
dea b =1 2 01014 0-932
o Our best proposal ot 0-149 + 0010 0667 + 0-030 —
- Other proposals — — 0:66 + 0-04% —
* These values coincide with those obtained by Reynolds et af (1977).
+ The values we obtained by Monte Carlo methods are not quoted here.
N

* These values coincide with those obtained by Bernasconi (1978).

§ These values were derived by us through use of scaling laws and values established (for other critical expo-
nents) by the quoted quthars.

(2) Dunn et al (1975). (b) Reynolds ef al (1978). (c) Kleir er af (1978). (d) Sykes and Essam (1964). (e) Vyssotsky
et al (1961). () Kirkpatrick (1976). ‘

19¢
E
‘ g2 £ £
1351 bpgete et "
1250
S g
=y 10;
> d=3 . .
T
075F
. 0125 525 G27%

Figure 1. The approximative ceitical exponent \‘r(b. 1) as a function of the inverse renormali-
salion cxpansion parameter for simple sguare and cubic lattices. (‘E” means that the parti-
cular point has been ohtained from a closed form expression; the others were obtained through
a Monte Carlo method). ’
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In what concerns the ‘magnetic’ scaling power y, we have performed the calculations
onlyford, b < 4(y,(3,2) = 2:060;y,(4,2) = 2-058;y,(4,3) = 2:056.sectable] fory,(b,1)).
By different kinds of extrapolation we arrive at the result 20 + 0-1, which is comparable
with other available results (around 1-9; see table 1). However, we must admit that
the central value 24 is probably wrong (for instance, it leads to =5 = 6" =0,

o . . . P P P
which is certainly very hard to believe from the physical analysis of this particular case).

Let us turn our attention to the first- and second-neighbour square lattice within the
assumption that there is a unigue occupancy probability p. We have used a family of
clusters which generalises the previous one (see, for example, in figure 2 the case b = 2).

I

R et
Figure 2. An example (b = 2) of the renotmalisation clusters we used to discuss the bond

percolation in the first- and second-neighbour square lattice.

We have obiained closed forms for b < 3 and Monte Carlo forms for b = 4-7. For illustra-
tiom, let us present two examples:
Ry(p) = p* + 3pX1 — p) + 3p(1 — p* =p° = 3p* + 3p (7)
R,(p) = p'* + 14p*(1 — p) + 91p**(1 — p)* + 364p’ (1 — p)* + 1001p'°(1 — p¥*
+ 2002p%(1 — p)° +3001p%1 — p)® + 3412p7(1 — p)” + 2919p°(1 — p)*
+ 1810p°(1 — p)® + 743p*(1 — p)'° + 164p*(1 — p)*! + 14p*(1 - p)*?
= 4p'* — 48p'? 4 259p'% — 824p*! + 1696p'° — 2312p° + 2007p°
—908p” — 66pS. + 320p° — 137p* — 4p® + 14p? (8)

(See table 1 for the closed form values of p*(b, 1)). We also obtained p*(4, 1) ~ 0-2734,
P¥(5,1) ~ 0-2696, p*(6, 1) ~ 0-2673, pH7, 1) ~ 0-2648, p*(3,2) = 0-2688, p*(4,2) = 02652,
pH(4.3) ~ 02614, p*(5,2) ~ 0:2624, p*(5, 3) =~ 0-2589 and p*(5,4) =~ 0-2563. Through two
different extrapolation methods (one of them consists of plotting p*(b, 1) against b~ *"*
(see, for example, Reynolds er al 1978 and also § 3); and the second is a variant adapted
to b’ = 2) we arrive at our best proposal

p. = 0250 + 0-003,

As universality is expected to hold, we have calculated neither v nor y;. For comparison,
we recall that the estimates for the corresponding value for the site problem are 0410 +
0-010 and 0387 + 0-014 (see Essam 1972). which are greater than our bond result, as
required by theory. .

3. Cubic and hypercubic lattices

Let us first examine the bond percolation on first-neighbour simple cubic latiices. The
family of clusters we have chosen are the siraightforward seneralisation for d = 3 of the
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corresponding family we used in the previous section; for example, b = 2 corresponds to

‘;13;7{ .

We have established a closed form of R (p) only for b = 2 (which s exactly the same as that
presented in equation (16) of Bernascom 1978). We treated 3 = b < 7 with a Monte
Carlo method. The plot ofvp(b, 1)against b~ ' shown in figure 1 did not allow us to obtain
a reliable estimate of v,. In figure 3 we plot p* (b, 1) against b~ **», as suggested by the
finite-size relation (Fisher 1971, Sur et al 1976, Reynolds et al 1978)
p,.— prb. 1) ~ b’l/vp.

The best fit of our data (corresponding to a linear corrclation close to 0-9994) was
obtained with the following values: p, = 02526 * 0-0013 and v, = 0-840 + 0020 which
compare well with other available resulls (see table 1). Let us add that, in the fitting pro-
cess, p, remains almost unchanged for a rather wide range of v (079 v < 0-89). For
the case b = 2 we have also established the scaling factor y, (see table 1).

Let us now tumn our atlention onto the four-dimensional first-neighbour simple
hypercubic lattice. Once more the chosen family of clusters is of the same type as those
used for d = 2, 3. The unique closed form we estabhished is for b = 2:

R,(p) = —1862p?* + 38416p°7 + 374204p™° + 2285136p>° — 9794464p**
+ 31250840p%3 — 76787640p%% + 148188216p*" — 226831310p*°
+ 275829488p1% — 264550124p'® + 196352600p'7 — 108377337p'°
+ 40698288p'% — 7838992p'% — 631312p!3 + 525580p'% + 93736pt!
— 77264p1° — 3144p° + 3694p® + 2296p” — 376p° — 264p° — 28p*
+ 24p* + 8p2. (9)

The fixed point p*(2, 1) and vp(2, 1) are indicated in table 1. In spite of the fact that we have
not studied bigger values of b, it is possible to estimate p_ in the following way. Let us
first define the ratio f; = p_/p*(2, 1) for different dimensionalities. Hence f, = 0-5/0-5 = 1
and f, = 02526/0-2085 ~ 1-2115. A linear extrapolation leads to f, ~ 14230, and as
we know p*(2,1) for d = 4 we can immediately obtain our first estimate p_ =~ 0-1443.
Furthermore, we have used another type of extrapolation; let us define the ratio g, =
p, (site)/p, (bond), hence g, = 0-5935/0-5 ~ 1187 (the value 0-5935 has been taken from
Reynolds et al 1978)and g, =~ 0:312/0:2526 ~ 1:2352{the value 0-312 has been taken from
Kirkpatrick 1976). A linear extrapolation leads to g, ~ 1:2833, hence (by using p_ (site:
d = 4) ~ 0198 from Kirkpatrick 1976) p_{bond} ~ 0-1543, which is quite close to our first
estimate. Finally, our proposal will be the mean value p_ = 0-149 £ 0-010. The simple
procedure we have adopted here is not, of course. expecied to be relizble for more than,
let us say, one ‘step’ in dimension (from d = 3tod = 4in our case); it cannot take into
account, for instance, the fact that d — o implies g, — 1, as expected from genceral theory.

The value of v, has been determined by the sume kind of procedure. By defining
hy= v Q. 1) (h, = 1-428/1 351 ~ 1-0570.h, ~ 1-031/0-840 =~ 1-2274, hence b, > I- 3978)
we ha\e Obld]nbd v, = 0667 & (-030, which compares fairly well with 1he resuit of
Kirkpatrick (see table 1) for site percolation.
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3

02526~
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Q24F
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o2

020 - .
0 01 02 03 04
P
Pl
Figure 3. The approximative critical probability p*(b, 1) for the simple cubic lattice as a func-
tion of b~ " ' withv, = 0-840. (E means that the particular point has been obtained from a
closed form expression: the others were obtained through a Monte Carlo method).

4. Symmetry of the cluster and direction of percolation

In order to investigate how the symmetry of the basic cell influences the results, we have
calculated, for the square lattice, p and v using the "asymmetric’ clusters shown in figure
4 (the first four examples). We observe that the graphs associated with the first and third
cells are dual one of the other (as well as the second and fourth ones among them) and.
consequently, their renormalised probabilities satisfy the relation

Ryp) + R, (1 —p) =1 : (10)
from which it follows that

prb 1) + pEib, 1 =1 (i1)
and

[v,(b. VI (bg 1] = Inbn b, (12)

where D refers to ‘dual’,

Note that a "vertical’ percolation in the third cell (giving a renormalised probabihity
bond py) corresponds to a ‘horizontal’ percolation in the first cell {(with a renormalised
probability bond p;,). and vice versa. (This also applies to the fourth and second cells.)

All the first four clusters violate the full 772 rotational symmetry of the square lattice.
Comparing the results for the first and second {or the third and fourth! clusters. we verify
that p*(b, 1) and v (b, 1) approach the expected values as b increascs. This, of course,
happens because the lack of symmetry becomes more *diluted’ in larger cells.
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Let us conclude this point by saying that a comparison of table 1 and figure'4 shows
that the results get noticeably worse when we use clusters which do not preserve the {otal
symmetry of the latlice.

Oniginal  cluster Renormabised / cluster & J'lb 1) vplb 1)
bt boiod '+ p(,*
= HM{ 'Dv\ = 2 0304 1155
1 byt e,
(I T t ottt } t
) P
= Py = 3 0410 123
oo A
) i }
|| . P
= P, = 3 06%6 1829
(3] Y
A + } + {
, P,
= pv‘ = & 0580 16553
[} [} v Py [
{ 4o } p,!'
= l—‘_l p'l = 2 0671 1429
[ + 4
~ '
2}
s (] b
t i - P F 2 0449 1593
\ 4
Y 7]
~ 1] N
»
[ ] 1 o 3 0466 1555
.
X AN

— .

Figure 4. Results obtained, through closed larms, for the bond percolation an the first-neigh-
hour square lattice; the first four ¢lusters do net completely preserve the symumetry of the
lattice, and the Jast three refer to a biased “direction” of percalation.

In the last three examples of figure 4, we have construcied a renormalisation group by
use of a ‘hiased” percolation. The values of p*(b, 1) and \'P(b_. Byfor b = 2,3 indicated in
fizure 4 are considerably worse than the previous values (see table 1 for d = 2) and they
exhibit a slower convergence to the known results.
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5. Conclusion

Let us conclude by saying that the RKS proposal for RG proved to be very efficient for
bond percolation. In particular, the generalised H-shaped clusters are, because of their
self-duality, extremely well adapted to the first-neighbour square lattice, as they lead to
the exact result p_ = ; for any order, and they present a fast convergence in what concerns
¥ .
" All our pumerical results {d = 2 with or without inclusion of second neighbours,
= 3andd = 4)for p_and v (hence « ) compare fairly well with other available results,
with the unique exception of y, for d = 2 (we obtained y, ~ 2 instead of y, ~ 19 which is
the most commonly accepted value). This discrepancy is not surprising as we did not try
1o increase the number of points of the series in order to see what happens.
To the best of our knowledge our proposals

p. = 0250 + 0-003

for the first- and second-neighbour square lattice and p_ = 0-149 + 0-010 for the simple
d = 4 hypercubic lattice are the first ones available in the literature (this is not the case
for site percolation; see, for example, Essam 1972 and Kirkpatrick 1976). Also let us
recall that our proposal for the simple cubic lattice is p, = 0-2526 + 0-0013.

Finally we showed, through several examples, that clusiers which do not entirely
respect the symmetry of the lattice, or inconvenient ‘directions’ of percolation on them,
may sericusly deteriorate the numerical values as well as the speed of the convergence
process, although they present the correct tendencies in all the cases.

Acknowledgments
One of us (CT) acknowledges interesting commentis from P J Reynolds.

Note added in proof. Through a method quite similar to the one presented here,
S Kirkpatrick 1978 (IBM Res. Rep. RC 7296) obtained for bond percolation in d-
dimensional simple cubic lattices: (@) d = 2:v, = 1:365 £ 0015;(b)d = 3: p_ = 02495
£0-0005 and v, = 0-845 = 0015; () d = 4: p. = 0-1435 £ 0001 and v, = 066 + 0-02.
These agree fairly well with our own results.
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Abstract. The uncorrelated bond percolation problem ts studied in three planar svsiems
where there are two distinct occupancy probahilities. We apply two different real space
renorptalisation group approaches (referred as the ‘canonical’ (CrRG) and the “parametric’
(PRG) omnes) 1o the anisotropic first-neighbour square lattice, and both of them exhibit the
expected tendency towards the exactly known phase boundary (p + g = 1). Then we intro-
duce, within the contexi of PRG cajculations for increasingly large cells, an exurapolation
mcthod which Jeads 10 analytical proposals for the other two lattices. namely p + g = 4 for
the first- and second -neighbour square lattice (p and g are respectively the first- and second-
neighbour occupancy probabilities), and 3(p — &) = 4[(1 — ¢)* + (I — g)'] (p and g are
respectively the occupancy prohabilities of the topologically different bonds which areina
1:2 ratio) for the 4-8 latiice.

1. Introduction

The percolation problem has been the subject of many recent works exploring its analo-
gies and connections with thermodynamic phase transitions (see for instance the reviews
of Zallen 1978, Stauffer 1979, Essam 1980). Many real-space renormalisation group {RG)
approaches have been developed for bond, site and site-bond percolation. Some authors
(Harris et al 1975, Dasgupta 1976, Marland and Stinchcombe 1977, Kunz and Wu 1978,
Burkhardt and Southern 1978) made use of the relationship between the percolation
problem and the s-state Potts model 1n the limit s — 1 (Kasteleyn and Fortuin 1969).
Others (Young and Stinchcombe 1975, Kirkpatrick 1977, Reynolds er al 1977, 1978,
Nakanishi and Reynolds 1979, Shapiro 1979, Tsailis and Schwachheim 1979, Murase
and Yuge 1979, Magalhdes et al 1980) have constructed rG transformations which act
directly on the space of occupancy probabilities. Concerning bond percolation problems
where more than one probability appear, some exdct or approximate results have been
obtained by graph theory (Sykes and Essam 1963), series expensions (Redner and Stanley
1979), ‘ghost site’ methods (Turban 1979a) and rG (Lage 1979, Tkeda 1979. Turban
1979b, Nakanishi er al 1980).

In the present work we study, within a real space RG framework. uncorrelated bond
percolation in three planar lattices, namely the anisotropic first-neighbour square lattice
and the ‘inhomogeneous’ first- and second- neighbour sqguare and 4-8 lattices, w here the
word ‘inhomogencous® stands for the fact that two different occupancy probabilities p
and g are introduced. The critical frontier in the p-g space (as well as the connectivity

0022-3719.817101393 + 16 $01.50 © 1981 The Institute of Physics 1393
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critical exponent vp) associated with the anisotropic first-neighbour squaré lattice is
discussed {§2) within two different RG approaches, to which we refer as the canonical
(crG) and the parametric (PRG) ones. Both of them exhibit the correct tendency towards
the well known (Sykes and Essam 1963) exact result p + g = 1. The first- and second-
neighbour square lattice (§3) and 4-8 lattice (§4) are discussed only within the prG
framework by using a convenient extrapolation procedure. Finally, for both critical
lines we propose analytical expressions which fit the numerical results extremely well,
and might therefore be the exact ones.

2. Anisotropic first-nelghbour square lattice

Let us consider a first-neighbour square lattice where the independent occupation
probabilities for ‘vertical’ and ‘horizontal’ bonds are p and ¢ respectively. Its exact
critical line (which separates the percolating and non-percolating regions) is already
known (Sykes and Essam 1963):

p+g=1 (1)

This equation has recently been confirmed by different approaches: series expansions
(Redner and Stanley 1979), self-consistent decimation within the context of an effective
medium theory (Lage 1979), and anisoiropic RG transformations using as a starting point
the isotropic square lattice (Turban 1979b). In this section we present the already men-
tioned crG and prG approachest: both of them support equation (1).

Let us first of all choose a family of clusters (whose size will be characterised by b)
which completely cover the lattice (those associated with b = 1 and b = 2 are respectively
indicated in figures 1(a) and 1(b)). Next we associate with each cluster a graph by collaps-
ing the entries and exits into two terminals and by eliminating the irrelevant bonds
(several examples of such graphs appear in figure 1). Finally, through the deletion—
contraction rule (see Appendix 1), we associate with each graph a polynomial (denoted
R,{p, @) which represents the probability of the two terminals being connected, in
particular

Ripg)=p ' ()
R,(p,q) = 2p* — p* + q(2p* — 4p* +-2p%) (3)

Ryp.g) =3p> - 3p° + p° + 8qlp> — p* — p* +p" + p° - p°)
+q*(10p® — 30p* + 12p° + 18p° + 24p” — 60p® + 26p°)
+4g¥p® — 6p* + 8p° + 11p°® — 36p” + 31p* — 9p°)
+gH2p® —~ 19p* + T2p° — 140p° + 148p7 — 81p* + 18p%). ()

These expressions can be re-obtained by explicit counting of all the percolating bond
configurations? (Young and Stinchcombe 1975, Reynelds et al 1977). Notice that
R {(p, p) and R (p, p) reproduce equation (12} of Reynolds et af (1977) and equation (5)
of Magalhdes et al (1980) respectively.

+ The rG procedure has been used independently by Nuakanishi er of (19803
¢ For details of the method. see for instance Magalkies er af (1980),
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Figure 1. Examples of clusters (b = 1, 2) and their associated grapbs, used for the treatment
of the anisotropic first-neighbour square lattice ({4} and (b)) and the ‘inhomogeneous’ first-
and second-neighbour square ((c) and (4)) and 4-8((e) and (f)) lattices. The arrows indicate
the entries and exits of the clusters. Open (full) circles denote the terminal (internal) nodes of
the grapbs.

By considering ‘vertical’ percolation and renormalising a cell of side b into a smaller
one of side b’ (therefore the lattice expansion factor will be b/b’), we get the following
relation:

R.(r'.q) = Ry(p: ). (5)
In order to complete the RG recursive procedure we need a second relation (among p',

g, p and g) which can be obtained through the CRG or the PRG procedures which we shall
now discuss.

2.1. Canonical 6 procedure (CrRG)

Herein the second relation comes from consideration of percolation along another
direction: in the present case we shall choose this direction 1o be the ‘horizontal” one;
hence

R,(q,P) = R[q,p) (6)

The relations (5) and (6) define a two- parameter RG transformation, whose flow lines in
the p-g space yield the critical frontier we are looking for. The term ‘canonical’ comes
from the fact that this is the traditional procedure (Niemeyer and Van Leeuwen 1974,
1976, Young and Stinchcombe 1975).

Let us now point out some general results related to the symmetry of this particular
problem. First of all, we notice that the system of recursive relations (5) and {6) Jeads to
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a flow diagram which is symmetric with respect to the axis p = g (see figure 2).-Further-
more, the clusters of the family we have chosen are self-dual (see the last part of Appendix

1); hence
Rip.¢y+R{1-pl—g)=1 v bipq) (7)

This relation immediately implies a second symmetry (in the flow diagram), namely a
point symmetry with respect to (p, g} = (, 1), which together with the first one leads to a
new symmetry axis (determined by p + g = 1),

The rG transformation we are dealing with has nine fixed points for any finite values
of b and &', namely the point (§, 3) which corresponds to the exact results of the isotropic
case, the trivial points (0, 0) and (1, 1), the linear chain points (0, 1) and (1, 0) and the
four points dependent on b and ¥ (p,, 0), (I — p,, 1), (0, p,) and (1,1 — p,), where p,,
satisfies (cf the contraction—deletion rule)

Q—-piY -0 =pY¥=0 v (bb) (8)

We verify that p (b, b") tends towards unity if & — oo (we recall that 5" < b); the quickest
convergenceis obtained forb' = b — 1. Thsfactisillustrated with thefollowing examples:

Po(2, 1) = (/5 — 1)/2 ~ 0.6180 po3, 1) = 0.6823
Po(20, 1) = 0.8939 P,(200, 1) = 0.9305
p,(1000, 1) ~ 0.9948 P,(20, 19) = 0.9651

(200, 199) ~ 0.9965.

ufs-mzf—--— R

0L
q

__4,__;_4_,4._;,_4:4_‘_._ [P S N s R

0 05 51112 1

o
Figure 2 An example (b = 2, b’ = 1) of flow diagram in the p—q space for the anisotropie
firstl-peighbour square lattice. Each full line represents a ¢rG trajeciory followed by some
asbitrary inilial point in the neighbourhood of the fixed point 3, 11 The successive points
cxhibit the velocity of convergence within flow lines. The broken and chain lines respectively
indicate the crG and prG critical fromiers. The fixed points can be fully stable (m). fully
unstable { j and partially siable {®@.
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The linearisation of equations (5} and (6) in the neighbourhood of thé point (3, §
leads to a Jacobian matrix whose two eigenvectors are in the directions p = g{associated
to the largest eigenvalue, which coincides with the isotropic one, namely

5 = [dR@. P AR (. p]]
o dp dp P=%

and p + ¢ = 1, as can be seen in figure 2. The connectivity critical exponent is given,
within the present approximation, by vp(b, V) = In(b/b'}/In 4 (cf Magalhies et al 1980,
v (2, 1)~ 1428, v(3,1) >~ 1.380, vp(4, 1) ~ 1.363 and the extrapolated value is
v = 1351%3-01%) We verify that the flow diagrams associated with b = 3,4 are very
similar to that of b = 2 (igure 2). In all of them this fixed point is unstable in all directions,
m particular along the ine p + g = 1, contrary to what we (and Nakanishi er al 1980)
were expecting on account of universality. We were not able 1o find any explanation for
this fact other than the possibility of reversal of this tendency for sufficiently high b.

In figure 2 we can see that ‘division’ lines {broken lines) separate the p-g space into
four regions {namety I, II, IIT and IV), each of them associated with an attractive fixed
point (1, 0), (1, 1}, (0, 1) and (0, 0) respectively). As b increases, for e.g. a fixed b’, regions
I and IIT shrink; this fact, together with the tendency of p, towards unity when b — o,
strongly suggests that the CRG frontiers coalesce onto the exact one p + g = 1.

2.2, Purametric rG procedure (pPrG)

Another choice, instead of equation {6), which completes (with equation (5)) the rG
recursive set of transformations we are looking for, might be

Or.q) = Qp.g) = ¢ {9)
where £15 a parameter and the function Q(p, g) is an arbitrary one. Simple examples aret
Qlp.g) = q/p (10)
Qp.q) =4 (11)
Qp.q) = p. ) (12)

It is important to remark that within the present approximate procedure every point
of the critical line is a fixed one; consequently the PRG cannot be applied to calculate the
crossover exponent. Furthermore, the equation of this critical line (referred to hereafter
as I'(b, b)), namely
R, (p*.q%) = R,(p* %) {13)
is independent of the choice of Q(p, g). On the other hand, the critical exponents (in
particular v ) depend on the choice of Q(p, q) as this function determines the recursion
inthe ncighbourhood of the critical frontier. Moreover, theapproximate critical cxponents
exhibit, along this frontier, an unphysical dependence on the parameter g which in
order 1o support universality should disappear with increasing cluster sizes.
We have obtained, by using equation (13), several frontiers I'(b, ") (2 € b < 5 and
1 < b < 4): some of them are indicated in figure 3. All the frontiers T'(b, b} were derived
from closed forms of equation (13), with the exception of I'(3,b6')(1 € b' < 4) which

+ The choice {10) has buen vsed for a square Iattice by Tkeda (1979) in the guasi-unidimensional and nearly

1S0LTEPIC cases.
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were treated by a two-variable version of the Monte Carlo method presented elsewhere
(Magalhdes et al 1980). Throughout this paper we have worked, for every (b, b'), around
N (pinfq) = 107 (N, being the total number of Monte Carlo runs and ny(p),n,{q)
standing respectively for the number of relevant p and ¢ bonds of the cluster characterised
by b).

g

T T T

.

]

Figure 3, Examples of PRG critical frontiers for the first-neighbour square lattice (E denotes
closed form froniiers; the other is a Monte Cario one). The ¢ = 0 points, namely

P21} < p3, 1) < pld, 1) < p(5, 1) = p(3,2) < pld,2) < pi5,2) < p(4,3) < p(5.3) < p(5.4)
and their respective syminetric ¢ = ] points are also indicated. The broken line represents
the exact critical line.

Let us note that all the frontiers ['(b, &) include the exact isotropic point (3, 1), and
preserve, like the CrRG frontiers, the point symmetry with respect to this point {see equa-
tions (7) and (13)). On the other hand, their derivatives evaluated at this point, contrary
to what happens in the CRG, are not the exact one {namely —1), but they tend to it for
increasing cluster sizes in all the cases we have examined. Let us also observe that the
curves T(b, b’} are not symmetric with respect to the line p = ¢ since eguation (13) is
not invariant under the transformation p* «— g* {see figure 3). It is worth remarking that
the point (p(b, b), 0 (see equation (8)) belongs to I (b, b): this is due to the fact that both
sides of equation (6) identically vanish for g = 0, and therefore both the crG and the
PRG treatments rely on one and the same equation (5). Let us finally remark that the
cRG frontiers are for the same values of (b, b'), better (though harder to work out) than
the PRG ones (sce figure 2); nevertheless all of them tend towards the exactlinep + g = 1.

In what concerns the calculation of the approximate critical exponent vp(b,b';s)
we observe that, for the small examined clusters (2 < b € 4,1 < b" < 3), the artificial
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dependencet of v on g (for the three choices of &, namely g/p, g and p) increases, instead
of disappearing, as we use bigger cells; we do not know if this tendency will be reversed
for larger clusters.

3. ‘Inhomogencous’ first- and second-aeighbour square lattice

In this section we study the bond percolation on isotropic first- and second-neighbour
square lattices where p and g are respectively the independent occupancy probabilities
for the {irst and second neighbour bonds. We remark that in both particular cases
g = 0 and p = 0, this lattice reduces to one and two disconnected first-neighbour square
lattices respectively, whose critical probability is 3.

We shall use the same family of cells we constdered (Magalthaes et al 1980) for the
p = g case {see figures 1(c) and 1{d)}. Application of the contraction—deletionrule to their
respective graphs yields the following vertical renormalised probabilities R (p, ):

R,(p, @) =p + 2q(1 — p) — g*(1 — p) (14)
and

R.(p,q) = 2p* + 2p® — 5p* + 2p° + q(6p + 2p* — 30p® + 26p* — 4p°)
+ %6 — dp — 56p? + 92p% — 2p* — 64p° + 28p%)
+g%(—4 — 38p + 128p% — 24p® — 248p* + 270p® — 84p°)
+g%(—8 + 64p — 36p* — 338p + 708p* — 530p° + 140p%)
1+ %8 — 6p — 198p? + 690p> — 942p* + 588p° — 140p°)
+4¢°%2 — 52p + 272p* — 608p* + 682p* — 380p® + 84p°)
+q7(—4 + 38p — 140p? + 260p> - 260p* + 134p° — 28p°)
+q%1 — 8p + 26p* — 44p® + 41p* — 20p® + 4p°). (15)

These equations respectively reproduce, if p = g, equations (7) and (8) of Magalhies
et al (1980), as it should be. As illustrated in the previous section, both CRG and PRG
procedures tend, for increasingly large cells, towards the exact frontiers: however,
because of its operational simplicity we shall from now on use the latter.

We notice that for g = 0 expressions (14) and (15) (and those corresponding to
higher values of b} reduce to those associated with the first-neighbour square latiice
(Reynolds er al 1977, Magalhdes et al 1980). Therefore all the frontiers I'(b, b') we are
looking for will contain the point (p,q) = (4, 0). On the other hand, the case p =0
deserves a few comments, as here every graph R,(0, g,) becomes a paralle]l array of a

certain graph (noted G(g)) with its dual (noted G2(q)): sce figure 4 and Appendix 1.
Therefore equation (13) becomes '

G, {a,) + G2Aq,) — G,lg)GRa,) = Gd,) + Gla,) — G,(g,)Gy(g,). (16)

Hence
G,lq,) = G,(gy)- (16')

+ Tkeda's treatment (1979) presents a similar variution of v in the ncighbourhooed of the isotropic case p = g=1.
He obuains v Ig* = op = 0.543) = 1.25 and v lg* = p = 0.5 = 1.10: our results on the sume pojnis (for
b=2K= !) are respectively 1.40 and 1.43. ATl these numbers are io be compared with the nearly exact value
1.35 (den Niis 1979 conjectures a value of 3).
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Figure 4, Example of 2 cluster with odd b (b = 3), associated with the case p = O of the first-
and second-neighbour square latlice; it can be decomposed into a self-dual graph in parallet
with itself.

Furthermore, we can see that Go{(g) = G,(q) il and only if b is an odd number, and
consequently if both b and b are odd numbers equation (16') admits the root q (b, b) = 3,
which is the exact answer. On the other hand, if b and/or b is even, g (b, ') is different
from } but tends to it for increasingly large cells, as can be seen in table 1.

Table 1. rG closed form values of g {b, ) associated with the p = 0 bond percolation on the
first- and second-neighbour square lattice.

b
N 2 3 4 5
1
2
3
4

1 0.4997
— 0.5090 0.5042
— — 0.4989

=TI =T
in
=]
a2
3]

5011

The lines T'(b, 1) for 2 < b < 5 (obtained through equation (13)) are indicated in
figure 5. We shall next specify an extrapolation procedure we have developed in order to
obtain our best proposal I’ for the critical line. We first cut the curves I'(h, 1) with let
us say straight lines parametrised by ¢ (e.g. ¢ = p or ¢ = ¢ or ¢ = g/p}); we shall call
Y.*(g) the abscissa (or equivalently the ordinate) values which are thus obtained. Next
we plot Y*(¢) against b~ '*» (where we choose for v the best available value), and
through linear extrapolation to the origin we obtain the limit Y (g) for that particular
value of &. The set of { ¥ (g)} will be our proposal of T for that particular famity of
straight lines (e.g. £ = p). We repeat this procedure with other families (e.g. ¢ = ¢ or
¢ = g/p). We have verified that T'_(g = p),T_ (¢ = g}and (¢ = g/p}areextremely close to
each other (see figure 5). Another test of self-consistency of the present procedure can be
performed by verifying, on a plot of log [ V,*(e} — Y(¢)] against log b, that we obtain
parallel siraight lines for different choices of families of straight lines (e.g. ¢ = p etc)
and of values of the parameter ¢ (see figure 6)- -this fact supports the basic assumption
that v, is independent of such choices. Let us point out that the whole of the above
procedure is nothing but a generalisation, for a two-dimensional probability space, of
the finite-size scaling law (Fisher 1971, Sur er al 1976, Suzuki 1977, Reynolds et ¢! 1978)
which 1s frequently used for the one-parameter case, i.e. we are admitting the vahdity
of an equation of the type

Y¥e) — Vo)~ bl (17)
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Figure 5 PRG critical frontiers and exirapolated points for the first- and second-neighbour
square lattice (E denotes closed form frontiers; the others are Monte Carlo ones). The
extrapolated points were obtained through three differcnt families of siraight lines, where,
because of universality, the nearly exact value 1.35 has been adopted for v, The proposal
p + ¢ =7 is indicated by the broken line. @, ¢ = g/p; O.c = p; .6 = g.

= o
o o
v
T 7

1
g
T

Figure 6. Log-log plot of [ Y}iz) — Y (2)] as a function of b for the first- and second- neighbour
square lattice (for simplicity only a few examples are shown). A straight chain line with slope
egual to —(1.35) Y isshown A e =¢. @ e=gp.:O.c = p.
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Such a behaviour is expected to hold for very large b. Nevertheless it turns out that
surprisingly small values of b already satisfy it. Let us recall that, for the critical proba-
bility of bond percolation on a simple cubic lattice, we have obtained (Magalhdes ez al
1980), by using b < 7, p, = 0.2526, which is extremely close to the value p, = 0.2495
obtained by Kirkpatrick (1978} by using clusters with b < 80.

Let us now turn back to the critical line of the first- and second-neighbour square
lattice. We have verified that the three families we have chosen (namely, ¢ = p, ¢ = ¢
and ¢ = g/p) lead (o points (see figure 5) which lie on straight lines within a Jinear correla-
tion coefficient of 0.99995, Furthermore, we have previously estimated (Magalthies
et al 1980) the critical probability for the particular casep = ¢, and have found p_ = 0.250
+0.003. Finally we remark that the 1:1 ratio of the numbers of p and g bonds for the
infinite lattice is not exactly respected for small clusters; hence the carves I'(h, 1) exhibit
a slight asymmetry? (with respect 1o the line p = ¢) which disappears for increasingly
large cells. All these reasons strongly suggest that the exact critical {rontier is given by

ptag=3; (18)

though we have not succeeded in {inding a rigorous argument to prove it.

We have also calculated v (b, b': &) for different parameters (¢ = p, g and g/p) and
for2 < b<3,1<¥ <2 Weobserved thesame tendency as before (§2), e.g. theincrease
of the percentage variation of v_ with ¢ for increasingly large cells. This fact shows that
the prG method is not suitable for calculating critical exponents.

4. ‘Inhemogeneous’ 4-8 lattice

Our last calculation refers to the critical frontier of the 4-8 lattice where the two topo-
logically different bonds (see figure 1(f)) have occupancy probabilities p and g. Notice
that for either ¢ = 1 or p = 1 the system reduces to the simple square lattice. The
probability polynomials R,(p, g) corresponding to the cells shown in figures 1(e) (b = 1)
1(f) (b = 2) are respectively

R.(p.q) = 2pq* — pq* (19)
and ‘

R (p,q) = q*(8p? + 8p° + 2p*) + g% (—4p® — 6p* — 2p°) + ¢°(—8p* -+ 4p® — 4p* — 6p°)
+q7(—10p® — 12p* — 14p® + 4p°) + g®(2p* — 26p* + 14p® + 20p°)
+¢%(6p® + 24p* + 130p° — 4p°®) + ¢'°(—2p® + 42p* — 58p° — 108p°)
+q"{18p* — 162p° + 16p®) + g'*(—40p* — 4p® + 232p°)
+q'3(—24p* + 144p® — 144p°%) + ¢ (12p* + 32p° — 112p°)
+q'5(16p* — 104p® + 128p%) + ¢ %(—Tp* + 32p* — 32p°). (20)

Similarly to the previous section, we have applied only the PRG method to the cells
of the type mentioned just above, obtaining the curves I'lb, 1) (b = 2, 3, 4) indicated in
figure 7. Since the chosen cells reduce, for ¢ = 1, to the seH-dual H-shaped clusters, all

1 This asyinmelry is evident in figure 6 the lines corresponding to, e.g. £ = g/p = 5 and } donot coincide (they
would do so if the curves T(b, 1) were symmetric with 1espect to the line p = g).
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Figure 7. PRG critical frontiers and exirapolated points (with v = 1.35) for the 4-8 lattice
{E denotes a closed form frontier: the other two are Monte Carlo ones). The broken line
represents our analytic proposal (equation (24)). @, & = ¢;p: Q. t = piHe = 4.

curves I'(b, b') contain the exact point (p, q) = (4 1). Furthermore, we can show (see
Appendix 2) that at this particular point, due to the fact that the 4-8 lattice (as well as the
clusters we have chosen) is constituted by ¢ bond polygons linked to each other by p
bondst, wehave -

(dp/dq),_y 4=y =0 ¥ {b, ). (21)

It is also worth remarking that, in the particular case of p = 1, our clusters reduce
for b = 2 and 3 respectively to the last ones drawn in figure 4 of our previous work
(Magalhies et al 1980) (where they were introduced to illustrate a *biased’ percolation on
a square lattice); we can see in figure 7 that g* approaches the exact value as b increases,
asit should.

Following the same extrapolation procedure of §3 (see equation (17)), we have ob-
tained, through three different families of straight lines, the points shown in figure 7;
the self-consistency of the extrapolation method for this particular lattice can be checked
in figure 8. Extrapolation in the neighbourhood of p = 1 yields the following estimaie
for the derivative:

(dg/dp),_, .-y = —045 £ 010, (22)

+ The ‘inhomogencous’ 3-12 lattice also has this topological property. and hience equation (21) also holds for
this lattice.
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Figure 8, Log-log plot of [¥}{(z) — Y{¢)] as a function of b for the 4-8 lattice (for simplicity
only a fcw examples are shown). A straight chain line with slope equal to —(1.35)"" s
indicated. @, ¢ = g/p: O, e = p;A.t = 4.

In the particular case p = g, we were able to calculate p*{(h, 1) for bigger clusiers
(b < 7). From the plot of p*(b, 1) against b~ "7 (see figure 9), we estimate that

p. = g, = 0.681 + 0.005 (23)

which differs very little from Y.(g/p = 1) ~ 0.684 (where b < 4). These values are to be
compared with 0.675 + 0.027 (Dean 1963), 0.684 (Neal 1972) and the interval [(.645,
0.707](Ottavi 1979).

D.69L—

215

0.64 1 S _
0

0.2 04 0.
eI
Figure 8. The approximate critical probability p*{h, 1) = g*(h. 11 for the 4-8 lallicc as a
function of b~ 1" with v, = 1.35 (E) denotes a closed form point; the others are Monte
Carlo ones).
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Let us conclude by saying that the simple analytical relation

v =22 + ) (24)
where

v=2p - Y
and

u=Xl—gq)

determines a critical frontier which contains the exact points (1, §) and (3, 1}, satisfies the
property (21), leads to

(dg/dp),_| oy = —3 = —043
(in agreement with estimate (22)) and to p, = ¢, = 0.680 (in accordance with equation
(23)), and fits very satisfactorily the rest of the extrapolated points {sce figure 7). No
doubt equation (24) has a good chance of being the exact one.

5. Conclusion

We have verified in the anisotropic first-neighbour square lattice that the canonical
renormalisation group (CRG) and the parametric renormalisation group (PRG) procedures
we have used yield satisfactory results in what concerns the percolation critical lne.
While the convergence properties are better in the cRG method, the PRG one is operation-
ally much easier; however, both procedures lead to critical lines which tend for increas-
ingly large clusters towards the critical frontier p + g = 1.

In what concerns the critical exponents, the present CRG treatment of the anisotropic
square lattice leads to a rather pathological sense of the flow lines (against universality);
therefore one must be cautious with regard to the numerical values of the critical ex-
ponents, unless the above sense reverses for cells larger than those presently considered.
Furthermore, the PRG treatment leads, by construction, to a critical line entirely con-
stituted by fixed points; therefore neither is v, universal nor does the calculation of the
crossover exponent make sense.

The critical frontiers corresponding to the ‘inhomogencous’ first- and second-neigh-
bour square and 4-8 lattices are estimated within the pRG framework, by using an extra-
polation procedure which applies for two- {or higher) dimensional probability space and
which exhibits quite satisfactory self-consistent properties. All of our extrapolated numeri-

cal results are well fitted by the possibly exact equations p + g = § for the former and

2
p—L =41~ g*+ (1 - g)?]
for thelatter.
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Appendix 1: Some useful formulaet

Series configuration. An array of n bonds in series with probabilities p, p,...p, 1s
equivalent to a single bond with probability p_ given by

p, =11 (AL1)

Parallel configuration. The equivalent probability p, for n parallel bonds with proba-
bilittes p,, p, . . . p, satshies

L

1—p,=]]0-0p) (A12)

i=1
Deletion-contraction rule. Consider a two-terminal graph (denoted G(p, - .., p; . .)) whose
bonds are present with probabilities p;, p, ... p;.... I we choose an arbitrary bond, let
us say the jth bond, the following relation (called the ‘deletion—contraction rule’) holds:

G(p, -y ) = (= PGPy Py s Py o) # DGy Pyays Py --) (ALD)

J

where Gj.(G;) is the equivalent probability of the graph obtained from G by deleting
(contracling) its jth bond {or in other words by making p; = 0(p; = 1)). Let us illustrate
this method by an example.

Py By

Pq Py Pq P
Gipy Dz .P3.04-P5 ) = = 11-ps} + Ps
Py Py P, Py Py P
. T
P, B, =Py P,
={1-pg) + Py Py
Py P, By P,
p‘l ‘pS—P‘Ipi
(o]
S 11-pg) (PyDy*PyPy - 1Py P3P.) “Psl Pt Pu=Pp P (P4 Py~ PPy (Ald)

Duality. The two-terminal planar graphs G and G? are said to be dual if they can be
superimposed in such a way that each bond of a graph crosses one and only one bond of
the other, and also that each internal (non-terminal) node of one graph is surrounded

t These properties are discussed by Tsallis {1980).
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by an elementary mesh of the other. In particular, if G is self-dual (see for example
figures 1{b) and 4) its equivalent probability satisfies

Glp,p,.. )+ Gl —p,1—p,..)=1 (AL5)

which implies, if p, = p for all i, that the graphical representation of G agamst p admits
the point (3, 1) as a symmetry centre,

Appendix 2: 4-8 Eattice

In this Appendix we prove, for all the frontiers I'(b, b’} associated with the 4-8 laitice,
that (dp/dg) = ),

r=4.,9=1
Every probability polynemial R (p, g) associated with a b-cluster of and lattice can be

writlen as
R(p,q9) = FPp)g" + FPP)g" (1 — g) + A®(p, gl —g)* ¥V b (A2.1}

where m is the number of relevant g bonds. F&(p) and F®'(p) stand for the probabilities
that a b cluster, with respectively m and (m — 1} unblocked ¢ bonds (and any number of
present p bonds), percolates.

From equation (A2.1) it follows that

(GRJoq),_, = mFO(p) — FP(p) ¥ b,p. (A2.2)

Now it is easy to see that, due to the fact that the ‘inhomogeneous” 4-8 lattice (as
well as the clusters we have chosen for it) is constituted by g bond polygons linked among
them by p bonds (the same topelogical property appears in the 3-12 lattice for instance),
if a given configuration does (does not) percolate when all the g bonds are present, it
continues (does not continue) percolating if we block ene of them. As we have m such
possibilities we conclude that

F®(p) = mF®(p) v b,p. (A2.3)
which substitnted in equation {A2.2) leads to
(aﬁlb/aq)q= , =0 ¥ b,p. {A2.4)

Furthermore, we know from equation (13) that, along the curve I'(h, §),

I e
4/ e, av og og cp op (P*.6%

Although we did not suceceed in rigorously proving that, in general,

(i) ;ﬁ(@)
5p g=1 op 4=1

it was so in all the cases we examined. Therefore we conclude that the expression (A2.5)
evaluated at g¢* = 1is always zero for every (b, b').
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Résumé. — On propose une conjecture sur les frontigres critiques approchées du modéle ferromagnétique de
Potis 3 ¢ €tats sur des réseaux plans. Cette conjecture est vérifiée avec une précision satisfaisante pour une variété
de réseaux plans (et aussi pour le réseau carré avec premiers et seconds voisins), et permet de prédire un nombre
considérable de résultats nouveaux (29 points critiques indépendants et gquelques lignes critiques).

Abstract. — A conjecture is proposed for the approximate critical frontiers of the g-state Potts ferromagnets on
planar lattices. This conjecture is verified, within a satisfactory degree of accuracy, for a variety of planar lattices
(as well as for the first and second neighbour square one), and enables the prediction of a considerable number
of new results (29 independent critical points and a few critical lines).

It is well known that the ferromagnetic g-state
Potts model presents a second-order (first-order)
phase transition for all dimensionalities d > 1 and
number of states g< ¢.(d) (g > ¢.(d)); in particular
g.(2) = 4. Notethat g = 2 corresponds to the 1/2-spin
Ising model, and the g — 1 and g — 0 limits corres-
pond respectively to the standard and tree-like bond
percolations {1, 2]. The critical frontiers associated
with the anisotropic square, triangular and honey-
comb lattices are at present, as far as we know, the
only ones which are exactly known [3] for all g, while,
of course, several other planar lattices have been
solved for g = 2 [4]. In the present work we make a
conjecture which essentially states that knowledge,
for a particular value of g (1 < g < 4), of the sim-
ple [5] paramagpetic-ferromagnetic critical frontier
(CF) associated with any given planar laitice (iso-
tropic or not, homogeneous or not) enables one to
calculate, at least approximately, the critical frontier
associated with the same lattice for the other values
ofg(1<g<4.

Let us consider a single Potts bond (coupling
constant J); it is convenient to introduce a vanable
£9 (referred hereafter as thermal transmissivity, see
references [6-8] and references therein) defined as
follows

_ a—adkaT
@ = 1 —-e¢

It is interesting to remark that the f%-variable precisely
coincides, for all g, with the p-variable Stephen {2]
found useful to work with. Let us stress that
£ = | — e *sT g precisely the variable isomor-
phic [1] to the occupation probability of the standard
bond percolation problem. It 1s straightforward
to verify [8] that the equivalent transmissivity 7%
of a series array of two bonds with transmissivities
£9 and 19 is given by

B0 = A ()

whereas for a parallel array it is
(9 = (oo g ©
where we have introduced [8] the dual [9] transmis-

sivity
1 — 49

N N —
1+ (g— 142

fap

4)

Let us now introduce [7] a new variable s through
the relation

_Infi+(g— )4

59 ing (%)

We verify a remarkable property, namely,

sl { IMD} =1 — g@ { t“_')} (6)
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le. the s-variable transforms, under duality, like a
probability. We verify as well that, in the limit ¢ — 1,
s = ¢ We are now prepared 10 state our conjec-
ture. We shall assume known, for a certain planar
lattice, the CF for a fixed value g0 (1 < g5 < 9.(2)},
namely, the equation

@ { 5(1%), ng)_ s Sx"qol } =0 (7)

where si0, 549 549 are associated with the inde-
pendent coupling constants J, J,, ..., J, of the system
under consideration. OQur conjectural statement will
be that the equation

o {5 L) =0 (8)
represents also, either exactly or within great accu-
racy, the CF of the corresponding g-state Potts
model for the other values of g (1 € g € g.2)).

1. Anisotropic square lattice. — The bond perco-
lation CT for this lattice is given by {10]

py+p2=1 9

which, within the present framework, will be gene-
ralized into

S 4 s =1 (10)

which reproduces the exact [3] critical temperature
for any value of gq. We see, therefore, that for this
system the presenl conjecture s rigorously true
(0 < ¢ £ 4). Moreover, this might happen only
for this lattice. as a consequence of its self-duality,

2. Anisotropic triangular and honeveomb lattices, —
The bond percolation CF fronuier for the anisotropic
triangular lattice is given by [10]

1 —=py—pz-ps+pipPaps=0 (an

(for the honeycomb lattice -ditto with p;—1—p; ¥i).
Therefore, within the present framework, the CF
for any value of g (1 < g < 4)1s approached by

] — 59 — & - 9 + 5825959 =0. (11)
Let us now compare this equation with the exact [3]
one. We immediately verify that they coincide when-
ever one of the three coupling constants vantshes
(anisotropic sauare latiice limit). Next we perform
the comparison for the maximal error case. namely,
the isotropic limit. Our conjecture leads to

7

s = 2 sin 18

for this lattice. whereas the exact answer is given by

19 2 | g 1
i = - os | Zarccos ;—] - -
1 — ¢ g 3 2 g

<
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The results are presented in figure 1. We note that the
error 15 smaller than 249% for 1 < g <4 It is
straipghtforward to verify [11] that, in the g — 0
limit, @ ~ | — L\[, hence 54! ~ % + 1—12—1‘;, where
L is a lattice-dependent pure number (L=1, \/5.
1/\/§ for the square, triangular and honeycomb
lattices respectively ; as a matter of fact for any pair
of dual lattices it holds L® = 1/L). The non-vanishing
error comes from the tendency of s to approach 1/2.
and its small size from the infinite slope al g = 0.

i+ .
—_ frignguiar  {exact)
- triongular  {conjecture)
_ _ honeycomb {exact)
0751 ... honeycomb (conjecture]
{i-2 sen F—Bl
05
N
g
025L
0 I 2 3 4 q
Fig. 1. — Comparison beiween the exacl and conjectural critical

points for the isotropic trangular and honevcomh laltices (the
analytic extension for g > 4 is also shown).

3. «Inhomogencous » 4-8 lattice and its duwal. —
The exact CF's associated with the Ising model in
the « inhomogeneous » 4-8 lattice (Fig. 10 of refe-
rence {4]) and its dual (square lattice with non-crossing
diagonal bonds) are known [4]. Since there is a
straightforward relation between the CF's of any
pair of dual lattices, we shall restrict our discussion
here to the 4-8 lattice (we note that J; and J,, the
coupling constants associated with the different bonds
are in a 2 -1 ratio). The exact CF ip the s — &'
space 15 represented in figure 2. We may verify that

dU = ¢D o~ 06792,

dst?

a‘? ~ — 0414

2= g

and

2
(51221 _ ]5) - A(.s‘f’ - 1) (A = 139).

In the present framework, this CF should, within
satisfactory accuracy. be the same for g # 2:lct us



N

-192-

POTTS FERROMAGNET ON PLANAR LATTICES

L-229

Table 1. — Critical points for isotropic and homogeneous q-state Potts ferromagnets in a set of lattices. 19 and
59 are related to kg T,/J through equations (1) and (5); (...) denotes an exact value. For the triangular and honey-
comb lattices the exact, rather than the conjectural, values are indicated. The region delimited by a heavy line
contains results that, as far as we know, have not yet been checked by any other procedure. ™ This central value has
been adopted after consideration of the Ising critical lines associated with the case where the first and second coupl-
ing constants are not necessarily equal.

g =1 g=12 g=3 g =4
Lattices
S o gD #2 S §3 3 S P
Square 1/2[1¢] 1/2 0.414...[4] 1/2 0.366... [3] 142 1/3 [3]
Triangular 0.347... [1Q] 0.342... 0.268... [4] 0.340... 0.227... [3] 0.339... 1/5[3]
Honeycomb 0.653... [10] 0.638... 0.577... [4] 0.660... 0.532...[3] |0.661... 1/2[3]
0.679 + 0.006 0.679... 0.601... [4] 0.679 + 0.003 0.554 + 0.003/0.679 + 0.005 0.521 + 0.006
0.68( + 0.005 [12]
4-8 0.675 + 0.027[13]
0.684 [14]
[0.645, 0.707] [15]
Non-crossing  dia-
gonal square-lat{ 0.321 &+ 0.006 0.321... 0.249... [4] 0.321 2 0.003 0211 + 0.002j0.321 * 0.005 0.187 + 0.004
tice
0.521 + 0.006 0.521... 0435...[4] 0.521 + 0.003 0.387 ¥ 0.003[0.521 & 0.005 0.354 £ 0.005
Kagomé 0.526 [14]
[0.522, 0.529} [15]
Diced 0.479 + 0.006 0.479... 0.393...[4] 0.479 + 0.003 0.346 + 0.00310.479 + 0.005 0.314 3 0.004
. 3 0.0
3-12 (());i(l) [_14] H 0.740... 0.671... [4] 0.740 3 0.005 0.628 + 0.006/0.740 £+ 0.008 0.597 + 0.010
Asanocha 0.260 + 0.011 0.260... 0.197... [4] 0.260 + 0.005 0.165 % 0.004/0.260 + 0.008 0.144 % 0.005
(4, 6,12) 0.693 [14] 0.693 + 0012 0.617 £ 0013 |0.693 + 0.017 0.571 % 0.020[0.693 + 0.021 0.538 + 0.025
(3, 4,6,4) 0.525 [14} 0.525 + 0.012 0.439 + 0.012  [0.525 + 0.017 0.390 2 0.0170.525 + 0.021 0.357 £ 0.020
(3.3,3,3.6) 0.439[14] 0.43%9 + 0.012 0.356 3 0011 0.439 + 0.017 0.310 + 0.015{0.439 + 0.021 0.279 + 0.018
(?E} 3.; i ;1 4‘;) and 0.422 [14] 0.422 £ 0.012 0.340 + 0.011 0,422 + 0017 0295 + 0.015/0.422 4+ 0.021 0.265 + 0.017
1st and 2nd Neigh-| 0.249 + 0.011 0.249 + 0.007 0.188 + 0.006 * {0.249 + 0.008 0.157 + 0.006/0.249 + 0.009 0.137 X 0.006
bour square lat- 0.189[16]
tice 0.250 + 0.00312) 0.188 [17]
0.184 [18]
0.199 [19]
st and 2nd Neigh-} 0.155 + 0.004 0.155 + 0.001 0.113 5 %+ 0.001 0J0.155 + 0.002 0.493 x 0.001{0.155 + 0.003 0.080 % 0.002
bour triangular 0.113 5[17]
lattice 0.113 1]23]
tst, 2nd and 3rd}0.154 + 0.004 0.154 + 0.001 0.1130 + 0.001 0[0.154 + 0.002 0.092 £ 0.001/0.154 + 0.003 0.080 + 0.002
Neighbour square 0.1130[23]
lattice
1st, 2nd and 3rd|0.099 * 0.003 0.099 + 0.001 0.0711 & 0.001 0j0.099 + 0.002 0.057 -+ 0.0011:.099 + 0.002 0.049 0.0
Neighbour trian- 0.071 1[23]
gular lattice
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(2)

(F)

0T =

06 {P) 1

05 ! i ! ;
05 06 07 08 09

@

Fig. 2. — The exact para {P} — ferro {F) — magnetic critical
frontier of the 4-8 lattice Ising model {as a matter of fact the pro-
posed [12} ¢ = 1 critical line is indistinguishable from the ¢ = 2
one, within the present scale}.

compare it with a recent conjecture [12] (comple-
tely unrelated to the present one) for bond percola-
tion in the same system, namely

3 — 1/2) — 4[(1 — s + (1 — )] = 0.
(13)

From this equation it results that §{!! = s ~ 0.680 1
{which compares well with 0.675 + 0.027 [13] and
0.684 [14], lies within the conjectural interval
0.645 — 0.707 [15], and which differs from the value

0.6792 by only 0.13 %),

1 1
dstV/dsP)

S(ZI)=1 = - 3/7 ~ — 0429

(the discrepancy with the value — 0.414 15 3.5 %), and
the same asymptotic behaviour mentioned pre-
viously for g = 2 is satisfied with 4 = 4/3 (which
differs by 4.2% from 1.39). As we sce, the CF’s
associated with ¢ = 1 and g = 2 are satisfactorily
coincident, and therefore we comecture that equa-
tion (13) or the one corresponding to figure 2 can
be used for alf values of g (1 < g < 4).

4. Some other planar lattices. — The exact cri-
tical points for the isotropic Kagomé, Diced, 3-12

JOURNAL DE PHYSIQUE — LETTRES Ne bl

and Asanoha (Hemp-Leaf) lattices (see Figs. 14, 15
and 19 of reference [4]) are known [4] only for ¢ = 2.
Thus by imposing the exact critical value s'® to be
equal to §? we have obtained the critical points
indicated in the table I which compare well with
previous g = 1 results [14, 15]. For the Archime-
dean [14] lattices we used Neal’s [14] estimates for
p. = s to predict the critical points for g # |
shown in the table.

5. Seme first and higher neighbour lattices. —
The present conjecture, mainly supported by the
probability-like transformation of the s-variable under
duality, is not expected to necessarily lead to satis-
factory approximate CF's for non-planar lattices.
For example, for the sc lattice (fcc, bee) ™ =~ 0.218 1
[20] (0.101 7 {20], 0.156 1 [20]) hence s?! ~ 0.284 6
(0.139 8, 0.209 3), whereas

) = ¢~ (02526 + 0.001 3

[217 (0.119 £ 0.001 [22], 0.178 5 + 0.002 0 [22]); the-
refore there is a discrepancy of about 13 % (17 %,
17 %). Although the first and second as well as the
first, second and third neighbour square and trian-
gular lattices are not strictly planar (in the sense that
they cannot be embedded in the plane ; note however
that their three-dimensional extension is a finite
one), we have also considered them in this work
since our conjecture is well verified (s'" equals @
within a 0.4 9, error) for the first and second neigh-
bour square lattice (see the table). Therefore, we
have used the Ising critical temperature [17, 23]
to predict the g 5 2 critical points for the three last
lattices in the table.

In the table we present the critical points for several
isotropic and homogeneous lattices and values of gq.
The estimated error bars simultaneously take into
account the values available in the literature as well
as the error (exactly known for the triangular and
honeycomb lattices) introduced by the present conjec-
ture. Cross-checking, by other procedures, of the
critical points appearing in this table, as well as of
the critical lines associated with the 4-8 lattice would
be very welcome,

Acknowledgments. — We are indebted to G.
Schwachheim, S. V. F. Levy and E. M. F. Curado for
useful remarks.
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Résumé. — Nous formulons une conjecture sur les frontiéres critiques du modéle de Potts & g états ferromagné-
tiques sur des réseaux d-dimensionnels (¢ > 1) qui généralise une proposition récente pour des réseaux plans.
La conjecture présente est vériliée de fagon satisfaisante (exacte dans certains cas) pour tous les réseaux dont les
peints critiques sont connus. Son utilisation nous permet de prédire : a) un nombre considérable de points cri-
tiques approchés (26 sur des réseaux réguliers non planaires, quelques-uns sur des arbres de Husimi et des cacti);
t) les frontiéres critiques approchées pour quelques réseaux tridimensionnels; ¢} le comportement asympto-
tique probabiement exact du point critique pour des réseaux réguliers dans la limite d — o pour tout g = 1 ;
d) la frontiére critique probablement exacte pour le modéle de Potts pure sur des réseaux de Bethe complétement
anisotropes; ¢) la frontiére critique probablement exacte pour le modéle trempé ferromagnétique de Potts 4 lial-
sons aléatoires distribuées selon une loi quelconque (P(J)) sur des réseaux de Bethe isotropes.

Abstract. — We formulate a conjecture concerning the critical frontiers of g-state Potts ferromagnets on d-dimen-
sional lattices (d > 1) which generalize a recent one stated for planar lattices. The present conjecture is verified
within satisfactory accuracy (exactly in some cases) for all the lattices or arrays whose critical points are known.
Its use leads to the prediction of : a) a considerable amount of new approximate critical points {26 on non-planar
regular lattices, some others on Husimi trees and cacti); b) approximate critical frontiers for some 3-dimensional
lattices ; ¢) the possibly asymptotically exact critical point on regular lattices in the limit d —» o foralig = 1:
d) the possibly exact critical frontier for the pure Potts model on fully anisotropic Bethe lattices; e) the possibly
exaci critical frontier for the general quenched random-bond Potts ferromagnet (any P(J}) on isotropic Bethe

Jatlices.

1. Introduction. — Many efforts are presently
being dedicated to the discussion of the critical pro-
perties of pure (as well as random) g-state Potts
ferromagnets (whose Hamiltonian, for the particu-
lar case of first-neighbour interactions, is

- qf Z 60..61;

i

X =

;= 1.2.....gVi. J>0). We have recently pre-
sented [1, 2] a transformation which leads to a new
type of quasi-universality for planar lattices, in the
sense that the critical point depends on the particular
lattice but, either exactly or within good accuracy.
ot on the number of states g (1 < g < 4). The purpose
of the present paper is to exhibit how such transfor-
mation can be extended, on conjectural grounds, to
non-planar lattices. Before going on, let us recall that
the limits g — 0 and ¢ — 1 respectively correspond

to tree-like |3, 4] and standard [5] bond percolations,.

that ¢ = 2 corresponds 1o the spin 1/2 Ising model.
and that physical interpretations for ¢ = 3. 4 are dis-
cussed in references [6. 7). Furthermore the phase

transition is commonly believed to be a first order
(continuous) one for g > gJ(d) (g < g/d)). where
g.(d) depends on the dimensionality d of the lattice;
in particular, it has recently been proved [8] that.
for d = 2, the transition is a first order one in the
limit g — oo (thus confirming the conjecture by
Mittag and Stephen [9]). In what concerns d = 2,
it is by now well established {10, 11, 12] that g (2) = 4,
whereas for d = 3 the situation is less clear in the
sense that although quite an amount of evidence
already exists {see Refs. {13, 14]) in favour of g(3) = 3
{let us however mention that Jensen and Mourit-
sen’s recent work [13] quite convincingly suggests
that g.(3)is slightly smaller than 3); in what concerns
d = 4. g(4) presumably satisfies [14] 2 < ¢(4) <3
(as a matter of fact it might well be that g.(d) mono-
tonically and continuously decreases for d varying in
the interval [1, 4], and equals 2 for all finite d > 4:
in any case, in references [6. 14] it s stated quite firmly
that the (g = 3; d = 4) case corresponds to a first
order transition). A more delicate ambiguity appears
in the limit d — o¢ : on one hand one could expect
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that the Landau theory prediction [9, 11] (namely,
first order phase transition for all ¢ > 2 and all
dimensionalities) becomes true for sufficiently high
dimepnsionality, but on the other hand Southern
and Thorpe [15] obtain, for a z-coordinated Bethe
lattice (whose effective dimensionality on topological
grounds can be considered, for z > 2, as being infi-
nite [16]). a continuous phase transition for all values
of q; as a possible solution of the paradox, one could
speculate that the latent heat associated to g > 2
and 0 < d ! < 1 continuously vanishes at d ' = 0
{thus becoming oncemore the transition a continuous
one). The present work mainly concerns the region
of the (g, d) space where the transition is a continuous
one, or slightly first order (in the sense that the dis-
crepancy between the two associated metastability
points is small compared with the transition point
itself).

2. Formulation of the conjecture. -— We have
used [2], for planar lattices, the variable [1]
. (q)
@@ = In[1 + (g - H?] ()

Ing

where

@) — 1 — e 4/t 2
T T g pe e @

and verifted, for a large set of lattices, that the ferro-
magnetic critical point s.[ = s(t.) = s((T.))]. or criti-
cal frontier in more general cases, depends on the
lattice but practically not on the value of g (1 < q < 4).
We intend here to generalize this to all dimensionali-
ties (at least for d > 1), by heuristically extending the
variable s. Furthermore, because of the isomor-
phism [5] existing between the g — 1 Polts model
and bond percolation {see also Ref. [1]) and by taking
into account that 1*) corresponds to a probability,
we impose that

ST 4t

vd Vit (3)
We also impose, for all values of g, that

sd = o0} = 19 Vg V9. (4)
{(We shall see later on that this restriction enables
exact results concerning Bethe Ilattices and the
asymptotically exact behaviour on regular lattices.)
These hypothesis and the demand to contain expres-
sion (1) as a particular case can be simultaneously
salisfied through the definition

In[l + (g — 1} Ad) ']
In[1+ (g — 1)hd)]

Hq. hid); 1) = (5)

where h(d) is a number which depends on the parti-
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cular d-dimensional (d > 1) lattice we are dealing
with ; restriction (4) imples that
hm hid) = 0. (6)
d—x
Remark that the previous results obtained for planar

lattices [2] can be recovered by making h(2) = 1 for
any planar lattice. By the way let us notice that

_ 1 —
5(‘1‘ G g PR TY P r“f’) -

=1 — g h(d); 1) (7)

which, for d = 2 and h(2) = 1, expresses a duality
transformation [1, 2, 17].

At this level we may state our conjecture : for
any d-dimensional lattice (d > 1) exists a nwmnber
(namely h(d)) such that the (ferromagnetic) critical
point s, = s{g, h(d);t) depends on the lattice but
practically not on q (} < q < g{d); q is not neces-
sarily integer). By imposing, for example,

sl by e = s(2, by f2)

we obtain, for a given laltice, the corresponding value
of h. The use of tabtes Ia and Ib and references [2, 18]
provides the values indicated in table II (see also
Fig. 1), where we remark that, for a given dimensio-

h
. (i
1o
= T
¢ [la) i
/ .
‘ (e .
- /
’ i) ()
f" ) (h}
B !
‘ i la)
; A
L /
, it)
; d=2
i
- /
7
/
/
05— p
7
i }f Pyl
Adt s
Mi1ie
- 4 i1
I oo
’ 3
. 43
L !
- /{”’
X
o P : 1 )
0 o 02 03 04 U—‘
Fig. 1. — Paramelter k as a function of 6! {6 = 24 — 1) for the

hypercubic laltices. The broken fine is a ginde-1o-eye curve which
has the correct asympiotic behaviour in the ¢ — « limit. Values of
h corresponding to other d = 23 lattices are also indiated
(2} square ; (b} 4-8: (¢) non-crossing diagonal square lattice ; (4}
Kagomeé: (e) diced; (f) 3-12; (g) Asanoha; () first- and second-
neighbour square lattice ; (i) triangular ; (/) honeycomb. See 1able 1
for the refcrences that have been used.
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Table I. — Critical points for isotropic and homogeneous g-state Potts ferromagnets in a set of d-dimensional
lattices. In the indicated references appear either the numbers we have guoted or others which immediately imply
them. The region delimited by a heavy line contains results that, as far as we know, have not yet been calculated by
any other procedure ; (...) denotes an exact value. (a) d = 3 lattices ; (b)d = 4 lattices.

3rd - ncigh
bour BCC

Table la
g=1 q=2 q=73
Lattice
ky T, ke T,
d=3 =1=P 5 5 L 7 5 % ke T,
J
15t - neighbour|0.2474-0.003 [19, 34)j3.52+005 | 0247£0.003 [0.218 11 [31} 4.5112 0.247+0.003 |0.197+0007 (5.441+0.18
5C 0.246 5-1-0.000 2 [28]3.533+0.003] 0.2474£0.003  0.218 14+0.000 01 [32] |4.51064:0.0002 024640005 01964 5.4516]
0.249 5+ 0000 5 [29)3.484 1 0.008 | 0.247+0.003  10.218 15[20] 4.5103 0.246+0.005  {0.196 56 5450 6 [13]
0.252 6+0.001 3 [30713.43540.021 ] 0.24740,003 10,218 13[33] 45108
Ist - neighbour]0.119+0.001 [34]  |7.894+007 |0.119+0.00f 5 [0.10]1 727[3]] 9796 2 0.11940.001 5 |0.0904+0.002 [11.5540.25
FCC 0.119 0-+0.0005[35)7.89310.035] 0.119+0.001  |0.101 722 + 0.000 001 9.796 7+ 0.000 1 [36] 0.117 8+0.001 50.08%0 11.67[12)
' 0.119+0.001 0.101 716 [37) 97973 0.117 51 0.001 5/0.088 8 11.70 [38)
0.119 +0.00f 0.101 740 [33] 97950
15t - neighbour|0.178 5+0.002 0 [34] 5.086:0.()63 0,178 5+0.002 00156 099 [31] 6.3518 0178 5+0.002 00.140 +-0.005  [7.5440.26
BCC 0,178 5+0.002 §10.156 116 [33] 63531
diamond {d) [0.3884:0.005[34] |2.037+0.034]0.388+0.005 |0.353 74 [31] 2704 8 0.388+0.005 [0.328+0.009 [3.33+0.09
0.388+0.003  0.353 806+ 0.000 013 [39]2.704 25+ 0.000 10
HCP 0.124+0.005[40] [7.5540.33 ]0.12440005 |0.1074-0.006 9.3140.53 0.124+0005 009610006 [108+0.7
tetrahedron  [0.263-+0.003 3284004 026340003 [0.233004+000001 [41} {4.2130+0.0002 0.263+0003 (02114+0.007 [5.0940.16
(eristobalite)
hydrogen per-§0.558 +0.007 1.22540.024] 0.558 £0.007  [0.518 140 [42} 1.74279 0.558+0.007 |0.4884+0.013 2224006
oxide
hyper- 0.251 £0.003 3464005 025110003 [0.222 087 [42] 442771 025140003  |0.201£ 0007 [5344+0.18
triangular
hyper Kagomé [0.433 +0.006 1.76 003 [0433+0006  10.394 384 [42] 239819 043340006 |0.36540.012 (2.9940.10
Ist - and 2nd 40.07510.001 12.83+0.18 J0075+0.001 [0.064 43 15.499 [24] 0.075+0.001 0.057+0.002 [1B0406
neighbour SC 0.07540.00] 0.064 41 [43] 15.504
Ist-and 2nd - J0.076 +0.00] 12654017 J0.076 +0001 [0.064 44 15.497 [24] 0.076 +0.001 0057 +0.002 (180106
neighbour 0076 £0.001  10.064 36 [43] 15.516
FCC 0076 +0.001  0.064 3 15.53 [25)
Ist-and 2nd - [0.0994-0.001 9.59+0.10 |0.099+£0.001 [0.08578 11.629 [24] 0.099+0.001 0.076£0.002 136104
neighbour 0.099+0.001  10.085 71 [43] 11.639
BCC
1st -, 2nd - andf0.050 5+ 00008 19.304+0.31 | 0.050 540.000 8[0.043 2 [43] 23.1 0.050 54 0.000 8|0.038 24+ 0.001 6266 +1.1
3rd-neighboui|
sC
181 -, 2nd - and§0.030 5+0.0004 32.28 +0.43 ] 0.030 50,000 40,025 7 [43] g9 0.030 54 0.000 40.022 5+0.000 8/44.9+ 1.6
3rd - neighy 0.030 2 £0.000 310.025 39 39.37]25)
bour FCC
1st -, 2nd - and0.050 1 +0.000 7 19.46+0.28 § 0.050 40000 7)0.042 9[43] 233 0050 1 +0.000 710.038 010001 4268+10
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Table I
g =1 . g =2
) by T kT,
Lattice S, =10, =P, T s, i, 7
0.161 £ 0001 5([19] 5697 + 0058 | 016F + 0002 (0.148 56 & 000003 [a4)| 66815 + 00014
HSC 0.560 0 £ 0.000 2 [28} 5.735 + 0.008 § 0.i6F 4+ 0002 [0.148 7[45] 6.675
0161 + 0002 |0.148 77 + 000003 [20]] 66719 + 0001 4
d=4 HFCC 0049 8 + 0.000 6 1958 + 0.24 0.049 8 + 0.0006 | 0.045 48 + 000002 [46]] 21.97 £ 001
0.049 8 + 0.000 6 | 0.045 49 [45] 21.97
HBCC 0075 £ 000t 1283 + 0.18 0075 + 0001 0.068 89 + 0.000 05 [46]] 14.4% £+ 001
0075 + 0001 0.068 92 [45] 14.487
d=5 HSC 0118 + 0.001[19) 796 + 0.07 O1t8 + 00015 011354 + QO0002[47][ 87695 4 0001 6
B 01181 1 0.000 2 [28) 7957 + 0.014 | 0118  + 0001 011354 + Q00001 [20]} 87695 + 0.000 8
d=6 0034 1 4 0.0005§19] 10,12 1+ 0.00 0094 1 + 0.001 0052 10 £ Q.000 01 [20]| 10827  + 0.00t
= HSC 00943 £ 0.0002{28] [1010 + 002
d=1 HSC 0078 6 + 0.0002[19 1222 + 0.03 0.078 6 + 0.001 0077 6 [20] 12.86
= 00788 -+ 0.0002[28] |1218 + 003
dorx (o + l}cuord{nated - _1_119] o 1 1 [20] -
regular lattice o o [
oy z-coordinated ! 15 1s . ( - i) i b s 5 H ) 21
i’ =0 Bethe Lattice 1518 MM z=2 z -1 241[] 'ﬂn:—l,l]
z-coordinated
Square Husimi z= 4 0.353933... [1§] 2.280 10... 0353933 0346 0... [23] 277...
tree
z= 4 0403 0... [16, 22, 48] 1.938... 0.4030... 0.382 0... [48] 2485 3...[22]
z-coordinated z= 6 0.2140.. {22 4.152... 0214 0... 0.208 7... 4.7209...[22]
triangular
cattus r= 8§ | 0.1480..[22) 6.243... 0.148 0... 0.1459... 6.805 2...122)
z=12 | 00923..[22 10.32... 0.0923... 0.091 67... 10.877 7...{22)

nality d, h does not vary very much (h(2} =~ 1,
h(3) = 0.38 within about 10%, error). Therefore, for
lattices where variations of independent coupling
constants J,, J,, ..., J, do not change d, we can extend
. this conjecture to the entire critical frontier (CF)
similarly to our previous work [2], namely :

if @ { slge h; 19, .., s(go. 3 tP) } =0

is the CF for a fixed value g4(1 < g, < g.(d)) then
@ {sg b t9), .. slg, h; 19)) = 0 ()

represents, within good accuracy, the CF for other
values of g as well (1 < g < g.(d)); 1% is related to J,
through equation (2).

3. Application to eritical points of pure ferro-
magnets. — 3.1 GENERAL REMARKS AND FINIiTE DIMEN-
SIONAL REGULAR LATTICES. — This conjecture has
been verified [2] on a large set of planar lattices using
the value h(2) = 1 which leads to the exact frontier
only for the square lattice. However, if we use the values
of h indicated in table II, the accuracy of the conjec-

ture is expected to increase. For example, for the gni-
sotropic triangular lattice the maximal error in the
s-variable (which occurs in the isotropic limit [2])
introduced by this conjecture reduces from 2 % 2]
(with h = 1) to 0.17 % (with h = 1.084 48) forg = 3
and from 2.4 % [2) (with h = 1) to 032 % (with
h = 1.084 48) for q = 4. Similarly, for the isotropic
diced lattice 18], the error in the s-variable mtroduced
by this conjecture reduces from 1 9 (with h = 1)
to 0.22 % (with h = 0.953) for g = 3 and from 1.3 ¥}
(with h = 1) to 0.43 9, (with h = 0.953) for g = 4.
For their dual lattices (honeycomb and kagomé
respectively) their percentual errors are even smaller.
For the SC and FCC lattices our estimates for the
q = 3 critical points agree quite well (the discrepancy
in s being about 0.4 % and 1 % respectively) with
previous ones (see Table Ia).

Tables Ia and Ib have been calculated by using :

i} the values of h indicated in table 11 whenever
the critical points are known for two or more values
of gq;

i) the value of h(d) corresponding to the d-dimen-
sional hypercubic lattice for all the first-neighbour
lattice where only one critical point is known ;
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Table 1. — Estimates for the values of h in a set of
d-dimensional lattices (d = 2). For d = 3 we have used
the g = 1 and g = 2 results appearing in tables Ia
-and 1b. For the cacti and Bethe lattices an effective
dimensionality is indicated; (...) denotes an exact
value. Although not strictly two-dimensional the first-
and second-neighbour square lattice clearly belongs
to the d = 2 cluss [2].

LATTICE h
Square [2} 1
Triangular [2] 1.084...
Honeycomb {2 0913...
Kagomé {18§] 1.049...
Diced [18) 0.953...
J- 4-8(2] 0996 + 0.12]
=2 Non-crossing diagonal
square lattice [2] 003 + 0509
3-12{7] 0990 + 0.264
Asanoha [2] E.009 + 0.21F
1*- and 2™- neighbour
square lattice [2] 1.01¢ + 0.140
SC 0377 + 0.044
PR FCC 0412 + 0.026
T BCC 0.372 + 0037
Diamond (d} 0.339 + 0.034
d=4 HSC 0.207 + 0.029
d=35 HSC 00905 + 0022
d==56 HSC 0048 4 + 00127
d =17 HSC 00281 + 00114
3 2
g=2d -1+« HSC ~ ﬂ+i—;
g- g
dg — Bethe lattice 0
d = 554 03 |z = 4square Husimi tree | 0072 1...
d, =40+ 02 |z = 4 1riangular cactus 0.193...
d, =56+ 04 |z = 6triangular cactus 0.065 3...
dg =67 £ 07 |z = ¥iriangular cactus 0.0340...
d, =85+ L1 {z = 12tniangular cactus | 0.015 1...

i) the first-neighbour lattice h value for associated
first- and higher-neighbour lattices (this choice has
proved to be a good one for the first- and second-
neighbour square lattice : the discrepancy in h is
about 1 % see Table II).

Through this procedure, the present conjecture has
provided 26 new independent critical points which
are presented in tables Ie and Ib (region delimited by
heavy lines). The central values of the s-variable
indicated in these tables have been obtained by using
the central values of 1'# and/or '’ = p_ reproduced
in the same line (top value) The error bars were
estimated by taking into account the error andyor
dispersion cxistent in the liferature, the error coming
from the uncertainty in the determination of h and
finally the intrinsic error of the conjecture itself (the
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latter has proved to be neglectable whenever check
was possible). We may remark in these tables that the
overall uncertainty in the values of #?/g and k, T /qJ
is about 1 % for all the cases but the HCP lattice {for
which no recent estimation of p, is available as far as
we know).

For the three-dimensional lattices (Table la) we
have restricted ourselves to 1 € g € 3 mn order to
be sure that the transition is either a continuous or a
slightly first order one. For higher finite dimensiona-
lities (Table 1b) the transition is a second order one
if g < 2;# is however interesting to remark that for
the 4 = 4 HSC lattice and ¢ = 3 the present conjec-
ture still holds (3 J/kg T. = 0.387 5 1+ 0.001 0[6] hence
s, = 0.158 4 0.004 to be compared with 0.161 + 0.002
from Table Ib).

3.2 REGULAR LATTICES IN THE d — > LIMIT. -—
Gaunt and Ruskin [19] have derived the following
(probably asymptotic) expansion for the eritical bond
probability p. on d-dimensional simple hypercubic
lattice :

i 5 15 57

.= l,h;[‘,“=-‘+ + == (9
p. = sl o) ot st O

Q
(]
+

where 0 =z — 1 = 2d — 1, = being the coordina-
tion number.

Furthermore Fisher and Gaunt [20] have obtained
a (probably asymptotic) expansion for the Ising critical
point. From their results it immediately follows

2
£2 =

c L3 15, 20
g> ot ¢ 3g°

+ 0 (10)

Qe

It is more convenient to work herein with expansions
in ¢ rather than in z because of the better numerical
resufts which are obtained for 4 varying from 2 to 7
(possibly for 4 > 7 as well); consequently we have
chosen ¢~ ! for abcissa in figure 1.

Through the imposition s(i, k; (V) = s(2, h; 1),
we get the following (probably asymptotic) expansion
for h

3
0'2 + a

12

h(a) = ; + (11

Observe that the term &~ ! appearing in expansions
PP g P

(9} and (10) corresponds to the Bethe approximation
(see Refs. [19. 20]) which is expected to be asymptoti-
cally exact in the limit d — ¢ for all regular lattices.
We immediately verify condition (6). which ensures
the validity of the conjecture within the dominant
asymptotic term for afl regular lattices. The cases
g > 2 have not been included in table 1b, however,
for all values of g and d > 1 for which the transition
is only stightly first order. we expect

(g hd = ) ) ~ 19 ~ 2 g1, (12
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3.3 BETHE LATTICE (d;' = 0). -- The cntical
point of a z-coordinated Bethe lattice (whose effec-
tive dimensionality can be considered as infinite [16])
is given (through notation changements) for all
values of ¢ by [15, 16, 21]

S(q, 0’ r(ql) = ll'q) = i : (Vq) (13)

Therefore the conjecture is strictly verified for all
values of z.

3.4 Husmmi TREES. -— We consider here the :--
coordinated triangular cactus (z/2 triangles coming
together at each site) and square Husimi tree (z/2
squares coming together at each site} whose exact
critical points are known for ¢ = 1, 2. Through nota-
tion changements, the g = 1 critical value p, of the
triangular cactus is given by [16, 22]

!

o— 1

po+pl—pl= (14)

where o = z — 1: see table Ib for the values corres-
pondingtoz = 4, 6,8 12; 6 — o leadsto p. ~ 1/0,
ie., the Bethe lattice limit {13} The g = 2 critical
value leads to [22]

© =10 —Jo" 4]

see table Ib for the values corresponding to
z=4 6,8 12; ¢ — o leads to 1% ~ 1/a, ie. the
Bethe lattice approximation [20]. Analogously we
have, for the z = 4 square Husimi tree, that g = |
leads to [16]

(15)

1—2p —2p2=2p2+3pt=0 (16

(see Table Ib for the value p,) and ¢ = 2 leads to [23]

1 — 203 = 20 - 27 + (@)Y =0 (17)
(see Table Ib for the value 1*').

In the present situation, no check can be performed
in what concerns our conjecture, but we can use it
(p. = s(2, h(d,); 1!?)) to calculate the associated va-
lues of h (see Table ) and, through Higure 1, to estimate
the effective dimensionalities d , (Table I1). Since these
values are finite and bigger than 4, it seems plausible
that in the Husimi trees (including the cactus) the
transitions, for g = 3, are of the first order. We have
seen before (d = 4 HSC and g = 3) that the conjec-
ture provides reasonable estimates even for first
order phase transitions. If this is still true for the
Husimi trees then we should expect, for g = 3,
3 ~ 0339 for the z = 4 square Husimi tree and
£3 ~ 0364, 0.204, 0.144, 0.0911 for the triangular
cacti with coordination numbers 4, 6, 8 and [2 res-
pectively.
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4. Application to critical frontiers of pure ferro-
magnets. -— Let us now apply our conjecture to
calculate entire critical frontiers as formulated n
equation (8).

4.1 FIRST- AND SECOND-NEIGHBOUR CUBIC LATTICE.
— Let us note J, and J, the independent ferroma-
gnetic coupling constants respectively associated to
the first- and second-neighbour interactions in the
cubic lattice. Since n both extreme cases J,/J, = 0
{first-neighbour SC) and J,/J, = 0 (two indepen-
dent first-neighbour FCC lattices) there is no change
of dimensionality, we can apply our conjecture.

As far as we know, no results concerning the entire
critical frontier have been proposed for g # 2. The
approximate g = 2 critical temperatures have been
calculated, through series expansions, for

OsJZ/'jlsls

by Dalton and Wood [24]. Their results lead (by
using h = h% = 0.377), i the s’ ~ 5% space, o
the curve in heavy line shown in figure 2. The uncer-
tainty in the i° value leads to the two broken lines ;
the superior one coincides, within the scale of figure 2,
with the Ising frontier obtamned by using

h = = 0412

We conjecture that the critical frontier, for every g
(al least for 1 < g < 3}, s well approximated, for
0 < J,/J, <1, by the curve in heavy line whose
extrapolation (dotted line) for higher values of J,/J,
must intersect the s axis at the value

s = pfe = 0.119 4+ 0.001
(see Table la}.

4.2 FIRST- AND SECOND-NEIGHBOUR BCC LATTICE. —
Let us consider a BCC lattice where J, and J, are

2
=2
[

e

01

PIGATT £ 0G4

he0 37T

}
(Pl %=017-0044

[ o 5 i TS

Fig. 2. — The approximate para (Pjferro (F) magnetic critical
frontier of the fiesi- and second-neighbour SC lattice lsing model
for0 € J,/J, < | obtained by using Dalton and Wood's resulis [24]
and k = 0377 + 0.044. The dotted line is a guide-lo-eye extra-
polation which contains the correct limit for J,/0, — o (p{°" =

0.119 + 0.00F). ‘
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respeciively associated to the first- and second-neigh-
bour ferromagnetic interactions. Analogously to the
previous case, we can apply our conjecture since in
both limit cases J,/f, = 0 (first-neighbour BCC
laitice) and J,/J, = 0 (two independent first-neigh-
bour SC lattices) we have three-dimensionality as well,

As far as we know, the entire critical frontier has
been calculated only for ¢ = 2. By using Dalton and
Wood's [24] values for the Ising critical temperatures
for 0< J,/0, <1 and h = I = 0372 + 0.037
we obitain the g = 2 critical frontier (heavy line of
figure 3), wiithin some error (broken lines). Remark

ot jra}
et 4
-"\.
%
ozl %
‘-
1“'
‘-
KN {F}
ol ™,
(Pl
V] S N N
) 0.05 0. W) E‘BCC 5@
[

Fig. 3. — The approximate para (P)-ferro (F) magnetic critical
frontier of the first- and second-neighbour BCC lattice Ising modet
for 0 < J,iJ, < 1 obtained by using Dalton and Wood's results [24]
and b = 0.372 + 0.037. The dotted line is a guide-to-eye extrapo-
lation which contains the correct limit for J,/0, —
(7% = 0247 1 0.003).

that #%“C and K differ so liitle (see Table I1) that
if we had used K¢ we would have obiained a
curve indisiinguishable, within the scale of figure 3,
from the previous one. According to our conjecture,
the referred frontier holds as well for other values of g
{at least for ! < g < 3). The exirapolation for
J,/J, > 1 (dotted line in figure 3) must intersect the
s@ axis at the value pi = 0.247 + 0.003 (see Table la).

4.3 FiRst-, SECOND- AND THIRD-NEIGHBROUR FCC
LATTICE. —— Let us respectively note J,, J, and J,
the first-, second- and third-neighbour ferromagnetic
interaciions in the FCC lattice. Once more the hmit
cases Jo/J, = J3/J, = 0 (first-neighbour FCC lat-
tice), J;/J, = J3/J, = O{four independent first-neigh-
bour SC lattices) and J,/J; = J,/M 5 = 0 (third-
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neighbour FCC laitce: z = 24) have all the same
dimensionality d = 3, thus allowing the application
of our conjecture. As far as we know the critical sur-
face for this lattice has been discussed only for g = 2.
Philhours [25] bas calculated the Ising transition
temperatures for 0 < J,/AJ, <2 and 0 < J,/J, < 2,
while Dalton and Wood [24] have considered only
the particular case of first- and second-neighbour FCC
lattice where 0 < J,/J, < 1(J,/J, = 0). These results
lead (for h = h™°C = 0.412 + 0.026) to the critical
surface shown in figure 4. The error introduced by the
uncertainty on h cannot be seen within this scale.
The same happens with the discrepancy (inferior to
0.3 % in the s{® variables) between the results of
references [24] (crosses in figure 4) and [25]. Once
again we conjecture that this critical surface is valid

)
53

Fig. 4. — The approximate para (Py-ferro (F) magnetic critical
surface (heavy line) of the first-, second- and third-neighbour FCC
lattice lsing model for 0 < J,/J, €2 and 0 < J,;/J, < 2 which
was obtained using Philhours’ results {25] and b = 0.412 &+ 0.026
{we have also indicated Dalton and Wood's values {24] ( x ). The
dotted line is a guide-lo-eye extrapolaton which contains the
correel limits for Jy/J, —+ o, Ji0, — o (p5€ = (.247 1+ 0.003)
and for Jo/J, — 3, o/, — 2 (we estimate pfo4(3)=0.054 + 0.004).

for, at least, 1 < ¢ < 3; its extrapolation must
intersect the s axis in p3¢ = 0.247 + 0.003 (Table Ia)
and the s' axis in pf“(3) = 0.054 + 0.004 (we have
estimaied this value by comparing extrapolations,
in the s-s4?-s{’ space, of different iso-J,/J, critical
lines]).

4 4 ANISOTROGPIC BETHE LATTICE. — Turban [26]
has obtained the exact bond percolation critical
99
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frontier for a z-coordinated Bethe lattice with n; and
n, = z — n; bonds with respective occupancy pro-
babilities p, and p, (see Eq. (5.4} of Ref. [26]). Follow-
ing his procedure [26], we generalize it for the case

1 —piny — 1) — P
— Py I — palm,
—_ pN ﬂ‘ — p.\- ”2

As we have seen that for the Bethe lattice s{g, 0;
exac! critical frontier for every g is given by

1 — 1y, — 1)

— W n,

i)
— iy n,

1 — 1%,

— 1% n, — 1%,

5. General isotropic bond-mixed Potts ferromagnet
on Bethe lattice. — Up to this point we have considered
only pure Potts ferromagnets, but we can also apply
our conjecture for the quenched random-bond Potts
model on a z-coordinated Bethe lattice. The ¢ = 2
critical frontier for the general bond mixed problem
{where each bond strength J is an independent ran-
dom variable with an arbitrary probability distri-
bution P{J). J = Q) 1s given, through notation chan-
gements, by {27]

1

v = 1 (20)

We conjecture that the exacr critical frontier for
wny g 1s

1

CEDpn = 7 21)

(Vg)

hence

< 1 — e~ @iknle > 1
1 + (q _ l)e-qukBTc PUT =1

where { ... ) stands for the average associated to P(J).
We observe that in the dilute case

(PU) =010 —protd) + pald — Jo)iJg > 0)

result

(Vq)(21')

we recover Southern and Thorpe's [15]

i = -1

6. Conclusion. ——We formulate a conjecture concern-
ing the critical {rontier of g-state Potts ferromagnets.
This conjecture essentially states that, through a
convenient variable. quasi-universality with respect
1o ¢ can be exhibited. We have recently {2] provided
a large number of verifications for planar lattices.
to which we can presently add two more, namely,
the anisotropic Kagomé and diced lattices whose
exact critical frontiers for any g have been conjectured

JOURNAL DE PHYSIQUE

-1 ...

-1y ...

Ne 11

N
of ny, ny, ... and ny bonds |} n; = z ) with probabi-
i1
lities p,, p;, ... and p, respectively, and obtain the
following critical equation

— D1 By

= P2y

(18)

.1 = pingy — 1)

#9) = 119 we conjecture {according to Eq. (8)) that the

_ ¢lq)
19 ny

— )
17" ny

{19)

1 — Pn,y — 1)

by Wu [18]. We add herein a certain amount of veri-
fications for non-planar lattices : SC, FCC, d - «©
regular lattices, 1sotropic Bethe lattice for the quenched
bond-dilute ferromagnetic problem.

The present conjecture enables us to state a certain
amount of predictions, namely :

1) 26 new approximate critical points {(se¢ regions
of tables la and 14 within heavy lines} for pure Potts
{erromagnets on regular lattices ;

i) the possibly exact critical point of the g-state
Potts ferromagnet on any z-coordinated d-dimensional
regular lattice is, in the limit d — oc, asymptotically
given, for all g = 1, by equation (12}, re.

ky T, l z+q—2Y
L S A

it} the approximate critical points for pure Potts
ferromagnets on a certain amount of Husimi trees
(we expect the transition to be of the first order for
g > 2);

1v) the approximate critical lines (or surface) for
pure Potts ferromagnets on the first- and second-
neighbour cubic and BCC as well as on the first-,
second- and third-neighbour FCC lattices;

v) the possibly exact critical frontier for the pure
Potts ferromagoet on fully anisotropic Bethe lattices
(Eq. (19));

vi} the possibly exact critical frontier for the gene-
ral isotropic quenched random-bond Potts ferro-
magnet on Bethe lattices (Eq. (21')).

Cross-checking, by other procedures, of the pre-
sent predictions would be very welcome.

Noie added in proof. — The behaviour of g {d} which we propose
in section 1 qualitatively coincides with that obtained recently by
RiepeL, E. X. (Pivsica 106A (1981) 110) within a renormalization-
group description.
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ABSTRACT

Within a real space renormalization group framework (12 dif
ferent procedures , all of them using star-triangle and duality-
type transformations) we calculate accurate approximations for
the critical frontiers associated with the quenched bond-di-
luted first-neighbour spin-1/2 Ising ferromagnet on triangular
and honeycomb lattices. All of them provide, in both pure bond
percolation and pure Ising limits, the exact critical points and
exact or almost exact derivatives in the p-t space (p 1is the
bond independent occupancy probability and t = tanh J/kBT).

Our best numerical proposals lead to the exact derivative in
the pure percolation limit (p = pc) and, in what concerns the
pure Ising 1imit (p = 1) derivative, to a 0.15% error for the
triangular lattice and to a 0.96% error for the honeycomb one;
in the intermediate region (pc < p< 1), where the exact criti
cal frontiers are still unknown, the worst error in the t-vari
able (for fixed p) is estimated to be less than 0.27% for the
triangular lattice and to a 0.14% for the honeycomb one. Further
more we exhibit, on formal grounds, that the calculations of the exact
critical points of the bond percolation and Isingmodels through
the use of duality and star-triangle transformations can be

unified within an appropriate graph framework.
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I. INTRODUCTION

During the last few years, phase transitions #n random mag
netic systems have been studied by many authors. In particular,
quite an effort has been dedicated to the discussion of the
critical properties of the quenched bond-disordered Ising model
using several approximate methods such as series expansions
(Rappaport 1972, Harris 1974, Ditzian and Kadanoff 1979), Monte
Carlo (Ono and Matsuoka 1976, Zobin 1978), variational method
(Bidaux et al 1976), effective-interaction {Harris 1976, Turban
1980, Guilmin and Turban 19B0) and effective-field (Tsalliset
al 1982) approximations, duality and/or replica trick arguments (Lage
1977, Domany 1978, QOguchi and Ueno 1978, Sarbach 1980) and
renormalization group (RG) techniques (Tatsumi and Kawasaki
1976, Jayaprakash et al 1978, Yeomans and Stinchcombe 1979,
Tsallis and Levy 1980, Levy et al 1980, Chao et al 1981).

In the present work we shall consider the quenched bond-
diluted first-neighbour spin-1/2 Ising ferromagnet. on triangular

and honeycomb lattices; the associated Hamiltonian is given

by:

$#-- ¥ 35 04, (o, = =1 Vi) (1)

<i,j >

where <i,j> are nearest-neighbour sites and the bond strength

J is assumed to be an independent random variable with prob

1]
ability distribution.

AO (0,) = (1-p)e(dy, ) + pé(d.. -J) 3:0)  (2)

1]
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Let us introduce the variable t = tanh (Jij/kBT) (hereafter
referred to as the thermal transmissivity of the bond) which ap
pears naturally in spin-1/2 Ising problems (Domb 1960, Nelson
and Fisher 1975, Young and Stinchcombe 1976, Yeomans and Stinchcombe
1979, Tsallis and Levy 1980 among others); the probability

lTaw (2) can be rewritten as follows:
P(t) = P(tsp,t,) = (1-p)6(t) + ps(t-t )  (3a)

with t= tanh(J/kBT) (3b)

The exact para-ferromagnetic critical frontier (CF) for
this model on triangular and honeycomb lattices is yet un-
known; the only available exact results are the critical tem
perature for p = 1 (Wannier 1945), the critical probability
P for T = 0 (Sykes and Essam 1963) and  the derivatives
(dtJdp%:l and(dtuwm)pzpc(Southern and Thorpe 1979) (upper
and lower bounds an t (p) (Bergstresser 1977) are known 3s
well). As far as we know, all but one of the approximate CF's
that have been proposed (Tatsumi and Kawasaki 1976, Oguchi and
Ueno 1978, Yeomans and Stinchcombe 1979, Turban 1980, Guilmin and
Turban 1980, Kinzel and Domany 1981) are not simultaneously
exact at both pure Timits; the unique exception is the three-
bonds approximation of Guilmin and Turban (1980) (hereafter
referred to as GT). They used a cluster extension of the ef-
fective irnteraction approximation where the effective medium
was chosen to be that of a pure Ising model; this choice leads

also to the exact derivative (dto/dp) . An accurate deter-

1;:‘1
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mination of the bond-diluted Ising CF on the triangular and
honeycomb lattices constitutes the central aim of the present
work., In section Il we exhibit how the exact critical points
in the pure Timit cases can be recovered by using convenijent
graphs whose bonds are associated with transmissivities (for
p = 1) or probabilities (for tD = 1). In section III we use
these graphs (whose bonds are now associated with distribution
Taws) to construct 12 RG's which lead to accurate approximations
for the bond-diluted Ising CF on the triangular Tattice. We
follow, in section IV, the same procedure to discuss the CF

associated with the honeycomb lattice.

II. PURE MODELS EXACT RESULTS WITHIN AN UNIFIED GRAPH PROCEDURE

The star-triangle transformation (STT) (introduced by Onsa
ger in 1944) and the duality transformation (DT) (introduced
by Kramers and Wannier in 1941, interpreted geometrically by
Onsager in 1944 and put in series-parallel terms by Tsallis and Levy

1980 and Alcaraz and Tsallis 1982) are the basic .ingredients which,

fl

within different contexts, lead to the exact critical points Kﬁ J/kBTﬁ
and Kz-s J/kBTﬁ (Wannier 1945) of the pure Ising and p% and
;g (Sykes and Essam 1963) of the pure bond percolation models
(A and Y respectively denote the triangular and honeycomb lat
tices). Let us briefly review the original arguments toobtain
these points for let us sey the triangular Tattice. For the

Ising model, Wannier (1945) established, through the STT (see

Fig. 1), a connection between the partition function ZA(K) of
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the triangular lattice at a point K and the partition

function ZY(R) of the honeycomb lattice at  the point

4K)/2]/2. On the other hand, through the DT, he

connected ZY(R) to ZA(K’) where K' = arg cotanh e2R = RP (D

R =arg cosh [(1+e

stands for "dual"). In this way, Wannier derived a relation
between the partition function 2A of the triangular Tattice
at the points Kand K' which, under the assumption of a single

singularity in Z leads to Kﬁ = K = K' = (&n3)/4. For the

A
bond percolation problem, Sykes and Essam {(1963) established,
first, a relation (closely analogous to the above DT) between
the high-and low-density series for the mean number of finite
clusters per site; by assuming only one singular point they
obtainajﬁi = (p’g)D =1 - pg. Then, they considered a single
star-triangle (for example, ABCO in Fig. 1) where the bonds
of the triangle and those of the star have probabilities p and

pP =

- p respectively. By equating the connectivity on the
triangle with that on the star, they arrived to an unique non-
-trivial independent equation {egquivalent to eq.{(j) of Table
1). The root of this equation is the exact critical probability
pz = 2sin(n/18) (corresponding to the appearance Oof an infinite
cluster on the triangular lattice).

Now, let us see how these exact critical points can be obtained
within a compact and unified procedure by using graphs (see
Tsallis and Levy 1981 and references thetein). For the pure

Ising model, Wannier's results can be recovered by considering

the pair of two-terminal clusters shown in Fig. (a) of Table ]

(1=2) @r alternatively the pair of two-terminal graphs shown

in Fig (b) of Table 1 (i=2D))where we have  introduced the
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transmissivities t = tanh K and r, = tanh R. To be more pre-
cise, we azsociate t (r,) with each bond of the triangle (star)
cluster of Fig (a) of Table 1 and obtain (see for example, Yeomans
and Stinchco-be 1979, Tsallis and Levy 1981) the equivalent transmissivity
Géz)(tn) (Eﬁf)(re))between the two terminal sites (see item
(d) of Tabie 1). The standard STT (which involves a traceover

the possible configurations of the central spin on the\{-c1u§

ter) leads to

ty+ty

3
1+tD

If we considzr now that, on the critical point, r = t§55(1~t0)/ (1+t0)

we obtain the equation  indicated in item (d) of Table 1.
The procedure we have just outlined for the clusters appearing
in Fig (a) of Table 1 can be also applied to those appearing
in Fig (b) of Table 1 (these clusters are in fact the dual
(Tsallis ard Levy 1981) of the preceding ones) thus obtaining
the equaticn indicated in item (e) of Table 1. For the pure
bond percoiation model, we can recover Sykes and Essam's re

sults by ccnsidering the three-terminal (1=3) graphs shown

in Fig (c) of Tablie 1, where p and pD are the bond occupancy
probabilities of the triangle and star clusters respectively.
By equatfn; the equivalent probabilities Géaj(p) and G%a)(ﬁh
between the terminals (i.e., the probabilities of the three
terminals “eing connected) in both clusters, we obtain eq(J)
of Table 1. whose root is the exact value pé.

In other words, we have seen that the usuzl STT defined at

the prre T:ing e+»itical point carn be writ-2n 9n ters

oFf

0
[%2]
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two-terminal graph puirs (i=2 or 2D), while the usual STT de-

fined at the pure bond percolation critical point can be written

in terms of a three-terminal graph pair (i=3). Now, a natural

question arises: could we obtain both exact critical points

using the same pair of graphs? The answer is positive and we
can verify that this is so for each graph pair (i=2,2D,3) we
have considered in Tabie 1 (to obtain the equation indicated
in item (f) of Table 1 we have used the Break-Collapse Method
(Tsallis and Levy 1981)). More generally, it is easy to verify

that this happens also for the pure anisotropic case even for

i = 2 or 2D (where there is a break of permutation symmetry
in the graphs). As a mattzr of fact, for the general anisotropic guenched
random-bond Potts ferromagnetic model, the three-terminal graph
pair (i=3) is the only one (among the three pairs herein con-
sidered) which leads to critical frontiers which do not
violate (Tsallis 19B2) the isomorphism (Kasteleyn and fortuin
1969) existing between the g - 1 Potts model and bond percolation.
Therefore, for more general problems, the three-terminal
star-triang]e graph pair (i=3) is superior to any of the

two-terminal graph pairs (i=2,2D}.

Up to this point we have considered only the triangular Tat
tice; the exact critical points for its dual lattice Lﬂg =

(69 = 1773 and pL = (p8) % = 1 - 2sin(r/18) can  be derived
D
(

similarly ditto with = £ T (t=t;,p}.
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I11. TRIANGULAR LATTICE BOND-DILUTED ISING MODEL

ITI.1. Graph Method

The fact that the combined ST7-DT defined at both pure
Timit cases p = 1 (eqs. appearing in items (d), (e) and (f)
of Table 1) and t =1 (eqs. appearing in items (g), (h) and
(j) of Table 1) can be expressed by the same graph pairs, allow
us to generalize these results for any p and t,s thus obtaining
approximations for the CF associated with the trianguiar lat
tice. Jc perform this we associate, with each bond of the graphs
zppearing in Table 1, the distributions P(t) (eq.(3)) and PD(t)
instead of T and 7° respectively, where the dual distribution
PD(t) is given (Tsallis and Levy 1980) by

PPty = PP(tsp,t,) = ——f— P(tD5pat,) = (1-p)6(t-1) + po(t-ty)

(1+t)? (5)

The overall transmissivity distributions associated with the

graphs shown in Figs (a), (b) and {c) of Table 1 are, respec-

tively

(2) (2) . Lot ti

a2 P, [P(tipsty)] = pi{t- —— ) prIeR)s(etd)
+0

+ [2p2(1-p)+p(1-p)2la(t-t,) + {1 - pP3p*(1-p) + D(1-P)2]}6(t)
(6a)

0 = R P hap )] = p%6Le-(00)°T + 201-)8(1-15) + (1-p)Pe(eT)

(6b?}
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(20) (20) B2 e L e 2()
) = R PP e )] = [P ] < pre e - —2s
1+ (t7)
2ty
+ p2(1-p)8(t - — )+ 202 (1-p) + p(1-p)*]8(t-tD)
T+ @?)
+ [2p(1-p)% + (1-p)°I8(t-1) (6¢)
pi?0) ¢y zp [P (tip,t 1= [P(z)(t)] = p?sit - e + 2p(1-p)s(t-t,)
A Y 1+t2 ‘
¢ (1-p)?8(t) (6)

\ 3t?-t3
p(3) gy = Pi e (tsp,t,)] = P <t S °> + 3p2(1-p)s (-t} )

A 1+t3

+ {1 - [pa+3p2('l-p)]} $(t) (6e)
and
R#s)(t) = 3)Dp(t;p{%)]‘: p36[t(t2>3] + 3p2(1—p)5bh(t?yj

+

3p(1-p)2a{t-tD) + (1-p)?s(t-1) (6F)

At this point, we use procedures similar to the second ap-
proach ("dual-type RG", which includes RG3 to RG6) introduced

by Tsallis and Levy (1980) in the case of the square Jlattice

bond-diluted Ising model. It consists in constructing RG's
which renormalize p%) (t) into po(1) (t) = = pli) rpl

(i=2,2D or 3). Two different RG schemes are introduced herein,
namely the dual-type canonical RG {(CRG) ard the dual-type
parametric RG (PRG}.
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111.2. Dual-type Canonical Renormalization Groups (CRG)

The CRG treatment is simiiar to RG 4 of Tsaliis and Levy
(1980) and involves the calculation of flow Tines and fixed
points by the standard procedure (see, for example, Yeaomans
and Stinchcombe 1979). We construct six different CRG's which
we denote by {r,i)-CRG (r=t or s; i=2, 2D or 3), where s s
defined below, r is the variable which is averaged and i refers
to the corresponding star-triangle graph pair (see Table 1). Each

(r,i)-CRG is defined through the following pair of equations:

11

<r>Pl§i-) = h(rl) (Psty) = <r>pi(i) fél)(p',téD) (7a)

<r2>P(.i) = .k(ri)(p’tﬂ) :<r2>P!(i) = gx(:i)(p"t(;D) (7b)
I
(r = t,s; i = 2,20,3)
where
. = en(1+t) (8)
in2

and <. denotes the average over a distribution P.
The variable s (Levy et al 1980, Tsailis 1981 a, Tsallis and
de Magalhaes ]981, de Magalhaes and Tsallis 1981) is used here

with the aim of obtaining the exact value of (dte/dmp as

=nh
=ph
it wes the case for the square lattice bond-diluted Ising model {Levy
et al 1980). Observe that £gs. {7) could be written as well in

terms of the first - (Kgr)(PtQ ) = <t>PUJ) and second-order
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Oér)(P(l)) = <P2>P(i) - (<F>P(i))2) cumulants associated with
P(i)(P(i) = Pgi) or R§i)), i.e., eqs. (7) are equivalent to

Qi) = <) ang k(T (pgP) - Kg")(P\;}i)),

Notice also that the eqs. which appear in Table 1 are par-

ticular cases (p=p'=1, t =t; and t =t =1, p=p') of the system

of eqs. (7). Therefore, all the CRG's contain the exact pure

Ising point (1,t§) and the exact pure percolation point(p?,])

as fixed points. The flow —1line joining these points provides,

for each (r,i)-CRG, an approximation for the CF we are looking
for (see Tables 2a and 3a). The (s,2)} and (s,2D}-CRG's lead
to the same CF due to special propertiesf

2D - 4D 2D 2 D
and to the fact that P{?P)(t) - [P\f/’-)(t)J and P%/ Y1y = P

A1l these five distinct CF's are well represented by the curve

of the s—variab]e

(T) shown in Fig. 2a (or 2b) since their discrepancies (less
than 1.1% in the t -variable) are invisible within the scale
of the figures.

Let us now discuss with more detail how the transformation
equations (7) provide several critical properties of the pre-

sent model, in particular the exact value of the derivative

(dto/dp)p:pa in the (s,i)-CRG approximations. First of all,
C .

Tet us notice that the transmissivity distributions (Pglzt)and

P%Si)(t) (i = 2,2D,3) (see eqs. (6)) have the following general

forms:

T These properties are Kfs)(P) =1 - KES)(PD) and Kgs)(P) = K(S)(PD)

2

where P is an arbitrary distribution.
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Pidt) = o« pyarey + 0 L el (el - Al (e )] (92)
221,2... o
(i = 2,2D,3)
Pty = 8 pnys(e-1) 4 L el (p)eE - (P (1%)] (9b)
o 9=
1L2...
where ugi)(p; = p" (where n is the number of relevant bonds

of the graph, hence n = 2 for eq.(6d) and n = 3 for eqgs.(6a)
and (6e)). Tre functions we have just defined have the - fol-

lowing properties

aéi)(D=1) = Bgi)(p'=1) =8 (Kronecker-delta) & = 0,%... (i

2,1 " 2:20,3)

(10a)

ORI = 1,2... (i =2,20,3)

(10b)

Bél)(t;DZO) = 0 g = ],2, (1 = 2:2D=3)

| ' (10¢)

LoalPpy= T el (p) = Yo (i =2,2D,3)
220 220

(10d)

These properzies are of fundamental importance since they lead
to many special results which we shall mention below.

From the Zransformation equations (7) we find, for each
(r,1)-CRG (r = t,s; i = 2,2D0,3), only two fixed points (p' =
p=p*, t; = ti=t¥) corresponding precisely to the already
mentioned exzct pure points. Linearizing these equations,'for
each (r,i)-C=G, around the percolation fixed point we obtain the

.)(r,i) (r,i)
4

Jacobian matrix a(p',t ;its element (at:/5p) o A

S . . P
a(p,to) . ¢
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vanishzs due to the properties (10b) and (10c). Consequently,

its eizenvalues are (3op'/3p )(r 1) = A(r’l) (r n
Pc P

the eicznvectors are respect1ve]y horizontal and tangent to

and(at /at)

.
b

the CF (at the point (pﬁ,])). To say it in other words, we

have proved that the present recursive relations {egs.(7})

provide along the p-axis the same eigenvalue the pure perco

(1) e (1)
. dh p,1 df>~"(p',0)
lation gproblem yields, i.e. A(r’l) = - ( 1//// -
P dp dp’

A
*:
P*=p_
Furthermore it is easy to see that A(t LR A;S’l) = A;l)

(for n.merical values see Table 4). Tpe slope of the CF  at

the percolation fixed point is agiven by

(r,i) [T, i) .

dt T st . (r, 1)

0 S g - ) /LP which,
dp ot P Bt

. A
p*:pg P‘\_pc
. - (t, 1) - A
for r = t, takes the particular value (dt /dp) = - 3/2p,
p* "P

(see Teble 2a). For the case r = s, it follows from (10b) and

{10c) that

dt (S,i) at'(t l) (l) '~ I(tsi)
_° = (4n 2) (}hf- - 22 op = 2an2

P
ot

dem c
b Pc

which coincides with the exact result (Southern and Thorpe 1979).
At zhe Ising fixed point we can show, using property (10a),
that (zp'/ot )(r li = 0. Therefore, the Jacobian matrix evalu
-t l

ated 3t this f1xe3 point has eigenvalues (5t;/ét )(r=i)

. Y ( ) t*:t% )
30T and (sp! /ap) r t

associated respectively with the
vertical e1genvector and with the eigenvector tangent to the CF
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(at the point (1’ti))' Here again, the eigenvalue A&r’lj is that of the
(1) (i) D
pure case 1.2, ;\Ersi) dhr (]sto) dfr (]’to )
t
dt dt; cx_ )

c

We verify also that Aét’i) = ﬁf’i)z Xii) (for numerical values

see Table 4). The slope of the {F at the Ising fixed point,
obtained through the (r,i)-CRG, is given by (Yeomans and Stinchcombe 1379)

0 (see Table

i

dtgr,i) E}t;(r’i) (ap.(r,i) at:(r,i))

dp ap ap at
t-*ztA ¢ t*.t
c C

2a for specific numerical values).

Let us notice that, within the dual-type RG framework, it is
not possible to calculate approximations for the critical correlation
length exponents v;i) = an/ﬁn[l;i)| and v(i) =.mm/in|léi)|since,
by construction, there is no expansion of the original cluster
(]inear expansion factor b =B/B' = 1, where B and B' are, respectively,
the linear sizes of the 4 and Y - clusters) for all (r,i)-CRG.

We can see from Table 4 that kx;i)(B:])I =1 and ]Aii)(B:J)i =]

1]

within an error inferior to 6.5%), in particular, JAEZ%B=1)|= IxEZngz])fz]_

The calculation of ihéi)(B)i and ixéi)(B)E in larger pairs (de

Magalhaes et al 1982) of Y -4 clusters (B = 2,3; a cluster with

Il

B 2 is represented in Fig. 1) with i terminals (i = 2 to 6 for

B

2 and 1 = 2 to 10 for B = 3) shows that: i) for any cluster
such  that (8,1) 2 (1,3),  {Pqmy < nl ) and
|k£i)(3)| < 1AE3)(])|;'11) izéz)(g)} = 1 for all values of B;
ii1i) the averages ]3§i)(8)! and ?éi)(B}i’ taken over  all
clusters with the same number i of terminals and the same value

for B, increase with increasinc i (at fixed B) and decrease
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with increasing B (at fixed i); iV} the averages |A;i)(g)|and
ID\Ei)(BH, taken now over all clusters having the same B, ap-
proach to unity as B increases. All these tendencies strongly
suggest that [;.éi)(a)! ~ 1Tand AC(B)] + 1 as B - (Vi)
leading consistently, as expected, to an indeterminacy in vy and Vs 88
it happened in the dual-type RG of Tsallis and Levy (19B0).

The fact that there is no expansion of the lattice (b = 1)
in all the (r,i)-CRG approximations, makes that no physical
meaning can be associated with the senses of the dual-type RG

flows.

I11.3. Dual-type Parametric Renormalization Groups (PRG)

The parametric RG procedure (PRG) (RG 3 of Tsallis and Levy
198D, de Magalhaes et al 1981, Chao et al 1981) provides, for {F's,
results which are similar to the CRG ones and is considerably
less harder to work out. It consists in solving equation {7a)
for each (r,1)-PRG (r =t,s; i = 2,2D,3) by holding, durihg
the considered renormalization transformation,a fixed parameter
(e.qg, p,to,tn/p, etc), thus reducing the two-dimensional RG
space to a one-dimensional one. In this way, each (r,i)-PRG ap
proximation for the CF independs on the choice of the parameter
and all of its points are fixed points (see deMagalhdes et al 19B]
for details).

The main resuits obtained through the present six (r,i)-PRG
(r = t,s; 1 = 2,2D,3) are indicated in Tables {2a) and (3a}.
Let us stress that all (s,i}-PRG (i = 2,2D,3) lead to one and

THE Samf approxiTation 1cr tne Cr, namely
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3pen(i+t, ) - pPen(1+t}) - an2 = O (11)

whose slope at the percolation fixed point is exact (Eq. (11)
provides in fact an excellent and simple analytic approximation
for the CF). The PRG approximations for the CF differ very

Tittle among them (the maximum discrepancy in t occurs in

4]
p = 0.45 and is about 0.65%) and are, as it was the case of
the CRG approximations, well represented by the curve {T) drawn

in Fig. {2a) {or 2b}.

[Il.4. Comparisons

Guilmin and Turban (1980) derived, within their "three-bonds" ap
proximation {GT), a CF which contains both exact pure points
and the exact derivative (dto/dp)p=l' ‘e nhave calculated, 1in
the GT approximation, the other derijvative and have obtained that
(- 5,/dp) 0 - 12(14p%)/Tp2(9+7p2)] = 4.0725 (see Table 2a).
For comparison, we have calcuiated (Tabie 3a) a few points of
their CF.

511 the approximate CF's we have considered up to now ((r,i}CR&,
(r,i)-PRG and GT; r = t,s; 1 = 2,2D,3) are very close among
them (the difference in t being about 2% in the most unfavour
able case); they are regresented by the same curve within the
scales of Figs. (2a) and (2b). A1l the s-RG's lead to the exact
value of (dto/dp)p=p§ {(cf Table 2a). Notice that the PRG CF's

are, in the p-t, space, a 1ittle above the CRG ones, as it was

the case for the square (Tsal]fs and Levy 1980) and SC (Chao

et &1 1981) lattices. Since the exact CF t 7=} is a monotonicaliy
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furiction of p {Bergstresser 1977), and presumably the derivative
dt_ /dp also, the analysis of the pure cases derivatives suggests

that the unknown exact CF lies between theGT approximation (lower

bound for t ; 2%errmﬂin(dto/dt)p=pﬁ) and our (s,3)-CRG one
C

{upper bound for tO; 0.15% error in (dt /dp)

p=1); see the num
bers within the heavy line inTable 3a. The maximum discrepancy
(in t ) between the GT and (s,3)-CRG curves occurs at p = 0.45

and is close to 0.002 (which implies in a percentualdiscrepancy

of 0.27%)

IV. HONEYCOMB LATTICE  BONDDILUTED ISING MODEL

IV.1. Graph -Method

For the honeycomb lattice, the distribution law P(t)({egs.3)
is now associated with each bond of the i-terminal Y-clusters
(i = 2,20 or 3) and its dual PD(t) is associated with each
bond of the corresponding A-clusters (i.e., substitute P by
P{(t) and T by PD(t) in Figs (a), (b) and {c) of Table 1)}.Followingthe same
procedure and notation of sub-section III-1, we obtain the e-
quivalent transmissivity distributions associated with thegraﬂm

shown in Figs. (a), {b) and {c) of Table 1:

2

) (3 oD t24t” ZtE
P,E(t) = pAzf Po(tspat, )] = P8t - = { + 2p*(1-p)6|t ~ ——— | +
X ' D>3 - D\I‘
]T(to T+ (tO/:

(12a)
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pL () = Péz)EP(t;p,t:)] - pe(t-t?) + (1-p?)a(t) (12b)
B2 (1) = P Iortspat ) = (2 (0)]° = prelt - i + 2p2(1-p)6(t-t?)
Y 0’- A ]+t§ 0
+{'1 - ]:p3+2p2(]-p)—_|}6(t) (12¢)
(2D) (2D) D - ) D Zt?
PP (t) = PP [PP(tpat )] = [p\(/2 (t)]° = p2s |t - —
1+ )
+ [2p(1-p) + (1-p)?]8(t-1) (12d)
3EPY - (Y 2t?
A () = P Y IPP(tspat )] = Pt - (o) () +3p*(1-p) [t - ———
D D
Lb@0> Lr&o)
+{1 - [p3+3p2(1-p)]}6(t—1) (12e)
NUOE P;f)[P(t;p,t:)] = pPa(t-td) + (1-p*)5(t) (12F)

Using these distributions we construct, similarly to the
previous section, twelve RG's which renormalize ng)(t) into
P 0ty = PSP (tsp,t)] (1= 2,2D or 3).

Iv.2. Dual-type Canonical Renorma1ization Groups (CRG)

Similarly to subsection (I11-2), each (r,i)-CRG (r = t,s;
i = 2,2D,3) is defined by the following system of equations:

<rspeiy = P (pot)) =<1 () F P80 ) (13a)
Y



(r = t,s; i = 2,2D,3)

The flow lines associated with these equations lead to five
distinct CF's {since the (s,2) and (s,2D) ones are numerically
jdentical &s it was the case for the trianqular lattice) which
differ so 1ittle among them (less than 0.8% in the t -variable)
that they zre represented, within the scale of Fig. (2a) (or
(2b)), by cne and the same curve (H); their derivatives at the
exact pure points (1,fﬁ) and (h{}]) and a few points of the ap
proximate CF's are respectively reported in Tables (2b) and
(3b).

Since relations (9) and (10) are still valid ditto with A XYY,
all their consequences (mentioned in subsection (III-2)) still
hold. Takirg into account that the pure case equations for the
honeycomb iattice can be obtained from the corresponding ones
for the triangular lattice by simply replacing 7 % t'D (r=p,tﬂ,
one can easily show that A;i)ﬁkgif{ = 1£i)Ak£iyY= 1 (1=
2,2D,3) (see Table 4 for numerical values of the X's).The senses
of flow alcng each (r,i)-CRG approximation for the CF, as well
as the spurjous fixed points (see Table 2b) which appear in the
three (s,i}-CRGfs (i = 2,2D,3) are physically meaningless (due
to the fac: that b = 1). At first glance, it might strike the
fact that the topology of the set of CFfs (e.g., the numbet of
intersecticns among them and the number of fixed points) associ
ated to ths honeycomb lattice is different from that of the
triangular lattice (compare Tables 3a and 3b). This is due to

the fact trat we are considering a restricted problem (bond-di-
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luted inszead of bond-mixed): the overall symmetry should ap-
pear if wz had assumed P(t) = (1—p)6(t—tl)-f;ﬁ(t—t0) instead of

eq. (3a).

IV.3. Duai-type Parametric Renormalization Groups (PRG)

Similarly to sub-section (III-3), we obtain the (r,i)-PRG
(r = t,s; i = 2,2D,3) CF's through the 1ine of fixed points
associated with transformation {13a). In the case of .r = s,
it leads, as before, to the same equation for all three(s,i)-

PRG (1 = 2,2D,3) CF's, namely
3p3(1—p)£n(]+t2) + p32n(1+3t§) - en2 = 0 {14)

which provides the exact derivative (dto/dp)p=pz {egs. (14) is
an excelient and simple analytic approximation for the CF}.

The PRG &pproximate CF's are very ciose among them (the dis-
crepancy in t_being inferior to 0.41%} and are represented by
the curve (H} shown in Fig. (2a) (or (2b); the main resuits
and some intermediate points are respectiveiy reported in Tables

?b and 3b.

IV.4. Comoarisons

In the GT approximation for the CF, the extreme points and

the derivative (dt /dp)p_1 are exact. We have <calculated, in
o =



~225-

the GT approximation, the other derivative and have obtained
(4t /dp) oy - 6(2-pY)/ [pY(9-5p7)] = 2.1590 (see Table 2b).
For comparison, we have also calculated (Table 3b) a few points
of theirf CF.

Similarly to the triangular case, all the CF's (CRG's, PRG's
and GT approximations) differ very 1ittle one from the other
(less than 1.3% in the t_ variable) and their graphical repre
sentations reduce to one and the same curve (H) within the
scales of Figs. (2a) and (2b)}. In all s-RG's, the value of
(dtu/dp)p=ﬁg is the exact one (see Table 2b}. Here again (as
in section II1), the values of t,, for any fixed p, along the
PRG CF's are a 1ittle higher than along the CRG ones. The a-

nalysis of the extreme derivatives (Table 2b) suggests that the

unknown exact CF lies between the (s,2)-CRG curve {upper bound

for t 5 0.96% error in (dto/dp)pzl) and a curve (lower bound

for t ; no error in the pure cases derivatives) which is made,

for ptﬂs pg 0.90, by the (s,3)-CRG one and, for 0.90 < p<g TQ

by the GT one (see the region of Table 3b delimited by a

heavy line). The maximum discrepancy in t0 between the wupper
and Tower bounds occurs at p = 0.90 and its value is close to

0.001 (which impiies a percentual discrepancy of 0.14%)}.

V., CONCLUSION

We exhibit that the duality and star-triangie transformations,
which enabie the calculation of the exact pure Ising and bond

percolation critical points, can be formulated within an  unified
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graph framework (it is possible to simultaneously obtain both
exact critical points by using a single star-triangie pair of
graphs, and we have herein illustrated this statement through
3 different such pairs), This fact allowed us to construct,
within a real space renormalization group framework, 12 dif-
ferent procedures to calculate the critical frontiers associ-
ated with the quenched bond-diluted spin-1/2 first-neighbour
interaction ferromagnetic Ising model on triangu]ar and honey
comb lattices. We obtained 9 different accurate approximate
critical frontiers (which differ, in the t, variable, by less
than 2%) for the triangu]ar lattice, and another 9 different
approximate critical frontiers (which differ, in the t vari-
able, by less than 1.3%) for the honeycomb lTattice. A1l these
critical frontiers contain the exact pure Ising and bond per-

colation critical points as well as the exact or almost exact

derivatives {(in the p-t, space) at both pure limits.
On analytical grounds we propose for both lattices excellent
and simple approximate critical frontiers, both exact in what

concerns the derivative (dt /dp) . The triangular lattice pro-

p=pr

C
posal (eqg. 11) provides a 0.40% error in the derivative
(dta/dp)p=l and a maximum error (in p = 0.45) estimated to be about

0.31% in the t0 variable. The honeycomb lattice proposal (Eq.

14) provides a 1.4% error in the derivative (dtg/dp) and a

. p=1’
maximum error (in p = 0.90) estimated to be about 0.14% in the
t -variable.

On numerical grounds, it nas been possible to obtain even

more precise approximations. The unknown exact critical frontier

for the triangular lattice very probably Ties between the pre
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sent (s,3)-CRG approximation (exact (dto/dp)Psz and 0.15%
4

error in (dtc/dp)p:l) and Guilmin and Turban (1980) "three-bonds"

p=1 p=p£);
their highest discrepancy achieves 0.27% at p = 0.45. The bounds

approximation (exact (dto/dp) and 27 error in @to/dp)

for tnhe honeycomb lattice critical frontier are the present
(s,2)-CRG approximation (exact (dta/dp)pzﬁ{and 0.96% error in

C
(dto/dp)p:l) and a curve which, for pIﬁs p¢ 0.90, coincides

p=pY)

and, for 0.90 ¢ pg& 1, coincides with Guilmin and Turban (1982)

with the present (s,3)-CRG approximation (exact (dt /dp)

"three-bonds" approximation (exact (dt /dp) ; their biggest

R
discrzpancy achieves 0.14% at p = 0.90. To the best of our
knowledge, the present bounds for the unknown exactcritical

frontiers for the triangular and honeycomb lattices are the
tightest available in the literature; therefore the rea]
space renormalization group methods can be extremely efficient
in what concerns critical frontiers whenever convenient lat

tice symmetries (and transformations) can be introduced.
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CAL*TIONS FOR FIGURES AND TABLES

Fig. 1
Fig. 2
TAELE

ITlustration of the star-triangle overlapping of the
triangular and honeycomb Tattices in a cluster of linear

size B = 2.

Full curves represent the para (P) - ferro (F) magnetic
critical frontiers for the bond-diluted Ising model on
the triangular (T) and the honeycomb (H) lattices ob-
tained through (r,i)-CRG or (r,i)-PRG (r=t,s; i=2,2D,3)
or through the three-bonds approximation of Guilmin

and Turban (1980) (all these curves are indistinguishable
within the present scales); broken curves represent
rigorous upper and lower bounds (Bergstresser 1977).

(a) p - t_ space; (b)) p - T space.

Three graph representations of the star-triangle (ST)
and duality (D) transformations for the pure Ising and
pure bond percolation models on the triangular lattice.
The solid (open) circles denote the internal sites
(terminal sites) (see, forexzaple, Tsallis and Levy 1981).
(a) pair of two-terminal (i=2) clusters and their cor
responding graphs; (b) two-terminal graphs (i=2D) ob-
tained by application of duality on the graphs shown
in item (a); (c) three—termina] graphs (or clusters)

{(i=3). G(i)(T)and GqQ(T)(T:t_ or p; i=2,2D or 3) stand
for the equivalent transmissivities (7=t } or proba-
bilities (t=p) between the terminal sites of the cor-

yesponc’ oo i-tavioinas =000 T eviuns, Th

m

[ jul
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critical points of the pure Ising (tf=2—/§)and1mepure
bond perco]ation (pA=ZSinn/]8) models on the Uﬁanmﬂar
lattice are roots of Egs. (d)-(j;. Eg. (J) also appears
in Tsallis 1981b; egs. (J) and (f) are particular cases

(g=1,2;% t1=t2:t3) of the anisotropic Potts critical

frontier considered by Tsallis and Levy (1981). A simi-

lar table holds for the honeycomb lattice ditto with

I (7=p,t ) and A %Y ;5 therefore, the exact crit
Q

ical points of the pure Ising (f{=(t§)D=1//§) and the
pure bond percolation Uﬁg(pA)D: 1-2sinn/18) models on
the honeycomb lattice are roots of the corresponding

equations of the referred table.

Main derivatives associated with the present RG's and
with the thfee-bonds approximations of Guilmin and
Turban (1980) (GT), as well as the exact ones (Southern
and Thorpe 1979) for the Ising model on the triangular
(a) and honeycomb (b) Tlattices. All of these approxi

mations contain the exact critical points in the pure

Ising and bond percelation Timits. The numerical values

for{(dt_/dp) decrease monotonically from the top

C
to the last row. (%) indicates that the sense of the

flow is from the percolation fixed point to the Ising
fixed point while (x«) indicates that the flow has a
reserved sense; in the case of the honeycomb lattices

appears & spurious fixed point (ip,to) = (0.705,0.500)
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in the (s,2) and (s,2D)-CRG's and (0.707, 0.897) 1in
the (5,3)~CRG) in the mid-region of the critical line
which is unstable (t) or stable (+t) along the critical

lTine.

Critical transmissivities (tn) !for selected values of
p) obtained through the present RG's and through the
three—bonds approximation of Guilmin and Turban(1980)
{(GT) associated with the triangular (a) and honeycomb

{b) lattices. Some of these approximations present
intersections (pint) in the mid-region: in (a) there
is only one such point Pint = 0.45 originatedffmnthe
last two PRG's, while in (b) there are six intersection
points, for example, the (s,3)-CRG curve intersects
both GT and (t,2D)-CRG curves in Pint = 0-90 and 0.94.
respectively. The sequence of approximations are Or-
dered, from the top to the bottom, according to the
increasing values of t, for a fixed p e [pc’pint];

(...) denotes an exact value. The values of t . for
fixed p, corresponding to the unknown exact critical

frontier very probab]y lie between the ones enclosed:

by a heavy 1line.

Approximate eigenvalues of the Jacobian matrix cal-
culated in the (t or 5,1)-CRG approximations {(i=2,2D,3)
for the triangular (A) and honzycomb (Y) lattices.

A;i) and Aii) are respectively associated with the

horizontal eijgenvector at (pCJ) and with the vertical
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(2D) [Al(jz):[_l and

etgenvector at (1,tc). Observe that }:p
AEZD) = [AEZ)]_I for both lattices (these facts fol

low from the property <s: =7 - <s>
P 3

D} -
P
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TABLE 2a
dt 2R J ’—1
-1 *—"'2-188 _d_t.”_ 1 iTi

. d A d A

r2thod p P =D P p=p dp b1 T. dp pe 1
(t,2)-cRa | 4.3191 0.2993 1.1739

(£,3)-CRa™ | 4.3197 0.3003 1.1779

(t,20)-cr6 %) 14,3191 0.3021 1.1849

67 4.D725 6(30-17/3)/11 = D.3028 | 12(3/3-4)/114n3 = 1.1878
eract 2en2/p? = 3.9917 6(30-17/3) /11 =0.3028 | 12(3v3-4)/112n3 = 1.1878
(s,3)-CRG (¥ 20n2/p" = 3.9917 0.3032 1.1895

’ ()

‘5,2)-CRa

f 22n2/p§ ~ 3.9917 0.3037 1.1914

75,2D)-CRGIFH)

(s,1)-PRG 2en2/p2 = 3.9917 0.3040 1.1925

(1 = 2,20,3)
| (t,2D) -PRG 3.8525 0.3047 1.1952
| {£,2)-PRG 3.8260 | C.3064 1.2020
1
|
'(t,3)-PRG 3.7998 0.3054 1.1978
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TABLE 2b
dt -28J dt dT I
-2 _2.9. - L .i
method P p:p\g dp p:pz dp P = TC dp P = 1 ‘
(t.2)-cRg(®)  [2-2981 0.6662 1.5175
(t.3)-CRGSY) 12,2981 0.6623 1.5088 |
|
|
(t,20)-CRG*) 12,2081 | 0.6902 1.5722
|
6T 2.1590 | 2/¥5 = 0.6928 6v3/ [5:n(2+3))=1.57B2
| |
(s,3)-CcrRa¢D ;2zn2/pz'z 2.1239 0.6839 1.5579
exact iznnZ/ﬁI = 2.1239 | 2/3/5 = 0.6928 6v3/ 5in(2+,3]) = 1.5782
(s,2)-cra‘?
) | 2an2/pY = 2.1239 0.6995 1.5934
(s,2D)-CrRa¢ T
N 1
(s,1)-PRG 2an2/pY = 2.1239 0.7023 1.599¢
(i = 2,20,3)
(t,3)-PRG 2.0642 0.7263 1.654:
(t.2)-PRG 2.0499 0.7217 1.6447
(t,2D)-PRG 2.0358 0.7057 1.607:
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TABLE 3a
o -
p
method ™\0.3473...| 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
(t,2)-CRG ] 0.8160 | 0.6075 | 0.4845 | 0.4030 | 0.3450 | 0.3016] 0.2679...
(t,3)-CRG 1 0.8161 | 0.6082 |0.4853 | 0.4035 | 0.3453 | 0.3018| 0.2679...
(t,2D)~CRG 1 0.8170 | 0.6100 |0.4867 | 0.4046 | 0.3459 | 0.3020! 0.2679...

(i = 2,2D)

(s,1)-PRG 1 0.8246 | 0.6154 | 0.4894 | 0.4058 |0.3465 | 0.3022 | 0.2679...

(i=2,2D,3) 3 i

(t,20)-PRG | 1 0.8220 |0.6180 | 0.4908 | 0.4065 |0.3458 | 0.3023| 0.2679...

(t,2)-PRG 1 0.8229 |0.5192 [0.4918 | 0.4072 [ 0.3472 | 0.3025| 0.2679...
i

(t,3)-PRG 1 ]0.8233 [0.6188 |0.4912 | 0.4068 | 0.3469 ' 0.3024! 0.2679...

L i 1
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TABLE 3b
; _
metnod 0.6527... 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.0
(t,2)-CRG 1 0.9035 | 0.8226 }0.7563 |0.7007 [0.6536 | 0.6128 |0.5773...
| .
(t,3)-CRG 1 0.9040 ; 0.8231 10.7567 {0.7010 |0.6535 | 0.6126 |[0.5773...
(t,2D)-CRG 1 | 0.9042 | 0.8241 {0.7585|0.7033 |0.6556 | 0.6140 |0.5773...

| [ ;
(s,1)-PRG | 1 0.9089 | 0.8294 | 0.7627 {0.7061 | 0.6572 | 0.6147 |0.5773...
|
(i=2,20,3)
!
(t.3)-PRG 1 0.9109 | 0.8322 : 0.7658 [0.7088 | 0.6593 | 0.6158 |0.5773...
(t.2)-PRG 1 0.9113 | 0.8325 | 0.7659 |0.7087 | 0.6591 | 0.6157 |0.5773...
|
! |
(t.2D)-PRG 1 0.9113 O.8320i0.76é5 0.7074 | D.6579 | 0.6150 |0.5773
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TABLE 4

(i)a Y17?
8 [N )

method
(r,2)-CRG -1.021 -1
(r = t,s)
(r,2D}-CRG (-1.021)"" = -0.979 -1
(r = t,s)
(r,3)-CRG -1.064 -1.065




" APENDICE F

GENERALIZACAO DA TRANSFORMACAO TRIANGULO-ESTRELA

PARA FERROMAGNETOS DE POTTS PUROS NUM CONTEXTO DE GRAFOS

A generalizacdo dos procedimentos utilizados no Capi
tulo 6 para ferromagnetos de Potts com q estados na rede trian

gular consiste, no caso particular de modelos puros (p=1), em:

i) associar a cada ligacldo do "cluster'" de tamanho linear b
do tipo A(i) com i terminais a transmissividade tQ(Q) (vide eq.
(5.2.1));

ii) associar a cada ligaclo do '"cluster" correspondente do ti
PO ‘((i) a transmissividade dual |:t0(q):jD (vide eq.(5.2.4);
iii) calcular as transmissividades equivalentes (através do me
todo corte—colapsota@g)) GA(i)EtO(qJ T e G(ig {[}D(Q%ID}ckﬁ
grafos do tipo A(i) e Y(i) respectivamente;

iv) construir um grupo de renormalizagao do tipo dual que re-
normaliza um "cluster" do tipo A(i) no "'cluster' corresponden

te do tipo Y[i), ou seja

6\t { E;(Q)P}= gt {to(q)} : (F.1)

Verificamos que o ponto fixo t:(q) da transforma

cdo (F.1), qualquer que seja o par de grafos do tipo A(1)_Y(1)
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e para todos valores de ¢ (q < 4}, coincide com 0 resultado
erxato (ou pretendido como exato) tg(Q) dado pela expressao
(5.3.3.2.4)}. Conseqlentemente, os valores das transmissivida -
des GA(i) {to(q}} e G'&i){[:t;(q) ID} calculados no  ponto
fixo t:(Q) = tg(q) sao iguais para cada valor de q < 4 para
um dado par de grafos A(i)— Y{i) (cf. Tab. F.1). Uma analise
da Tabela F.l mostra que esses valores das transmissividades sao
diferentes para dols pares quaisquer A(i)- Y(i) distintos (pe
lo menos para os 21 pares considerados). Portanto ndo & possi-
vel, para os "'clusters" examinados, construirmos um grupo de
renormalizacao do tipo dual com um fator de expansao linear b/
/b" maior do que 1, e conseqﬁentemente, nao podemos calcular
expoentes criticos (tal como ocorreu no Capitulo 6). Coerente-
mente com este fato esperamos, similarmente aos casos q=1 e q=

= 2, que A(i)(q) definido por

(i)
dG , .

i dt! dt
}\(l) [CD = 0 = 0 (F.2)
ol o 8l agy 1)
0 C

dt * tA(q)

[]
0 t 0 c

convirja em moédulo para o valor 1 no limite b +e (¥i;¥q < 4 )
A(i)(l) = kp(l) e A(l)(z) = At(l); vide Capitu
lo 6). Efetivamente podemos ver da Tab. F.l1 que as tendencias

(observe que

(i), (iii) e (iv) mencionadas na Subsecdo 6.3.2 continuam vali

das para q = 3 e¢ 4, corroborando com as nossas expectativas.
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