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RESUMC

Estudamos a gquantizagao candnica de sistemas dissipati
vos e observamos que existem lagrangianas nao-equivalentes que
d3do lugar a um mesmo conjunto de equagoes de movimento. No caso
de sistemas conservativos, provamos que a exigéncia de que a ha
miltoniana seja igual 3 energia total & suficiente para definir
uma classe de lagrangianas equivalentes que descrevem um dnico
sistema fisico na teoria gquintica. Para ‘sistemas dissipativos
mostramos que o mesmo critério & excessivamente restritivo, e
mesmo uma condig¢Bo mais fraca impede a existéncia de lagrangia-
nas. Demonstramos, ainda, gque uma salda possivel, consistindo em
incluir na lagrangiana os potenciais das forcas conservativas e
fazer as forcas nao-conservativas figurarem exclusivamente nas
equacoes de movimento, € inconsistente com o formalismo matema-
tico da mecanica quantica. Consideramos, em seguida, a quantiza
¢ao estocastica de sistemas dissipativos e provamos que a forcga
de amortecimento proporcional a velocidade & a fGinica forga dis-
sipativa compativel com o formalismo estocastico, desde gue nao
se pretenda uma ruptura radical com a estrutura tradicional da
mecénica guintica. Construimos o espago de Hilbert e os operado
res dentro do contexto estocastico na presenga da forca dissipa
tiva proporcional a velocidade. O operador hamiltoniano torna-se
nao-linear, mas os operadores de posicao e momento linear sao
idénticos aos da teoria guantica habitual. Analisamos, finalmen
te, a quantizacao de sistemas dissipativos mediante eqguagdes de
Schr8dinger nao-lineares. Comparamos as propriedades de algumas
equagoes de evolugdao ndo-lineares com as propriedades da equa-
¢ao de Kostin e concluimos que esta diltima parece mais bem dota

da de atributos fislcamente razoaveis do que as demais.
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Science! true daughter of 0ld Time thou art!
Who alterest all things with thy peering eyes.
Why preyest thou thus upon the poet's heart,
Vulture, whose wings are dull realities?
How should he love thee? or how deem thee wise?
Who wouldst not leave him in his wandering
To seek for treasure in the jewelled skies,
Albeit he socared with an undaunted wing?
Hast thou not dragged Diana from her car?
And driven the Hamadryad from the wood
To seek a shelter in some happier star?
Hast thou not torn the Naiad from her flood,
The E1fin from the green grass, and from me

The summer dream beneath the tamarind tree?

Edgar Allan Poe, Sonnet - To Science



dos métodos que tem sido empregados para leva-la a efeito. Na
verdade nao seria nenhum exagero dizer que ao lidarmos com esta

questao vemo-nos as voltas com um auténtico embarras de richesses.

Em primeiro lugar, a teoria quantica de sistemas dissi
pativos € digna de ser investigada por si mesma, j& que ela po
de ser capaz de proporcionar uma melhor compreensao da estrutu
ra dgeral do proprio processo de quantizagao. Este aspecto do pro
blema tornar-se-a claramente discernivel quando, no corpo da te
se, analisarmos os efeitos da aplicagao do formalismo candnico
de quantizagao a certos sistemas dissipativos simples. Além do
mals, um estudo cuidadoso da quantizagao candnica de tais siste
mas permite aprofundar significativamente a nossa intelecgao da
correspondencia existente entre sistemas classicos e guanticos.
Este fato isoladamente ja bastaria para justificar uma analise

mals apurada da teoria gquantica de sistemas dissipativos.

A extensao do formalismo lagrangiano a sistemas dissi
pativos foi realizada pela primeira vez por Bateman (1), que
construiu uma lagrangiana com dependéncia temporal explicita pa
ra o oscilador harmonico amortecido. Bateman, contudo, analisou
o problema somente do ponto de vista classico. Sua lagrangiana
foi redescoberta por Caldirola (2), mediante um método completa
mente diferente dagquele originalmente empregado por Bateman, e
aplicada a quantizagao candnica de alguns sistemas dissipativos
simples. O oscilador harmonico amortecido foi guantizado pela
primeira vez por Kerner (3) e Stevens (4) com base na referida

lagrangiana, embora um breve exame deste problema tivesse sido

feito anteriormente por Kanai (5). Stevens (4) aplicou o modelo



ao calculo da taxa de dissipagao da energia por uma resisténcia
em conseqliéncia de flutuagdes térmicas, obtendo resultado coin

cidente com o fornecido pela teoria classica.

O primeiro a apontar que a guantizagao candnica basea-
da na lagrangiana de Bateman viola o principio da incerteza foi
Brittin (6), que demonstrou que a quantizagao candOnica de siste
mas dissipativos & impossivel guando encarada de um angulo par
ticular. O enfoque de Brittin consiste em incluir na lagrangia
na unicamente as forcas conservativas, figurando as forgas dis
sipativas apenas nas equagées de movimento. Em seu artigo, toda
via, Brittin incorreu em erro seério ao concluir gue forcas dig
sipativas dependentes exclusivamente da posigao prestam-se a
tratamento na representagao de Heisenberg, mas nao na represen
tagéo de Schr8dinger. Este resultado, se verdadeiro, teria mo-
mentosas implicagoes nos fundamentos da mecanica guintica,visto
que as representacgoes de Heisenberg e Schrddinger sao equivalen
tes no dominio da mecanica guantica nao-relativistica de siste
mas conservativos com namero finito de graus de liberdade. Re-
centemente, entretanto, demonstramos (7) que o trabalho de
Brittin nao esta plenamente correto e provamos que, em seu for
malismo, a guantizacgao candnica de sistemas dissipativos & im-
possivel qualguer que seja a representagao escolhida, restabele
cendo, assim, a equivaléncia das representagoes de Heisenberg e
de Schrddinger. 0O argumento central desta prova de impossibili
dade & gue na presencga de forcas nao-conservativas as relagOes
de comutacac candnicas sao incompativeis com as equagoes de mo
vimento de Heisenberg para os operadores (7). Uma outra demons

tracaoc da impossibilidade de aplicar-se a quantizag¢ao candnica a



sistemas dissipativos, que utiliza métodos completamente diferen
tes mas cujo argumento essencial & identico ao que acabamos de

mencionar, foi dada por Messer (8).

A lagrangiana de Bateman contém em si mesma a forga dis
sipativa, de modo que os teoremas acima citados nao se aplicam.
Acontece, entretanto, que existem lagrangianas nao-equivalentes,
isto &, que nao diferem pela derivada total em relagao ao tempo
de nenhuma fungao das coordenadas generalizadas e do tempo, mas
dque fornecem equagaes de movimento equivalentes entre si. Um mé
todo sistematico de construir tais lagrangianas para um dado con
junto de equagoes de movimento foi desenvolvido por Havas (9) .
No caso de sistemas conservativos & possivel demonstrar (10) que
a exigéncia de que a hamitoniana* do sistema coincidacom a ener
gia & suficiente para selecionar uma classe de lagrangianas equi
valentes que descrevem um nico sistema quantico. No que se re
fere a sistemas dissipativos este critério € por demais restri
tivo, e mesmo condigOes mais fracas impedem a existéncia de 1la
grangianas para uma extensa familia de sistemas dissipativos
(10,11). A auséncia de qualquer critério fisicamente razoavel
para a escolha da lagrangiana torna a quantizagao candnica  de
sistemas dissipativos necessariamente ambigua porque lagrangia

nas nao-equivalentes descrevem sistemas quanticos inteiramente

* Usamos "hamiltoniana", no feminino, guando nos referimos & fungao cléassi
ca, ao passocyxa"hamllUxuﬁmo", no masculino, reservamos para o operador
da mecanica quantlca Vide Aurélio Buargue de Holanda Ferreira, Novo Dici
onario da Lingua Portuguesa, Ed. Nova Fronteira (1975). Do mesmo modo a
fungao de Lagrange & chamada de "lagrangiana", no feminino. Os termos "la
grangeana” e"lagrangeano" nao estao registrados no Aurélio,



distintos, embora classicamente representem o mesmo sistema f1
sico. Torna-se claro, entao, que a um Gnico sistema classioo cor
responde uma familia infinita de sistemas quanticos fisicamente
diversos, e isto vale tanto para os sistemas dissipativos quan
to para os sistemas conservativos. A grande diferenga & que pa
ra estes Ultimos existe um critério simples para selecionar a
lagrangiana fisicamente correta, coisa que nao existe no caso
de sistemas dissipativos (1l0). Esta ambigliidade inerente & quan
tizagao candnica de sistemas dissipativos j3 havia sido subli-
nhada por outros autores (12, 13) como argumento definitivo pa
ra negar a sua exeqliibilidade. A existéncia de lagrangianas nao-
-equivalentes pode vir a ser relevante na teoria quantica dos
campos, pois neste caso, ao contrario do que ocorre com siste-
mas conservativos com nilimero finito de graus de liberdade, nao
se dispoe de crité@rios tao nitidos para a escolha da lagrangia-

na fisicamente apropriada.

Em face de o formalismo can®nico nao prestar-se & quan
tizagao de sistemas dissipativos, resta investigar se outros mé
todos de quantizagao adequam-se a esta finalidade. Numerosos me
todos alternativos tém sido sugeridos, mas vamos limitar-nos a
considerar dois deles que se nos afiguram os mais simples e in
teressantes. O primeiro destes métodos toma como ponto de parti
da a mecanica quantica ortodoxa na representacao de Schrbdinger.
Porém, apds recorrer ao principio da correspondéncia com o in-
tuito de introduzir forgas dissipativas, desemboca numa equagao
de Schr8dinger nao-linear para a descrigao da evolugao temporal
de cada sistema quantico dissipativo, o que, naturalmente,trans

cende as fronteiras da mecanica guantica usual. O pioneiro na



aplicaééo deste programa foi Kostin (14), que propdsuma equagao
de Schr8dinger com uma ndo-linearidade logaritmica para descre
ver uma forga de amortecimento linear na velocidade. A equagao
de Kostin admite solugCes exatas no caso de alguns sistemas dis
sipativos simples, e suas propriedades sac muito mais razoaveis
do ponto de vista fisico do gque as da equagéo de Schrbdinger 1i
near gerada a partir da lagrangiana dependente do tempo de Bate
man. Em particular o principioc da incerteza & automaticamente o

bedecido no formalismo de Kostin.

Outra teoria que adapta-se ao tratamento guantico de
sistemas dissipativos & a chamada mecanica estocastica. Na for
ma em que sera utilizada nesta tese, a mecadnica estocAstica foi
desenvolvida por Nelson (15,16) numa tentativa de estabelecer
uma interpretagao clissica da mecanica quidntica. Nelson deduziu
a equacao de Schrddinger partindo da hipltese fundamental de que
cada particula microscOpica executa um movimento browniano no
vacuo. Verificou-se, alguns anos depois, que a quantizacgao esto
castica (como & também chamada a teoria de Nelson) pode ser es
tendida a sistemas sujeitos a uma forga dissipativa proporcional
a4 velocidade da particula. Nestas circunstancias a mecanica es
tocadstica conduz a uma equag¢ao de SchrBdinger nio-linear que nao
& outra senac a equagao de Kostin a que aludimos no  paragrafo
anterior (17,18). Na mecanica estocastica & possivel provar (19}
que a finica forca dissipativa consistente com o formalismo & a
forga proporcional a velocidade, desde que se exija que o produ
to final do emprego da quantizacao estocdstica seja uma eguagao
de Schr&dinger nao-linear. A mecanica estocastica de Nelson admi

te uma generalizacao (20) que propicia a construgao de um espa



¢o de Hilbert e de operadores gue coincidem com os operadores
usuais da mecanica guantica (21). Os operadores de posicao e mo
mento linear assumem formar idéntica a ordinaria mesmo na pre-
senca de uma forga dissipativa proporcional a velocidade (22) ,

muito embora o operador hamiltoniano deixe de ser linear.

Como se vé, outra caracteristica notavel do assunto des
ta tese & gue ele pode ser considerado como um campo de prova
para métodos de quantizagao distintos do candnico. Ao contrario
da mecanica estocastica, que admite a equagao de Kostin como a
{nica equagao de Schr8dinger nao-linear consistente com seu for
malismo matematico, a formulacao de Kostin d& margem a constru
cdo de milltiplas equagses de Schrddinger nao-lineares (23,24) .
Como seria de se esperar, estas diferentes equagSes levam a re
sultados distintos gue devem ser devidamente explorados a fim
de descobrirmos qual delas &, ao menos aproximadamente, a mais
correta. De um ponto de vista estritamente tedrico nenhuma das
outras equacdes & superior a de Kostin. Pelo contrario, a equa
cao de Kostin pode ser também deduzida dentro do contexto de
uma interpretagio hidrodinamica da mecanica quantica (25),0 que

lhe confere uma base tedrica consideravelmente mais s6lida do

gue a das demais equagdes até aqui aventadas.

0 ultimo argumento, mas nac o menos importante,para le
gitimar o estudo da teoria guantica dos sistemas dissipativos e
gue tals sistemas, além de interessantes do ponto de vista aca
démico, si3o fisicamente relevantes. Apenas para insinuar ao lei
tor gue de fato assim &, mencionemos uns poucos trabalhos gue

consistem na aplicagdc a sistemas fisicos concretos dos diferen



tes processos de quantizar sistemas dissipativos a que ja fize-
mos alusao. Na fisica do estado s0lido hid exemplos de  aplica-
¢oes da quantizagao candnica de sistemas dissipativos ao célcu
lo da condutividade elétrica (26), ao comportamento da carga num
circuito elétrico RLC (4), ao campo eletromagnético numa cavi-
dade ressonante (27) e ao efeito Hall (28). Uma tentativa de
construir uma mecanica estatistica de sistemas dissipativos foi
feita por Caldirola (29) A gquantizagao nao-candnica baseada na
equagao de Kostin foi aplicada a determinagao da taxa de difu-
s3o intersticial de impurezas em materiais sdlidos (30). A se-
gunda quantizagao da equagao de Kostin foi realizada e aplicada
ao decaimento térmico da corrente alternada de Josephson nas vi
zinhangas da temperatura critica (31). A importancia de efeitos
dissipativos em sistemas macroscOpicos com caracteristicas quan
ticas foi evidenciada recentemente (32) em materiais supercondu
tores nas proximidades do zero absoluto de temperatura. Numero
sas outras aplicacgoes de cariter mais tedbrico serao referidas no
seu devido tempo no corpo da tese. Evidentemente, nao se espera
que a gquantizag3o de sistemas dissipativos dé resultados exatos,
uma vez que o tratamento correto deveria considerar o sistema
dissipativo como parte integrante de um sistema conservativo mais
amplo que, por seu turno, Seria quantizado pelos métodos comuns.
O comportamento do subsistema de interesse seria obtido em se-
guida por elimina¢ao dos graus de liberdade que nao interessam
(graus de liberdade do "banho térmico"). Este programa,entretan
to, & extremamente ambicioso e dificil de ser levado a bom ter
mo em geral, o gque tem sido conseguido apenas quando concebem-se
modelos bastante simplistas para simular o "banho témico" (33,34).

A teoria quantica dos sistema dissipativos revela-se atraente ao



permitir que em varios casos importantes calculos analiticos ex

plicitos sejam factiveis.

Outro ramo da Fisica no gual sistemas dissipativos quan
tizados sao potencialmente aplicaveis & a fisica nuclear.Alguns
processos nucleares importantes, tais como colisoes fortemente
inelasticas de lons pesados e fissao nuclear, desenrolam~se com
transferéncia da energia cinética de movimentos coletivos para
os graus de liberdade intriInsecos. Desta forma fenomenos dissi
pativos adquirem considerdvel proeminéncia no estudo de varios
tipos de reagoes nucleares (35). Aplicagoes futuras a fissao nu
clear ou as colisoes profundamente inelasticas de ions pesados
poderac permitir uma avaliacao mais fundamentada do real signi-
ficado da teoria quantica dos sistemas dissipativos. Mais preci
samente, testes empiricos das previsoes dos diferentes métodos
de guantizagao ja citados poderao capacitar-nos a tomar uma de
cisao a favor de um método particular ou, talvez, contra todos
eles. O mais provavel & gue a experiéncia delimite a regiao de

aplicabilidade destes modelos fenomenoldgicos.

Fazemos questao de deixar bem claro gue no Presente tra
balho o problema da quantizacao de sistemas dissipativos & abor
dado de um angulo estritamente tedrico e formal, de modo que n3o
nos deteremos no exame minucioso das possiveis aplicagoes dos

formalismos considerados.

Esta tese estd organizada da seguinte maneira. No Cap}
tulo 1 a quantizacao candnica da particula livre e do oscilador

harmonico amortecidos € levada a cabo com base na lagrangiana de
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Bateman. Revemos algumas das principais solucgoes até agqui obti
das para a equagao de Schrbdinger e analisamos as propriedades
fisicas destas soluq6es, sublinhando especialmente certas ca-
racteristicas fisicamente inaceitaveis manifestadas por tais solu
¢Bes. A anidlise critica da quantizagdo candnica de sistemas dis
sipativos & objeto do Capitulo 2, onde ressaltamos as ambiglida
des que patenteiam-se e discutimos os critérios que devem norte
ar a escolha da lagrangiana tanto no caso dissipativo como no
conservativo. No Capitulo 3 investigamos a quantizagao estocas-
tica de sistemas dissipativos e retomamos raciocinios de outros
autores que mostram como a equagao de Kostin pode ser obtida den
tro da estrutura da mecanica estocastica. Caracterizamos a for
ca dissipativa mais geral que pode ser incluida no  formalismo
estocastico e construimos a adlgebra dos operadores na presencga
de uma forga de amortecimento proporcional a velocidade. No <Ca
pitulo 4 estudamos como construir equaqaes de Schr8dinger nao-~
~lineares para sistemas dissipativos invocando o principio da
correspondéncia representado no teorema de Ehrenfest, e compara
mos a equacao de Kostin com diversas outras equacgoesde Schrédinger
nao-~lineares que tém sido propostas como possiveis candidatas a
descricao de sistemas dissipativos quantizados. O Apéndice & de
dicado a uma introducao elementar & teoria dos processos esto-
casticos, e contém todos 0s instrumentos necessidrios &s aplica

¢oes constantes do Capitulo 3.

A guantidade de publicacdes existentes sobre a teoria
quintica de sistemas dissipativos & extraordinariamente vasta,
de modo que a bibliografia citada nesta tese, embora j3 bastan

te alentada, estd longe de ser completa. Convencidos de que a
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tarefa de coligir uma bibliografia completa seria muito ardua e
demorada, esperamos, ao menos, gue nossa lista de referencias

constitua uma amostra representativa da literatura existente.

Por ultimo, tentaremos combater o colonialismo cultu
ral tratando a liIngua portuguesa com o respeito que a sua bele
za inspira. Assim, o leitor nao encontrara neste texto barbaris
mos abominadveis do calibre de "fitar" (por "ajustar"),"assumir"
(por "supor" ou "admitir"), "derivar" (por "deduzir"), "requeri
mento" (por "exigencia") e tantos outros - a lista coﬁpleta se
ria quilométrica - que pululam na "linguagem" empregada pela

maior parte dos fisicos brasileiros.



E assim, somos a cada passo advertidos de gue nao pode
mos dominar a Natureza como um conguistador domina um povo es-
trangeiro, como alguem situado fora da Natureza; mas sim gue lhe
pertencemos, cOm a nossa carhe, NOSSO sangue, nosso cérebro;que
estamos no meio dela; e gue todo o nosso dominio scbre ela con
siste na vantagem que levamos sobre os demais seres de poder che

gar a conhecer suas leis e aplica-las corretamente.

Friedrich Engels, Humanizag¢ao do Macaco Pelo Trabalho.
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CAPITULO 1

QUANTIZACAO CANONICA DE SISTEMAS DISSIPATIVOS

Neste capitulo ilustramos as dificuldades inerentes 3
quantizacao candnica de sistemas dissipativos por intermédio de
dois exemplos bastante simples: a particula livre e o oscilador
harmonico amortecidos. Revemos alguns resultadoé conhecidos da
guantizacao candnica destes sistemas a partir de uma lagrangia-
na que depende explicitamente do tempo. Uma anélise pormenoriza
da das ambigllidades gue a quantizacao candnica de sistemas dis
sipativos encerra seria objeto do Capitulo 2, ao qual este capi-

tulo serve de motivagao.
1.1 - A LAGRANGIANA DE BATEMAN

Consideremos um sistema cldssico constituido por uma
inica particula de massa m executando um movimento unidimensio
nal e sujeita a duas forgas: uma forga conservativa derivada da
funcao energia potencial V(x) e uma forga dissipativa da forma
F = -mBx, onde B & uma consStante positiva. Vamos cingir-nos ao
exame do caso unidimensional Unica e exclusivamente por razoes
de simplicidade. A equagao de movimento do sistema mecanico em
questao &, portanto,

av

mX+m©e@E x + ax - o . (1.1.1)

A energia total deste sistema & definida por
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E = ;—“ x? + V(x) . (1.1.2)

Observe que a energia total & a soma da energia cinética com a
energia potencial, onde a energia potencial nac leva em conta a
existeéncia da forga dissipativa. Esta definigdo por nds utiliza
da corresponde ao uso corrente em mecanica analitica [(36), pég.
63; (37), § 8]. Usando a equacao de movimento (1l.1) & facil mos

trar que

=F x =- mgx? < 0 , (1.1.3)

2

de modo que a energia da particula decresce com © passar do tem
po. Uma forca F gue naoprovém de nenhuma fungdo energia poten-
cial V(x) & dita nao-conservativa. Se, além disso, a forga nao-
-conservativa F satisfizer a condigao F x £ 0, entao ela sera
chamada de forga dissipativa, pois neste caso a energia efetiva
mente se dissipa. Se a desigualdade acima citada nao for satis-—
feita a energia podera ora crescer, ora decrescer ou mesmo per
manecer constante. Definicoes mais gerais e alguns exemplos si

gnificativos podem ser encontrados no livro de Gantmacher[(37),

§ 8].

Para gue posSsamos realizar a quantizacgao candnica de
qualquer sistema classico & preciso que disponhamos de uma ha-
miltoniana gue o descreva. Para construir uma hamiltoniana é
mais fAcil buscar primeiro uma lagrangiana gue seja capaz de ge
rar a equagao de movimento (1.1). Aqui surge a primeira dificul

dade: é facil provar que nao existe nenhuma lagrangiana capaz
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de fornecer uma equagao de movimento identica a Eq. (1.1). Sen
do esta a situagao, o m@ximo que se pode almejar & a construcao

de alguma lagrangiana gue conduza a uma equagac eguivalente a

equacao de movimento em guestdo. Uma excelente discussao das
condigbes sob as quais um dado sistema de equagOes diferenciais
ordinarias pode ser posto na forma langrangiana encontra-se em
Havas (9). As conseqllencias fisicas da existéncia de lagrangia
nas nao-equivalentes que geram equacoes de movimento equivalen

tes serao discutidas no Capitulo 2.

Ao que parece, a primeira lagrangiana com a proprieda
de de fornecer uma equagac de movimento equivalente a Eg. (1.1)

foi descoberta por Bateman (1). Ela tem a forma
Lix,%,t) =P [ 2 %2 - vix] . (1.1.4)

Esta lagrangiana foi encontrada por Bateman (no caso particular
em que o potencial V(x) & harmdbnico) ao estudar a possibilidade
de deducao das equagOes de movimento de sistemas dissipativos a
partir de principios variacionais. A lagrangiana de Bateman foi
subseqllentemente redescoberta por diversos autores de forma in
dependente (2, 38, 39). A equagao de Lagrange proveniente da la
grangiana (1.4) &

Ffmx+mpx+ I =0. (1.1.5)
Note que esta equagl@o nao & idéntica a Eq.(l.1l) mas & equivalen
te a ela, isto &, toda solugao da Eg.(1.5) & solugao da Eg.(1.1)

Bt

e vice-versa porque o fator e nunca se anula. No caso particu
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lar em que V(x) = 0 conhecem-se outras lagrangianas dependentes
explicitamente do tempo (40) para a Eq. (1l.1), mas nioc iremos dis

cuti-las aqui.

O momento candnico conjugadc a x &

. Bt

p=—=mz*Xe ’ (1.1.6)
que nac coincide com © momento linear da particula. Este resul
tado revestir-se-& de particular relevancia na teoria duantica
porque vioclacces do principio da incerteza a ele estarac associ

-

adas. A hamiltoniana correspondente & lagrangiana (1l.4) é

H=xp-L = e—Bt g% + Pt Vix) . (1.1.7)
Esta hamiltoniana foi descoberta diretamente (sem partir da 1la
grangiana de Bateman) por Kanai (5) ao investigar a quantizagao
canonica de sistemas dissipativos, tendo considerado também  a
forca de reagaoc da radiagao proporcional a X que ocorre na teo
ria classica do elétron. Note que H depende explicitamente do
tempo, de modo que nao representa uma quantidade conservada. Ape

sar disso, H nac & a energia do sistema. Um calculo simples mos

tra dque

E = e H . (1.1.8)

Esta discrepancia eritre H e E serd de grande importancia fisica

na teeria quiantica, como veremes no Capitulo 2.
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1.2 - QUANTIZACAO CANONICA

Agora qgue ja estamos de posse de uma hamiltoniana due
gera uma equacio de movimento equivalente & Eg.(1.1), & possi-
vel procedermos & guantizagao candonica dos sistemas descritos
por esta hamiltoniana para algumas escolhas particulares dao po
tencial V{(x). Discutiremos umas poucas solugoes simples e suas
propriedades, pols nossa preocupacao & eminentemente ilustrati
va. Muitas outras solugles conhecidas serao citadas apenas de
passagem, sem maiores detalhes. O leitor interessado podera re

correr as fontes que serao mencionadas nos prOximos paragrafos.

De acordo com O processo tradicionalmente adotadc para
executar a guantizacao candnica de um sistema clissico, impore-
mos a seguinte relagao de comutag¢ao a coordenada e seu momento

canonico conjugado:
(%, p] = ik . (1.2.1)

Note gue devido & Eq.(1.6) a relacaoc de comutagac entre posigaoc

e momento linear torna-se

Bt (1.2.2)

(%, m %] = th e
Na representacao de Schr8dinger o operador de posicdo & corres
ponde a multiplicagdo por x, e § & representado pelo operador

. . (4 O -
diferencial -ih i Nesta representacao o operador hamiltonia—

no assume a forma
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- h? -8t 37 t
H = - 5— e - + eB vi(ix) , (1.2.3)
X
e a equagao de Schr8dinger associada &
3y _ _h? -Bt 3%y . Bt
ih 5t 5m © - + e vVix)y . (1.2.4)

Consideremos algumas solugoes desta equacdo em dois casos parti

culares exatamente soluveis.

A. Particula Livre Amortecida

Neste caso V(X) 0 e a equacgao de Schrddinger (2.4)

torna~-se

2 _ 2
in ¥ - B 7Bt 37y (1.2.5)
ot 2m 3X2

Em termos da variadvel p definida por (2, 41)

) {1.2.6)

a Eq. (2.5) reduz-se 3 equagao de SchrBdinger para uma particu

la livre:

2 2
iﬁ%‘l’=—%‘u . (1.2.7)
H axz
A funcio de Green (ou propagador) desta Qltima equagao & bem

conhecida (42):
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K(x,u) = (ﬁ%ﬁ)l\z exp (- %I;;l—c—;) . (1.2.8)

Esta fungao satisfaz a Eg.(2.7) sujeita & condigao inicial

K(x,+0) = 1lim K(x,u) = d(x) . (1.2.9)
u+0%t
Suponha gque em t = 0 (gue corresponde a u = 0) tenhamos
vix,0) = wo(x) . (1.2.10)

Ent3do a Gnica solugao de (2.7) gue satisfaz esta condigao ini-

cial &

g x,u) = J K(x -x',u) wo(X')dx' (1.2.11)

Analisemos solugoes de (2.5) na forma de pacotes de on

das. Tomemos, a guisa de exemplo, um pacote gaussiano inicial da
forma

~1fy )
wo(x) = [ZW(AX); } exp [— . J— ] . (1.2.12)
4 (

2
AX) 1
Inserindo as Egs.(2.8) e (2.12) na Eg.(2.11) e efetuando a inte
gragao vem
-1p \

oo = [2rian’ T [1 +——@——] ep /- X — 1 (12.13)
© 2m(Ax) ,
o) 41 (Ax) 5 + 2m

A largura (Ax)t do pacote no instante t &
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2 .2 __ Btz
002 = (4x)] [1 + —ﬁ—“_.;] = 02+ (w0 (1.2.14)
an? (6%) B?

onde (Av)O ='ﬁ/(2m(Ax)o) € a incerteza inicial na velocidade da
particula. Note que a largura (Ax)t permanece finita no limite
t + », ao contrario do que se da na auséncia de amortecimento ,
dquando temos que (Ax)i = (Ax)é + (Av)ét2 e o pacotg alarga-se

indefinidamente com o passar do tempo.

Um calculo simples mostra que

g

(Ap)t = ETK§T; ' (1.2.15)

de modo que a incerteza no momento candnico da particula perma
nece constante durante o movimento. Vemos, portanto, que o pro

duto de incertezas (Ax)t (Ap)t permanece finito para qualquer

valor de t. Mas, por causa da Eq.(l.6), resulta que
(Ax) (Amv), = e_Bt(Ax) (ap), — 0 (1.2.16)
t t t t e ’ Ter

o0 que representa uma flagrante violagao da relagao de incerteza
de Heisenberg entre a posicao e o momento linear. A causa deste
fendmeno remonta claramente ao fato de o momento linear e o mo
mento candnico nao coincidirem, fato este expresso pela Eg.(1.6).
Conseqllentemente esta violagao do principio da incerteza deve-se
d relagao de comutagao anomala (2.2) entre os operadores de po

sicao e momento linear.

Existem muitas outras solugdes da Eq. (2.5) como, por
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exemplo solugoes na forma de ondas planas, gue podem ser encon
tradas em Hasse (23) e em referéncias li citadas. Nao vamos dis
cutir estas e outras solugbes por nao as julgarmos suficiente -

mente interessantes para nossos propositos.

B. Oscilador Harmonico Amortecido

Com um potencial harmdénico V(x)=%4m%x2 a Eq.(2.4) pas
sa a escrever-se
3y f2 gt 3%y g Bt
. — 2
it Y i >m © + 5 X'e Y. (1.2.17)

ax?

A quantizagio candnica do oscilador harmdnico amortecido foi re
alizada pela primeira vez por Kerner (3) e Stevens (4).Estes au
tores descobriram uma classe de solugoes da Egq. (2.17) que cong
tituem os chamados estados pseudo-estacionarios do oscilador har
monico amortecido. Desta familia de solugdes aguela que tem mais
baixa energia & dada por (13)

i .
v (x,t) = (—/“:) exp [(-iw By - dE4 2oy xzeat] , (1.2.18)
kil

onde
2m . 2m 2 N
2 _ =sb -~ & 2.
o =z wz g (w,- B°/4) . (1.2.19)
Esta solugao & valida apenas para o caso de amortecimento fra

co, isto &, B < 2&0. Os estados pseudo-estacionarios foram cong
truidos por Dodonov e Man'ko (43) usando as propriedades de pe

riodicidade do hamiltoniano (2.3) sob translacgOes temporais ima
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ginarias.

E facil verificar que

_ st Bt
(bx) = a e 2 (Ap)t=be2 , (1.2.20)

onde a e b sao constantes positivas cujos valores sZo irrelevan
tes para o racioninio que se segue. Da Eg. (l.6) concluimes que

-8t

2
b €

_ —Bt
(Amv)t = e (Ap)t (1.2.21)
Vemos, portanto, que nao apenas © produto (Amv)t (Ax)t vai a ze
ro quando t > «, mas cada fator separadamente se anula neste 1i
mite assintdOtico. Isto significa que no limite t » «» a particu-
la possui '‘posigac e momento linear perfeitamente definidos. Com

efeito, de (2.18) decorre que

2
linlle(X,t)! = lim -2 eBt/2 exp(-a? x* eBt) =
oo treo T
(1.2.22)
)
e>0t & &
A distribuicao de probabilidade do momento candnico, sendo e}

guadrado do modulo da transformada de Fourier de wo(x,t), é tam
bém gaussiana. A Eqg.(2.21) atesta gque a largura da densidade de
probabilidade do momento linear (que, obviamente, & gaussiana )
tende a zero quando t - «, 0 que quer dizer que esta densidade
de probabilidade também contrai-se a uma fungao 6. Ve-se, en-
tao, que neste limite a particula enCOntré-se, com certeza, em

repouso na origem do sistema de coordenadas, de modo gue toda a
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Sua energia foi dissipada. Isto representa uma nitida violagao
do principio da incerteza. No prdximo capitule veremos gue este
fendmeno pode ser explicado de maneira extremamente simples e

-

convincente.

Um calculo direto associado 3 utilizacio da Eq. (1.8)

estabelece gue o valor esperado da energia & dado por (13)

A wl
o)
2w

<BE> = e_Bt <ﬁ> = e_Bt

(1.2.23)
Este resultado vem corroborar nossas assercoes anteriores, isto €, a
energia se dissipa completamente com o passar do tempo.Este & ou
tro dos aspectos deste tratamento gue tem sido alvo de criticas
severas (27, 13), pois representa por si sd uma violagdo do prin

cipio da incerteza ao predizer uma energia do ponto zero nula.

Outros calculos interessantes tém sido realizados fa-
zendo uso da lagrangiana de Bateman. Por exemplo, o propagador
da equagao de Schr8dinger (2.4) foi determinado para alguns po
tenciais simples por meio das integrais funcionais de Feynman (44)
por analogia com o procedimento adotado para o oscilador harmd-
nico com freqliéncia dependente do tempo (45), e, também, por ou
tros métodos (46). O hamiltoniano (2.3) tem também sido {itil pa
ra certas aplicagoes na mecadnica estatistica (47). Do ponto de
vista classico vale a pena sublinhar que a lagrangiana de Bateman
€ inatacavel e perfeitamente legitima no que diz respeito a bus
ca das solugoes da equagdo clissica de movimento (1.1). Como tes
temunho disto podemos mencionar que a aplicagao da teoria de Ha

milton-Jacobi partindo da lagrangiana (1.4) conduz aos mesmos



23

resultados que os obtidos resolvendo-se a equagao diferencial or
dirnaria (1.1) diretamente (48, 49). Nao poderlamos deixar de sa
lientar que existe uma transformagac candnica notavelmente sim
ples gue elimina a dependéncia temporal explicita da hamiltonia
na (1.7) gquando o potencial V(x) € harmdnico. Esta transforma-
¢ao candnica & muito til tanto para a quantizagado candnica do
oscilador harmbénico amortecido (3, 4) guanto para a resolugdo

de sua equagao clissica de movimento pelo método de Hamilton-Ja

cobi (49).



The theoretical possibilities in a given case are
relatively few and relatively simple, and among them the
choice can often be made by dquite general arguments.
Considering these tells us what is possible but does not

tell us what reality is.

Albert Einstein
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CAPITULO 2

CRITICA DA QUANTIZACAO CANONICA DE SISTEMAS DISSIPATIVOS

O objetivo fundamental deste capitulo & mostrar que a
quantizagao candnica de sistemas dissipativos & ambigua.Revemos
argumentos que provam que a lagrangiana de Bateman descreve, na
verdade, um sistema com massa variavel, e nac um sistema dissi-
pativo. Uma andlise mais apurada do sistema fisico descrito pe
la lagrangiana de Bateman permite compreender os resultados da
quantizag¢ao candnica obtidos no capitulo anterior. Observamos
que existem lagrangianas naco-equivalentes capazes de gerar equa
coes de movimento equivalentes. Isto vale tanto para sistemas
conservativos quanto para sistemas dissipativos. No primeiroc ca
so, a exigéncia de que a hamiltoniana seja igual & energia to-
tal & suficiente para definir uma classe de lagrangianas que re
presentam um Gnico sistema fisico na teoria quantica. Para sis
temas dissipativos notamos que © mesmo crit€rio & excessivamen
te restritivo, e mesmo uma condigac mais fraca e mais realista
impede a existéncia de lagrangianas. Uma saida possivel, consis
tindo em incluir na lagrangiana apenas os potenciais das forgas
conservativas e fazer as forgas dissipativas figurarem exclusi-
vamente nas equa¢oOes de movimento, revela-se incompativel com o

formalismo matemitico da mecdnica quantica.

2.1 - A DESCRICAC LAGRANGIANA DE SISTEMAS CLASSICOS

Os exemplos apresentados no capitulo precedente demons

traram cabalmente que hid sérias dificuldades no que respeita a
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quantizagao de sistemas classicos dissipativos. Os resultados fi
sicos inaceitaveis ja discutidos denunciam que a lagrangiana de
Bateman nao & apropriada para descrever corretamente, na mecani
ca quantica, os sistemas fisicos a que se propoe. Torna-se impe
riosa, entao, a necessidade de um estudo mais aprofundado da pos
sibilidade ou nao de aplicar-se o formalismo candnico de guanti

zacao a sistemas dissipativos.

Uma caracteristica essencial da equacao de  movimento
(1.1.1) & gue, como ja observamos no Capitulo 1, nao existe ne
nhuma lagrangiana capaz de gerar uma equagao de movimento idén-
tica a ela. A lagrangiana de Bateman fornece uma equagao de mo
vimento apenas equivalente a Eq.(1.1.1). E fato muito bem conhe
cido gue existe uma familia infinita de lagrangianas que produ
zem equagoes de movimento idénticas a uma dada equagao.  Estas

sao denominadas lagrangianas equivalentes.

Definigdo. Considere um sistema mecanica com n graus de
liberdade representados pelas coordenadas generalizadasta,.n,qn.
Duas lagrangianas L(q,q,t) e L'(q,q,t), onde q=(q1,...qn), sao
ditas equivalentes se existe uma funcao F(q,t) tal que L'(q,4,t) =
= L(g,q,t) +-%% (q,t) . Caso contririo L e L' sao ditas nao-equiva-

lentes.

Esta pluralidade de lagrangianas sao causa preocupagoes
porque & possivel provar que lagrangianas equivalentes descre-
vem o mesmo sistema fisico na mecanica quantica (50), ao mesmo
tempo que na mecanica classica elas geram equagoes de movimento

idénticas. As condicoes nhecessirias e suficientes para que exigta
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ta uma lagrangiana cujo conjunto de equagoes de Lagrande seja
idéntico a um dado conjunto de equagoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem foram descobertas por Helmholtz ha muitos
anos(51). As condig¢des de Helmholtz, evidentemente, nao sao sa
tisfeitas pela Eq.(l.1.1). De crucial importancia, embora menos
discutida, € a existéncia de lagrangianas nao-equivalentes mas
que conduzem a equagoes equivalentes a uma mesma equagao classi
ca de movimento. Uma investigacao geral das condigdes sob as
quais & possivel construir lagrangianas capazes de fornecer equa
¢oes equivalentes a uma dada equagao de movimento foi levada a
cabo por Havas (9), que mostrou que quase sempre €& possivel en
contrar tais lagrangianas. H3 alguns casos patoldgicos, contudo,
gue nao admitem lagrangianas. Por exemplo, Douglas (52) provou
que nao existe nenhuma lagrangiana capaz de produzir equagoes

de movimento equivalentes a

X=x"+y° ,¥¢¥=x . (2.1.1)

Casos como este Sao raros, e numerosos autores tém discutido a
possibilidade de existirem lagrangianas hao-equivalentes associ
adas a uma dada equa¢ao de movimento (53). A titulo de exemplo

simples e ilustrativo, considere a equagao de movimento unidi -

mensional de uma particula livre amortecida:

X+ Bx =0 . (2.1.2)

Foi demonstrado por Kobussen (53) que qualquer lagrangiana da

forma

X
L(x,x) = x [ é% f(y+8x) , (2.1.3)
y



27

onde f & uma fungao real arbitraria tal gue f' nunca se anula,
da lugar a uma equagao de movimento eguivalente a Eg.(1.2). De
fato, & muito facil comprovar gue a equagao de Lagrange associa

-

da & lagrangiana (1.3) &

v .

£ x BX) (34 8% =0, (2.1.4)
% :

de modo gue se f' nunca se anular a eqguagao acima serd equiva-

lente & Eqg.(1.2). E facil provar gue gquaisquer duas lagrangia-

nas distintas da classe definida pela Eq.(1.3) n3o sao equiva-

lentes. Com efeito, considere as lagrangianas

X
L(x,%) =X f 9% fly + Bx) ,

Y
- ] % 4 (2.1.5)
L {x,x} = x J o) 4 gly + B8x)
g 2
Y
e suponha gue elas sao eguivalentes. Ja gue Ly e Lg nao depen -
dem explicitamente do tempo, deve existir uma fungéo F{x) tal
que
X
- _ .:- gz :dF =-
Lf(x,x) Lg(x,x)_ x.{ ” h (y+8x) & X F'{(x) , (2.1.6)
¥
onde h{u) = f£{u) - g{u). Devemos ter, portanto,
X
f Y h(y+ex) = F'(x) . (2.1.7)
2
Y

Diferenciando esta Gltima eqguagao em relagao a x vem

1

— h(x + Bx) = 0 (2.1.8)
X

2
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ouh = 0, donde £ = g. Portanto Lf e Lg nao sao equivalentes se
f ¥ g. A existéncia de lagrangianas nao-equivalentes nao & pri
vilégio de sistemas dissipativos. Considere a equagao de movi -
mento

dv

m % + X - o . (2.1.9)

Entao todas as lagrangianas da forma
. . [*a m
Li{x,x) = % J —% f(§ yZ o+ V(x)), (2.1.10)

com f tal que f' £ 0, determinam equagoes de movimento equiva-
lentes a (1.9), conforme observou Kobussen (53). Repetindo-se o
raciocinio anterior prova-se imediatamente gue gquaisquer duas
lagrangianas distintas da forma (1.10) s3o nac-equivalentes. A
classe mais geral possivel de lagrangianas para a Egq. (1.9) foi
construida por Rosen (53). Pode~se tirar partido das proprieda
des de simetria das equagbes de movimento para a construcao de
lagrangianas nao-equivalentes (54). Exemplos explicitos de la-
grangianas nao-equivalentes sao conhecidos principalmente no ca
so de sistemas mecanicos unidimensionais. Conhecem-se outros
exemplos concretos para o oscilador harmonico simples em duas
ou trés dimensoes e em coordenadas cartesianas (55). Nestes ca-
sos cada grau de liberdade tem sua propria equagaoc de movimento
independente das demais. Trata-se, na verdade, de uma situagéo
trivial ja que, ao inves de um problema pluridimensional genul
no, o que se tem sao varios problemas unidimensionais indepen -

dentes.
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Todos os argumentos desenvolvidos nos paragrafos ante
riores foram apresentados com o intuito de tornar claro que exis
te uma enorme rigqueza de alternativas no que tange 3 busca de
uma lagrangiana para descrever um sistema fisico cuja equagao
de movimento seja conhecida. Do ponto de vista classico todas
as lagrangianas que fornecem equagoes de movimento equivalentes
a equagdo em questdo sao igualmente legitimas. O quadro muda ra
dicalmente quando se trata da teoria guidntica correspondente .
Serd que todas as lagrangianas levam As mesmas previsoes fisi-
cas apds a quantizacao candbnica? Veremos em seguida que nao: la
grangianas nao-equivalentes conduzem a propriedades fisicas mu
tuamente contraditdrias na mecanica quantica. Em sendo esta a
situacao, que critérios irao orientar-nos na busca da lagrangia

na que descreva corretamente o sistema fisico em que estejamos

interessados?

Antes de determo—-nos nestas questBes, todavia, analise
mos mais de perto a lagrangiana de Bateman a fim de descobrir -
mos que sistema fisico ela efetivamente representa. Isto possi-
bilitard uma compreensao dos diversos resultados aparentemente

inesperados discutidos no capitulo anterior.

2.2 - DISSIPACAO VERSUS MASSA VARIAVEL

Considere a lagrandiana (1.1.4) no caso especial em gue

o potencial V(x) & harmdnico, isto &,

L(x,%,t) = — X ——‘:z—m x2 (2.2.1)
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Repare que escrita desta forma esta lagrangiana pode ser encara
da como sendo a diferenca entre a energia cinética e a energia
potencial de uma particula de massa variivel

M(t) = m ePt (2.2.2)

isto &, esta lagrangiana descreve um oscilador harmdnico Sim-
ples de freqti®ncia angular constante w, s mas cuja massa cresce
com o tempo de acordo com a Eg. (2.2). E facil idear um sistema
deste tipo (56). Imagine um péndulo executando pequenas oscila-
¢oes e constituido por um balde que recolhe chuva que cai a uma
taxa "cientificamente arranjada" de tal maneira que a massa do
sistema cresga exponencialmente com o tempo. A lagrangiana des

te sistema sera (x denota o deslocamento horizontal do péndulo)

7 - M(t) g x? (2.2.3)

onde £ & o comprimento do péndulo e g & a aceleragao da gravida
de. A interpretacao de massa varidvel & perfeitamente consisten
te com o desejo de que o momento canonico coincida com o momen-—
to linear. Nesta interpretagao o momento candnico

p=mxe’t =Mt x (2.2.4)

& de fato identico ao momento linear.

Para termos a confirmagao de que a interpretacao de mas
sa variavel & correta, consideremos a dedugao da equagao de mo

vimento deste sistema diretamente a partir da segunda lei de
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Newton (41,56). Considere uma particula cuja massa esteja cres
cendo sem que a massa acrescida carregue nenhum momento linear
(a Agua recolhida por um balde oscilando numa chuva vertical nao
contribui para modificar o momento linear horizontal do sistema).
A aplicagao do teorema de conservagao do momento linear num in

tervalo de tempo At fornece

t+At
(M + AM) (v + Av) - Mv = { Fat , (2.2.5)
t

onde F & a forga externa agindo sobre a particula. Dividindo es

ta equagao por At e tomando o limite quando At + 0 chegamos a
ﬁ—(MV) = F | (2.2.6)
dt ) T

Se a forga F provém do potencial(f(x,t) esta Qltima equagao re

duz-se a

d . 2% _
EE(MX) +${' =0 , {(2.2.7)
gque tem por lagrangiana
L =2 %2 - p(x,t) (2.2.8)
2 L? r L) - L]

Quando o potencial pode ser escrito como

@ (x,£) = M(t) V(x) , (2.2.9)

gue tem a forma de um potencial gravitacional proporcionala mas

sa, a BEq.(2.8) assume a forma



L == x2 - M(t) V(x). (2.2.10)

Escolhas apropriadas de M(t) e V(x) fazem com gue as lagrangia-
nas (2.10) e (2.1) tornem-se idénticas. AC mesmo tempos as equa
¢bes de movimento (2.7) e (1.1.1) também tornam-se idénticas. No
te que na interpretagao de massa variavel a hamiltoniana coinci
de com a energia total do sistema:

}‘{2

H=p>’~:—L=%4

+ ?(x,t) . (2.2.11)
Este resultado aliado a alguns argumentos gue serac explicita-
dos na proxima segao permitem afirmar inequivoca e definitiva -
mente que a lagrangiana de Bateman nao descreve um sistema dis
sipativo, mas sim um sistema com massa variavel, embora os dois

sistemas tenham as mesmas equagoes de movimento!

A interpretagao correta da lagrangiana de Bateman pex
mite sanar as dificuldades encontradas na quantizagao canbnica
de sistemas supostamente dissipativos. Pelo acima exposto con-
cluimos que os resultados da quantizag¢ao candnica baseada na la
grangiana de Bateman, obtidos no Capitulo 1, referem-se a um
sistema com massa varidvel, e nao a um sistema dissipativo. An
tes de mais nada vemos gue a violagao do principio da incerteza
& ilusdria porgue agora © momento candnico e o momento linear
coincidem, © que nao ocorria na interpretagao anterior segundo
a gqual a particula possuia massa constante. Além dissc torna-se
facil justificar a existéncia de uma fungao de onda para © osci
lador harmdonico amortecido que prevé que no limite t»® a parti

cula tem posigao e velocidade perfeitamente especificados, isto
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-
 a particula encontra~se em repouso na origem do sistema de

coordenadas. A grosso modo pode-se argumentar que & medida que
t cresce a massa da particula também cresce indefinidamente, de
modo que no limite t*» a sua massa & infinita, ela perdeu to-
das as suas caracteristicas guanticas e encontramo-nos no regi
me classico. Por isto € possivel que a particula esteja perfei-
tamente localizada e com velocidade perfeitamente determinada.
No caso do oscilador harmonico amortecido este argumento pode
ser tornado quantitativo. A solugao geral da equacao classica
de movimento neste caso & |
- Bt

x(t) =ae 2

cos (wt+d) {(2.2.12)

donde

Bt
p(t) =m x eﬁt =mAe 2 {} %—cos (mt+6)—msen(mt+6)],

(2.2.13)
onde w & dada pela Eq.(1.2.19) e A e 6§ sao constantes arbitra-
rias. Vemos, portanto, que p pode assumir valores ilimitados a
medida que t+» , de modo que o comprimento de onda de de Broglie
da particula X = g + 0, confirmando que o sistema pode entrar
no regime classico. A situacao & distinta para a particula 1i-

vre amortecida, cuja equacao de movimento admite como solugao ge

ral

x(t) = A + B e Bt (2.2.14)

Gom A e B constantes arbitrarias. Conseglientemente

p(t) = m x eft - - ng B, (2.2.15)
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de modo que, a rigor, o regime classico nunca é atingido apesar
de a massa da particula tornar-se infinita. Por esta razdo nao
foi possivel encontrar nenhuma solugao da equacao de Schr®dinger
(1.2.5) com comportamento andlogo ao da fungao de onda (1.2.18)

do oscilador harmonico amortecido.

0 exemplo da lagrangiana de Bateman mostra com clareza
meridiana que & preciso encontrar condigoes gue nos permitam ter
certeza de que uma dada langrangiana descreve realmente O siste
ma fisico para o qual ela foi construida. Esta & a questao que

passaremos a examinar agora.

2.3 - O CARATER AMBIGUC DA QUANTIZACAC CANONICA DE SISTEMAS
DISSIPATIVOS

Desejamos encontrar critérios fisicamente razoaveis que
nos permitam selecionar uma uUnica lagrangiana ou, no maximo,uma
familia de lagrangianas equivalentes que fornecgam a descricao
correta de um dado sistema fisico. Para tornar mais clara a ania
lise desta guestao no caso de sistemas dissipativos, & conveni-
ente investigar primeiro como este problema pode ser resolvido

guando se trata de sistemas conservativos (10).

Considere uma unica particula cujo movimento & governa

do pela equagao (em coordenadas cartesianas x,, X2, Xj3)
-5
m%+ Vv(%) =0 . (2.3.1)

A fim de obter-se uma descrigdo lagrangiana desta eguagao,a pri
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meira exigéncia que se faz a lagrangiana & a de que ela produza
uma equagao de movimento equivalente & Eq.{3.1). A0 menos em uma
s dimensao, como ja vimos, dispoe-se de uma infinidade de la-
grangianas nao-equivalentes que conduzem a equagoes de movimen
to equivalentes & versao unidimensional da Eq. (3.1). Dada esta
superabundancia de lagrangianas, qual delas deve ser escolhida
como ponto de partida para a quantizagaoc candnica do sistema me
canico caracterizado pela equagac de movimento {3.1)? A chave
para resolver este problema fol proporcionada por um instigante
trabalho de Kennedy e Kerner (57). Estes autores construiram uma
hamiltoniana apta a gerar a equagao de movimento de um oscila~
dor harmdnico simples unidimensional, mas gque & igual & raiz qua
drada da energia. O resultado da quantizagao subsegllente foi um
espectro continuo para a energia, em flagrante contradigac com
o espectro uniformemente espagado que se obtém usualmente para
o oscilador harmdnico. Esta descoberta evidencia que lagrangia
nas nao-equivalentes conduzem a conseqitiéncias fisicas conflitan
tes na teoria quantica e, ao mesmo tempo, sugere que a condigao
de gque a hamiltoniana seja igual & energia & de importéncia fun
damental no que concerne & quantizagao. Em vista destas eviden-
cias, imponhamos como condigao adicional & lagrangiana que sua
hamiltoniana correspondente seja igual a energia total do siste

ma {10).

Esta condicao implica a seguinte equagao diferencial

*

-
para a lagrangiana L (x, §, t):

-

+ V{x) . {2.3.2)

bR
@ oy
(&
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&
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Verifica-se facilmente gue sua solugac geral vem dada por

- - +
L(%X, %, t) =3R v + % £(k,0 (2.3.3)

>
onde %(x,t) e um campco vetorial arbitrario. Inserindo-se a la

grangiana (3.3) nas equagoes de Lagrange

d
T(B?) - -9, =1,2,3 (2.3.4)
aXi

resulta

+ =0 , lr] =‘112'3r

(2.3.5)
onde a convengao de soma sobre indices repetidos de Einstein es
t3d sendo empregada. Estas Ultimas equagoes sao equivalentes  a

Eg. (3.1) se e somente se

ofi 0 ofi afl _ 0 . (2.3.6)

%)
H.
a3
"
a3
bed

Em outras palavras, as lagrangianas da forma (3.3) conduzem a

Eg. (3.1) se e somente se existir uma fungéo escalar ¢(§) tal

-> > -
gque £ = V¢ (x). Assim, no caso de sistemas conservativos, todas

as lagrangianas da forma

5 > - 5
X2 - V(%) + x - Vo(x) (2.3.7)

5> >
Li{x,x) =

QM E=

e apenas estas, satisfazem ambas as exigéncias. Note que estas
lagrangianas diferem da lagrangiana usual pela derivada total

em relagao ao tempo de ¢(x), de modo que elas constituem uma
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familia de lagrangianas equivalentes. Conforme ja foi menciona
do anteriormente, estas lagrangianas descrevem O mesmo Sistema
fisico na teoria quantica (50). Uma demonstragao alternativa e
particularmente simples deste fato sera dada a segquir.

-

0 momento canonico resultante da lagrangiana (3.7) &

> -> >

P =——=p+ Vp({x} , {(2.3.8)
onde E =m X & o momento linear habitual. Observe que a Eq.(3.8)
pode ser encarada como parte de uma transformagﬁo para as novas

variaveis canonicas

- > >
X=% , P=Dp+ V(%) . (2.3.9)
Na mecanica classica esta & uma transformagao candnica (58) com
~ - - > > - -
uma fun¢ao geradora F; (p,X) = - p-X - ¢(X). Na mecanica quanti

ca & uma transformagdo unitaria executada pelo operador unita-
rio U = exp {— % ¢(§)], como demonstrado por Dirac (59). Portan
to, de acordo com a teoria geral da mecanica guantica, todas as
lagrangianas da forma (3.7) dao origem as mesmas propriedades
fisicas na teoria quantica. Incidentalmente, esta & uma ilustra
¢ao do resultado geral segundo o qual a cada transformagao cand
nica independente do tempo de um sistema classico (desde que pos
sa ser obtida a partir da transformacao idehtidade por uma Su-
cessao de transformagOes candOnicas infinitésimas) corresponde uma
transformagdo unitdria do sistema quantico associado (60). A
conclusio final & gque para sistemas conservativos a condigao a

dicional H=E define um sistema quantico fisicamente Gnico. E
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evidente que este resultado pode ser trivialmente generalizado
sem quaisquer alteragoes para sistemas conservativos contendo
um niimero arbitrario de particulas. Ha, também, ampla sustenta
cao empirica para a suposicac de que o Unico sistema gquantico
assim obtido descreve corretamente a natureza dentro do domi

nio de validade da mecanica quantica.

0 resultado recém—obtido merece uns breves comenta-
rios. Antes de mais nada nao podemos abster-nos de assinalar
que nao parece haver qualquer razao fisica a priori para impor
H=E na mecadnica clissica. De fato, a dedugao das equagoes de
Hamilton em qualquer livro moderno de mecanica analitica reve
la que a hamiltoniana & construida diretamente a partir da la
grangiana, € s6 depois sua possivel conexao com a energia é
discutida. Além disso o valor da energia em cada instante de-
pende unicamente das equagaes de movimento, de medo que este
valor &€ absolutamente insensivel & escolha da hamiltoniana. Na
mecanica quantica, todavia, o hamiltoniano desempenha um duplo
papel: ele & responsivel pela evolugao temporal do sistema e,
ao mesmo tempo, representa um observavel, a energia. Contraria
mente ao que ocorre na mecanica classica, na mecanica quantica
os autovalores da energia dependem drasticamente da escolha do
hamiltoniano, como o trabalho de Kennedy e Kerner (57) tao bem
exemplifica. Por conseguinte, a condigao H=E adquire significa
do fisico apenas na mecanica gquantica e, o que & digno de re-
gistro, ela & suficiente para caracterizar um Unico sistema fI
sico. Deste arrazoado inferimos que lagrangianas nao-eguivalen
tes descrevem sistemas quanticos diferentes, muito embora clas

sicamente possam gerar as equagoes de movimento de um Ginico sis



39

tema mecanico. Nesse sentido a utilizagdo de diversas lagrangia
nas nao—-equivalentes para a quantizagao de um Unico gistema clis

sico nao pode conduzir sendao a resultados disparatados (40) .

A pergunta que se coloca agora & se, para sistemas dis
sipativos, existe algum critério andlogo ac que acabamos de dis
cutir. Com o propdsito de ilustrar a andlise tomemos como exem
plo a Eq.(1.2), que representa uma particula de massa unitaria
sujeita 3 forga de atrito viscoso F = - Bx. Estamos em busca de
um critério para a selegao da lagrangiana fisicamente correta,
se & que esta Gltima de fato existe. Tentemos primeiramente, co
mo foi feito no caso conservativo, impor H=E. Algumas palavras
de esclarecimento fazem-se necessarias. Aquilo que chamamos de
energia & simplesmente a soma da energia cinética com a energia
potencial, onde a energla potencial incluil todas as forcas con
servativas mas exclui todas as forgas nao—-conservativas. Temos,
entao, como antes (considere a versao unidimensional da Eq.J{3.3)

comm =1 e V = 0},

NPﬁ

Lix,%,t) = 53— + % £{x,t) (2.3.10)
sendo f arbitraria. E extremamente facil verificar gque nenhuma
lagrangiana desta forma pode dar origem a uma equagao de movi -
mento equivalente a Eg.(1.2), nao importa qual seja a forma de
f. Portanto a condigao H=E & excessivamente restritiva para
sistemas dissipativos. Nao ha qualquer surpresa nisso. Observe
que nenhum vestigio da forga dissipativa foi deixado na lagran
giana (3.10). Devido ao fato de a energia ignorar completamente

a presenga da forca dissipativa, a existéncia de uma hamiltonia
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na que seja igual & energia e, ao mesmo tempo, capaz de gerar
uma equagao de movimento na gual a forga dissipativa esteja pre

sente torna-se altamente improvavel.

Claramente a condigao discutida acima tem que ser en-
fraquecida a fim de permitir a existéncia de lagrangianas. Em
nossa opiniao, de todas as condigoes mais fragas que podem ser
imaginadas a mais simples & 92 = 98 | ggta diga it

g D at 3T condigcac permite que
H difira de E por uma fungao arbitraria de quaisquer constantes
de movimento, e isto amplia consideravelmente o conjunto de la

grangianas admissiveis. Para a equac¢ao de movimento (1.2), por

exemplo, as duas constantes de movimento independentes sao

CI(X,}.(,t) = }.{ + BX ’ CZ (xf}.{lt) = ;( est . (2.3.11)
Assim a conseqliéncia mais geral de H = E &
. <2 . .
X % - L= ;f- + F(C, (x,x,t), Cr(x,x,t)), (2.3.12)
X

onde F(u,v) & uma fungao arbitraria de duas variaveis reais. A

solugao geral desta Gltima equagao é
. _x? . ay .
Lix,x,t) = + x zﬁﬁclbgy,t), C, (x,y,B)) + xf(x,t) , (2.3.13)

com f arbitraria. Observe que esta € uma maneira possivel de a
lagrangiana levar em conta a forga dissipativa pelo menos atra
vés das constantes de movimento C, e C, ,pois elas ostentam o)
selo da forga dissipativa, nomeadamente, a constante B. Dai a

esperanca otimista de que da familia de lagrangianas determina-
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da pela Eg. (3.13) somente uma delas, ou no maximo um subconjun
to de lagrangianas equivalentes, possa produzir uma equagao de
movimento equivalente & Eq. (1.2). Neste casc estas lagrangia-
nas poderiam ser conslderadas privilegiadas em relagao as demais
e uma analise das conseqliéncias fisicas por elas originadas a-
poOs a quantizacgao poderia decidir se este critério &, de fato,
significativo do ponto de vista fisico. Esta esperanga & insus
tentavel, entretanto, porque, infelizmente, mesmo dentro desta
classe aumentada de lagrangianas nao existe nenhuma capaz de en
gendrar uma equagao de movimento equivalente & Eq. (1.2). Ao in
vés de provarmos isto para o sistema representado pela Eq.(1.2),
vamos apresentar uma demonstragac que € valida para uma classe
um poucc mais geral de sistemas dissipativos unidimensionais(ll).
Consideremos a equagac de movimento

A I\ (2.3.14)

i dx

isto &€, estamos considerando forgas dissipativas que sao fungoes
arbitrarias da velocidade, ou seja, F = -f(x)/X. Esta forma de
escrever a forga dissipativa & conveniente para os desenvolvi-

mentos subseqlientes. Temos, entac, o Seguinte:
Teorema. Se a forga dissipativa for tal que £"(x) % 0
entac nao existe nenhuma lagrangiana que satisfaga a  condicgao

H=E e forneca uma equagdo de movimento equivalente & Eq.(3.14).

Demonstracdac. A taxa de variagao temporal da energia é

=F x = - £(x) . (2.3.15)

s
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Seja H a hamiltoniana. Entao, de acordo com nhossa condigao,

A _dE _

3t~ dt - f(x) . (2.3.16)
Mas e sabido que (61}

dd _ 3 _ _ 3L

3t 3 ¢ 5 - (2.3.17)

Portanto a Eg. (3.16) assume a forma

£(x) (2. 3.18)

|

donde

t £(x) + G(x,x) , (2.3.19)

L(x,%,t)

onde G & uma fungao arbitraria duas vezes diferenciavel de seus
argumentos. A equagac de movimento resultante desta ultima la-

grangiana é

[t £ (x) + G__} X+ X6, + £(x) -6 =0, (2.3.20)
XX XX
2 . _
onde G , = 2 G. , etc.. Se f"(x) # 0 o coeficiente de ¥ nao se
XX o0X9X

anula identicamente porque G nao depende explicitamente de t.

Assim, nos & permitido escrever

% = [t £ (%) + G..Tl [G -x G - f'(;'{):‘ . (2.3.21)
XX % XX

Uma vez que G nao depende explicitamente do tempo, & evidente
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que, se f"(x) # 0, o lado direito da Eq.(3.21) depende explici-
tamente do tempo para qualquer G. Conseglientemente a Eq. (3.21)
nao pode ser equivalente & Eq. (3.14). Isto completa a demons -

tracgao.

0 caso de forga dissipativa proporcional a velocidade
estd incluido neste teorema, pois corresponde a f(&) = 8%2, don
de f"(%) = 28 # 0. O fato de lidarmos apenas com sistemas unidi
mensionais naoc & um ponto fraco deste resultado negativo, pois
se a condigao H = é fosse um bom critério para sistemas dissipa

tivos com um nimero qualquer de graus de liberdade, a fortiori

também o seria no caso particular unidimensional. Vale a pena
ressaltar que nosso resultado é interessante nac apenas classi
camente. Nosso resultado também € importante no que concerne a
quantizagdo canonica de sistemas dissipativos, pois suponha que
se pudesse encontrar uma classe de lagrangianas equivalentes Pa
ra as quais H=E + C(g,p,t), onde C & uma constante de movimento.
Entao, associada & variavel dinamica classica C(qg,p,t), & quase
sempre possivel encontrar um operador hermitiano C(§,p,t) que
também seja constante de movimento e tal que H=E + C. B possi
vel demonstrar (62) que podem ser construidas solugoes para a
equagac de Schrddinger que sejam simultaneamente auto-estados do
operador C. Para tais estados gquanticos os valores esperados do
operador hamiltoniano difeririam dos valores esperados do opera
dor de energia por uma simples constante. Portanto estes deve-
riam ser considerados os Gnicos estados fisicamente permitidos

para o sistema dissipativo guantizado. Nosso tecrema prova due

tais estados nao existem.
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A argumentagao desenvolvida nos paradgrafos anteriores
prova categoricamente que a quantizagao candnica de sistemas
dissipativos € ambigua, isto &, nao hd critério para favorecer
uma determinada lagrangiana em detrimento das outras. Nossos re
sultados corroboram objegdes semelhantes ja feitas por outros
autores (12, 13). Diante disto, resultados como os obtidos por
quantizagdo candnica de sistemas submetidos a uma for¢a nac-con
servativa proporcional ao quadrado da velocidade (63) nao po
dem ser levados muito a sério. Neste caso a lagrangiana empre-
gada nao descreve um sistema dissipativo, mas uma partIcula com

massa varifvel e dependente da posicgao.

Existem outros enfoques objetivando tornar viavel a
quantizagao candonica de sistemas dissipativos. Uma maneira al
ternativa de obter lagrangianas para sistemas dissipativos con
siste na introducao de graus de liberdade fictiIcios que obsor-
veriam a energia dissipada pelo subsistema cujo movimento este
jamos interessados em analisar, de tal modo que o sistema como
um todo seja conservativo (64). Este método tem sido muito pou
co explorado, e sd conhecemos exemplos de sua aplicagao & teo
ria quantica da particula livre amortecida (65) e & quantiza -
¢ao do oscilador harmonico amortecido usual (66) ou amortecido
pela reagao da radiagao (67). A lagrangiana construida por es
te método & uma funcao bilinear das velocidades generalizadas,
de modo quea hamiltoniana associada nao € igual 3 energia. Con
seqlientemente este formalismo padece das mesmas ambigliidades
que o método tradicional (66). Recentemente Dekker (68) propds
uma variante do formalismo candonico habitual para sistemas dis

sipativos introduzindo uma hamiltoniana complexa. Este método,
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contudo, também naoc resolve as dificuldades porque as ambiglida

des permanecem (69).

2,4 - UMA ALTERNATIVA INCONSISTENTE

Na segac anterior colocamos em relevo a necessidade de
que a hamiltoniana escolhida para gerar a evolugaoc temporal de
um dado sistema clissico seja igual 3 energia. As ambigliidades
envolvidas na quantizacgao candnica de sistemas dissipativeos po
dem ser resumidas na impossibilidade de se construir uma lagran
giana que contenha em si mesma a forgca dissipativa e, ac mesmo
tempo, dé origem a uma hamiltoniana com a referida propriedade.
Este obstdculo pode ser contornado desde que renunciemos 3 in=-
clusao das forgas dissipativas na lagrangiana e as incluamos ex
clusivamente nas equagoes de movimento. Este foi o caminho con
siderado por Brittin (6) muitos anos atrds. Seu formalismo con
siste em escrever as equagoes de movimento de um sistema nac-con

servativo com n graus de liberdade na forma

a_ oL - 3L _ . , i=1,...,n . (2.4.1)
at \ ad 5 t
9 d3
Nestas equagoes L(g,q) =T - V & a lagrangiana usual eP&=Fi@Lé)

s3o forgas ndo-conservativas, isto &, forgas que nao podem ser
obtidas a partir de nenhum potencial generalizado U(q,é). Para
a equagac de movimento (1.1.1), por exemplo, teriamos L=-g %2 -V(x)
e F = -mpx . Observe que a lagrangiana contém somente os poten-
cias das forgas conservativas, ficando todas as forgas nac—con
servativas agrupadas em Fl,...,Fn . A passagem ao formalismo ha
miltoniano faz-se da maneira tradicional. Os momentos candnicos
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conjugados as coordenadas generalizadas saoc definidos por

p, =2 , i=1,...m . (2.4.2)
9q
Suporemos que
’L
det \_TE_HT_“ £ 0 , (2.4.3)
8q; 94,

de modo gque a Eg. (4.2) pode ser resolvida para as velocidades
em fungéo das coordenadas e momentos dgeneralizados, isto e ,

éi = éi(q,p) . A hamiltoniana é definida por

H(q,p) = | éi p. - L . (2.4.4)
i

Sendo L = T-V, conclui-se que se T for uma forma quadratica nas
velocidades teremos H =T + V = E, como pretendiamos. Em termos
da hamiltoniana & facil provar que as equacgoes de movimento (4.1)
assumem a forma (6)

9H

, ﬁi = - 55; +Q . i=1l,...,m , (2.4.5)

aH

Bpi

q; =

onde Q; = Qi(q,p) = Fi(q,é(q,p)). A equacgac de movimento de

qualgquer variavel dinamica A(q,p) €& dada por

dA 9A
£2 = (A, H} + ) ==~ Q (2.4.6)
dt ! P k !
x Pk
onde {,} denota os parénteses de Poisson definidos por
(a,my =7 (2 M _ 2  Hy (2.4.7)

aqk Bpk Bpk qu
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Considere agora o sistema quantico correspondente a este siste
ma classico, na representagao de Heisenberg. De acordo com as
regras da quantizag¢ao canonica os operadores de Heisenberg g(t),

p(t) obedecem as relagoes de comutacao

ihé N (2.4.8)

[q, (), P, (+)] )o

[g, (8), g, (©)] = [p, (£), py ()] =0 . (2.4.9)

A equagac de movimento de qualquer aperador de Heisenberg A(t)
e

da
dt

oA (t)

ih = [A(t), H(t)] + ifi ] 35, (67 Q.

k

(t) .(2.4.10)

A rigor, se A(t) for um observavel os termos sob o sinal de so
matorio devem ser apropriadamente simetrizados de modo a torna-
rem-se operadores hermitianos. J& que isto naco afetara nossas
futuras conclusoes, manteremos a Eg. (4.10) como estd a bem da
simplicidade. Como Brittin observou, as regras de comutagao (4.8)
tém que ser consistentes com as equagdOes de movimento. Portanto

devemos ter

l_qu(t) dpl(t)]
[—ag"“ ’ Pg(t) + qk(t) - ot o , (2.4.11)

donde

[[qk(t), R(t)] , pﬂ(t)J + [qk(t),[pl(t) ,H(t)]] +[ay (£, J‘leR(t)] =0,
(2.4.12)

A soma dos dois primeiros termos & nula porgue, segundo a iden

tidade de Jacobi, ela & igqual a

[[qk(t), pl(t):} , H(t)} = [ih Y H(t)] = 0 . (2.4.13)



48
Resulta, portanto,

[q, (t), Q, ()] =0 , k,& =1,...,n . (2.4.14)

Por hipotese os ¢g's constituem um conjunto completo de observa
veis comutativos. Por conseguinte decorre [(ég), pag. 78] qgue

os Q's sao fun¢des dos g's, isto &,
Q, () =0Q.(qlt)) . (2.4.15)

Brittin (6) avan¢a somente até este ponto na representacgao de
Heisenberg, e afirma que os unicos sistemas dissipativos que po
dem ser tratados pelo presente formalismo sao aqueles para (o]
quais as forcas generalizadas dependem apenas das coordenadas
generalizadas. Em seguida ele passa a discutir a representagao
de Schr8dinger e descobre que s6 & possivel formular equagoes
consistentes caso as forgas Qi(t) sejam dedutiveis de um poten

cial escalar U(g), isto &, se as forgcas forem conservativas.

Brittin parece ter suposto que se 08 Q's dependerem SO
mente das coordenadas entao as equagoes de movimento {(4.10) se
rioc automaticamente consistentes com as relagdes de  comutagao
candnicas restantes (4.9), que ele nem sequer deu-se ao traba-

lho de escrever. Examinemos esta gquestao com um pouco mais de

cuidado (7). BAs condigdes de consisténcia
dgy (t) dg, (t)

conduzem a
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[[qk(t), H(t)] , qg(t)J + [qk(t). [qQ(t), H(t)]] =0 , (2.4.17)

gue sao identicamente satisfeitas em virtude da identidade de

Jacobi. As Gltimas condi¢oes de consisténcia sao

(t) dp, (t)
[dp];t ' HR:}'{P]((t). ’ét ] =0, (2.4.18)

donde

[[pk(t), H(t)] , pE(t)} + [pk(t),[pg(t), H(t)]} +

+[mg, (1), p, ()] + [p (B, MO, (B)] =0 . (2.4.19)

Novamente a soma dos dois primeiro termos & nula como conseglien

cia da identidade de Jacobi, e ficamos com

[0 (), p ()] = [0, (1), p, (8)] . (2.4.20)

Mas é facil ver que, se oS Qi(q(t)) forem fungdes que podem ser
desenvolvidas em séries de poténcias dos q(t)'s, entao & uma im

plicacao das regras de comutagao (4.8) que

9Q, (g (t))
= in K 2.4.2
[0, (a(t)), py(t)] = in 5, TE) (2.4.21)
Por conseguinte a Eg. (4.20) transforma-se em
0Q, (gft)) 30, (a(t))
k = _ 2 . (2.4.22)

3q2(t) Eqk(tT

Isto significa gue existe uma fungao energia potencial U(q) tal

que
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_ _ 3u(qlt)) .

em resumo, as forcgas F. sao conservativas. Isto contradiz nossa

premissa original.

Demonstramos, em sintese, que no enfogue de Brittin ne
nhum sistema dissipativo pode ser submetido a guantizagao cand-
nica. No caso de sistemas conservativos € possivel compatibili-
zar as relagoes de comutagao candnicas com as equagdes de movi-—
mento, embora saiba-se que as equagoes de movimento nac determi
nam univocamente as relagoes de comutagao (70). O argumento cen
tral de nossa demonstra¢ao de impossibilidade & que na presenca
de forcgas nao-conservativas as equa¢oes de movimento sao incom-
pativeis com as relacdes de comutagao candnicas. O mesmo resul-
tado foi demonstrado recentemente por Messer (8), e sua prova,
apesar de levada a efeito com métodos diferentes, baseia~se es-

sencialmente neste mesmo argumento.

Dada a inviabilidade de estender—-se O processo de guan
tizacao candnica de modo a abarcar os sistemas dissipativos, mé
todos alternativos devem ser investigados a fim de que se descu
bra se a teoria gquantica de tais sistemas faz sentido do ponto
de vista fisico. E exatamente & andlise desta questao gque serao

dedicados os proximos capitulos.



Mas, agora, feita a folga que me vem, e sem peguenos
dessossegos, estou de range rede. E me inventel neste gosto, de

especular idéia.

Joao Guimaraes Rosa, Grande Sertao: Veredas
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cAPITULO 3

QUANTIZAGAO ESTOCASTICA DE SISTEMAS DISSIPATIVOS

Mostramos neste capitulo que a formulacio estocastica
da mecanica quantica & aplicavel a sistemas dissipativos. Faze
mos uma revisao desta teoria destacando que a equacao de Schrddin-
ger pode ser deduzida a partir da hipdtese de que cada particu
la microscdpica executa um movimento browniano no vicuo. A in-
trodugao de uma forga de amortecimento proporcional i velocida-
de da particula conduz a uma equagac de Schr8dinger nzo-linear.
Provamos que esta € a Unica forga dissipativa consistente com o
formalismo estocastico, desde que nao se pretenda romper radi -
calmente com a estrutura tradicional da mecanica quantica. Cons
truimos o espago de Hilbert e os operadores da mecanica guantica
dentro do contexto estocastico. Na presenga da forca dissipati
va proporcional 3 velocidade, o operador hamiltoniano torna-se
nao-linear, mas os operadores de posigac e momento linear s$a0

idénticos aos da teoria quantica habitual.
3.1 - A MECANICA ESTOCASTICA

A interpretagao estocastica da mecanica quantica repre
senta uma tentativa de descrever os fenOmenos quanticos em ter
mos puramente classicos. Do ponto de vista matematico o resul-
tado fundamental da mecanica estoci@stica, na forma desenvolvida
por Nelson (15,16,71,72), reside na demonstragao da egquivalen-

cia formal da eguagao de Schrddinger a um processo de Markov. Do

ponto de vista fisico a hipdtese subjacente ao formalismo é que



52

cada particula microscopica executa um movimento browniano  no
vacuo. Tal suposicao tem profundas implicagdoes tanto no que se
refere a aspectos puramente epistemoldgicos da Fisica quanto no
que tange a interpretacao fisica da teoria quantica. Estas ques
toes, apesar de sumamente relevantes e atraentes, nao constituem
o objeto principal deste trabalho, de modo que faremos apenas
breves mencoes aos diversos argumentos que sobre elas tém sido
aventados. Nesta tese a mecanica estocastica sera encarada de
um angulo estritamente pragmatico e empregada para a quantiza -
¢ao de sistemas dissipativos, sem que com isso estejamos suge-
rindo qualquer simpatia de nossa parte pela interpretagao inor-
todoxa da mecanica quantica que ela representa. No gque se segue
usaremos fregllentemente a notagao e os resultados expostos no
Apéndice, que, portanto, deve ser consultado antes da leitura

deste capitulo.

Passemos a demonstragao da existéncia de um  processo
de Markov associado a cada sistema guantico descrito pela equa
gao de Schrddinger. Consideremos um sistema formado por uma Uni
ca particula de massa m e submetida a uma forga externa conser-

] -). -). > . - - ) ]
vativa F = - VYV{x). A hipotese basica, conforme antecipamos no
paragrafo anterior, € que cada particula descreve um movimento
browniano no vicuo com coeficiente de difusio (ver secao A.4 do

Apéndice, particularmente Eq. (A.4.15))

_ _*h
Vo= = o (3.1.1)

onde i & a constante de Planck dividida por 21 . A presenga da

massa da particula no denominador justifica-se intuitivamente
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pelo fato de corpos macroscOpicos nao manifestarem tal comporta
mento. A origem de tal valor para o coeficiente de difusao nao
€ explicada na mecanica estocastica, mas este & um defeito tam
bém da mecanica guantica, gue nao tem outra justificativa sen3o
a empirica para o valor da constante de Planck. Seguindo Nelson
(15, 16), usaremos a cinematica de Einstein-Smoluchowski para a
descrigao do movimento browniano tridimensional. Conseqlientemen
te a equacao diferencial estocastica que governa o movimento

browniano da particula &
-5 =
dX(t) = p({X(t),t)dt + ocdB(t) . (3.1.2)

Nesta equac¢ao B(t) € um processo de Wiener tridimensional com

parametro de variancia 1, isto &,

e
E [@B(t)] =0,
E [dBi(t)dBj(t)] = 8;4dt (3.1.3)
- . - -
dB{t) & independente de X(s) para todo t> s, e ¢ e dada pela

Eg. (l1.1). Associada a Eg. (1.2) temos a equacao diferencial es

tocastica para tras

> -+
aX(t) = (X(t),t)at + odB_(t) , (3.1.4)

onde usamos a Eg. {(A.3.23).

As equagoes de Fokker - Planck para a frente e para

tras sao,respectivamente,
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—

a ' £ - 2 >

Lt - o TE0] + 3 sk, (3.1.5)
Bp(—;{ t) - > > > 0'2 >

v = Ulext u x0] - 3= de(x,t) (3.1.6)

onde p(g,t) & a densidade de probabilidade da posigao da parti
cula e A & o operador laplaciano. Estas duas Ultimas equagoes
530 generalizagaes tridimensionais Obvias de suas congénecres u
nidimensionais {(A.3.8) e (A.3.15), e onde ja usamos o fato de

2

0 ser constante. Somando as Egs. (1.5) e (1.6) resulta a equa

¢ao da continuidade

-
dp(x,t)

2= Ve [o(x,t) VX)) =0, (3.1.7)

onde a velocidade de corrente (também chamada de velocidade mé

dia) vem dada por
> > 1 [~».> -+ > —|
vix,t) = 5 nix,t)+ u*(x,t)J . (3.1.8)

A versdo tridimensional da Eq. (A.3.22) com 0° constante &

2 .
1, (0 =ikt - —— volxt) , (3.1.9)
p(x,t)
que pode ser escrita na forma
2 -
U (%,t) = 3— Vanp (x,t) (3.1.10)

introduzindo-se a velocidade osmbtica G(;,t) definida por

(x,t) = % [ﬁ(%,t) - (§,t)] ] (3.1.11)
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Segundo a teoria do movimento browniano desenvolvida por Einstein
(713), 43 a velocidade adquirida por uma particula suspensa num
l1iquido e em equilibrio sob a agao de uma forga externa e da
forca de pressao osmdtica, dai o nome escolhido por Nelson (15,16).

> - -
Fregqlientemente u & também chamada de velocidade estocastica(74).

Neste ponto & preciso introduzir alguma hipdtese dina
mica que seja capaz de caracterizar o processo estocastico §(t)
uma vez conhecidas as forgas externas que atuam sobre a particu
la. Como ja vimos na secao A.4 do Apéndice, no tratamento do mo
vimento browniano baseado na aproximacao de Einstein-Smoluchowski

impoe-se (estamos usando a Eq. (A.3.20) na forma tridimensional)

F(X(£))

A(x(6), ) = px(e) = ZELED

(3.1.12)
N
onde mf & o coeficiente de atrito e F &€ a forca externa experi-
mentada pela particula. Em nosso caso isto nao pode ser repeti
do por pelo menos dois motivos. Por hipdtese a particula execu-
ta um movimento browniano no vacuo. Nao podemos atribuir nenhum
coeficiente de atrito ao vacuo (&ter) porque isto permitiria dis
tinguir o estado de repouso absoluto do estado de movimento re
tilineo uniforme em relagac ao éter, o que quebraria a invarian
cia* galileana da teoria. Além disso estamos interessados em
estabelecer uma correspondéncia entre a equagao de Schr&dinger

e um processo de Markov. Sabemos que a equagao de Schrddinger

& simétrica sob inversdo temporal (75}, de modo que devemos pro

* Diversos fisioos brasileiros escrevem "invarianga", palavra que parece
nao existir na lingua portuguesa (vide Aurélio).
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curar definir o processo de Markov por meio de equagbes que nac
introduzam assimetrias no tempo, pois caso contrario seriamos
conduzidos a processo irreversiveis. A Eq. (1.12) envolve ape-
nas a derivada temporal para a frente D, de forma que ela cla-
ramente introduz uma assimetria temporal, o gue a torna indese-

javel.

Em tres dimensoOes as derivadas para a frente e para

tras assumem a forma

- 3 > -> 02 >
DE(X(t),t) = 3t + u(X(t),t).V‘F—z——-Aj'f(X(t),t) , (3.1.13)
-> 3 > -> 0-2 -
D, £(X(t),t) =[-3-E + o, Ge,0-7 - § A]f(X(t),t) :
(3.1.14)
como inferimos das Egs. (A.3.17) e (A.3.19). Seguindo Nelson

(15, 16), vamos supor que a segunda lei de Newton & valida na

forma

(DD*+D*D)§(t) = - GV(;{(t)) ’ (3.1.15)

(1L

onde a aceleracao media definida por

A(X(£),t) =3 (DD,+ D,D)X(t) (3.1.16)

& claramente simétric@ sob inversao do tempo (troca de D por -D,

e vice-versa). No limite classico (h = 0) o coeficiente de difu

sao anula-se e as equagoes diferenciais (1.2) e (1.4) perdem

seu carater estocastico. Neste limite D = D = %E’ a aceleracgao
)

média reduz-se & aceleragao usual e a Eqg. (1.15 transforma-se
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na equa¢ac newtoniana de movimento da particula, como nao pode
ria deixar de ocorrer. A Eg. (1.16), entretanto, nac & a {nica
definigao possivel para a aceleragao média. Na prdxima secao ve
remos que uma hipdtese dinamica diferente de (1.15) conduz a al

guns resultados interessantes.

Fazendo usc das Egs. (1.13) e (1.14) encontramos

-+ > BU* > 2

DDX() = DL, (X(t) ,£) = —= + (LY, + = M, (3.1.17)
+ > > aﬁ > > > g? o

D,DX(t) = Du(X(t),t) = 3t + (¥ Iy = 5 A , {3.1.18)

de modo que a Eq. (1.15) torna-se

<4

9
3

-+ -+ -+
W @0y - Vv + o Ay, (3.1.19)

t+
=R

onde usamos

L=v+d o+ Ug =YV =u (3.1.20)

comoc se deduz das Egs. (1.8) e (1.11). A Eg. (1.19) juntamente
com a equagaoc da continuidade (1.7) constituem o conjunto basi
co de equagoes diferenciais parciais que caracterizam completa-
mente o processo de Markov %(t). Para provar que as Hgs.(l1.7) e
(1.19) s3o equivalentes a equagao de Schrddinger & preciso in
troduzir a hipdOtese cinemética adicional de gque a velocidade de

corrente € um gradiente (15, 16):

N
vi(x,t) =oc?Vs(x,t) . (3.1.21)
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Observe que esta equagao define S salvo por uma fungdo aditiva
do tempo arbitraria. Vale a pena sublinhar que a introdugao des
ta hipOtese adicional nao demanda maiores justificativas por~
quanto nao estamos pretendendo deduzir a equagao de Schr&dinger
a partir de um conjunto bem definido de postulados fundamen -
tais, mas queremos apenas evidenciar que €& possivel encontrar um
processo de Markov associado a evolugao temporal de cada siste

ma quantico nao-relativistico,

Defina

R(%,t) = % n p(x,t) , (3.1.22)
donde, conforme a Egq. (1.10) ,

Uk, 0) = 02V R(%, ) . (3.1.23)
Com estas definig¢des a Egq. (1.19) torna-se

- - -5 > I 5
a2y a—i = - Iin VV + o“{[('v}{)- 3]VR —['v*s-v] vs] + %— V(AR) . (3.1.24)

Fazendo uso da identidade vetorial (Zﬁ)

> > > > > > > > > > > > > > >
V(a‘B) = (A-V)B + (B-V)A + AX(VXB) + BX(VXA) (3.1.25)
vem
[("V’R)._v’ ]’%R = % 3[(35{) 2] (3.1.26)

e uma equagao idéntica para S. Com estes resultados a Eq. (1. 24)

transforma—-se em
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2 2
3(3_55) =3{- V2 + 5 [(%R)z—(ﬁs)2}+%-—AR} . (3.1.27)
mo
cuja solugao é
2 - > 2
%% = - 12 v - %_ [(VS)Z—-(VR) 2}+ %—- AR + aft) , (3.1.28)

onde a(t) & uma fungao arbitri3ria. Esta constante de integracao
revelar-se-a importante guando, mais adiante, incorporarmos for
¢as dissipativas ao formalismo. No caso conservativo a fungao
a(t) & irrelevante, e redefiniremos S - o© gue bem podemos fa-
zer, como notado imediatamente apds a Eg. (1.21) - de modo a

elimina-la. Neste caso a Eg. (1.28) torna-se

2 > . 2
B L v Fsye- ¥Rz AR (3.1.29)
ot 2 2 2
mo
ac passo gue a Eg. (1.7) assume a forma
IR B 02 o - i >
':a-_E - - 'é‘-‘" AS -0 (VR) (VS) ! (3'1' 30)

onde usamos as Egs. (1.21) e (1.22)., Multiplicande a Eg. (1.29)
por i = /-1, somando com a Eg. (1.30) e multiplicando a equacgao

resultante por exp (R + 18), encontramos

9

2 io®
3t

exp(R+iS) = 5= & exp(R+iS) - -—1—2 V exp(R+iS) . (3.1.31)
mo

Usando o valor de o? dado pela Eg. (l1.1) e definindoy = exp(R+iS)

chegamos 3 equagac de Schrddinger
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p o _R2
in o2 5= MY+ VY (3.1.32)

Isto completa a demonstragao formal de que a evolugao temporal
de um sistema quantico descrito pela equacao de Schrddinger &
equivalente a um processo de Markov. Com efeito, dado um esta-
do quantico do sistema no instante t  caracterizado pela fungao
de onda w(§,to), as funcgoes R(§,to) e S(x,

{

o) ficam determina -

X, t
das. Em conseqliéncia p(§,t0), 3(§,t0) e U ;'to) determinam-se por
meio das Egs. (1.22),(1.21) e {(1.23). Estes dados iniciais sao
suficientes para que, mediante as BEgs.(l.7) e (1.19), se deter-
minem a densidade de probabilidade da posigao p(§,t) e a veloci
dade de corrente é(g,t), que caracterizam completamente o pro
cesso de Markov §(t). Devido a Bg. (1.22) a densidade de proba-

bilidade p(ﬁ,t) do processo de Markov coincide em qualquer ins

tante com a densidade de probabilidade |w(§,t)|2 gerada pela
equagao de Schrddinger. Assim, a interpretagao de Born € uma
consegliéncia natural do formalismo estocédstico. E importante no
tar gue, ao contrario do que ocorre na teoria de Einstein-Smolu
chowski do movimento browniano, na mecanica estocastica §(§,t)
nao € um campo vetorial dependente apenas da forga externa atu
ante sobre a particula, mas depende também do estado inicial do
sigtema. Isto pode ser visto a partir da Eq. (1.20) e do fato
de §(§,t) e G(§,t) dependerem das condigoes iniciais do proble
ma de Cauchy para as Egs. (1.7) e (1.19). Como cada componente
de 1i{x,t) & dada por uma equagao anadloga 3 Egq. (A.3.4), conclul-
mos que a densidade de probabilidade de passagem p(?,t|§,to)
depende da densidade de probabilidade inicial p(%,to). Neste as
pecto o processo de Markov §(t) difere qualitativamente dos pro

~ . - > - .
cessos de difusao para os gqguais u(x,t) & um campo vetorial per
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feitamente definido pelc proprio sistema fisico, e para os quais
-+ > ~
pl(y,t] X,t, ) nao depende de p(x,s) para nenhum valor de s. Es

ta propriedade tem conseqfiéncias interpretativas importantes (74)

que nao discutiremos aqui.

Os resultados agui expostos podem ser deduzidos de ou

tra maneira (77). O formalismo aqui considerado pode ser genera
lizado de modo a incluir forgas eletromagnéticas (15, 16) e sis
temas com qualquer nimero de particulas (74). Numerosissimos ou
tros desenvolvimentos podem ser encontrados na abundante litera
tura existente. A incorporagac de efeitos relativisticos & pos-
sivel e permite a dedugao da equagac de Klein-Gordon no forma -
lismo estocastico, mas & custa de hipdteses adicionais que trans
forman o tempo numa variadvel discreta (78) ou que atribuem pro
priedades estocasticas ao prdprio espago-tempo (79). A egquagao
de Dirac pode ser deduzida dentro do contexto estocastico desde
que admita-se que 0 espago-tempo seja quantizado (80). Particu-
las nao-relativisticas com spin podem ser tratadas na mecanica
estocastica sem hipOteses adicionais, como mostrou Dankel (81)

ao deduzir a equagao de Pauli.

Conforme observamos no Apendice, a teoria de Ornstein-
~Uhlenbeck do movimento browniano reduz-se & de Einstein -Smolu
chowski para tempos longos em comparagac com o tempo de relaxa-
gao 8_1. Portanto, adotando-se a cinematica de Ornstein-Uhlen -
beck, & possivel deduzir-se uma equagao de onda que difere da
equagao de Schrddinger para tempos curtos, mas que a ela reduz-

-se para tempos longos. A teoria assim construlda contém um pa-

rametro adicional 8 gue representa o tempo de relaxagao do sis



62

tema e que, juntamente com um coeficiente de difusao idéntico

ao da teoria de Nelson, caracteriza o &ter (82).

A Eg. (1.15) pode ser deduzida a partir de um princi-
pio variacional estocastico (83,84). Uma formulagdc lagrangia-
na alternativa foi desenvolvida por Santos (85), mas seu modelo
estocastico da mecanica quintica difere do agui discutido. E
possivel representar a fungac de onda que & solugao da eguagao
de Schrddinger em termos da agao estocistica (86). A forma assu
mida pela fungao de onda guarda um remoto parentesSco com a gque
se obtém pelo método das integrais de trajetbria de Feynman. O
principic variacional adotado orinalmente por Schrbdinger (§Z)
para obter os niveis de energia do atomo de hidrogénio admi te
uma justificagao até certo ponto natural na mecanica estocasti
ca (84, 88). E possivel provar uma versao mais forte da relagao
de incerteza entre posicao e momento linear dentro do contexto
da mecanica estocastica (89). A guantizagao estocistica pode
ser estendida a teorias de campos, isto &, sistemas com uma in
finidade nac-enumerivel de graus de liberdade (90-94). Neste
caso, num tratamento matematicamente rigoroso, passa-se a lidar
com os chamados processos estoca@sticos generalizados (95). Apli
cagoes de cardter tebSrico do formalismo estocastico tem  sido
feitas & teoria dos lasers (91) e & mecanica estatistica fora
do equilibrio (96) . Com o emprego da mecanica estocastica € pos
sivel a descrigao dependente do tempo de fenOmenos de penetra-
c3o em barreiras de potencial, tanto na mecanica gquantica (97)
guanto na teoria guantica dos campos, particularmente para o es
tudo do papel desempenhado pelos "instantons" nas teorias de

Yang-Mills (98).
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0 postulado basico da mecdnica estocistica & que cada
particula microscOpica executa um movimento browniano no vacuo,
de modo que surge o problema de explicar a origem de tal movi -
mento. A principal teoria gque tem sido utilizada para este fim
€ a chamada eletrodinamica estocéstica (99 - 101) , que baseia-se
na hipdtese de que existe uma radiagao eletromagnética aleatd-
ria de fundo que permeia todo o espago. Os propugnadores mais
ferrenhos da eletrodinamica estocastica asseveram que esta nao
€ uma hipbtese adicional & eletrodinamica classica, ao contra-
rio, segundo eles um postulado injustificado e admitir a inexis
téncia da radiagao de fundo (100). Deste ponto de vista os prd
prios fendmenos quanticos sao uma evidéncia em favor da hipdte-
se da radiacao aleatdria de fundo. E claro gue uma determinada
assertiva pode ser considerada uma hipdtese adicional ou nao,de
pendendo da teoria gque se tome como fundamental. Para a mecani-
ca gquantica ortodoxa as caracteristicas quanticas sao imanentes
& propria materia, e nao precisam ser explicadas por nenhum me
canismo subjacente. Deste ponto de vista a suposigao de que e-
xiste uma radiagao de fundo & uma hipdtese adicional porgue vio
la o principio da parcimonia (102) ou principio de Occam
("Ockham's razor"). Em outras palavras, nao havendo nenhum moti

VO que nos obrigue a admitir a existéncia da radiagao estocésti

ca, tal hipotese & supérflua.

Seja como for, um aspecto curioso da eletrodinamica es
tocdstica & que ela prevé a ocorréncia de efeitos quanticos ape
nas em particulas carregadas. Assim, se a teoria for levada a
sério e desejarmos que particulas neutras também apresentem com

portamento quantico, somos forgcados a admitir que todas as par
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ticulas elementares sao compostas por particulas carregadas (100) .
Por outro lado, a teoria manifesta as mesmas deficiéncias que a
eletrodinamica quantica, com suas subtragdes de guantidades infi
nitas e renormalizagoes, de modo que dificilmente a eletrodini-
mica estocastica poderia ser considerada superior 3 eletrodinz-
mica quantica. A fisica estocastica & um terreno fértil para es
peculagées as mais das vezes artificiais e arbitrarias.Por exenm
plo, & possivel deduzir a equagao de Schrddinger supondo que par
ticulas carregadas no vacuo estao submetidas a uma forca esto -
cdstica de reagdo da radiagdo, desde que se atribua uma tempera

tura ao vacuo que, no final, & tomada igual a zero (103).

Na interpretagao estocastica da mec3nica quantica as
particulas descrevem trajetdrias continuas no espacgo, de modo
que a fungao de onda naoc fornece uma descrigao completa dos es
tados do sistema. A interpretacac estocastica da mec3nica guan-
tica pode ser considerada uma teoria de variaveis ocultas na
gual tais variavels permanecem ocultas para sempre, pois embora
seja possivel pensar nas particulas como percorrendo trajetd -
rias continuas, estas trajetdrias naoc sao observaveis (}é, 74).
O problema das medic¢des na mecanica guantica também pode ser e
xaminado mediante modelos baseados na mecanica estocastica (104).
A mecanica estocistica foi acerbamente criticada por Gilson (105),
segundo quem a teoria estocadstica & consistente com a  equagao
de Schrddinger apenas se o coeficiente de difusao for zero, o
que destroi o carater estocastico da teoria. Os argumentos de
Gilson baseiam-se em aproximagdes e no uso de integrais funcio-
nais de Feynman. Devido a falta de rigor matematico, contudo ,

suas conclusOes nao sao plenamente confiaveis. Problemas sérios
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ocorrem quando a fungao de onda w(&,t) possui superficies no-
dais (15, 106), isto &, guando w(&,t) se anula sobre alguma su
perficie - exemplos simples sao os estados estacionarios excita
dos. Numa superficie nodal a fung3o R(X,t) n3o estd definida,
p(&,t) anula-se e a Eg. (1.22) nao vale. Neste caso as trajetd-
>
rias amostrais do processo estocastico X(t) nao podem atraves
sar nenhuma superficie nodal da fungao de onda (15, 74, 106),de
modo que a particula permanece confinada no interior de duas
superficies nodais consecutivas de VX, t). Segundo Mielnik e
Tengstrand (107), esta propriedade invalida a mecanica estocas-
tica como uma interpretacao classica consistente da mecanica
quantica. De gualguer modo, a interpretagao estocastica da meca
nica quantica é extremamente insatisfatéria porque reincorpora
3 Fisica uma entidade hipotética - o éter - com o qual as parti
culas microscopicas interagem de tal modo a executarem um movi-
mento browniano no vacuo. Portanto, mesmo se matematicamente de
fensavel, a auséncia de fatos empiricos gue corroborem a exis -
téncia de tal entidade hipotética torna a teoria estocastica di

ficilmente aceitavel de ponto de vista filoséfico (108).

Apesar disso, a mecanica estoca@stica & mais do que uma
simples curiosidade tedrica. Seu formalismo & um instrumento atil
para a realizagao de calculcs aproximados, particularmente no caso da apro
ximagdo semicldssica, como exemplos recentes o demonstram (109}.
Nosso interesse pela mecanica estocastica deve-se ao fato de
sua estrutura ser suficientemente flexivel para abranger alguns
sistemas dissipativos. Passaremos, portanto, ao estudo da possi
bilidade de realizar a guantizagao de sistemas dissipativos pe

lo método estocastico e A anidlise dos resultados fisicos conse
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gllentes a este procedimento.
3.2 - FORGAS DISSIPATIVAS NA MECANICA ESTOCASTICA

A teoria estocadstica esbogada nos paragrafos anterio-
res reproduz a equagao de Schr8dinger desde que a forga externa
; experimentada pela particula admita uma energiagxﬁfncial\ﬂ§).
Esta hipdtese, no entanto, nao é recessaria para gue a aplicacao
do formalismo estocastico possa ser levada a bom termo.Torna-se
possivel, portanto, discutir a extensao do modelo estocastico a
sistemas dissipativos. Comecemos pelo caso mais simples e,feliz

mente, mals importante. Suponhamos que a forga total agindo so

bre a particula seja da forma
e > > -
F = - mBv - VV(x) , (3.2.1)

- . s >
isto &, uma forg¢a conservativa -VV(x) superposta a uma forga de

amortecimento proporcional a velocidade.

Note gue no limite classico (B = 0) o sistema descrito
pela equagao diferencial estocastica (1.2) torna-se perfeitamen
te causal e perde todo o carater aleatdrio. A velocidade de cor
rente §(§,t) reduz-se a velocidade usual, a Eg. (1.15) reduz-se
a segunda lei de Newton e a velocidade estocéstica'3(§,t) anu-
la~se porque D = D,= %E . Em face disto & natural considerar-se
a velocidade de corrente v(X,t) como a correspondente estocasti
ca a velocidade cléssica. Por isso iremos supor (17, 18, 3l)que,

na mecanica estocastica, a expressao (2.1) para a forga retem

sua validade, sendo que a velocidade gue entra na expressao da
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forga dissipativa & a velocidade de corrente. Neste caso a hipd

tese dinamica de Nelson assume a forma
m - > > >
5(DD,+ D,D) X(t) = - mBv(X(t),t)- VV(X(t)) . (3.2.2)

Usando as hipbteses e resultados da segao anterior esta equagao

pode ser escrita como

> > 2 -» -> 2
v(ﬁ-“i) =v {- Y - gs + 2 |(vr)*- (vs)2| + L= ar}. (3.2.3)
ot 2 2 2
Mo
Para passarmos da Eg. (1.27) a esta Gltima equagao basta que

substituamos V por V + mfo’S por causa das Egs. (2.1) e (1.21).

Integrando esta ultima equagao resulta

2 - -> 2
BN _gs+ 2 [ wr - (v9)20+ & ar - 2B (3.2.4)
Bt 2 2 2 2
mg mo
onde a(t) & uma fungac real a ser determinada mais adiante. A

equagao da continuidade (1.7) permanece inalterada. Repetindo o
procedimento anterior, ou seja, multiplicando a Egq. (2.4) por i,
somando com a Egq. (1.30) e multiplicando a equagao resultante

por exp (R+iS) vem

) . o’ .
EYs exp(R+1iS) = i 5= 4 exp (R+is) -
- A (vt mEo? 8) exp(R+iS) - 12 (B eyo(reiS) . (3.2.5)
mo ? mo

Definindo ¢ = exp(R+iS) e levando em conta a Eg. (l1.1) obtemos

2
i‘h%%=—fz—l—m:3¢+vl,b+%ﬂ,n (-E)Tk-)lj)-!-a(t)w , (3.2.6)



onde usamos

on LX.t)

S(x,t) = .
v*(x,t)

. {(3.2.7)

Mll—l
’.J-

A fungéo real do tempo a{t) sera escolhida de modo gque o valor
esperado da energia total em cada instante coincida com o valor
esperado do operador hamiltoniano (18, 25). A Eq. (2.6)pode ser

escrita na forma
ih %% = Hy , (3.2.8)

onde H & o operador nao-linear definido por

- _ 71 BT .
Hy = > Ay + VY + 31 Yin e + al(t)y . (3.2.8)
0 operador gque representa a energia total do sistema & a soma
da energia cinética com a energia potencial, isto &,
- ﬁZ

Ey = - 5= Ayt VY . {3.2.9)

Portanto exigimos que

<H> = Jw*ﬁw dix = {w*ﬁ pddx = <E> , (3.2.10)
donde determina-se
alt) = - 22 J‘d3x lp(F,t) 12 en Eéfjil— ) (3.2.11)
y (x,t)

Com este resultado para a(t) a Eg. (2.6) torna-se, finalmente ,
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2
ifi 'aa% = - flzTn Ap+ Vy + 2—? w[ﬂnﬁ - stxwlzﬁn y,j—*} -+ (3.2.12)

£ possivel eliminar o termo integrado desta {iltima equagao rede
finindo apropriadamente a fase S. Isto & conveniente e til em
certas situagaes, desde que nao percamos de vista que o© termo
logaritmico remanescente n3ao contribui para o valer esperado da

energia total.

A equacao de Schr8dinger nao-linear (2.12) foi desco -
berta originalmente por Kostin (14), que a denominou equagaoc de
Scrédinger-Langevin. Daqui por diante chamaremos esta equacao
de equagao de Kostin. Pouco tempo ap0s seu descobrimento,a egua
c3o de Kostin foi deduzida (25) a partir de uma interpretagao
hidrodinamica da mecanica gquantica (110). Subseqglientemente ela
foi rededuzida dentro do contexto da interpretagdo estocastica

da mecanica quantica (17, 18, 31), dedugaoc esta gque acabamos de

reproduzir. A maneira original de construi~la, e as principais
propriedades da equagac de Kostin seraco discutidas no proximo
capitulo. Antes disso, examinemos COm um pouco mais de atengéo
a natureza das forgas dissipativas que sac compativeis com o]

formalismo estocastico.

Conforme acabamos de verificar, uma forga dissipativa
proporcional a velocidade pode ser incorporada facilmente a teo
ria estocastica, sendo responsavel pelo aparecimento de um ter
mo ndoc-linear na equacac de Schrddinger. Devido & nao-linearida
de, a equagao de Kostin ultrapassa os limites habituais da meca

nica quantica (o principio da superposigdo, por exemplo, é vio-
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lado) . Apesar disso veremos no proximo capitulo gque ela  ainda
Preserva muitas das propriedades importantes exibidas pela equa
¢ao de Schrddinger usual. Por este motivo desejamos descobrir
se forgas dissipativas mais gerais do que a recém-considerada

admitem tratamento pelo método estocastico conduzindo a uma equa
¢ao de Schrddinger nao-linear com boas propriedades, de modo a
nac nos vermos obrigados a uma reptura radical com estrutura tra
dicional da mecanica guantica, que nos & tao cara. Hashimoto (111)

considerou forgas da forma
-+ -> -
F=- £(v)v- VV(x) , (3.2.13)

onde v = |v| e f & uma fung3o diferencidvel arbitriria.Para que
a Eg. (1.19) admita a forma integrada (1.28) & necessario supor
que a forcga % seja o gradiente de alguma fungac. SO entao, com
binando-se as Egs. (1.28) e (1.30), chega-se a uma equagao para
a fungac de onda ¥ (x,t). No caso em que a forga dissipativa @&
proporcional 3 velocidade, o procedimento é exegliivel porque,se
gundo a Eq. (1.21), a velocidade de corrente & um gradiente, o
que faz com que a forca total definida pela Eg. (2.1) seja o}

gradiente de V + mBo?S.

Com o intuito de repetir este raciocinio para a forga
dada pela Eg. (2.13), Hashimoto (111) supds que f(v)z e também
um gradiente. A partir desta hipdtese ele chegou a uma egquag3o
de Schrddinger nao-linear. Uma solugao desta equagao foi obtida
por ele para um oscilador harmdnico unidimensional no caso de
forca dissipativa quadratica na velocidade, isto &, f(v) = yv .

A solugio encontrada & bastante semelhante dquelas que  iremos
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discutir no préximo capitulo para o caso de dissipagido propor-
cional & velocidade. O que desejamos demonstrar aqui & gue a
equagao construida por Hashimoto 86 & valida no caso unidimensi
onal, sendo impossivel a sua extensac para duas ou tres dimen-

soes (19).

O cerne da questao consiste na hipdtese de que $(§,t)

e f(v(%,t))%(%,t) sao amhos campos vetoriais gradientes. No ca

so unidimensional isto € trivialmente verdadeiro. Basta definir

X
W(X,t) = J V(U:t) auv ,

3 (3.2.14)
K(x,t) = [ vy, ) £{v(p,t)) au ,

b

onde a e b sao fungoes arbitrarias do tempo, e automaticamente

resulta

vix,t) = 38, E(vix,t))vix,t) = 3= . (3.2.15)

No caso tridimensional isto & impossivel com f arbitraria em

virtude da:

- —)- . . 3
Proposicgao (12). Seja %(x,t) um campoe vetorial contli

nuamente diferenciavel definido numa regiao aberta BC R onde
> T - 3o - ]
v(x,t) = |v{x,t)| nado se anula. Se v(x,t) & um campo vetorial
—~ -+ -+ > o
arbitrario, entao é(x,t) e fiv(x,t))v{x,t). podem ser ambos gradientes

em B se e somente se f(v) = constante.

> > -
Demonstragaoc. Necessidade: suponha que v e f(v)v sao
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ambos gradientes. Entaoc, dadas as hipdteses da proposicao, a se

guinte equagao & satisfeita (112) em B:
-+ >
VE(E(v)v) =0 . {(3.2.16)
Esta equagao pode ser desdobrada em
> - +> >
VE(WXv + £(v)Vxv = 0 . (3.2.17)

-
Observando que VXY = 0 porque, por hipotese, ¥ & um campoc dra-

diente, e que

(v.-)v , (3.2.18)

RS
onde usamos novamente Vxv = 0, podemos escrever a Eg. (2.17) na

forma

£' (v)
v

WY =0 . (3.2.19)

- . -* » . »
£ facil comprovar que, sendo v um campo vetorial gradiente arbi
trario, em geral o produto vetorial nesta Gltima equagac nao &

nulo. Com efeito, sua componente x, por exemplo, &

avz , BVZ sz ( v v , oV )
VoV 3% T Yy oy T YWYz 5z 7 \Vz2Vx 7% TV o V2 5% ’

que em geral nac se anula. Conseqlientemente a Eq. (2.19)implica

f'(v) = 0, donde f(v) = constante. A suficiéncia & d&bvia.

0 mesmo resultado vale em duas dimensces. De fato,seja



->
v : R°> R’ um campo vetorial bidimensional. Sob as mesmas hipd

. » -~ - . -+
teses de regularidade, a condigao necessa3ria para que v e f(V)V

sejam ambos gradientes & (112)

3V Bvx 3 3
e = 53 (EWv) - soE@v) =0 . (3.2.20)

A partir desta condigao obtém-se uma equagado idéntica 3 Eq.(2.19),
exceto gue todos os vetores epvolvidos sao bidimensionais (in-
cluindo o operador nabla), e com o produto vetorial de vetores
bidimensionais a e b (nesta ordem) definido como sendo o esca-
lar axbY - a b . O resultado segue-se, entao, por repetigao do

Y X
argumento utilizado no caso tridimensional.

Em resumo, acabamos de provar gue a forca dissipativa
mais geral gue pode ser incorporada ao formalismo estocastico é
a forga proporcional a velocidade, desde gue se exija gue o re
sultado da aplicagao das eguacoes da mecanica estocidstica seja
uma eguagao anadloga & eguagao de Schrddinger usual. Assim sendo,
a forga de amortecimento proporcional 3 velocidade & privilegia
da em relagao as demais. Vamos, portanto, examinar alguns desdo
bramentos da mecanica estocastica de sistemas submetidos a esta

forga dissipativa.

3.3 - GENERALIZACAQO DA MECANICA ESTOCASTICA
E ALGEBRA DOS OPERADORES

A mecdnica estocdstica nao se revela isenta de dificul
dades guando se tenta estabelecer uma relagao mais Intima entre

as grandezas estoci3sticas e os observaveis da mecanica guantica.
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Sérios problemas surgem quando se busca representar os operado-
res da mecdnica gquantica em termos das quantidades estocdsticas
-correspondentes. Alguns exemplos elementares ajudarao a esclare
cer o tipo de deficiéncia com que nos deparamos. Observe, em
primeiro lugar, que

-

E[_)Z(t)} = f?{p(sc*,t)dsx = flp*(ié,t)i’ P(x,8)d% = <x> , (3.3.1)

onde <A> denota o valor esperado do operador A no estado quanti
co caracterizado pela fungao de onda w(§,t). Portanto o opera -
dor de posigao i corresponde ao processo estocastico §(t), e a
média estocastica coincide com o valor esperado quantico.Por ou
tro lado, sendo %(%(tht) interpretada como a velocidade da par-

ticula em movimento browniano, & natural definir o momento line

- > 3 >
ar mediante p(X(t),t) = mv(X(t),t). Neste caso
E[g(f(t),t)] = mf v(X,t)p(X,t)d%x =‘hﬁslwlzd3x , (3.3.2)

onde usamos as Egs. (1.1) e (1.21). Fazendo uso da Eg.(2.7) po-

demos escrever

- %
o] - B [ - 5 o -

-

- J(w*iﬁw - vy ax =Jw*(§,t) (-ihV) ¥ (%, 8 d%x = P>, (3.3.3)

onde fizemos uma integragao por partes e supusemos gque y anula-
-se no infinito. O resultado representado pela Eg. (3.3) parece
ser plenamente satisfatdorio, e tem levado alguns autores [(gg),

pag. 39: (20), pag. 276] a afirmar gue a interpretagao estocas-
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tica conduz a expressoes corretas para os observaveis da mecani
ca quantica. Esta & uma afirmag3o precipitada, entretanto, por-
que, por exemplo, E[E(i(t),t)zj = jh2(38)2|¢lzd3x em geral & di
ferente de <p2>= fo*(-h?A)d’x. Torna-se evidente, portanto,que
o0 valor médio das grandezas estocadsticas nem sempre ooincide com
0 valor esperado quantico dos operadores correspondentes guandoc
se consideram expressoes algébricas nac-lineares envolvendo os
operadores, muito embora as Egs. (3.1) e (3.3) sejam sempre va
lidas. Este exemplo singelo torna clarc gue n3o & possivel dbter-
-se uma representagac dos operadores da mecanica quintica na te
oria estocastica em sua forma até agui considerada. E possivel,
entretanto, gerar a algebra dos operadores num modelo estocasti
co generalizado em que o coeficiente de difusao & arbitrario
(29). Isto foi feito originalmente para © caso em que nac ha for
cas dissipativas presentes (21), mag ja gue o resultado vale
mesmo em presenga de uma forga de amortecimento proporcional a

velocidade (22), vamos discutir logo este Gltimo caso devido &

sua maior generalidade.

Ja& assinalamos que a hipdtese din3mica de Nelson, Eq.
(1.15}, nao € a Onica compativel com a exigéncia de reversibili

dade no tempo. Davidson (20) introduziu a hipOtese din3mica

1 ) +2 (0-p,2{X(t) = F (3.3.4)
m [ 5 (DD4+D,D) + 5 (D-D,) ( = ' -3
onde b & um nimero real arbitrario. Note gque D e D, entram sime
tricamente nesta ultima eguagaoc, de modo que ela nao envolve ne
nhuma diregac preferencial para o tempo. Além disso, no limite

classico D =D,= %E e a Eg. (3.4) reduz-se a segunda lei de New-
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ton. Esta hipdtese dinamica traz algumas conseqliencias interes-—
santes, como passaremos a expor. Utilizando as Egs. (1.13) e

(1.14) para £(X(t),t) = X(t) chegamos a

-+

O-DX(6)={ (1) -V ]% | o (), 01, ko0 =202 RE (D), b,
*=X(t

(3.3.5)
onde usamos as Egs. (1.11) e (1.23). Repetindo o procedimento ,

um calculo simples fornece

(D-D,) X (t)=[ (i1, ._Gméa]zoz%fR = 207, _\‘7[(_511) 2 + AR] . (3.3.6)

Portanto temos gue

> -
™ (p-p,) *X(t) =V {nbvé éﬁﬁf} , (3.3.7)
. Vo'
G 2
R _ D .
onde Vp' = e e vy = -3 . Suponhamos gque a forga experimenta-
da pela particula seja dada pela Eg. (2.1). Neste caso a Eqg.

(3.4) assume a forma

Z(DD, + DD X () ==V E (3.3.8)

com

W=V + mgyol S + mbvl —-—f . (3.3.9)
b

Observe gque a terceira parcela de W tem exatamente a forma do
"potencial quantico" da interpretagdo hidrodinamica da mecanica
guantica (110). J3 que a Eg. (3.3) tem forma idéntica a da Eg.

(1.15) com W substituindo V, todos os resultados anteriormente
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obtidos continuam validos desde que troquemos V por W. Assim,re

petindo os raciocInios anteriores, chegamos a

(2mv_) ? (2mv_) 2
_ D b D' AVp . _
5 A+V+BDﬁSD t 3 7 = exp(R+1SD) =
P
. D .
= 1(2va) T exp(R+1SD) . (3.3.10)

onde a fase SD foi definida de modo a anular a constante de in
tegracao a(t). O subscrito "D" indica gue a eguagao provém da
hipdtese dinadmica de Davidson. A equagao que se obtém aplicando
a hipOtese dinamica de Nelson &

3 2
| l:- %HH_R) A+ V4 Bmf‘sN} exp(R+iSN) = i(2mv) %Eem?(RﬁSN) ' (3.3.11)

donde, tomando v conforme a Eg. (l1.1) e supondo que SN foi esco-
lhida de modo a anular a constante de integracao o(t), chegamos

a Eg. (2.6).

Aparentemente as Egs. (3.10) e (3.11) sao inteiramente
distintas, mas isto & apenas na aparéncia. A conexao entre elas
é estabelecida por um teorema de Davidson (20), gue enunciare -

mos numa forma ligeiramente generalizada (22).

Teorema. Dado um niimero real nao nulc 2, as eguagoes

A2 . _ ap O X
‘:-EA+V+ Boﬁsoj\ exp(R-i-lso) —Jﬁﬁexp(R*}-lSO) (3.3.12)
e
(Zh) * a? o .y AVD con s ) .
[— 5 A+ V +pES + Eﬁ(zz 1) == exp(R+HiS)= i(Zh) 5T exp(R+iS) (3.3.13)

Vo



78

sao equivalentes se

B=Z8 e S5 = SO/Z {(3.3.14)

A demonstragao & simples (20). A Eg. (3.12) implica

2

M|:j'
=

. - 2 > 2 ) e d -
{AR+1ASO + (VR)?- (VS )2+ 21VR-vso} + V + BSRS_
= ihAR -BS_ (3.3.15)

enquanto que de (3.13) se deduz

2 . . - . ©
- (zn) {AR +ias o+ Wr)?2 - Lo(vs )2+ 2L URr-Ts } +V o+
2m Z o 72 (o) Z o]

S 2 . S
+ 28R 2 + (z?-l)‘%El =i zh R- ZH 52 ,

55

(3.3.16)

onde ja empregamos a Eq. (3.14) . A parte real desta Gltima egua

cao &

(Zh)? Ser2 1
-T{AR + (VR) "

> 2
. (VSO)} + V + Boﬁso +

2 - -
+ (zz~1)'%5 §1§1= - hs . (3.3.17)
Vo'
Utilizando a identidade
R
L é%— = AR + (E?R)2 . (3.3.18)
Yoo e
a Eq. (3.17) reduz-se a
‘ﬁz - 5 - z o .
- 3= {AR+(VR) -(vs,) }+ veBgHs, = - B, (3.3.19)
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que & exatamente a parte real da Eq. (3.15). Por outro lade, a

-

parte imaginaria de (3.16) &

(gﬁ)z {Azo + % %R- %SO} = ZhR (3.3.20)
ou, dividindo por Z,
4?2 > > :
T m { A5, + 2 VR'VSok = fR , (3.3.21)
que &€ a parte imaginaria da Eg. (3.15). Isto completa a demons-

tragac do teorema.

De posse deste resultado, podemos voltar a considerar

a Eq. (3.10) resultante da hipStese dinamica (3.4). Com as defi
nioes
ZmUD = Zh (3.3.22)
(=
2
(vaD) 2 2
S —— = 3m (ED (3.3.23)

ou, o gue & equivalente,

b = 2{(z%-1)/2* , (3.3.24)

a Eq. (3.10) assume a forma da Eg. (3.13). Pelo teorema  recém-

-demonstrado, a Egq. (3.10) & equivalente a

A2 1 . I .
[~ 5q OF eNﬁZSD + Vl exp(R+1ZSD) = ih ST exp(R+1?.SD) ; (3.3.25)
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com

ZB

™
1

{(3.3.26)

Definindo ¢ = exP(R+iZSD) resulta a equagao de Schr8dinger nao-

—linear

2 By
iﬁ%z[_%a+v+-ﬁﬂi—-ﬂn%]w . (3.3.27)

Vemos, assim, que a hipdtese dinamica de Davidson também conduz
a equagao de Kostin, embora o valor do coeficiente de atrito e
a definicao da fase de y sejam diferentes das quantidades analo
gas no modelo de Nelson. O aspecto mais notavel do presente for
malismo & que a Eg. {(3.27) emerge para qualguer valor de Z ou,

0 que & a mesma coisa, para qualguer valor nao nulo do coefici

ente de difusao vy = g% Na teoria de Davidson qualguer valor
do coeficiente de difusao & admissivel, e o caso Z = 1 corres -

ponde ao modelo de Nelson. Esta generalizagao da mecanica esto-
castica pode ser estendida a variedades riemannianas (113) ou a
sistemas com uma infinidade continua de graus de liberdade (114),

mas nao discutiremos estas guestoes agqui.
Seguindo Davidson (21), passemos a definir operadores
neste modelo estocadstico da mecanica guantica. Seja mt 0 :espago

de Hilbert das fungdes complexas f: R’— € com o produto esca-

lar definido por
(f,9) =E[f*(§(t)) g@{(tn] = j £5(x) g(x) p(x,t)d%% . (3.3.28)

O operador de posigao & definido por
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G«:opf) (x) = xf(X) . (3.3.29)

O operador de velocidade sera definido por (21)

5 > ] _‘3___ r—> -+ -> >
(Xopf) (x) = ii}: 3T ELX(u)f(X(t))) X(8) = X] s S<pst . (3.3.30)
Sy

Esta definigao assemelha-se a empregada em (115), mas nao & com
pletamente idéntica a ela. Para obter uma expressao explicitagg

-5
ra % observe que
op

EF(u)f(?;(t)ni(S) = E] = J VE@p (X,5]7.; 2,0)d%a’z , (3.3.31)

.

onde p(§,sl§,p;§,t) € a densidade de probabilidade de gue xune§
> -+ -

e X(t) = 2 dado gue X(S) = pe (vide Sec. 2 do Apéndice). Por ana

logia com a Eg. (A.2.2), podemos escrever

. . 3 -
p(%,8|F 8, t) = LISy, Uil 0) (3.3.32)
p(x,S)
Porem, segundo a Eg. (A.2.8) ,
+
0 (%,8;9,u:2,8) = p(X,S;y, WP (¥, ulZ,¢8) , (3.3.33)

de modo que, levando este Ultimo resultado em (3.32), resulta

- >
P(;:SI ;lu;-ﬁ'lt) =P(§:S|§IU) P(YIU|Zrt) P (3.3.34)

onde usamos a Eq.(A.2.2). Podemos, entdo, escrever
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%E[ﬂmfé’c(m |X(5) =§] =j ayaszye(d) 5 [p<§.s|§,mp<§.u|‘z’,t>]=

- 3 >
= J[dayd%f(Z)? [p@:uliﬂ o p(x,S|y,m + p(§,5|§,u)-ga p(i?,uIZ.t)} ,

(3.3.35)

onde supusemos que & admissivel a troca da ordem das operagoes
de integracaoc e diferenciacao. Usando as equagoes de Kolmogorov
para a frente e para tras, Egs. (A.3.9) e (A.3.11) em suas ver

soes tridimensionais, obtemos

(x_f) (¥ = lim fdsy A*z£(2)y P, u|Z,t) [—3‘-E(§,t)—§(§,t) F o+
op ot y y
S>u

> -+ -> > + & - > >
+VDAy]p(x,S[y,u) + p(x,Sly, [—H(y,t) -vy—vDay] ply,ulz, 0} . (3.3.36)

Uma integragao por partes fornece

* -+ > -

(x_£) (X = lim fdsydazf(z) {yp(i?,u]z,t) [—v TV 4 A] X

op ot y y Dy
S>p

> > > >
X P(X, 8|y, 1) +ply, u| 2, t) (vy-m-vy - vph) [yp(ﬁ,slir’,u)] } =

-+ - -

= lim f A3yda3z£(2) ply,u|z,t) [v eV v R ]p(§,5|§,u) , (3.3.37)

ot y y Dy
Sy

sendo [i,ﬁ = AB - BA o comutador dos operadores A e B, e onde
supusemos que p(§,S]§,u) anula-se rapidamente no infinito. Devi

do a Eq. (A.2.6) temos que

> + > >
lim Pl{y,ulZz.t) = §(y-2) . (3.3.38)
u-t
u<t

Supondo que o limite pode ser tomado sob o sinal de integral na
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Eg. (3.37), resulta

(xopf) () = lim J a*ye ) ["V*Y-ﬁﬁ-?y —vDAy,i?}p (%,5(¥,t). (3.3.39)
Y
S<t

Nova integragéo por partes redunda em
5 £) (0 =1jmfd3yp(§’c s|y o1 H0T ava 3 @ (3.3.40)
=y y Dy¥] T T

op S+t
s<t

donde, usando novamente a Eq. (3.38),
(?copf) ® = (:ﬁ-‘v’+ vDA,_ﬁ} £ = [{I&,t} + 2vD"v*] £, (3.3.41)

de modo que

> o —v>
xop = ulx,t) + ZvD . (3.3.42)

O operador correspondente a enésima derivada temporal

do operador de posicao € definido por

- > n - > > -+
x ™ s G = 1im E-—E[x(u)f(x(t)) %(8) =x] ,  S<u<t. (3.3.43)
P et o

S->u

Consideremos em detalhe o caso n = 2. Introduza o operador

e P + >
Gy(t) = Veuly,t) + n(y,t):* ‘v’y - v, AY . (3.3.44)

Ent3ao, de acordo com a Eq.(3.37) ,
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v_; -
(x_£) (%) = lim —g— Jasyaazf(‘z’) P, ulZ,t) [o (W) ,3?] p(x,Sly,m) =
S+

= lim JdBYdazf(_i) { gg ¥,1|2,t) [ay(u) ,ﬂ p(x,5|y,1) +
Wt
S

s [ . 0,00
+P(YrU|Z:t) [Oy(u) :i;] 'g_u' P(§;S|§.~U)+ P(YJU1 E:t) [""%_: '}]P(erli?rl-l)} .

{3.3.45)

Os dois primeiros termos desta ltima equagdo tornam-se identi
cos aos termos correspondentes da Eg. {3.35) se substitulrmos

[6y(u),§ ] por ;. Portanto, procedendo como antes, oObtemos

> -> P 3 3 -+ -> > -~ - > .I - ->
(Xopf) (X) i_]:é\ J’d Yd Zf (Z) P(Y:Ulzit) [O Y(U) ' [Oy (U) IYJJP(XIS|Y!U) +

SRR L
+ lim (d3yf(y)[-7§§——-, y] p(x,S]y,t) ' (3.3.46)
s+t

ou, finalmente, por analogia com a Eg. (3.41) ,
-
Y et ev o, 5] 4 —op (3.3.47)
Xop - u \)D r XOP . » -

Nao & dificil de provar por indugao que

stl)_ [ vy .3, 27, op (3.3.48)
XOP = (U"'\)D ’ XOP 5t * s

O operador de aceleragao pode ser escrito como

Xop = [(‘ﬁ+ vy V)V + 2vD"v’] + g—?; =
= i-é +V_AU + 1 Vu2+ (ﬁxﬁ)x("ﬁﬂv V) =
E D 2 D
TN U O (3.3.49)
t D 2
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porque p & um gradiente. Usando a equagao

o= 2 vy '%'(R+SD) , (3.3.50)

a Eg. (3.49) torna-se

e
-

3
X —
op

- % T 2
=V { exp(-R SD)(ZvD Ys + ZVD A) exp(R+SD)} 3 {3.3.51)

como & possivel verificar através de calculo direto. Fazendo uso

da Eg. (3.25) podemos reescrever esta 1ltima equacao na forma

b 2
m % = - %‘{V +BNﬁSD - (ﬁ— + 2mv?) élE?L (3.3.52)
op 2m /o
P
31geb d b X &
A algebra dos operadores xop ' xop e
L Wt 2v o] = - 2u_ 6 (3.3.53)
op ' Yop] Xer Yy D 3%, D "k y

k Q_, — 'k ‘Q‘ — — =
[#op ' xopJ =0 [Xop d XOP] "sz(ak Hy, 32 uk) 0,
(3.3.54)
n & ai Seja F{x %) 1lindmio bem o
porque 1 é um gradiente. Seja (xop » Xop) um polindmio bem or

denado. Neste caso

(g,F(x

Op,§op)h) = [@% p(x,t)g* RF (0 NhE) (3.3.55)

conforme a Eq. (3.42). Esta ltima igualdade pode ser escrita

ma forma

(g,F(i*OpScop)h) = [a’x exp(R-S,) g* (M F (%, 2 V)h (x)exp (RS (3.3.56)
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porgue

-+ > i
2 \)Dv (h exp(R+SD)) ZvD[V h + 2\)D6(R+SD) h Y| exp (R+SD) =

= exp(R¥S) (429 Db . (3.3.57)

>
A Egq. (3.56) mostra que xop adguire a forma particularmente sim
ples ZvDa se fizermos um mapeamento do espago de Hilbert Iﬁt no
novo espago de Hilbert It por meio do operador T:}at + It tal

que Tf = exp(R+SD)f, onde o0 produto escalar em 1, preserva a

norma:
(f,g) = ((T£,Tg)) . (3.3.58)

Desta Gltima equagao decorre imediatamente que o produto esca-

lar em I & dado por

-+ * >
((£,9)) = flexp(-S)E(x)] exp(-5)g(x)@’x . (3.3.59)

Os operadores transformados sao

»(n) =(n) -1
=T
XOP xop T ' (3.3.60)
e, em particular,
> >
X0p = ZvDV (3.3.61)

Repare agora Jue

§ég+1): T ;ic(,;ﬁl) T ‘=T [ﬁ'ﬁ + v A, 2O g poR g ' (3.3.62)
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segundo a Eg. (3.48). Mas i(n)= T-li(n) T, de modo gque
op op
7.{n) > (n)
ax X -1
Pt - __Op o 9T  x{n), (n) OT ~!
T~ T st T 5 qu + xbp £ T . (3.3.63)
A partir da identidade TT = 1 prova-se gque
3T . —1 a7 !
-5—E T = - T "a—t . {(3.3.64)

Substituindo este Gltimo resultado em (3.63) e levando a equa -

¢ao resultante em (3.62) vem

%hﬂ

- 3
{n+l) _ > ~1 3T ' z(n) op
X = [r(u v+ v+ T e xop:] t e (3.3.65)
Depois de calculos longos e tediosos, com o uso da Eg. (3.25) ,
obtém-se
aX(n)
> (n+l) _ 1 = (n) op
Xop = fﬁU; [ﬁop' X0p } + 5T ' (3.3.66)
com HOp dado por
H =% ——— A+ VI8 A 28 —| =— +2mv2| £ | (3.3.67)
op 2 m N D 2m D /o

3 -
Os operadores transformados iop e Xop satisfazem a mesma alge-

bra gque os operadores originais:

k -9
X , X
op op

k g _ |ek - _
[%Op , xop] = [Xop , xoé] 0

N

—2vpbyy v
(3.3.68)
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Se escolhermos

_ ik
e definirmos
P oomk

as Egs. (3.68) transformam-se em

k L7
[ op Po?} = rﬁék2 '
k L _ k £ -
{Xop ' Xop] = [éop ' Pop} =0 , (3.3.71)

que & a algebra dos operadores da mecanica quantica. Além disso

O operador HOp dado pela Eg. (3.67) assume a forma

_ _Hh?
Hp =~ zm &+ V + Byh 25, . (3.3.72)
A escolha ditada pela Eq. (3.69) corresponde a tomar 2 = -i na
Eg. (3.22). Nestas circunstancias ZSD deve ser real, de modo gue

8§, torna-se imaginaria. Devido 3 Eg. (3.26) vemos gue Bp também

torna-se imaginario. Portanto, defina, com S e B reais,

S, =18 , B = -if=Bg =B . (3.3.73)

Asgim o operador hamiltoniano torna-se

= -0 54+ v+ opns, (3.3.74)
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e a Eq. (3.25) identifica-se com a equagao de Kostin

2
in %% = Hop Vo= [;‘%ﬁ A+ VY + %? Zn %? ] P, (3.3.75)

O fato de S ser imaginaria faz com que o produto escalar no es

paco de Hilbert I, passe a ser dado por (ver a Eq. (3.59))
((£,9)) = [£%(%) g(a’x , (3.3.76)
de modo que I, = L*(R?), isto &, recUperamos o espago de Hilbert

usual da mecanica quantica. No caso emque B = 0, ou seja, na auséncia
de forgas dissipativas, o operador Hop torna-se linear e idénti
co ao operador hamiltoniano da mecanica quantica, ao passo que
os operadores de posigao e momento linear operam sobre 0 espago
de Hilbert das fungoes de quadrado integravel e obedecem 3 dlge
bra candOnica (3.71). Assim o formalismo de Davidson permite cons
truir toda a algebra dos operadores da mecanica guantica dentro
da formulacao estocastica. Significativamente, entretanto, isto
s& & conseguido & custa de postular um coeficiente de difusao

imaginario para o éter, o gue destrdi completamente o contelido
fisico da mecanica estocastica bem como gualquer pretensao de

interpreta-la como uma explicagao classica da mecanica guantica.

Contentando-ncs com o0s aspectos puramente formais do
modelo de Davidson, observemos gue se B+ 0 o operador hamiltoni
ano deixa de ser linear, e o resultado de sua agao sobre qual-
quer elemento ¥ de seu dominio estd dado na Eg. (3.75). O fato
de B8 nao ser nulo nao afeta os operadores de posigao e momento

linear, gue permanecem lineares e com forma idéntica a dos ope
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radores correspondentes da mecanica quantica ordindria. O opera
dor de aceleraqéo, contudo, n3o € linear porgque %OP nao comuta
com o termo logaritmico presente na Eq. (3.75), enguanto que
§0p comuta com aguele termo. O guUe nos parece mais notavel &€ o
fato de que, mesmo na presenga de uma forca dissipativa, o ca-
riater linear dos operadores de posigao e momento linear & pre -
servado e, além disso, sua forma coincide com agquela que eles
assumem na mecanica gquantica habitual. Esta propriedade da meca
nica estocdstica empresta uma importante justificativa tedrica

para o emprego destes operadores lineares na teoria guantica de
sistemas dissipativos, que & intrinsicamente nao-linear devido

ao caradter nao-linear da equagao fundamental gue governa a evo-

lugao temporal do sistema (22).



We are to admit no more causes of natural things than

such as are both true and sufficient to explain their appearances.

To this purpose the philosophers say that Nature does
nothing in vain, and more is in vain when less will serve; for

Nature is pleased with simplicity, and affects not the pomp of

superfluous causes,

Isaac Newton, Mathematical Principles of Natural Philosophy
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CAPITULO 4

QUANTIZACAO DE SISTEMAS DISSIPATIVOS MEDIANTE EQUACOES
DE SCHRODINGER NAO-LINEARES

Este capitulo & devotado 3 quantizacao de sistemas dis
sipativos com o emprego de equag¢des de Schrddinger nao-lineares.
Mostramos como a equagao de Kostin pode ser deduzida por meio
de um apelo ao principio da correspondéncia caracterizado pelo
teorema de Ehrenfest. Analisamos as propriedades fundamentais
da equagao de Kostin e algumas de suas solugoes para a particu-
la livre e o oscilador harmonico amortecidos. Outras equagoes
nao-lineares que tém sido propostas para a descrigdao quantica de
sistemas dissipativos sao investigadas sucintamente e compara-
mos suas propriedades com as da equagao de Kostin, que parece
ser uma equagao mais bem dotada de atributos fisicamente razod
veis do que as demais. Revemos, finalmente, o papel desempenha-
do pelas forgas estocdsticas na teoria quantica de sistemas dis

sipativos.

4.1 - O TEOREMA DE EHRENFEST E A EQUACAO DE KOSTIN

Estamos interessados em examinar a possibilidade de
construirmos equagoes de evolugao capazes de descrever sistemas
dissipativos sem abandonarmos completamente a estrutura concep-
tual da mec3nica quantica. Mais precisamente, desejamos descre
ver 0 movimento de uma particula mediante uma equagao analoga a
de Schr8dinger de tal modo que, no limite classico, recuperemos

a equacgao newtoniana de movimento de uma particula num poten-
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cial V(§) e sujeita a uma forga de amortecimento proporcional a
sua velocidade. Entendemos agui por "limite classico" o teorema
de Ehrenfest da mecdnica guantica (116). Tentaremos construir
uma equag¢ao de Schr8dinger da forma (14, 23, 24)

2 >
if %‘Jti = - 'g-‘-ﬁ Ay + VY + VLY (4.1.1)

adicionando o operador de dissipagao real V. ao potencial V(%)

L

de modo a transformar o teorema de Enrenfest usual el

Y
d<x> <p>
5 = _ﬁi- . (4.1.2)
3<p> F =
_a%_ = -f <p> - <VV> , (4.1.3)

Deste modo a equagao de movimento para o valor esperado da posi

¢ao assume a forma

d2k§> d<§>
+ <VV> =0

" B 3% ’ (4.1.4)

que consideraremos o analogo guantico da equagao newtoniana de

movimento

*e

m¥x +mB X+ V(X =0 . (4.1.5)

Embora a eguagaoc de Schrddinger que iremos obter nac seja line-
ar, suporemos que o momento linear da particula ainda pode ser

representado pelo operador linear

p = - iRV . (4.1.6)
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Esta hipGOtese & sustentada pela construgao da lgebra dos operado
res no modelo estocastico com coeficiente de difusdo imagindrio

analisado no capitulo precedente.

Um calculo simples e direto, com o uso da Eg.(l.1), mos

tra que
x> _ <p> 1 13
3t - T x> (4.1.7)
e
d<$> > =
—a%— =-<VVL> - <VV> . (4.1.8)

Condi¢oes suficientes sobre VL para que estas equagoes reduzam-se

as Egs. {1.2) e (1.3) sao {(24)
<[x . VL]> =0, (4.1.9)
<YWV >= B <pP> . {(4.1.10)
Além disso iremos impor a condigao adicional
<V.> =0 (4.1.11)

a fim de que o valor esperado do operador hamiltoniano seja igual

ao valor esperado da soma da energia cinética com a energia po-
-~ - 2

tencial, isto &, <H»> =<H0> =< —‘%ﬁ A+V>_As Egqs. (1.9) a (1.11)

sao pouco restritivas, de modo que elas admitem numerosas solu

¢Oes. Considere a Eq. (1.10):
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fw*(?c.t) (W) wix,t)dx = Bpr*(;,t) (-ih) Vy(x,t)d% =

=30 J(xp*w - Yy dx . (4.1.12)
Portanto, se
$VL=-E%E[E-M} B S &, al1.13)
L 21 p*
a Egq. (1.10) & satisfeita. Temos, entao, que v, & dado por
v = 5% e dp s ate) (4.1.14)
A condigao (1.11) traz vy a forma
v () = g—?- [Q,n %-; - <2n %’J—,; >:! . (4.1.15)

e a Eq. (1.9) é automaticamente satisfeita. O operador de dissi
pagdo (1.15) foi descoberto pela primeira vez por Kostin (14) .
Outras formas possiveis para o operador de dissipagao serao dis
cutidas mais adiante neste capitulo.Antes disso, porém, examine
mos algumas propriedades importantes da equagac de Kostin

gh

2
if %% = _‘%ﬁ Ap+vy + §I[Fn %; - <in $?> V. {4.1.16)

(i) Conservagao da probabilidade. A partir da Eq.(1.16)
e da equa¢ao obtida por conjugagao complexa, levando em conta

que V., & real, deduz-se facilmente a equagao da continuidade

L

d
d

=]

+V.3=0 , (4.1.17)

(.t.
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onde

o = (912 e F = S (ypxly - yUyn) (4.1.18)

sac a densidade de probabilidade e a densidade de corrente de
probabilidade usuais. Embora a equagao de Kostin seja nac-line-
ar e, conseqlientemente, esteja fora dos limites da mecinica gquan
tica ordinaria, as Egs. (1.17) e (1.18) nos compelem a reter a
interpretagdo habitual de |¢|® como a densidade de probabilidade
da posigdo da particula. A equagac da continuidade (1.17) mos-
tra que, uma vez normalizada, a fungao de onda ¢y assim o perma
necera para sempre, ou seja, a probabilidade de encontrar a par
ticula em algum lugar do espago € constante no tempo. Ja vimos
no capitulo anterior que a interpretagao de Born para a equagao
de Kostin & uma consegliencia automatica do modelo  estocastico
da mecanica quantica. Portanto, com este duplo respaldo, admiti
remos que a interpretagao de Born permanece valida mesmo para
equagoes de Schr8dinger nao-lineares como as que analisaremos

neste capitulo.

Observe, entretanto, que a equagao de Kostin, além de
nac-linear, & também nao-homogeénea, isto &, se ¥ for uma solu-
¢3o e ¢ for uma constante complexa com |c| ¥ 1, entao c ¥ nao &
uma solugao. Isto suscita uma indagagaoc guanto ao significado
da normalizagao da fungao de onda. Ha argumentos indicativos (em
bora nac completamente rigorosos) de que, pelo menos para uma
certa classe de equagOes de Schrddinger nao-lineares, fungoes de
onda com formas idénticas mas normas diferentes representam es

tados puros distintos (117). Diante deste indicio, admitiremos
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apenas fungoes de onda normalizadas. Repare gue, neste caso, to
das as solugOes admissivels sdo elementos do espago de Hilbert
L?(R®). Esta restrigao & plausivel porgue, classicamente, uma
particula submetida a uma forca de atrito proporcional 3 veloci
dade pode percorrer somente uma distancia finita em todos as re
gites do espago onde a forga conservativa & nula. Por isso & ra
zoavel supor que ¥ anule-se no infinito para todos os potenciais

V(X) fisicamente significativos (24).

(ii) Lei de dissipagao da energia. Com pegueno esfor

go chega-se a (23, 24)

= d<f_>
d<E> = o _ _ 1 >
It T " " uE <@vp) 7>, (4.1.19)
que, segundo a Eq. (1.10), & o anilogo guintico da lei de dissi
pagao classica E = - % Ez . A Eg. (1.19) mostra que © valor es

perado da energia & uma funcao decrescente do tempo, uma vez gue

Vt & real. Observe, no entanto, gue duas equagaes mais intima -

mente relacionadas 3 lei de dissipagao classica seriam

d<E> _ _ B 2,
dt m P7> (4.1.20)
ou
d<§> _ _ B > 2
g = = <p> . (4.1.21)

(iii) Limite classico e teoria de Hamilton-Jacobi.Com
o intuito de estudar o limite classico da equagac de Kostin adote

mos o procedimento tradicional e escrevamos
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9(X,t) = A(X,t) exP[% SO(§,t)] , (4.1.22)
onde A e S_ sao fungOes reais. Substituindo esta funcao de onda

na Eq. (1.16) e tomando o limite em que i tende a zero, obtemos

a equagao

BSO

=2 %ﬁ('v*so)z + V(%) +8[S_ - fa*s_a*x] = o . (4.1.23)

Embora a equagao para S, naco seja independente da equagac para
A, o acoplamento entre A e SO €& trivial, pois o termo integrado

€ uma funcao apenas do tempo. Defina

S, (X,t) = S(X,t) + a(t) , (4.1.24)
onde a(t) satisfaz
. 7 > <> 3
a+ Ba = fA%(x,t)S_(x,t)d°x . (4.1.25)
Resulta, portanto,
08 | 1 2Zay2 > =
5t * 2m(VS) + V(X) + BS o, (4.1.26)
gue pode ser cconsiderada a equagao de Hamilton-Jacobi para a

"acao" S (31, 69). Esta terminologia & justificada porgue & pos
sivel provar (31) que as curvas caracteristicas (118) da equa
cao diferencial parcial de primeira ordem (1.26) satisfazem as

equagoes

+

ax

_ dp _ _ _ g2 1.
= YV - Bp . (4.1.27)

4

|
=] (oL
pre
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que s3o eguivalentes 3 equagao classica de movimento (1.5).E in
teressante observar que a equagao de Hamilton-Jacobi foi obtida
sem que se fizesse qualquer mencac a uma hamiltoniana, e de fa-
to & dbvio que nac existe nenhuma fungao hamiltoniana cuja equa
c3o de Hamilton-Jacobi associada seja idéntica & Eq. (1.26). A
pesar disso a "acao" S existe neste formalismo. Outra curiosida
de & que a equagao de Kostin pode ser também deduzida com base
no principio variacional de Schrd8dinger (87) partindo-se da Eq.
(1.26) em lugar da equacgdo de Hamilton-Jacobi usual (31, 39).No
temos de passagem gue fazendo-se a separagao da varidvel tempo-
ral na Eq. (1.26) obtém-se uma equacao que se assemelha bastan-
te a equacao de Hamilton-Jacobl gerada pela hamiltoniana(l.1.7)
depois de efetuada a mesma separagac de variaveis (48). Esta sg
melhanga nao & fortuita, e uma contribuigao recente para a sua

elucidaciao foi dada por Battezzati (119).

(iv) Separacgac de variiveis. Apesar de nao-linear, a
equacao de Kostin goza da notavel propriedade de admitir separa
gao de variaveis se o potencial V(x) for separavel. Ilustremos
a situagao em coordenadas cartesianas. Seja\ﬂ§)=ﬂ&(xﬂ+Vébq)¥@ﬁxﬂ
e V(X,t) =Yy (x1,8) 0, (xs £} Y5 (xs,t), 0nde U € L* R) e cada y, es
ta normalizada & unidade em relagao a sua coordenada espacial
correspondente. Entdao & muito facil comprovar que w(§,t) é solu
¢ao da equacao de Kostin tridimensional se cada wk satisfizer a

equagao de Kostin unidimensional

T azwk af by Ve
maT=2_m_8%+vk(>ﬁi)¢k+§ [an— <2nq>]wk : (4.1.28)

onde o valor esperado & tomado apenas em relagdo & variavel x .
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Esta propriedade & bastante significatica uma vez que equagOes
diferenciais parciais ndo-lineares dificilmente sao separiveis,
e deve-se pelo menos parcialmente ao fato de a nao-linearidade

ser logaritmica, j& que esta propriedade & também exibida  por
uma outra equagao de Schr8dinger com nao-linearidade logaritmi-
ca proposta por Biafynicki-Birula e Mycielski en outro contexto
(120). O valor esperado da energia para a solugdo com as varia-
veis separadas & dado por

= Ep> o+ <Ep> + <>, (4.1.29)

isto €, coincide com a soma dos valores esperados da energia pa

ra cada grau de liberdade, como seria de se presumir.

(v) Inversio do tempo. Fazendo a conjugagao complexa

da Eq. (1.16) resulta
> 2
- XY T o v e -

- & [gn Pt -J aPxp (%, £) v* (%,£) n Ml] o G,0). (4.1.30)

w(x,t) U{x, t)

Substituindo t por -t nesta equagaoc vem

2 > - >
- A 3-‘*—’;%59:% AU (R,-8) + V(X)) u*(X,-t) -

- >
- B [Q,n ﬂé’—‘ﬁ)— f A%y (%,-1) U* (X,~t) n w] (X, - 1),
21 b (x,-t) ¥ (x,~t)

(4.1.31)
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Supondo que © operador de inversac do tempo & o mesmo da mecani

ca quantica nao-relativistica usual, escrevemos (116)
3> -
X(x,€) = (TY) (x,t) = p*(x,~t) , (4.1.32)

onde T é o operador antilinear de inversao temporal e X(;,t) é
a funcao de onda transformada. De acordo com (1.31) a equacao

de evolugcao com o sentido do tempo invertido &

ih X = —'%% Ax+ Vy - %% [ﬁn %; -  <i&n §;>J X . (4.1.33)
Vemos, em primeiro lugar, que a equacac de Kostin n3o & invari-
ante sob inversao do tempo, o gue nao poderia deixar de aconte-
cer uma vez gue a dissipagao da energia introduz uma dire¢ao pre
ferencial para o tempo, ou seja, aquela ao longo da qual a ener
gia decresce. Além disso, a equagao de evolucao com o sentido do
tempo invertido obtém—se a partir da Eq. (1.16) por uma mera
troca do sinal do coeficiente de atrito B, © que esta plenamen-
te de acordo com © gue se esperaria a partir de uma analise da

equagao classica de movimento (1.5).

As cinco propriedades da equagac de Kostin que acaba-
mos de discutir permitem um certo otimismo guanto a sua capaci-
dade de oferecer uma descrigao quantica de sistemas dissipati-
vos com algum grau de razoabilidade fisica. Para melhor investi
gar esta questao iremos examinar algumas solucdes exatas da

equagao de Kostin para sistemas dissipativos simples.
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4,2 - ALGUMAS SOLUGCOES DA EQUAGCAO DE KOSTIN
A. Particula Livre Amortecida
Um sistema dissipativo exatamente soluvel e que susci-

ta algum interesse & a particula livre amortecida, para cujo mo

vimento unidimensional escrevemos a equagéo

e D a2 A
iR E% = —%%}-{-‘f 4 %—I [R,n "jj—* - <&n 'ﬁ>]q) . (4.2.1)

Nao ha perda de generalidade em considerar-se apenas o caso uni
dimensicnal porque, conforme ja assinalamos, solugBes do proble
ma tridimensional podem ser escritas como produtos das solugoes
unidimensionais que iremos analisar. Kostin (14) encontrou "so
lucoes"” para a Eq. (2.1) na forma de ondas planas, mas a rigor
tais "soluc¢Oes" nao sao admissiveis por que tém norma infinita.
E possivel obter uma solugao da Eq. (2.1) simplesmente fazendo
uma analogia com o caso da particula livre ordinaria (23). Uma

inspecao da forma do pacote gaussiano para a particula livre

(42) sugere que tentemos como solucao normalizada

1/4 C .
Px, ) = (P-f(r-*i)) exp { - 28 Gen(e))? 4 m (e bene)+ £ 50}
(4.2.2)

onde a(t) pode ser uma fungcao complexa, mas satisfaz
b{t) = Re al(t) >0 , ¥Yte R, (4.2.3)
para que a funcao de onda seja de quadrado integravel.Inserindo

esta solugao tentativa na Eq. (2.1), concluimos que ela & de fa

to solucao ge n, a e L satisfizerem
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mn + mRAH =0, (4.2.4)
a + %ﬁ a’ + gﬁ (a—a*) =0 , (4.2.5)
s _ M oy ii b _ R’a , B a-a*

EEZV YT 5" m tem b (4.2.6)

A despeito da aparéncia da Eq. (2.6), & facil mostrar que £(t),
assim como n(t), & uma funcao real. Com efeito, fazendo uso das
Egs. (2.3) e (2.5), podemos reescrever a equagao para £ na for
ma

;= % n? + %ﬁ (a* - a)(a + a*) , (4.2.7)

uma expressao manifestamente real para £.

Vemos que n(t) obedece a equagao classica de movimento,
de modo que a fungao de onda (2.2) representa um pacote gaussia
no centrado na solugac classica e com valor esperado da veloci-
dade idéntico a velocidade classica da particula. Isto & facil-

mente verificavel pois
> = Jw(x,t)(—iﬁ) ﬁiéfLE) dx = mn . (4.2.8)
A densidade de probabilidade da posigao da particula é
| ¥ {x,t) |2 =(E%El)l/2 exp [f E%E)(x - n(t))zJ s (4.2.9)

cuja largura & dada por

(Ax)z = = (a+a®)” . (4.2.10)
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A dispersao do pacote & governada pela Eg. (2.5) que, embora de
aparéncia simples, & muito dificil de ser resclvida exatamente.
Entretanto, nao se pode deixar de notar que ela nac admite ne-
nhuma solugao que tenha uma parte real constante e positiva, co
mo se comprova facilmente. Istc demonstra que o pacote disper -
sa-se inevitavelmente. A partir de (2.10) e (2.5) & possivel
construir uma equagao diferencial para a largura (Ax)t.SoluQSes
assintdticas desta equagao podem ser cbtidas (23,121) e o resul
tado & que |a(1:)|m1 e a largura do pacote crescem indefinidamen
te com © tempo. Para grandes valores de t a largura (Ax)t cres
ce proporciocnalmente a raiz quarta de t, o que representa um
crescimento muito mais lento do que o da particula livre usual,
que € linear em t (42). Confronte-se este resultado com © obti
do no Capitulo 1 a partir da hamiltoniana dependente do tempo ,
segundo o qual a largura do pacote de ondas torna-se constante
e finita para grandes valores de t. No presente caso, aoc mesmo
tempo que o pacote se desfaz, a largura da densidade de probabi
lidade do momento linear estreita-se indefinidamente. De fato ,
um cadlculo simples e direto mostra que

2 A2 a2 2|a(t)lz —— 3y
(Ap)t = <p*> <p> H TOrICLEEE 0 (4.2.11)

porque lim |a(t)| = 0. Por outro lado, usando a Eg. (2.10),obte
trow
mos

2 2 _ H? 4aax* 5 h?
(AX)t (Ap)t = 7T Tazan) 2’ 4 ¢ (4.2.12)

de modo que a relag¢do de incerteza de Heisenberg & respeitada

Isto naoc poderia deixar de acontecer visto gue estamos usando o©
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operador -ifi3/3x para representar o momento linear, de modo que
[x,p] = if, donde resulta a desigualdade (2.12). Para tempos lon
gos, portanto, a particula encontra-se em repouso com certeza
porgue, segundo a Eg. (2.4), a velocidade se anula, o que faz
com que o valor esperado do momento linear também se anule con
forme a Eq. (2.8). A posigcac da particula, contudo, torna-se com
pletamente indeterminada, e todas as posicdes sao equiprovaveis.
Vemos que o uso da eguagao nao-linear de Kostin para a descri -
¢ao de sistemas dissipativos elimina as dificuldades com o prin

cipio da incerteza que assolam a formulagao canonica.
B. Oscilador Harmonico Amortecido

Um sistema fisico mais interessante e potencialmente
relevante para aplicagdes concretas é o oscilador harmdnico amor
tecido. No caso unidimensional a equacao de Kostin para este sis

tema tem a forma

2 2
it v _ A2 2, % m w’x?Y + %%[Rn %; —<in $?%}¢,

(4.2.13)
onde w € a fregliencia angular classica do oscilador na ausencia

de amortecimento. A primeira solugao exata desta equagao foi des

coberta (25) na forma de um pacote gaussiano:

T 1/4 J11 6] 2 i Hiw .
Ip(X,t) = -'Ta exp { - R (% () +‘?1- [- —2-—- tHmn (X—r])-’r E(t)} '
(4.1.14)
onde n{t) e £(t) sao fungoes reais. A substituigao desta fungao

de onda na Egq. (2.13) revela que ela & de fato uma solugao des
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de que
mn + mgn  + mw?n = 0 (4.2.15)
e
E=Dhe oMl 2o () 4
5> N 5~ n° = L (n,n ’ (4.2.16)

onde L, €& a lagrangiana classica do oscilador harmdnico sim-
ples. Note que a fungao de onda (2.14) & solugao para os tres
tipos de amortecimento (fraco, forte ou critico), ao contrario

de que alguns autores (23, 24) parecem sugerir. Em qualquer dos
trés casos de amortecimento n{t) e n(t) anulam-se com o passar
do tempo, de modo que a fungao de onda (2.14) reduz-se ao esta
do estacionario fundamental do oscilador harmdnico simples. Es
ta tendencia ao estado de equilibrio & bastante satisfatdria e
manifesta-se claramente na expressao para o valor esperado da
energia

Hun

2 = —_— .

mo?.
2

B> = |yin S gy = D0, @2

<B> Iwzﬁ atdx 5t Gn'+
onde Ec representa a energia classica do oscilador. Conforme a
Eqg. (2.15), a energia classica da particula dissipa-se completa
mente com o0 passar do tempo e o valor esperado da energia re~

duz-se a energia do estado fundamental do oscilador sem amorte-

cimento.

As solugoes mais gerais até aqui descobertas (18, 41)

sao da forma

Mxm)=¢huﬂNU)@@{%[45t+wﬁh«m-+g&ﬂk N (4.2.18)
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onde y €& a enésima autofun¢ao do oscilador harmonico simples
e

E_ = (n + %) fg (4.2.19)

n 2

é seu autovalor correspondente. As fungOes n e £ obedecem as
mesmas equagoOes anteriores. A fungao de onda (2.18) & um pacote
de ondas cujo centro oscila exatamente como a solugao da equa-
¢ao classica de movimento (2.15). Além disso o pacote mantém sua
estabilidade, isto &, nao muda de forma. Estas solugdes da equa
c¢ao de Kostin sao analogas ao pacote de ondas oscilante cons-
truido por Schrddinger (122) para o oscilador harmonico simples.
£ curioso que a equagao de Schrbdinger (1.2.17) também admite so
lugoes deste tipo (23, 39), mas 0 pacote dispersa-se com O pas
sar do tempo. Estudemos, agora, algumas das propriedades da so
lugcao (2.18). 0 valor esperado da energia & dado por

-

= LU 1 mo-p, M’ g o 1
<E&> fw*Jjﬁ t (n+ z)ﬁw +(2 n°+ 5~ T ) = (n+ 2)ﬁm+EC . (4.2.20)

que consiste na energia classica acrescida de uma flutuagao guan
tica. Para tempos longos vemos gque o valor esperado da energla
aproxima-se da energia do enésimo estado estacion@rio do oscila
dor harmonico unidimensional, ao mesmo tempo que a fungao de on
da confunde-se com a autofuncao correspondente. A conclusao e
gque nao apenas o estado fundamental, mas todos os estados esta-
cionarios do oscilador nao-amortecido constituem estados de equi
1ibrio do oscilador amortecido. Um aspecto importante da equa-
cao de Kostin & que estes estados de equilibio parecem ser esta

veis. De fato, todos os estados estacionarios
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Vvix,t) = wn(x) exp(—‘% Ent) (4.2.21)

sao solugoes da Eg. (2.13) porque o terceiro termo no lado di-
reito daguela equacao anula-se para estas fungdes de onda, que
correspondem a tomar nn = £ © 0 como solugoes das Egs. (2.15) e
(2.16) . Esta solugao & Unica para as condigdes iniciais

n{0) = n(0) = 0. Desta forma evidencia-se gue, uma vez ocupando
um dos estados estacionarios, a particula nele podera permane -
cer para sempre. Na verdade, no que diz respeito a estabilidade
destes estados de equilibrio, este argumento nao tem carater con
clusivo, e & mais de cunho sugestivo, mesmo porque nao se conhe
ce nenhum teorema de unicidade* para as solugdes da eguagao de
Kostin. A questdo da unicidade naoc & trivial devido a nao-linea
ridade da egquagao, e no caso de equagdes diferenciais ordind -
rias, por exemplo, h& equagoes nao-lineares gue admitem  solu-
¢does distintas satisfazendo as mesmas condig¢bes iniciais, como
& sobejamente conhecido (123). A questao da existéncia e da uni
cidade das solugoes da equagao de Kostin merece uma investiga -
¢c3o aprofundada em face de sua importancia naoc apenas do ponto
de vista fisico, mas também como um problema puramente matemati

co .

Calculos um pouco laboriosos, porém diretos, fornecem

* 530 conhecidas algumas condigOes suficientes que garantem a unicidade (124),
mas estas condigbes ndo sao satisfeitas nas situagoes mais gerais.
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-
.

<x> = n(t) y  <p> =mn ,

- A
<x?> = n(t)? + — (n + 1/2) ,

<§2> = (mi)? + mho (n + 1/2) |, (4.2.22)

(Ax)t(ﬂp)t = (n+ 1/2)h ,

demonstrando que (2.14) & a func¢ao de onda com produto de incer

tezas minimo. Incidentalmente, a Eg. (2.22) mostra que, para
V(x) = mw? x2/2 ,
AV —omeln = L <y = 0 y(<k) . (4.2.23)
ax an J<x>

Nestas circunstancias o teorema de Ehrenfest (1.4) torna-se es
tritamente idéntico a equacgao classica de movimento (2.15) des-
de que as variaveis classicas sejam entendidas como os valores
esperados dos operadores quanticos correspondentes. Para comple

tar a analogia com a mecanica classica, Observe gue valendo-nos

da Eq. (2.20) deduzimos

dE

d<g> _ “T¢ _ 2 _ _ B .2
- = —3¢ =-™en = <p> . (4.2,24)
Para as solugOes agqui consideradas a equagao geral (1.19) re-
duz-se a BEg. (1.21) gque, como ja haviamos mencionado, assemelha-

-se mais a lei classica de dissipagao da energia.

As solugOes aqui analisadas no caso unidimensional po
dem ser facilmente generalizadas para tres dimensoes. As fun -

coes de onda tridimensionais sao construidas tomando-se o produ
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to das solugoes unidimensionais que acabamos de discutir. No
gue tange as propriedades das solugoOes, 0S casos unidimensional
e tridimensional nao apresentam diferen¢as qualitativas. Sao co
nhecidas também solugoes exatas para um potencial dependente 1i
nearmente da posigao (campo gravitacional constante). Para uma
discussdo destas e de outras solugoes remetemos o leitor aos tra
balhos originais (23, 124). ColisOes de pacotes de ondas gaus-
sianos e penetracao em barreiras de potencial também tém sido
objeto de estudo por meio de integragao numérica da equagao de

Kostin (121).
4.3 -~ OUTRAS EQUACOES NAO-LINEARES

Como ja sublinhamos anteriormente, as condig¢Oes (1.9)a
(1.11), que o operador de dissipagao deve satisfazer, admitem
uma grande variedade de solugOes. Vamos discutir alguns operado
res de dissipagao que tem sido propostos (23, 24) bem como suas
propriedades. Estudaremos inicialmente problemas unidimensionais
para, em seguida, comentarmos em breves palavras a situagéo tri
dimensional.

-

Um operador de dissipag¢ao proposto por Albrecht (24) e

v, = B(x - <x>)<p> , (4.3.1)

de modo que a equacao de evolugao correspondente &

2 2 R
1h g% = "%— Y, V() ¥ + B{x-<x>)<p>} . (4.3.2)

ox?
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Para o caso da particula livre amortecida, isto &, V(x) = 0, es
ta equa¢ao admite como solugac um pacote de ondas da forma (2.2),

sendo que a equagao diferencial satisfeita por a(t) passa a ser

. ih
<':1+1—m~—a2 =0 , (4.3.3)

cuja solugao tem a forma

a(t) = (62 + ifit/m~ " (4.3.4)

onde § & uma constante real positiva com dimensao de comprimen-
to. Mas a Eg. (3.4) descreve um alargamento do pacote de ondas
gue & identico ao de uma particula livre sem amortecimento (42).
E surpreendente gue neste caso a forga de amortecimento nao afe
ta a dispersac do pacote de ondas, gue segue O seu caminho como
se se movesse absolutamente livre de forgas. Note gue este com-
portamento dificilmente poderia ser aceitavel visto gue nao po
de ser comparado com o dos estados estaciondrios do oscilador

harmdnico simples, que, como vimes no caso da equacaoc de Kostin,
ndo sao afetados pela for¢a dissipativa. Os comportamentos sao
dispares porque os estados estaciondrios s3o estados de equill
brio, a0 passo que nao se pode dizer o mesmo do pacote gaussia-

no da particula livre.

Quanto ao oscilador harmonico amortecido, nao & difi-
cil constatar que a funcao de onda (2.18) é solugao da Eg. (3.2)

com V(x) = mw?x?/2 . Isto infere-se da igualdade

v (9) = v, () = mp(x-n)n (4.3.5)
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que pode ser facilmente comprovada com o emprego da Eq. (2.22).
Da mesma forma, verifica-se que os estados estacionarios (2.21)
sao solugdes da Eq. (3.2) com um potencial harmdnico. A iei de
dissipagao da energia determina-se trivialmente a partir da Eq.
(1.19) substituindo-se V. por V., e o resultado é&

L A

d<E> _ _ B 3.2,
3t - <p ¥ (4.3.6)

Esta expressao vale gualquer que seja o potencial Vi(x), e coin
cide com o resultado obtido para a equagao de Kostin no caso par
ticular do oscilador harmbnico amortecido. As propriedades (i},
(iv) e (v) da equagcao de Kostin sao compartilhadas pela equacao

de Albrecht.
Hasse (23) sugeriu o operador de dissipagao
vy = % [(x —<§>)(§+<§>)+(§+<ﬁ§)(x-<i>)] ' (4.3.7)

que & consideravelmente mais complicado que V,+ Para a particu
la livre amortecida obtém-se um pacote de ondas cuja largura
cresce indefinidamente com o passar do tempo, mas com muito maior
rapidez do que a da solugcao correspondente da equagaoc de Kostin

(23). O resultado mais interessante associado a V, é que o paco

H
te gaussiano (2.14) e os estados estacionarios (2.21) sao solu-
coes para o oscilador harmonico amortecido desde que substitua-

mos nadquelas funcOes de onda a freqliéncia angular w por

1/2
Q= (w? - B%/4) ’
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gue & exatamente a freqliéncia angular reduzida que ocorre na SO
lugao da equagac classica de movimento (2.15)., Um inconveniente
do operador de dissipag¢aoc de Hasse e que as solugdes estdo res-
tritas ao caso de amortecimento fraco, isto &, B <2y . Recorde-
mos, neste momento, gue as solugoes obtidas para a equagao  de
Kostin sao validas independentemente do regime de amortecimento.
Outra dificuldade com V, & que a Eq. (1.11) nao & satisfeita e
xatamente em todos Os estados quanticos. As propriedades (iv) e
(v) da equagao de Kostin também sao exibidas pela equag¢do cons-
truida com V.

H

Os operadores de dissipacao V_, VA e VH tem a caracte-
ristica comum de admitirem, para a particula livre amortecida ,
pacotes gaussianos cujas larguras crescem indefinidamente com
o tempo. Para cada um dos trés casos as larguras dos pacotes sac
funcoes do tempo distintas, e nao parece haver ainda nenhum tes-
te empirico capaz de decidir em favor de um ou outro (ou nenhum)
operador de dissipagao. As equagoes nao-lineares agqui discuti -
das sao potencialmente aplicaveis ac espalhamento profundamente
inelastico de Ions pesados, de modo que num futuro nac muito re
moto a distingaoc experimental dos diferentes operadores de dis-
sipagdc poderd vir a ser possivel (125). EguagOes nao-lineares
como as propostas por Albrecht e Hasse podem ser deduzidas a
partir de modelos microscdplcos simplificados de reagoes nuclea
res (126), enquanto gue a equacac de Kostin & dedutivel por guan
tizagao de um sistema composto por uma infinidade de oscilado -
res acoplados (127). O operador VA sofre do inconveniente de
permitir como solugac um pacote gaussianc gue se move exatamen-—

te como uma particula livre, sem que a forga de atrito sobre
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ela exerga qualquer influéncia. A existéncia de estados estacio-
narios como solugdes de equagdes nao-lineares que pretendem des
crever sistemas dissipativos tem sido reiteradamente (gi, il)
tachada de aspecto negativo do formalismo aqui focalizado. E
até possivel, no entanto, que esta venha a revelar-se uma ca -
racteristica positiva da teoria quantica de sistemas dissipati-
vos baseada em equagaes de Schrddinger nao-lineares. Com efeito,
como ji3 vimos, ha fortes indicios de que os estados estaciona-
rios sejam estados de equilibrio estavel. E possivel provar gue
o estado estacionario fundamental do oscilador harmbnico amorte
cido descrito pela equagao de Kostin € estavel no seguinte sen-
tido: gualquer pacote gaussiano que difira ligeiramente do esta
do estacionario fundamental passa por um processo de decaimento
e termina por retornar ao estado de equilibrio fundamental (128).
E videncia-se, entao, gue quando a particula esta ocupando um
estado estacionario n3o ocorre dissipagac da energia,o que esta
em flagrante contradi¢dao com a mecanica classica. Salta os olhos
o paralelo com a teoria de Bohr do atomo de hidrogenio (129),se
gundo a gual o elétron ocupante de um estado estacionario nao
irradia ondas eletromagnéticas, o que viola as leis da eletrodi
namica classica. Devido a nossa atual ignorancia sobre a teoria
guantica de sistemas dissipativos, o significado fIsico de tal

paralelo, se existe, permanece na obscuridade.

Recentemente, Gisin (130) construiu uma equagao de
Schr¥dinger nio-linear cujos estados estacionarios sao semi-es-
tiveis e apenas o estado fundamental & estavel. A equagao de
Gisin foi obtida a partir de exigéncias de carater puramente gquan

tico, sem lan¢gar mao de qualquer analogia com sistemas dissipa-
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tivos classicos. Se, por um lado, isto pode representar uma van
tagem tedrica, por outro lado pode dificultar a interpretagao
do modelo. Por exemplo, o teorema de Ehrenfest, na forma consi-
derada no inicio deste capitulo, nao & satisfeito. Caldircla e
Montaldi (131) propuseram uma eguagao de diferengas finitas no
tempo para substituir a equagao de Schr8dinger usual no caso de
sistemas dissipativos. Novamente, esta equagao nao tem um analo
go classico evidente, o que dificulta a sua interpretagao fisi
ca. EquagOes de Schrddinger lineares com potenciais complexos
ou dependentes explicitamente do tempo tém sido propostas para

a descrigdo de colisoes inelasticas de Ions pesados (132).

Diante deste guadro, nao parece existir nenhuma justi-
ficativa convincente para, em detrimento da equagao de Kostin ,
se preferir gualgquer uma das outras equagoes que tém sido suge-
ridas. Além disso a equagao de Kostin desfruta de uma base ted-
rica muito mais so6lida que as demais, ja que ela pode ser dedu-
zida tanto no contexto da interpretagao estocastica - como de-
monstramos no capitulo anterior - gquanto a partir de uma inter-
pretacao hidrodinamica da mecanica guantica (25). Os operadores
de dissipacdo gque tém sido propostos sao muito mais artificiais
de gue aguele gque surge naturalmente quando se deduz a equagao
de Kostin a partir de gualquer uma das duas interpretagoes da
mecinica guintica a que acabamos de aludir. A eguagao de Kostin
& a Onica, dentre as equag¢lOes nao-lineares aqui apreciadas, gue
da lugar a uma eguagao de Hamilton-Jacobi fisicamente razoavel
gquando se adota o procedimento tradicional para o estudo do 1i
mite classico (analogia com a transigac da Sptica ondulatdoria &

dptica geométrica). As equagbes propostas por Albrecht e Hasse
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sO atendem a este requisito se, para sistemas dissipativos, a
equagao de Hamilton-Jacobl for modificada de uma maneira gue nos

parece um tanto artificial e ad hoc (133).

4.4 - O PAPEL DESEMPENHADO PELAS FORCAS ESTOCASTICAS

Até agui temos considerado sistemas dissipativos ca-
racterizados por um unico parametro, ou seja, o coeficiente de
atrito B . No caso do movimento browniano, além deste parametro,
entra em jogo uma forga flutuante ou estocastica caracterizada
por um parametro associlado 3 correlagd@co entre suas componentes
em instante distintos (vide Sec. A.4 do Apendice). Este parame-
tro, por seu turno, estd relacionada 3 temperatura do meio no
qual a particula browniana encontra-se imersa, e ao prdprio coe
ficiente de atrito, conforme a Eq. (A.4.7). Este & o chamado teo
rema da flutuacao - dissipagado [vide Eq. (A.4.8)] , segundo o]
qual o coeficiente de atrito viscoso depende diretamente da  forga
estocastica, e ou ambos sac diferentes de zero, ou ambos anu-
lam-se simultaneamente. Além disso a presenga da forga flutuan-
te & essencial para que a distribuigdo de velocidades torne-se
maxwelllana no limite t » «; em outras palavras, para que ©O g
quilibrio térmico seja atingido. A forga estocastica surge natu
ralmente em modelos que simulam o banho térmico com o qual a
particula encontra-se em contato como sendo um sistema de osci-

4) . Senitzky (27) construiu

ladores harmonico acoplados (33,
um modelo em que um oscilador harmdonico interage com um sistema
nao especificado com um espectro energético quase continuo,isto
&€, os niveis de energia do sistema responsavel pelos efeitos dis

sipativos s3o muito numerosos e densamente distribuidos. Admi-
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tiu ele, ainda, que o referido sistema & caracterizado por uma
temperatura e que os niveis energéticos distribuem-se de acor
do com a lei de distribuigao de Boltzmann aduela temperatura .
Atribuindo uma forma simples ao acoplamento entre a particula
e o mecanismo de dissipagao, e fazendo aproximagoes perturbati

vas, ele mostrou que a equagao (no caso unidimensional)
mX + mBX + mw?R = F(t) (4.4.1)

€ satisfeita pelos operadores na representagao de Heisenberg ,
onde F(t) & um operador cujas propriedades foram deduzidas em
seu formalismo. Senitzky mostrou, ainda, gue o comutador entre
os operadores de posigac e de momento linear & igual a iR, en-
guanto gue o comutador dado pela Eg. (1.2.2) prevalece somente
se a forga F(t) for ignorada. Desta forma ele mostrou gque a vio
lagao do principio da incerteza na guantizagao candnica do osci
lador harmonico amortecido baseada na hamiltoniana (1.17) deve-
se ao fato de a forga F(t) ter sido desconsiderada. Em outro con
texto (forga dissipativa de reagao da radiagao) demonstrou-se
gue as flutuagdes de vacuo do campo eletromagnético restauram a

relagao de comutagao usual entre posicao e momento linear (134).

Na teoria quantica de sistemas dissipativos, como estu
dada nesta tese, nao se propde nenhum modelo para a interacao
da particula com o sistema responsavel pela dissipagao. Entre -
tanto & possivel incorporar os efeitos da forga flutuante,e cél
culos explicitos tém sido realizados (135, 136) com base no se
guinte procedimento. Para levar—-se em conta a presenga da forga

N
estocdstica F(t) acrescenta-se seu potencial Vg = -%.F(t) ao po
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R - ~
tencial usual V(x) na equagao de Schr8dinger. Por exemplo, a e
quagao de Kostin unidimensional incluindo a forca estocistica

escreve—se

e oY ]
ot = - mghwum-ﬁmw @ﬁr«mﬁ%w, (4.4.2)
e foi nesta forma que ele foi originalmente proposta (14). Por

sua vez a equagao de Schrddinger (1.2.4) escreve-se, adora,

P

ax?

Bt v . (4.4.3)

No casc do oscilador harmdOnico amortecido, a Eq. (4.2) admite uma

solucgao da forma (2.14) desde gue n(t) satisfaga agora

mn + mBA + mw?n = F(t) . (4.4.4)

A forca F(t) & um processo estocastico, de mode gue a solugao
n(t) desta equagao fica sujeita a uma distribuigao de probabili
dades que se deduz das propriedades estatisticas de F(t). A hi-

-

& gque F(t) tem propriedades idénticas as ad

pOtese usual (135)
mitidas na teoria de Ornstein - Uhlenbeck do movimento brownia-
no. Pelo fato de n(t) ser agora um processo estocastico, a fun-
¢ao de onda (2.14) também torna-se estocastica. Tomando-se a mé
dia em relagao & distribuigao de prcobabilidadesde n(t),obtém-se
a funcdo de onda média que descreve o sistema. Aplicando este
método & Eq. (4.3), Svin'in (;éé) demonstrou gue, ac menos para
certas condigOes iniciais, a relagao de incerteza entre posigao
e momento linear & restaurada pela presenca da forca estocasti-

ca, assim como a enerdia de ponto zero deixa de ser nula, corro
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borando o resultado de Senitzky. Este resultado foi confirmado
recentemente com o emprego de outros métodos (137) . Messer (136)
por sua vez, mostrou gue, pelo menos para certas condigoes ini
ciais, os modelos baseados nas Egs. (4.2) e (4.3) produzem os
mesmos resultados no caso do oscilador harmbnico amortecido. No
caso da particula livre amortecida, contudo, os resultados sao
distintos, mas a diferenga & pequena demais para ser acessivel

a um teste experimental (136).

Como se vé, a presenga da forga estocdstica & necessa
ria para eliminar as inconsisténciasfisicas da quantizagao cand
nica apoiada na lagrangiana de Bateman, quando a Eq. (1.5) e
considerada valida para os operadores de Heisenberg. Neste caso
o operador de posi¢ao deve ser encarado como representando uma
variavel de posigao média, de modo que para excitagOes inicial-
mente muito maiores gue as flutuagoes, e para tempos suficiente
mente curtos para que as excitagOes permanegam sensivelmente
maiores que as flutuagdes, a coordenada de posigao media  pode
ser considerada apropriada para descrever o movimento da parti-

cula (138).

Na teoria quantica de sistemas dissipativos baseada em
equagoes de Schr8dinger nao—-lineares nao ha quaisquer dificulda
des nem com o principio da incerteza, que & automaticamente sa
tisfeito, nem com a energia de ponto zero, que nac & nula, O mé
todo aqui esbogado para incorporar os efeitos da forga estocas-—
tica e particularmente apropriado para a teoria guantica do mo
vimento browniano (135, 136). Entretanto, modelos estatisticos

de colisdes de ions pesados indicam que, em certas condigoes, a
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forga estocastica parece produzir efeitos despreziveis (139) . .
Neste tipoO de processoc fisico hd uma outra razdo para se por em
divida a eficacia da inclusao da forga estocastica: espera-se
que flutuacdes quanticas manifestem-se mesmo & temperatura ze-
ro, flutuagoes estas que na preseng¢a de dissipag3ao nao s3ac ne-
cessariamente as mesmas gue na sua auséncia (140). Calculos per
turbativos de flutuagOes quanticas de varidveis coletivas em mo
delos simplificados da interagao entre os graus de liberdade co
letivos e intrinsecos em reagdes nucleares conduzem a resulta-
dos consistentes com a equagao de Kostin, mas nao com outras e
quagoes de Schrddinger nao-lineares (126). Nestas circunstancias,
concluimos que somente apds a comparagac das previsdes dos mode
los discutidos nesta tese com os resultados empiricos & que tor
nar-se-a possivel decidir se a teoria guantica de sistemas dis

sipativos & coerente e merecedora de algum crédito.
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APENDICE A

RUDIMENTOS DA TEORIA DOS PROCESSOS ESTOCASTICOS
Neste apéndice fazemos um bosquejo elementar da teoria
dos processos estocasticos na forma que julgamos mais adequada
as aplicagdes fisicas. Nao sera possivel, por motivos dbvios,
discutir em detalhes as motivagdes intuitivas subjacentes as de
finicoes formais que apresentaremos. Procuraremos remediar esta
deficiéncia remetendo o leitor a bibliografia relevante onde
tais discussoes podem ser encontradas*. Nao temos absolutamente
nenhuma pretensao ao rigor matematico porque, em primeiro lugar,
isto transcende o escopo do presente trabalho e, ademais, esta
além da nossa competéncia. Tentaremos, nao obstante, exibir de
monstracdes heuristicas dos resultados mais importantes. Em be
neficio do leitor interessado nas sutilezas matematicas,faremos
mencio fregfiente 3s fontes onde as defini¢des e demonstragoes ri

gorosas estao disponiveis.
A.l - VARIAVEIS ALEATORIAS E FUNCOES DE DISTRIBUIGAO

Uma varidvel aleatdria é uma fungdo cujos valores estao su
jeitos a uma distribui¢do de probabilidades. O resultado do langamento
de um dado ou a velocidade de uma molécula de um gas a uma dada

temperatura sao exemplos de variaveis aleatdrias [(141), cap.{].

* Uma introduc3o sucinta e intuitiva 3 teoria da probabilidade encontra-se
no sequndo capitulo do interessante livro de Haken (34).
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Do ponto de vista matemdtico, uma fungaoc real X definida sobre
um conjunto f sera dita uma variavel aleatdria se, para todo ni
mero real x, a desigualdade X{w) £ x delimitar um subconjunto de
Q cuja probabilidade estad definida [(142), pag. 5] . O conjunto

2 & chamado de espago amostral e os subconjuntos de para os

guais a probabilidade esta definida (conjuntos mensuraveis) sao
chamados de eventos [(141), cap. 1; (142), pags. 1-5] . Portan-

to, se X € uma variavel aleatdria, a fungao
F(x) = P {X(w) g x} (A.1.1)
esta definida para todo x real, onde P {X(w) £ x!} designa a pro

babilidade de X assumir valores menores gue ou iguais a x [042),

pdg. 5]. A fungdao F & chamada de fungdo de distribuicao da va

riavel aleatdria X. Ela & mondotona nao-decrescente, continua a

direita, e

lim F(x) =0 , lim F(x) =1 . (A.1.2)

b e b ]

Estas equagoes decorrem de (A.l1.1l) e da exigéncia de que P sa-
tisfaca P{g} = 0 e P {f}= 1, onde @ denota o conjunto vazio. Va
mos considerar apenas variaveis aleatdrias continuas [(143) ,

pag. 2] e para as qguais existe uma densidade de probabilidade

p(x) > 0 tal que

X
Fi(x} = Jp())dh . (A.1.3)

Naturalmente



jp(x)dx =1 . (A.1.4)

A média (ou esperanga, ou valor esperado) de X define-ge por

E[x] =J xp (x)dx , (A.1.5)

— OO

e a variancia de X & definida por

Var [X] =J (x-E[X]) *p(x)ax , (A.1.6)
desde que as integrais existam [(141), cap. 5] . Se X for uma

variavel aleatdria e g for uma fun¢gao real, entiao Y = g(X)

(D

também uma variavel aleatdria. Neste caso a esperancga de g(X)

(D

dada por [(143), pag. 2]

E[g(x)] = [ g(x)p(x)dx . (A.1.7)

=00

Sejam X,,...,X variaveis aleatdrias definidas no mes

mo espacgo amostral 0. Entao sua funcgao de distribuicao conjunta

& definida mediante

F(X),-00,% ) =P (X1 (w) € X000, X ()€ x 1, (A.1.8)

gue suporemos dotada de uma densidade de probabilidade conjunta

P, ... x )z 0 tal que

Xl Xn
F(Xp oo X)) =f I oA sevesdddN L@ . (ALL9)

-0 — OO0

E evidente gue
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lim F(xl,...,xn) =0 , 3 =1,...,n ,
X, >—
(A.1.10)
lim F(X,,e0epx) =1
Xy e R o

As variaveis aleatdrias X,,...,X, sao ditas independentes se

F(X,,...,%x,) = F, (x;)...F (x) ,

ou, em termos das densidades de probabilidade de cada uma das

variaveis aleatodrias,

o(xl,...,xn) = pxl(xl).-.pxn(xn) . (A.1.11)

Se g(xl,...,xn) for uma funcao real, o valor esperado da varia

vel aleatoria g(Xl,...,Xn) & dado por

E%m““”%@=irn.rg&“””%)MQHHJQ&r“d%. (A.1.12)

Se X1""’Xn forem varifveis aleatdrias independentes & eviden-

te gue

E [X,....%] = E[X]...E[X ] . (A.1.13)
A matriz cujos elementos sao
Tiy = E[(Xi - E[x;]) (X4-E [xj])] (A.1.14)

& chamada de matriz de covariancia de X, se..sX, . Observe que,
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se Zl,...,Zn forem numeros complexos,

n n
N Tyg 2} 2y = E[li£1 z, (x;-E[x,]) ]2} >0 ,
i,3=1

de modo gue a matriz de covariancia €& siméetrica e positiva defi

nida.

Variaveis aleatorias gaussianas [(gé), pag. 6. Uma

variavel aleatdria X & dita gaussiana se sua densidade de proba

bilidade for dada por

~— 2
p(x) = = exp| - (L-I;“’— , (A.1.15)
ovam 20

como> 0 emeR. B trivial verificar que m ec sao, respecti-
vamente, a média e a variancia de X. Uma colegao finita de vari
aveis aleatodorias X)0eeerXy & dita gaussiana se existem numeros

reais M oyes.,m e uma matriz nxn, simétrica, nao-singular e po

n

sitiva definida Q tal gue a fungao de distribuigao conjunta de

X, 7e+.:X tenha densidade
1 n

n B
_ (et O) Lx - - |
p(xl,...,xh) = (2ﬂ)n/2 exp{ 5 ) (xi H&)Qij(xﬁ Hﬁ)} . (A.1l.16)
i,3=1

A densidade de probabilidade conjunta de qualguer subconjuntoou

combinacao linear de xl,...,xn e novamente gaussiana e, em par

ticular, cada X, & uma variavel aleatdria gaussiana. Um calculo
-1

simples e direto prova que E [xi] =m, e Tij = (Q )ij' Assim,

se X1"“’Xn for uma familia de variaveis aleatorias gaussia -

nas, sua distribuigao conjunta & completamente determinada por

suas médias e matriz de covariancia. Em particular, se a matriz
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de covaridncia for diagonal as variaveis aleatdrias gaussianas

Xl,...,anéo independentes.

Distribuigoes condicionais e esperancgas condicionais!’

[(143), pags. 5-9]. Sejam X,Y varidveis aleatdrias com densida
des de probabilidade pX(x), pY(y) e seja pXY(x,y) sua densidade

de probabilidade conjunta. A distribuicao condicional de X dado

que Y{w) = y(V w € ) & definida por

X
J QXY(A,y)dA

— OO

Fle(x|y) DY(Y) (A.1,17)

sempre que pY(y) > 0, e tem valores atribuidos arbitrariamente

guando pY(y) = (0. Note que

px(x) = J pXY(x,y)dY '

(A.1.18)

Py (¥) [ Pyy(Xryldx .

- 00

Temos que F (x|y) & uma funcao de distribuigaoc em x para cada

x|y

y, & uma funcao de y para cada x fixo, e

Xy Y
P{X(w) ¢ x,Y( gy} = f Pyy (A m)drdn = J FX|Y(x|n)py(n)dr].(A.l.19)

Aplicando este Gltimo resultado ao caso y = * chegamos & lei da

probabilidade total:

P{X(w)g x}= P{X(w) g x,¥(w)g =} = j FX[Y(X|y)pY(y)dy.

(A.1.20)
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A densidade de probabilidade condicional pXiY(X|Y) de X dado que

Y =y & definida mediante

X
FXlY(X|y) = J pXIY(;\|Y)d;\

—0

donde, pela Eq. (A.1.17),

= ) B (A.1.21)
Y

desde que pY(y) > 0

Seja g uma fun¢ao real para a qual a esperanga de g(X)

& finita. A esperanca condicional de g(X) dado gque Y(w) =y (VweQ)

& definida por

E [g(X)|Y(w) :y] =r g (x) pX|Y(x]y)dx . (A.1.22)

-0

Repare que E[g(X) |¥(w) = y] & uma fungdo de y para cada fungao

g fixada. Se h for uma fungao real temos que

E[g(X)h(V)] = rE[g(X)|Y(w) =y] h@)py(y)dy . (A.1.23)

-0

Pe fato, pelas Egs. (A.1.22) e (A.1l.21),
fE[gX YW =y ]h(y)py(y)dy = f{f g(x) PX\Y(X’Y)dX] hiykey(y)dy =

= [f 9(0h(y) pyyxyy)dxdy = E[g(xX)h(¥Y)]
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onde a Qltima igualdade decorre da Eg. (A.1.12). No caso espe-

cial em que h = 1 somo conduzidos & lei da probabilidade total

para esperancas:

E[g(X)] = [ E[g(X)[Y(m) = Y]QY(Y)dy . (A.1.24)

Conforme j& mencionamos, Efg(X)|¥(w) =y] & uma fungdo da va
riavel real y. Se calcularmos o valor desta fungao emy = ¥ ob
temos uma varidvel aleatdria que denotaremos por E[g(X)!Y]. Com

esta notagao a Eq. (A.1.23) pode ser agora escrita como
ELg(x)h(Y)] = E{:E[g(x) |Y]h’(Y)]. (A.1.25)
A lei da probabilidade total (A.1.24) assume a forma
ELg(X)} = E[E[g(x) |Y]} . (A.1.26)

Um resultado muito importante, mas cuja demonstragao omitiremos
por ser trivial, & que se X,Y forem varidveis aleatdrias inde-

pendentes entao

E[g(X)\Y] = El:g(X):l . (A.1.27)

Outras propriedades importantes cuja verificagao € imediata sao:

E[f(X,Y)[Y(m) y:] - E[f(x,y)mw) - y} , (A.1.28)

El:g(X)h(Y)|Y] h(Y) E[g(X)|Y:l , (A.1.29)

E[:f(Y)[Y] = f£(y) . (A.1.30)
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A.2 - PROCESSOS ESTOCASTICOS

Um processo estocastico & qualquer processo que se de-
senvolve no tempo e & controlado por leis estatisticas. Do pon
to de vista matematico, um processo estocistico & uma famflia de
variaveis aleatorias {Xt, t € T} onde o conjunto de indices T
& arbitrario [(142), pag. 46] . Nas aplica¢des fisicas t serd o
tempo e T o conjunto dos niimeros reais. Um exemplo tipico de
processo estocastico € o movimento browniano [(Zé);(&é),§§2-{].
Neste caso Xt representa a posigao, no instante t, da particula
que executa o movimento browniano (no caso unidimensional, evi
dentemente). A posigao da particula no instante t, Xt’ nao & de
terminada, mas esta sujeita a uma distribuig¢ado de probabilida-
des, isto &, Xy & uma varidvel aleatoria (desde que a distribui
¢ao de X, seja conhecida). Em outras palavras, um processo esto
castico € uma fungao de duas varidveis X(t,w). Para cada t fixo
X(t,w) & uma fung¢ao definida no espago amostral @, ou seja, e
uma variavel aleatdoria. Para cada w fixo X(t,w) torna-se uma fun
¢ao de t. A fung3o X(t,w) com w fixo & chamada de realizagdao par

ticular do processo estocastico. Usam-se também as expressoes

"trajetdria amostral" ou "fungao amostral" do processo.

Vamos supor daqui por diante que Xt representa a posi-
géo de uma particula no instante t. Exceto quando houver risco
de ambigliidade, passaremos a empregar a notagao X(t) em lugar de

X Seja p(xl,tl;...;xn,tn) a densidade de probabilidade de que

p
a particula esteja nas posicgoes Xypreeo X respectivamente nos

instantes t,,...,t , isto &,
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%,
P{X(tlpw)‘\: xl'...’X(tn'w)s xn} = J IODJ b()\l,tl;-oI;An’tn)dklnu-dkn-

E claro que

D(Xl,tl; e ‘”ﬁ(-l'tk-lnﬁ(+l'tk+l; . ..;xn,tn)=J dxkp (xl,tl; . .;xn,tn)) (A.2.1)

onde k = 1,..,.,n . Esta equagao & uma generalizacac imediata de
(A.1.18). Por analogia com a Eq. (A.1.21), a densidade de proba

bilidade condicional de que a particula esteja em X 41 DO ins -

tante tml,dados X1y..0 X, NOS instantes t,,. ety € definida por (74)

p(xlrt1;---;x 't )
. - = n+1’ n+l
e L R LR P R CORTIT N : (r.2.2)

As fungoes p satisfazem a equagao

Pty .. 7Xn—l'tn—l| Xn+l'tn+l)

= fdxn p(xl'tl;'“"xn-l'tn—-ll xn,tn) p(xl’tl;"';xn'tn1xn+1’ tn+l) JAL2.3)
Para comprovar este resultado basta substituir nesta Gltima e

quagao a definigao (A.2.2) e observar que recai-se na Eq.(A.2.1).

Do ponto de vista das aplicagdes fisicas a classe mais
importante de processos estocistices’ € a dos chamados - processos

de Markov [(;_g_g) , cap. II, § 6] . O processo estocastico X(t) é

dito um pProcesso de Markov se

p(x, .t ;. ";Xn'tn\xn+l'tn+l)= p(xn'tn‘xn+l’tn+1) (A.2.4)
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sempre gque t,<...<t_ <t Isto significa que a probabilidade

n n+1°
de passagem de X no instante tn para qualquer posigao futura
nao depende da histdria prévia do sistema, ou seja, a evolugao
futura do processo sO depende do presente. O conhecimento do
presente torna o passado e o futuro estocasticamente independen
tes, e pode-se dizer que o passado age sobre o futuro apenas a

través do presente [(144), pag. Bi]. Para um processo de Markov

a BEgq. (A.2.3) torna-se

p(gn—l'tn—llgn+l’tn+1) =f dxh p(xh—l'tn—llxn'tn) p(xn'tnlxn+l'tn+l)'

(A.2.5)

< < .
onde t _,< t, ol

[(142), pag. 89; (144), § 15]. A fungao p(y,S|x,t) & chamada de

Esta € a equagao de Chapman-Kolmogorov

densidade de probabilidade de passagem ou densidade de probabi-

lidade de transigao. Ao multiplicarmos a Eg. (A.2.5) por

p(xn_l, tn—l) e usarmos a definigao (A.2.2) obtemos (tn-<tn_l)
p(xn+l'tn-—l) :f dxnp(xn'tn)Eﬂxn’tnlxn+l'tn+l) ! (A.2.6)
cuja interpretacao intuitiva & cristalina.
A definicao de processo de Markov introduz uma direcgao
preferencial para o tempo. Como nas aplicagOes fisicas nos esta

remos interessados em descrever processos reversiveis, isto &,

processos simétricos no tempo, vamos introduzir a descricao pa-

ra tras de um processo de Markov por meio da densidade de proba

bilidade condicional para tras p*(xn,tn;...;xz,t2|xl,t1), ou se

ja, a densidade de probabilidade de gue a particula esteja em

X1 no instante t, dado gue ela estara em xz,...,xn nos instan-
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tes futuros tl,...,tn. Por definigao (74)

p(xl ttli .. u'xn:tn)

P*(leftn;l--:letz lxlitl) = p(XZ’tz;...;xn'tnT . (A.2.7)

Queremos provar gue um processo de Markov com o sentido do tempo
invertido & ainda um processo de Markov [(142), pag. 83]. A par
tir das Egs. (A.2.2) e (A.2.4) com t;< t:;< t; obtemos sucessiva

mente

p(xy,t1i%,t2) = px,t)) P(Xutllxz;t‘z) P

p Xy, t1ixs,toiXsks) = p (X, t15%e,t2) P(X1,t1ix2,t2|Xs,t3) =

pxi,t11x%z,t2) plxa,t2 ixa,ta) =

i

px2,ta5x3,ts)

= pxy,t1;%2,t5) o (5% E2) (A.2.8)
Por indugao resulta {(n> 3)
p(xy,tiiXe ,tak (R, tai X, ts) . - 'p(xn—l’tn-l;xn’tn)
PGtz ";Xn'tn)_ p(x2,t2) p{Xs,t3).epix _ :tn_ ) ?
n-1 1 (A.2.9)

onde t;< tp<...<t_ . Introduzindo esta tltima equagaoc no numera

dor e denominador da Eq. (A.2.7) chegamos a (74)

p(x1,tyrixs,ts)
p{xXs,t2)

p*(xn,tn:-.-:X2,tzlxl.t1)= = p*(XZ,tzlxl,tl) (A.2.10)

com t; < ty; , que & a propriedade caracteristica de um processo
de Markov. Da definicao (A.2.7) segue-se que as densidades de
probabilidade de passagem para a frente e para tras estao rela-

cionadas pela equagao
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D(X1 rtl)

P, (Xzftzlxlrtl) = P(xlrtl!XZrtz) m . (A.2.11)

Processo de Wiener. O processo de Wiener € um modelo

matematico idealizado do movimento browniano fisico no qual as
hipoteses introduzidas por Einstein sac supostas vAalidas mesmo
para intervalos de tempo indefinidamente curtos (ver a discus-
sao no § 5 do segundo artigo de Einstein em (73) e, também, em
(142), cap. VIII, § 3). Denotemos por W(t) o processo de Wiener,
que pretende representar a posigdo no instante t de uma particu
la gue executa um movimento browniano unidimensional. Neste pro
cesso as varidveis aleatdrias nao sao W(t), mas W(t)-W(s), que
representa o deslocamento sofrido pela particula no intervalo de
tempo de duragdo |t-s| . Supondo que estes deslocamentos s3o in
dependentes, Einstein (73) mostrou que o deslocamento quadrati-
co médio da particula num intervalo de tempo nac excessivamente
curto e proporcional 3 duragao do intervalo e gque, ademais,tais
deslocamentos sao varidveis aleatdorias gaussianas. Portanto o
processo de Wiener W(t) é definido pelas.seguintes propriedades

[(142), pag. 97; (143), pags. 21 e 343]:
-(a) Para quaisquer t,s e R a diferenca W(t)-W(s) & uma
variavel aleatdria gaussiana com média zerc e varidncia propor-

cional a |t-s|, isto &,

E[W(t)-W(s)] = 0, (A.2.12)

E[(W(t)-W(s)?] = o?|t-s], (A.2.13)

com 0 > 0. A constante o € denominada parametro de variincia do

processo de Wiener.
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(b) Para guaisquer n intervalos de tempo disjuntos
(tl'tZ)'(t3't")""'(t2n~l't2n) com t1<t2$t3<tu$-u$t2n,l<tn as
diferencas W(tzn)-W(tzn_l),.",W(tn)~W(t3),W(tz)—W(tl) sao varia

veis aleatdrias gaussianas independentes.

Usando as propriedades (a) e (b) e a Egq. (A.1.13) con

cluimos que

E[(W(t)-w(s))(w(t')-w(s'))} =E[W(t)-W(S)] E[W(t')—W(s')J =0, (A.2.14)

desde que t 2 8 2 t'= s'. A partir deste fato e de (A.2.13)é fa

cil provar gue, se s,t > 0 ,

EF(W(t)-W(O))(W(S)-W(O))] =c? min(s,t) . (A.2.15)

L

Com efeito, seja t > s > 0. Entao

E[(W(t) -W(0)) (W(s)-wW(0) )]= E[(W(t)-W(S)'PW(S)-W(O)) x

ZS.

X (w<s)—ww))] _ E[(W(t)—ms)) (W(s)-ww))J ; E[(W(s)—wwnz] -5

Devido & simetria do lado esquerdo da Eq. (A.2.1l5) em s e t con

cluimos ser verdadeiro o resultado que desejavamos demonstrar.

A propriedade (b) implica que o deslocamento W(t+s)-W(s)
com t, s> 0 & independente do passado ou, de outra forma, se co
nhecermos W(s) = X, © conhecimento dos valores de W({t) com T<sS
ndo exerce nenhuma influéncia sobre a distribuigao de probabi-

lidade de W(t+s)-W(s). Portanto, para ty fixo, as diferengas
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{W(t)—W(to), t 2 to} constituem um processo de Markov.

N
O processo _de Wiener tridimensional W(t) & definido de

forma andloga a adotada no caso unidimensional. Dados t;<t,gts<t,

. - > > o -~ - -
as diferencas W(t,)~W(t;) e W(t:)~-W(t,) sao variaveis aleatd -
rias gaussianas independentes com média zero e matriz de covari

ancia proporcional d matriz identidade, ou seja,
EE"q(t)—ﬁ(s)] =0 , (A.2.16)
E[}Wi(t)—W;(sD(Wj(t)—Wj(s))} = 026ij |t-s| , (A.2.17)
com ¢ > 0. Observe que a Eq. (A.2.17) mostra que as componentes

da diferenga ﬁ(t)—ﬁ(s) sao independentes entre si. Em trés di-

mensoes a Eq. (A.2.15) assume a forma (s, t> 0)
. - - = 2 -
E[(Wi(t) Wi(OD(Wj(s) Wj(O))} o 6ij min(s,t) . (A.2.18)
A.3 - EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS

Considere um processo de Markov do seguinte tipo:
X(t,)-X{t,;), o incremento da posicac entre os instantes t: e t:,
€ uma soma de_pequenos incrementos dx(t) cada um dos quais & gaus
siano com média pdt e variancia o?dt. Estas duas quantidades
sao da ordem de dt,e p e ¢ sdo funcgoes de t e X(t). Isto sugere

que escrevamos [(142), cap. 1v, § 3]

dx(t) = pX{t),t)dt + o(X(t),t)ydB(t) , (a.3.1)

onde B(t) & o processo de Wiener com parametro de variancia 1..
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Na Eq. (A.3.1) temos, por definigao, dX(t) = X(t+dt)-X(t) e

dB(t) = B(t+dt) - B(t), de modo que

E[dB(t)] =0 ,

(A.3.2)
E[dB(t)?] = at .

Naturalmente dB(t) & independente de X(s) para todo t > s. Devi

-

do 3 segunda das Egs. (A.3.2), a contribuicao de dB(t) i Eq.
(A.3.1) & da ordem de (dt)¥?, de modo gue B(t)nao & diferencid -
vel e, conseqlientemente, naoc & possivel escrever (A.3.1) em ter
mos de derivadas porque %% nao existe [(;gg), cap. VIII, § 2].
Na verdade a equagdo diferencial estocdstica (A.3.1) & apenas

uma forma simb&lica de representar a eguagaoc matematicamente bem

definida
b b
X(b)-X{a) = J w{x(t),t)dt +J c(X(t) ,t)dB(t),(A.3.3)
a a

onde a segunda integral & chamada de integral estocastica de
Ito [(l42),cap. IX, § 2; (145),cap. VIII, § l] . O conhecimento

das propriedades desta integral nac sera necessario para a com

preensac do que se segue.

Desde que p(x,t) e o(xX,t) sejam fungoes suficientemen
te regulares, & possivel provar que a Eg. (A.3.1) admite uma {ni
ca solugao, solugao esta que & um processo de Markov com traje-
tOrias amostrais continuas [(;gg), cap. VI, § 3]. Uma vez satis

feitas tais condigdes de regularidade, prova-se também que
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1im E[_}-{.(__t_"%)—"_x-(i)|x(t,m)= x]s lim Bl—] (y-x)p(x,t|y, t+th)dy =u(x,t)

ot ot
(A.3.4)
e
hlim+ E[(X(t'?) X(t) |X(t,m)=x:|5 ll‘f Bl— [ (y-x) *p(x,t |y, t+h)dy =0% (x,t).
>0 ho

(A.3.5)

Uma demonstragao heuristica destes resultados & a seqguinte:

lim

-
L, ELX(t+dt)-X(t) 1 X(t,w) = x] = lim %1"&’ E [u(x(t) ,t)at +

i
at dtsot

+0 (X(t) ,£)dB(t) [X(t,w)= xJ = p(x,t)+ lim %i'it_ o{x,t) E[dB(t)} = yu(x,t) ;
deot

X(t,w) = x] = lim +* E[ p2 (X(t),t)at?® +

gtrot 9t

. 1
lim d_t

.\ E]'(X(t-kdt)— X(t))?
at+o

+ 2u(X(t),t) o(X(t),t) dB(t)dt +0? (X(t),t) dB(t)?| X{t,w) =x} =

= lim

n? (x,t)dt? +2u(x,t) o(x,t)dt EI_dB(t):l+02 (x,t) E[dB(t) zﬂmz(x,t).
dtrot L

at

Nestas manipulagoes levamos em conta que dB(t) & independente
de X(t) e usamos diversas propriedades das esperangas condicio

nais, sobretudo as Egs. (A.1.27) a (A.1.30), alem das Egs.(A.3.2),

é claro.

Equagao de Fokker-Planck [(144), § 16} . Seja p(x,t) a

densidade de probabilidade de X(t) e seja ¢(x) uma funcao com
derivadas continuas e de suporte compacto, isto &, ¢ anula-se fo

ra de um intervalc finito [a,b] . Defina

M(t) = E[¢(X(t))] = J p(x)pix,t)dx .

-0
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Entao, por um lado,

dam t
5= J‘P(X) 39.%__)- dx . (A.3.6)
Por outro lado,
1

A (X(t)) = ¢'(X(£))aAxX(t) + = ¢ (X(£))aAX(t)?+... =

2

32

=¢' (X(t)) l:u(x(t) LB dtto (X(t),t)dB(t)] +% ¢" (X(E))o? (X(t) ,t)dB(t)? +0(at™)

porque dB(t) = O(dtvz). Em conseqliencia,

am _ .. 1 [ ] L. 1 { J .
— = lim == Ejd¢ (X(t)}} = lim =4 dt |¢' (Dux,t)plx,t)dx +
dt dt-+ot dt drrot dt

+ % dat Jq;" (x) 0% (x,t) plx,t)dx + O(dtsjz) } =

J ’:U(X,t) $' (x) +%02(X,t) " (X)] p(x,t)dx

Integrando por partes e lembrando que ¢ tem suporte compacto,

chegamos a

= J dz(X){— . [u(x t)p(x t)} + L 3 l:oz(x t)p(x t)]} .
TR ’ r 2 ax2 7 r

(A.3.7)

2l

Comparando (A.3.7) com (A.3.6) e tomando em consideragac que ¢

& arbitriria somos conduzidos & equacao de Fokker—Planck

2
‘g'% = %;( ulx,t) o(x,t)] +%~——3 " [oz(x,t) p(x,t):l , (A.3.8)
X

que governa a difus3o da probabilidade. Devido a sua propria de
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finigao, vemos imediatamente gue p(y,s{x,t) com s < t & uma den
sidade de probabilidade nas variaveis X,t e, conseglientemente ,

satifaz a equagao de Kolmogorov para a frente

2
ﬁﬁwﬂ&9=—iw@&ﬂMLﬂ&ﬂ]+%i;%H&UpWﬁhmq,(A&m

at X 5t

onde s < t. Usando a equagao de Chapman-Kolmogorov (A.2.5) & possivel
encontrar uma equagao diferencial para ply,s|[x,t) relativa as

variaveis vy, s. Com efeito, seja h > 0. Entdo, se s < s+h < t ,

ply,slx,t)= dep(y,slZ.s+h)p(z,s+hl><.t) = dep(y,slz,sPn) [p(y,s+hlx,t) +

a2
) ap(yé;‘l'hlx,t)_f_% (Z_y)z d p(YIS"'h,xft) + ._.:l = p(y,s+hlx,t) +

+(Z-y
ay?

2

2
+§P(Y5;*hlx’t) J( (z-y)p(y,s|2,s+h)dz + 2 BP(Y'S:hIX't) J(Z—y) *ply,s|2z,s+h) az+..
3y

ou seja,

ply,s+h|x,t) - ply,s|x,t) = - —gg— E[X(sih)-x(s) |X(s,w) = y] -

2
-%3§bemmyxmnﬂxwﬂ)=y]+.” . (A.3.10)
%

Dividindo esta Ultima equagac por h, tomando o limite h—>0 e

levando em conta as Egs. (A.3.4) e (A.3.5) e gue os termos nao

escritos se anulam no limite, encontramos a egquagac de Kolmogorov

para tras:

ap ( 5§ Xt _ —uly,s) BE(XéSIXft) _.% o2 (y,s) dply.sixt) @.3.11)
Y dy?
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Seguindo Nelson [(15); (16), § 13] vamos introduzir a
descrigao para tras do processo de Markov X(t) por intermédio

da equagao diferencial estocastica

4, X(t) = u,(X(t),t)dt + o, (X(t),t)aB,(t) . (A.3.12)

Nesta equacao d,X(t) = X(t) - X(t-dt), e dB,(t) tem as mesmas

propriedades que dB(t), exceto que dB ,(t) & independente de X(s)

ara todo t € s. Procedendo como antes prova-se que

lim EF—(—F)—;;XM) | X(t,w)= X]E lim % [(x—y)p*(x,t|yrt-h)dy= U, (x,t)
hrot ot
(A.3.13)
e
. [(X()-X(t-h)) 2} T 4 1 ,
hié$ EL. h X(t,m)=%J_ iig;'ﬁ. (x—y) 2 p*(x,t|y,tfh)dy=oi(x,t).
(A.3.14)
Repare que, agora,
4,6 (X(t)) = $(X(t))=p(X(t-at)) = - [&(X(t—dt))- ¢(X(t){} =

== [?'(X(t))(x(trdt)-x(t)) +-% " (X(£)) (X(t-at)-X(t)) 2 +...J =

= 6T (X(8) (D)= 3 ¢" (D) (AX(E)? + ...,

de modo que, recorrendo a argumentos ja utilizados, deduzimos a

equagdo de Fokker-Planck para tras:

90 _ % [:u*(x,t)p(x,t):\ - %32— [cf(x,t)p(x,t)} . (A.3.15)

] axz
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Derivadas médias [(;5); (16), § llj. Seja f(x,t) uma

fungao suficientemente diferenciavel. A derivada média para a

frente do processo estocastico f(X(t),t), define-~se por

E[:f(X(t+h) ,tth) - £(X(t),t) X(t):] , (A.3.16)

DE(X(t),t) = lim

hsot h

de forma que Df(X(t),t) & um processo estocadstico. Supondo gque
f(x,t) admite uma expansao em série de Taylor escrevemos
1 3%f

ax(t) +-?:- _
ax?

of | of
3t , at + 5%

x=X(t)

af(X(t),t) = ax(e)? + ... .

x=X(t) *x=X (t)

Fazendo uso da equagao diferencial estocastica (A.3.1), e repe -

tindo argumentos ja fartamente empregados, obtemos

2
pE(x(e), )= 2REE ) wuxeo) b BEE | o2 x(p 0 RERE
x>
x=X(t) x=X(t) x=X(t)
gue, para simplificar a notagao, escrevemos como

_13 3,1 2

DE(X(t) ) =) =p + n(X(t),t) + = o2 (X(B) ,t) — [F(X(t),t) . (A.3.17)
t 3x 2 22

A derivada média para tras & definida de modo analogo:

DECK(D),0) = 1in ELf(X(t),t)—i(x(t—h),t—h) IX(t)] . (A.3.18)

h+o

Para encontramos uma forma explicita para a derivada média para

tras consideremos (t' = t-dt)
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4, f(X(t),t)= £(X(t),t)- £(X(t-dt),t - dt) = - [f(x(t') ) f(x(t),t)]=
2
. [af D) (pens EEB ey 2 LEXE j}‘;"t’ (x(t‘)—x(t))2+...]=
x=X(t) x=X (t) ¥=X (1)
_of oF 1 9%F
= dt4-§§ dx, (t) -5 ;r; (@,X(£)? +... .
| %=X (t) *=X (t) ()

Combinando esta Gltima expressao com a Eg. (A.3.12) e repetindo
o raciocinio anterior resulta

2
D EX(D) , )= {% + 1, (X(t) ,t) % - % a2 (X(t),t) o ]f(x(t) A . (A.3.19)

ax?

A aplicagac das Egs. (A.3.17) e (A.3.19) a f(X(t),t)= X(t) re -

dunda em
DX(t) = p(X(t),t) , D X(t) = u (X(t),t). (A.3.20)

A razao pela gqual foram introduzidas estas derivadas médias &
que, na maioria das situagoes, o processo estocastico X(t) nao

& diferenciavel. Se X(t) for diferenciavel entao DX(t)=D,X(t) =

dX(t) /dt. Como este usualmente nao & o caso, em geral DX(t)

é diferente de D, X(t).

Para encerrar este estudo da cinematica dos processos

de Markov, vamos estabelecer a relagao entre Her O, € U,0 (74).

Conforme a Egq. (A.3.13),
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. 1
Uy (X, t2)= lim _ s f ax) (%2=x1)p, (X2, k2| %1,t1) =
tyrte J
1 . 1 ( _
= ———— lim ax; (X=x1) pl3y ,ty [ X2 t2) p (%), 8)) =

plxa,tz) ty*ts to~t, )

- 1 . 1 -
= Seny t?ftz Fapr f ax, (xz-x1)p(x—-x1, %1, &1, t2)o(x1,t1) ,

onde usamos a Eg. (A.2.11) e definimos p(xz=Xi,Xi,t1,tz) =
E;ﬂxlﬂaleﬁa). Introduzindo a nova varidvel Z = X2~X1 a 1integral
torna-se

..__l.___ 1lim
p (XZ r tZ ) t1+t; tz-tl

U, (%2, t2) = f dz Z p(Z,x.-Z,t1,t2) p(x:~Z,%;) .

Expandindo o integrandc (considerado come fungac de x,-Z) em po

tencias de Z obtemos

1 1
p(x2,ts) 5 to=t;

Uy (X2, t2) = J dz Z{ﬁ(ZrXZrtl,tz)D(ertl) +

+ (_Z) L [D(XZItl) P(Zf XZrtlrtZ):ll + ---}:

aXz

- 1 . 1
T p(X2,t2) ,i?f£z t—t, {-D(Xz,tl) J dz 2z P(Xz,t1|Z+x2,t2) -

33—{'-2‘ [D(XZItl) J az z?2 p(xz,tllz + Xz ,t2) :l +...} ’ (A, 3.21)

onde utilizamos p(Z,x2,ti,tz) = p(xa,t1[Z+xZ,tz). Observe que,

por exemplo,

fdx(x—Xz)p(xhtl |%,t2) =

1 . 1
-t fdz Z plxe,t1]24%,t2)= lim _ ta-ta

£y
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X{t2)-X(t,)
to—1,

IEI:

_ , X(tyw) =% | =
t+to

U (X(tl),tl)dtw (X(tl) rtl)dB(tl)

= lim _ E X({t,,w) = Xz =
t>ts datc
= Jim _ U(Xz,tl) = u(XZl'tZ) ’
i
onde fizemos dt = t; - t; e, como & evidente, supusemos que

U (x,t) & continua em t para cada x. Dando um tratamento anilogo
ao termo seqguinte, e notando gue 0s termos omitidos na Eq. (A.3.21)
sio da ordem de (dt) ¥2 e, portanto, dao contribuigao nula no li

mite, encontramocs finalmente

1 d

Uy lx,t) = ulx,t) - LD 3%

[oz (,1) p(x,t):l . (a.3.22)

Procedimento idéntico permite verificar que

oilx,t) = ¢?(x,t) (r.3.23)
A.4 - MOVIMENTO BROWNIANO

Os processos estocasticos tem encontrado utilidade no
estudo de diversos sistemas dissipativos, inclusive na analise
de colisOes fortemente inelasticas de jons pesados (139, 146) .
Historicamente, poré&m, o processc fisico denominado movimento
browniano deu o primeiro impulso para o desenvolvimento da teo
ria matematica dos processos estocasticos. Este problema fisico

serve de paradigma para a aplicagao das equagoes diferenciais
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estocasticas. Por isso iremos discuti-lo agui, embora de uma
forma excessivamente sucinta e com fito precipuamente ilustrati

VG.

A teoria de Ornstein-Uhlenbeck [(147); (16), § 9]. As

equagoes basicas da teoria de Ornstein-Uhlenbeck para o caso u

nidimensional sao

dax{t) vit)dt .,

(A.4.1)

fl

dv(t) -Bv{t)dt + dWw({t) ,

onde B> 0 & uma constante e W(t) & um processo de Wiener com pa
rametro de variancia o, & ser determinadoc mais adiante, Nestas
equagdes dW(t) & independente de X(s) e V(s) para todos t 3 s.

Se admitirmos que V(t) € diferenciavel podemos escrever

av(e) _ IO
a3t - mavi{t) + m g - BV(t) + F(t) , (A.4.2)

que & a equagao de Langevin (148). De acordo com esta eguagao a
forga sentida pela particula pode ser dividida em duas partes:
uma parte sistematica - mBV(t) representando o atrito vicoso ex
perimentado pela particula, e uma parte flutuante F(t). A equa-
cao de Langevin é& apenas formal, todavia, porque W(t) nao & di

ferenciavel. Formalmente podemos escrever

— (_i.,_ -_ =
E(F(t)] =mg B (W) - W] =0

,g_lg g [W(t)- W(0)) MWis)- woN] =

E[F(DF(s)] = m? %E
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- ez &8 C ez 4 ) 3
=m0 3¢ ag-min(s,t) = 0°C] 3 as [%B (s - )+ s6(t - s)} =
a a
= mzoé 3 l:t § {s-t)+6 (t-s) -8 (t—~s)]= mch)& B(t-s)= (m co)zé(t-s) ,

(A.4.3)

que correspondem as hipbteses usuais sobre F(t)[(149), pég.Zl].
Para a obtengao destes resultados fizemos uso da fungao descon-

tinua

0 ; <
B(x) =41/2 ; =
1 1 X > 0
X de {x) _ . .
gue satisfaz 3% = §{x) desde que as quantidades envolvidas

sejam interpretadas como distribuig¢oes. A equagao de Langevin
foi introduzida originalmente de forma fenomenolbgica, mas sua
deducao a partir de modelos microscOpicos é possivel, como tem
sido estabelecido por varios autores., Esta questao esta fora dos
limites deste trabalho, por isso remetemos O leitor interessado
a literatura pertinente (33, 34).

-

A solugao da segunda das Egs. (A.4.1) &

rE

Bt J efS aw(s) , (A.4.4)
0]

Vit) = e "° v(0)+ o Bt

onde V{(0) & a velocidade inicial da particula que executa o mo-
vimento browniano. Portanto V{(t) & um processo estocastico gaus
siano com média o Bt E[v(0)] . A covariancia de V(t) pode ser

calculada formalmente da seguinte maneira (t > s):

-
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E[(V(t) - eFBtV(O)) (vis) - e“BSV(O))] =

¥

t s
- [e-Bt { B aw (w) e—Bsf BV dW(v)] _

- 0O O

_ o-Blt+s) fteau au fseB" g g | a@iv)]
o o du dav
t 5
= ¢ BtFs) o? f P qu J B suviav =02 & BIES) 285
o) o 28 ’

(A.4.5)

onde usamos a Eqg. (A.4.3). Fazendo t = s e tomando o limite

t —» » obtem-se
a
E[V(x)?] = 52— . (A.4.6)

Pelo teorema da equipartigao da energia, na situagao de equili-

brio térmicc devemos ter o valor médio da energia cinética igual

% mE[V(x)?] = % KT . Por conseguinte o parame

tro de variancia de W(t) € dado por

a KT/2, isto &,

2 _ 2 _BKT (A.4.7)

[9) .
Q m

Este & o chamado teorema da flutuagao-dissipacac gue, fazendo

uso da Egqg. (A.4.3), pode ser escrito na forma

B = —-——l—-[ E[F(t)F(0)]dt , (A.4.8)

-0

e gue relaciona o coeficiente de atrito viscoso a autocorrela -

cao da forga flutuante .

A partir da equagao
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t

X(t)-X(0) = J V(s)ds (A.4.9)
o

podemos encontrar a variancia condicional de X(t). Citamos ape
nas o resultado [(149), pig. 26] :

2
VO 10788 " KT opt 3440 Bt 26t

B? mR*

).
(A.4.10)

[:(X(t) -X(0)) | V(O)}

Se tomarmos a média desta equagao sobre todos os valores de V(0)
e nos lembrarmos de que, na situagac de equilibio térmico, © va

lor médio de v(0)? & igual a KT/m, chegamos a

EEX(t)-X(O))Z] = 2KT (Bt-1 + e_Bt) . (A.4.11)
mR 2
No limite t --0 esta equagac fornece
E[(X(t)— X(O))2:|= %’9 tZ= E[V(O)2:| t? , (A.4.12)

© que indica que a particula descreve um movimento retilineo u
niforme com velocidade igual aquela do equilibrio teérmico, como
seria de se esperar intuitivamente. Observe que na teoria de
Ornstein-Uhlenbeck o processo X(t) & diferencidvel, isto &, a

velocidade V(t) existe, mas a aceleragao nao existe.

Até agora consideramos somente o movimento browniano i

vre, isto &, na auséncia de forcas externas. Em trés dimensoes,
> > > > ~

e na presencga de uma forg¢ga externa F(x,t)= mK(x,t}, as equagoes

basicas da teoria de Ornstein-~Uhlenbeck passam a ser
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dx(t) = v{t)at ,

K(X(t),t)dt - BV{t)dt + aw(t) .
(A.4.13)

av (t)

Note que a segunda das Egs. (A.4.13) acopla os processos §(t) e

+ -~ L} + L3 3
V(t), o gque naoc ocorria no caso do movimento browniano livre.

A aproximagao de Einstein-Smoluchowski. A aproximagao

de Einstein para o movimento browniano livre consiste em escre-

ver a equacgao diferencial estocastica {unidimensional)
ax(t) = aw(t) , (A.4.14)

onde o processo de Wiener W(t) tem parametro de variancia
-1 -~
a= B o cOm 0 dado pela Eq. (A.4.7). Portanto a variancia de

X(t) é dada por

E[{X(t)—X(O)){l = E[(W(t)-W(0))?]= o’t = %— t=2vt , (A.4.15)

onde v & o coeficiente de difusac das particulas suspensas[}l@,
pag. 12] . Se t>>8_1vemos gue a Egq. (A.4.11) da teoria de

Ornstein~Uhlenbeck reduz-se a Eg. (A.4.15) da teoria de Einstein.
Um caso tipico (150) & Bnl: 100 s. Se considerarmos t =1 s, o
que representa um intervalo de tempo bastante curto do ponto de
vista experimental, o erro relativo cometido ao empregar-se a
aproximacao de Einstein & da ordem de 107" . vé-se, portanto,que
a aproximagao de Einstein € excelente péra intervalos de tempo
muito maiores do gque o tempo de relaxagao 3_1. Para tempos cur

tos em relacaoc ao tempo de relaxagdo a discrepancia entre as

Eqs. (A.4.11) e (A.4.15) & consideravel, e a aproximagao de




149

Einstein deixXa de ser valida.

L] _)‘ L]
Imaginemos, agora, gue uma forgca externa F esteja atu-
ando sobre a particula gue executa o movimento browniano. Admi-
] » + L]
tamos, inicialmente, gue F seja constante. Neste caso, quando a
>
forgca de atrito viscoso -mBv e a forga externa se equilibrarem,
- » 3 - » . 2 -+ =
a particula adquirira a velocidade limite v = F/mB. Em outras
palavras, para tempos longos em comparagao com O tempo de rela-
1

xagdo B a velocidade deve ser aproximadamente F/m8 . Se in-

cluirmos as flutuagoes aleatdrias devidas aos impactos molecula

res somos levados a escrever
at + aw(t) .

Se F depende de X(t) e t, mas varia t3o lentamente a ponto de
ser aproximadamente constante ao longo das trajetdbrias para in-

-1
tervalos de tempo da ordem de B , podemos escrever

>

>
ax () = EB%%‘-L_E)_ at + daw(t) . (A.4.16)
Esta & a equagao fundamental da teoria de Einstein-Smoluchowski.
Vemos, entao, que esta aproximagao deve ser boa se B for muito
grande. De fato, pode-se provar rigorosamente que a teoria de

Einstein-Smoluchowskl & o caso limite da teoria de Ornstein-Uhlen

beck quando B—> = [(16), § 10, teorema 10.1]
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