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RESUMO

Neste trabalho considera-se o problema das copias ou
ambigilidades de Wu-Yang em teoria de campos de gauge, fenomeno
recentemente descoberto e que tem sido motivo de varias publica
¢bes nos Ultimos cinco anos, originando uma vasta literatura so
bre o assunto. Apasauma breve revisdo dos conceitos fundamen -~
tais das teorias- de gauge, passamos a discutir os exemplos e Te
sultados mais significativos concernentes a copias, cuja exis -
téncia & caracteristica unicamente de teorias ndo-abelianas. Da
mos especial atengao éos trabalhos de Bollini—Giambiagi —Tiomno
e de S. Solomon, ao mesmo te&po em que s3o investigadas algumas

, conexoes en@rg eles. Finalmente, formula-se o conceito de co-

pias elétricas ndo-abelianas e apresenta-se um processo de ob -

tencdo deste tipo de ambigllidade.
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"In the weltern o4 conflicting fanaticisms, one of the
fow unifying. forces Ls scientific truthfulness, by
which T mean zthe habit of basing our beliefs upon
observations and .inferences as impersonal, and as
much divested of Local and temperamental bias, as is

possible forn human beings."
(Bertrand-Russel)
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CAPTTULO I

CAMPOS DE GAUGE

1.1 - Introducao

Em teoria de campos toda a dinamica de um dado siste-
ma fisico se encontra condensada no lagrangeano do sistema. 0
estudo de certas simetrias exibidas por algumas teorias justifi
ca sua impofténéia devido ao fato de que estas simetrias estdo
normalmente associadas a lejs de.conservagao da natureza. Se co
nhecemos o 1agrangeanp de uma teoria, bem como suas simetrias,o
teorema de Noether nos fornece imediatamente as leis de conser-
vagdo correspondentes.

Seja
_ a a
L =L (¢ s3u¢ )

N - - * . » et
o lagrangeano de um sistema f1s1co( ). Definimos a a¢ao do s

-
[tr

tema por
3 a a
dt | d°x L(¢ 29,6 )

As equacoes de Euler-Lagrange patrd-os &ampos ¢a s3o

N

. .
( )Estamos usando "lagrangeano” mo sentido de "densidade lagrangeana'". Na

verdade, o lagrangeano & a integral espacial da densidade lagrangeana.




obtidas através do principio de Hamilton:

ty
s J dt [ a3x 1(6%,0,6%) = 0 ,
£

para t1 e tz instantes quaisquer, onde as variacoes dos campos
s3o nulas na fronteira da regi3ao espacial de integragio e em

t], t2' Assim, encontramos:

L 3 3L

— 9oy - 1.1
R TEN ! -

a=1,...,n = n9 de campos
w=0,1,2,3

Uma variagdo infinitésima nos campos produz uma varia

¢do em L dada por:

Ja que
8(8,05) = 8,(56,)

usando (1.1) temos:

o5 = 5, —2L__ 52 & —2L__ 3 g¢2
Via(agen) M os(agen) YV
v vy

8L = 3 [——Jﬂl——]a¢a (1.2)
v a
3(3,9,,) e
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Se L for invariante frente ds variacoes do campo, is-

to &, 85 = 0, chegamos a seguinte lei de conservacdo:

onde

(1.3)

g a "corrente” conservada.

(1)

1,2 - Transformagoes de Gauge

Consideremos agora Lg = 3u¢*3u¢ - u2¢*¢, o lagrange-
ano livre do campo escalar complexo. E imediato verificar que

Ly € invariante sob a transformacido

$(x) —— ¢'(x) = e %(x) = U(a)o(x)
‘ - (1.4)
o (x) —— ' *(x) = e 1% (x) = U (a)e¥(x)

onde o € uma constante real. A razao desta invariancia de Ly

reside, naturalmente, no fato de as derivadas au¢, Bu¢*'setran§

formarem segundo a mesma lei de (1.4):

[ io JEERT] -
Bud) —_— Bucj) = e Bud) = b(a)auda
(1.5)
*

* *

]

Sud)

> 9. ¢

- -io *x _ -1
u e % ¢* = U7 ()34

‘A versdo infinitesimal de (1.4) tem a seguinte forma:



$'(x) = (1 + Ta)é(x)
. (1.6)
$'*(x) = (1 - {a)e™(x)
de onde segue que:
§¢(x) = dag(x)
(1.7)

8% (x) = ~iap™*(x)

Desde que n3do envolve mudanga nas coordenadas do espa
go-tempo, (1.4) recebe o nome de fransformacdo interna.Dizemos,
pois, que Iy possui simetria intenna.

Atraveés da equacdao (1.3) determinamos a corrente con-
servada ju associada a invariancia de Iyt

*
9L

s 9L * s *_ %
Jj, = 8¢ + 8¢ = (43,0 -¢73 ¢)

A "carga" conservada fica dada por

¢ = [ ¢*x 34
Como o par@metro a« ndo & uma fungio das coordenadas,
jsto &, U(a) atua da mesma maneira em todos os pontos do espaco
-tempo, dizemos que (1.4) representa uma inanéﬁohmag&o de gauge
de primeina especie ou gzobaﬂ(**). Em contrapartida, quando o
passa a'depender das coordenadas (o=a(x)) temos uma Zfransforma-

¢ao de gauge de segunda espécie ou Locaf. A ideia "de se investi

* - . -, -~ -~

( )Como o e uma constante arbitraria podemos esquece~la na expressao para

M.

*% . P =

( )Al uns autores preferem a palavra calibie ou medi{da ao inves de gauge.
g P g



tigar a invariancia de uma teoria sob uma transformagao de gau-
ge local coube a C.N. Yang e R.I. Mills, inspirados no fato de
que a propagacao de interacoes entre campos se realiza com velo
cidade finita.

Exéminemos agora a invariancia de Lo frente a tﬁans -
formagoes locais,-isto &, U = U(a(x)). Nesse caso as equagoes

(1.4) mantem a.mesma forma, enduanto que (i.5) se alteram:

o ¢

v Jda(x) . ]
u -+ au¢ = e [au+1au(x)J¢

(1.8)

3 ¢* auq)'* - e-ta(x)

f . *
u lsu-1au(x)]¢ s

onde ap(x) = aua(x).

Portanto, vemos que, quando a=a(x), U(a)au¢ # au¢' .
Quer dizer: as derivadas do campo ¢ nao mais se transformam do
mesmo modo que &. Isto € o sufiéiente para que haja uma quebra
da invaridncia de Ld, pois,apesar do termo com massa (u2¢*¢)
continuar invariante, o mesmo nao acontece com a parte cinética
de Lys 3u¢*3u¢- .

Para restaurar essa invariancia perdida substituimos,
em Ly, © operador au por um outro operador "derivagab“, defini
do(*) por Du = au-TeAu(x), ao mesmo tempo exigindo que Du¢ se
transforme de maneira identica a ¢:

‘l = _'- ' [ iG(X) s
Du¢ —_— (Du¢) = (au 1eAu)¢ =e (3u 1eAu)¢
) ) (1.9)
D% —— (D,6)'% = (3 +ieAl)o"™ = e'1a(x)(au+1'eAu)¢*

(*)

e e uma constante real e Au um quadrivetor.



to animo)(*).

Para que possamos obter as equagdes qé movimento do
campo Au & necessario completar (1.171) acrescentando o lagrange
ano livre Lotet de Ap. A extrema semelhanga com o campo eletro-

magnético nos sugere que escolhamos

- -]
Letet =~ 7 Fquuv ’
onde Fuv = auAv-avAu.
E facil constatar que Le]et € invariante sob a trans-

formagdo (1.10), significando que Au e A&. descrevem a mesma

realidade fisica. De modo que a presenca de L em (1.11) ndo

elet
altera sua invariancia sob (1.5) e (1.10). Assim, obtemos uma

teoria gauge-invariante com um lagrangeano total dado por:

_ . * L 2% 1 .
L = (Bu+1eAu)¢ (Bu 1eAu)¢ e e 3 Fquuv . .(1'I2)
A esta altura & interessante notar que, antes da inte
ragao com 0 campo Au’ ¢ e ¢* satisfazem exatamente a mesma

«equacgao de movimento:

[E_]-i— uz]d) =0
[1___]+ uz]da* =0

com [ |= 3,9, Quer dizer, ndo ha como fazer distincao entre ¢

* - -
e ¢ ; ambos descrevem precisamente a mesma particula. Entretan-

to, depois da interacdo essas equacOes se modificam:

*)

Estamos considerando um sistema de unidades no qual f=c=1.



—

3
au (

- Nl 2, .
u‘”‘u”’_\f“‘i’“o

=

2 Bu+1'eAu)¢*:l £ ule* =0

Concluimos, entdo, que Au tem a caracteristica de discernir en-
tre ¢ e ¢*, os quais, depois da interacio, nio mais descrevem a
mesma particula e satisfazem equagGes diferentes.

Finalmente, & importante observar a ausencia de termo
de massa do tipo mzAuAu em (1.12) que, naturalmente, nao & inva
riante de gauge. Isto significa que a particula representada por
Au (foton) & forgcada, por razbes de invariancia, a n3o ter mas-
sa. Vemos., portanto, que o lagrangeano (1.12) descreve precisa-
mente a e]etrodingmicé do campo escalar complexo e que o princi
pio da invari@ncia sob uma transformacgdo interna Tocal "redesco

bre" o campo eletromagnetico.

1.3 - Campos .de Yang-Mills Ndo-Abelianos

Nesta secao estudaremos o aparecimento de campos de

gauge quando consideramos o lagrangeano

L= Py, - my (1.13)
em que
¥y (x)
P = ‘1’2()()

b3 (x)



e um triplete de espinoyés de Dirac, cada um correspondendo a
um estado de cor de um campo de quark. Portanto, y(x) & uma ma-
triz coluna com doze componentes.

E imediato comprovar que (1.13) & invariante sob a

transformacdo U = U(8) definida abaixo:

076,
Py — P’ = U(B)Y = e P
(1.14)
_ L _ -ie%c,
P —— ' = PU (8) = P e >
ieta, _ a
onde U{g) = e € um elemento do grupo unitario SU(3) , ®

sdo parametros constantes reais e Ga (a = 1,...,8) s3ao os gera-
dores do grupo na representacao de matrizes 3x3. 0 grupo SU(3)
g um grupo nao-abeliano, isto &, seus elementos nao comutam en-

tre si; e seus geradores satisfazem a seguinte algebra (de Lie):

Ea’eb:[ = Tabcbec >

sendo f_, = as constantes de estrutura do grupo, anti-simétricas
v ~ . s
com relagao aos indices g e b.

Na'forma infinitesimal (1.14) torna-se:

n
-
@
[*2d
<

p—— ' = (1 + 9676, )y => &y

(1.15)

It

1
1
.
<]
@
2]

V— ¥ =901 - %) —> &y

Aplicando (1.3) encontramos a corrente associada 3@ in

variancia de (1.13) sob (1.14):
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Como os parametros 6, s3o arbitrarios temos oito quantidades

conservadas:
i =Ty 60 . (1.16)
iH y-a

De modo analogo ao que fizemos anteriormente, conside
remos os parametros 6, como sendo fungoes do espaco-tempo [ea=
= ea(x)]. Com isto, novamente L deixa de ser invariante sob
(1.14) e para restabelecer a invariancia introduzimos oito cam-

pos "compensadores". 0 processo @ idéntico ao que seguimos an-

tes e comecamos por definir uma derivada covariante:

com Bu = gBuaG g & a constante de acoplamento e Bua sao 0s

a;
campos de gauge ou campos de Yang-MiLLs.

Dessa maneira o lagrangeano (1.13) passa a ser:

L = E(iyunu - m)y (1.17)

Para encontrar a lei de transformacao de Bu impomos:

DY’ = UDY .

ou seja,

ou ainda,
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1 = ] .
BIU = UB, + 3L (1.18)

- -1
Multiplicando (1.18) a direita por U ', obtemos:

L -1 ! -1 Y
B, = UBUT + {3 U)U (1.19)

Tambem podemos obter de (1.18):
RS T -1 (*)
B, = UT'B U + (30U (1.20)

Se Bl =0 em (1.20) segue-que B, = (BuU_1)U e dize -
mos que nesse caso Bu & um gauge puro. Concluimos, portanto,que
so podemos anular um campo Bu através de uma transformacio de
gauge quando Bu for um gauge puro. Fisicamente 1isto significa
que Bu corresponde a um estado de vacuo.

.Voltando a (1.17) vemos que precisamos ainda acrescen
tar a parte do lagrangeano que descreve a dinamica livre dos
campos Bua. E possivel demonstrar sem maiores dificuldades que
a imposicao de invarjincia do lagrangeano livre dos campos de

+ Yang-Mills sob a transformacgdao (1.19) requer que LYM assuma a

forma particular Lyy = LYM(Fuva)’ onde

a _ a _ a abe, b ;¢
Favo, = 9,8, 3,8,  + g 7% 0 B
€ conhecido como tensor das intensidades de campo. Definindo
- a
F“v = gFuv Ga temos que

*)

Notemos que ('()UU)U"1 = —UauU—l.
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Fuv = Bqu - avBu + [EH,BQ] . (1.21)

Uma vez que Bu se transforma segundo a equacdo (1.19)

& facil verificar que, para Fuv’ temos:
-1

= UF U

Fuv v (1.22)

0 lagrangeano invariante Lyp mais simples que podemos
formar com Fuva €, naturalmente,

F a F a

~ 1
Iyw = - 7 uv uv

a

As equacoes de movimento para P e Bu (ou Bu) serao

obtidas do lagrangeano completo

—_ . 1
L= iy, - my - 7 Fwa Fwa . (1.23)

Podemos infe?pretar as particulas sem massa que apare
cem neste lagrangeano como sendo os "gluons". A forga entre os
Jquarks e, eventualmente, seu confinamento serdo devidos a estes
"gluons".

De (1.23) podemos extrair as equacdes de Yang-Mills:

auFuv * Eu’Fuvj =dy o [(1.24)

onde Jv representa a fonte dés campos de Yang-Mills. E bastante

simples verificar a partir de (1.24) que a lei de transformagdo
de Jv e identica a de Fuv:

T -1
Jv = UJvU
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E possivel mostrar que Fuv satisfaz 8s " identidades

de Bianchi":

DF +DF +DF_ =0 (1.25)
p v v_pu W vp

Se definirmos o dual de Fuv por

* o1
Fuv 7 Epvap FAp ?
onde uvdp € o tensor de Levi-Civita, a equagdo (1.25) & equiva
lente a
DF* =0 (1.26)
ATV

A presenca de ‘termos de auto-interacao entre os cam
pos de Yang-Mills torna a equacgdo (1.24) dificil de se resolver.
Esta auto-interacdo & responsavel pela n3o-linearidade da. teo -
ria de Yang-Mills, consequencia do fato de estarmos numa teoria
ndo-abeliana, isto &, construida a partir de um grupo de sime -
tria nio-abeliano. No caso da eletrodinamicado campo escalar
compiexo, que estudamos na secao anterior, o grupo de simetria
{ou de gauge) era o U(1), um grupo abeliano. Se considerarmos
.0 campo eletromagnético como sendo essencialmente um campo de
gauge, entao esse & o motivo da linearidade das equacOes de Max

well,



CAPTTULO 11

COPIAS DE CAMPOS DE GAUGE

2.1 - 0 Surgimento das Copias

Bastante conhecido em eletrodinamica € o fato de que

* - . -
se dois potenciais( ) Au e AL dao origem ao mesmo Fuv’ entao
‘= A+ . Isto &, o campo F___ determina os tenciais a me
Au u auu R po " r 0S po cia e

nos de um gradiente de uma fungdao arbitraria a(x). A demonstra-

cao desse resultado & baséante simples.. Da defini¢c3ao de Fuv
temos:

Foo(A) = 3. A, = 3A (2.1)
e

Fry(A') = 3 AY - 3R} (2.2)

Se Fuv(A) = Fuv(A ), as equagoes acima nos dabo:

3.A - 3.4 =0 , (2.3)

onde Au = AU—A

*)
A partir de agora ao que vinhamos chdmando de campo (AU) e Aintensidade
de campo (FU\’) denominaremos, respectivamente, de pofencial (All) e cam-

po (Fuv>'
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Ou seja, Au & irrotacional; Togo existe uma certa fungao a{x)
tal que Au = aua(x). E assim, A; ='Au+aua. Diremos, entdo, que

's associados a um da-

em eletrodinimica todos os potenciais Au
do Fuv sao gauge-equivalenies.

Em 1975 T.T. Wu e C.N. Yang(g) mostraram que o mesmo
nao ocorre em teorias n3o-abelianas. De fato, exibindo um exem-
plo em SU(2), eles conseguiram demonstrar que & possivel dois
potenciais Au e AL estarem associados a um mesmo campo Fuv sem,
no entanto, serem gauge-equivalentes, i.e., sem haver uma trans
formagao U(x) (elemento do grupc de gauge) tal que AL = U_WAuU+
+U’]auU. Esse fencmeno, conhecido como ambiglhidade de Wu-Yang
ou tambem como copias de campos de gauge (abreviadamente copias
de gauge) e cujo significado fisico ainda permanece um tanto
obscuro, tem merecido a aten¢ao de diversos pesquisadores. De
fato, ja existe hoje uma considerdavel literatura sobre o assun-
to. Entre outros, podemos citar os ‘trabalhos de S. ' Deser -
-F. Witezek3), m. catvol®), R, Roskies(®), 5. coreman(®), .5,

hatpern{Z), ©.6. Bollini-d.2.Giambiagi-d.Tiomno(82) | 5. solo-
mon(lg), N. Weiss(ll) e S. Degér—w.Drechs]er(lg). E_nosso obje-
tivo discutir os principais resultados de alguns destes traba-
Thos, nos quais s3o apresentados novos exemplos dessa ambigﬂidg

de, bem como condig¢Ges necessarias para sua existéncia.

-
7

2.2 - 0 Exemplo de WU—Yang( )

Consideremos dois potenciais (bu )A e (bu )C em
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Su(2) (*) dados por:

) ‘ . 3
(I =0+ (55 = g5y §g (v-1) . (2.4)

3

P N P LTS I O P (U P I O

2
-y
=- 07D i 8 (2.5)

2 3
onde Y & uma constante, i = 1, 2, 3; e os indices 6, r, ¢ in-.

- —- . *k
dicam projecgoes esfer1cas( ).

0Os campos (fE

(bﬁ)c sao dados, respectivamente, por:

Wy e (fﬁv)c determinados por (bS)A e

k
(Foida =0+ (g = ey - 08 L (26
r
2
k 1 2 _ 3 _ X 2
(foi)C = (fij)C = (fij)C =0 , (fij)c = Eijk :g(] Yo) (2.7)

Calculando as fontes dos potenciais (2.4) e (2.5) atra

ves de(***)

+

ko 2 m
iy = auFuv + €rom bUFUV R

(%)

Estamos tomando como geradores de SU(2) as matrizes Uk/Zi (0k - matri-

zes de Pauli), o que significa que as constantes de estrutura sao os
€,.."8.

() Bk o .
Os potenciais (2.4) e (2.5) estao definidos sobre uma regiao do espago
que nao contém a origem, nem pontos do semi~eixo negativo Z, excluindo
assim o "string” de Dirac, onde o potencial vetor de um monopolo magne
tico @ singular.

(#x4)- - . . P
Essa equacao e a correspondente de (1.24),escrita em termos dos Indi -

ces do espaco isotopico com g=1, convenggo que adotaremos daqui por di

ante.
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encontramos:

(Ggha =0+ @5y = e vy (2.8)
(g =0 . (2.9)

Podemos realizar uma "rotagdao de gauge" em (fﬁv)c de
forma a fazé-lo coincidir com (va)A. Um calculo simples nos mos

tra que o elemento de SU(2) correspondente a esta rotacao sera

g .0 .
-i% Sgio i50 i%o
U=c¢ 2 3 e 22 e 273 (2.10)

Em outras palavras, com a transformagao (2.10) temos

(2.11)

onde, naturaimente,

ok %k I % ek %
(Fuv)A"(fuv)A 21 (Euv)C"(fuv)C 2i (Fuv)B_(fuv)B Vil
y = . k ok .
A transformacao do potencial (Bu)c=(bu)c 5T fica dada
por
(B.)s = UTV(B). U + U 15 u (2.12)
u’B u’C u )

A equagao (2.11) representa, de fato, uma rotagao ne
espago isotopico, transformando o isovetor (fﬁv)C no isovetor

(fﬁ;)A- Por outro lado, a equacdo (2.12) nos da a express3o
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para (buk)B: (*)

K 2.k
(bK)g=0 (bik)B = t% (e300 + ¥207x" tgo) L(2.13)

onde ¢i € a i-8sima componente do vetor 3¢ = (-send,cosd,0).

Pela razao de (j,ﬁ)c ser nulo, (b!:)B tambeém n3ao te -
ra fontes(**). Temos, portanto, dois potenciais (b;lj)A’ (bE)B ge
rando o mesmo campo, porem um cOm fontes e o outro sem fontes.
Consequentemente, estes dois potenciais n3o podem estar relacio®
nados por uma transformacdao de gauge. Caso contrario, deveria
existir Q(x) tal que

_ -1 -1
(B)p = @ '(B)ge + @ 202 ,

que implicaria em termos

-1,. _
Q (Ju)BQ_ 0

"

(3,0

Ademais, a aus@ncia de fontes para (buk)B o torna fisicamente
distinto de '(buk)A. Esse fato surpreendente nos indica que, na
‘reah‘dade, o campo fu\) nao traz Tem si1 toda a informagdo fisica
necessaria: duas distribuicdes de corrente fisicamente n3o-equi

valentes podem estar associadas a um Unico fuv‘

(*} : k. = ky _
Uma vez conhecido (Bu)B podemos calfular (bu)ﬁ atraves de (bu )B =

=.iTr(B. 0, ).
#) cy S
(ju)B =U (ju)CU =0 (cf. pag. 12).
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2.3-0 Exempio de Wu-Yang Generalizado

Alguns resultados relativos a cOpias de campos de
gauge foram apresentados recentemente por Bollini -Gjambiagi-
-Tiomno(g) num trabalho no qual o exemplo estudado por Wu e Yang
aparece como caso particular de um exemplo mais geral.

Consideremos um potencial de vacuo ¢u = ¢iGa, sendo
Ga os geradores do grupo de simetrié. Por defini¢do sabemos que

o, satisfaz a equacao

3,8y~ 3y, * [§H,¢é] =0 (2.14)

Se definirmos os potenciais quase-puros Aga) e Aé]'a)

por
Afl“) = a9, (2.15)

(t-a) _ (1.
Ay = (1-a)g, (2.16)

4

onde o & um parametro constante, entZo verificamos de imediato

que eles geram exatamente o mesmo campo
(o) _ _,¢1- 1. - -
Fuv‘ = -afl a)_fu’¢v = afl a)(au¢v 3v¢u) . (2.17)

As distribuicdes de corrente que correspondem a es -

tes potenciais,

jgu) = aﬁFﬁg) . [éﬁa)’psg) ] ,

satisfazem as seguintes relacoes:
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jsa) : j\()1-(1)

1

-ot('l-ot)(Zoz-"l ) E)u, E)ll’q)\’:l] s

J.\()m) + j£1—a) = —2u(1—a){3u Lo, 0,1+ % [%u,[§u,¢viﬂ} .

Passamos a indagar neste momento se existe uma cone-
xao entre Aéa) e A§1_u) via uma transformagao de gauge U. Supo

nhamos inicialmente que haja uma equivaléncia de gauge, isto &,

A£1-u) -yl Aﬁ“) U+ gy 3, U (2.18)
e
1- -1
Fév @) Ly Fﬁg) v, (2.19)

onde U & um certo elemento do grupo de gauge.
Substituindo as equagoes (2.15) e (2.16) em (2.18) ,

vem:
(1-a)o. = 0 ap U + U V5 U (2.20)
H H u
Combinando (2.17) com (2.19) obtemos: -

-1

U(e o R (2.21)

NRTRLROL

onde estamos adotando a notacdo ¢v u £ 3u¢v
E]

Dado que ¢u e um gauge puro, tem a forma

-1
o, = U5 2, Uy (2.22)

sendo. Uy um elemento do grupo.

n
(=

Comparando (2.20) com (2.22) observamos que U
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quando o = 0. Assim, da equagdo (2.21) para U = UO e da equacgao
(2.22) temos:
1

= vt v vt . (2.23)

-1 -1 _
v v O,u0,v 0,v 0,y

Yo,1%,v ~ Yo,v%,u

Esta @i1tima equacdo representa uma condigdo necessa -
ria para que A&“) e Aﬁlha) sejam equivalentes de gauge. Bas-
ta, ent3o, que escolhamos UO nao satisfazendo (2.23) para obter
mos copias.

Para ilustrar com um exempio consideremos o caso em

que o grupo de gauge & SU(2). Neste caso Uy tera a forma

Uy = @89 = cose + iosens s (2.24)
onde 8=8(x) , o=6.n e n=n{x) & um vetor unitario.

Uma vez que

= i U0 o " + 9 senea’u s (2.25)

s

UO,u

a ;quagio (2.23) passa a ser:

-1 -1 -1 _ 2 _ _
(U 0,1 0 v UO v 0 u) (U #Uo v Uo vUO u) = 4sen e(e’uoﬂ)eavaﬂ)_o
(2.26)

Ou seja, (2.23) sera satisfeita se, e somente se
0,0, 0,,0,=0 . (2.27)

I~ . ~ > + -
Em tres dimensoes e escolhendo n = r/r a equacgao
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(2.27) se reduz a

.o . - .G . = .28
6,10’\] 6’30’1 0 ’ (2 2 )
ou ainda,
Ve x Vo = 0
Como
So 5. T
Vo = = -~ o
T2
obtemos, entdo,
> PR ¥
VSX?'VG X:2~0'=0 (2'29)

Fazendo o produto escalar de (2.29) com ¥ segue que

¢

FeVe x2) =0

ou

slad
1
o

(r x Vo) -

12

.Lomo as matrizes de Pauli s3o linearmente independentes,vem que

¥ xVe=0 (2.30)
Agora, voltando para (2.29) e usando (2.30), concluimos que

Ve =0 ,

o que implica em © ser constante.
Resulta da7 que se & ndo for tomado como constante ,

entdo os potenciais K(“) e K(]—a) gerados por (2.24) n3o es-
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tardo relacionados por nenhuma transformagao de gauge, o que
quer dizer que sdo copias.

Mantendo o mesmo grupo, SU(2), e continuando em trés

n

*
dimensoes, tomemos em (2.24) ® n/2. Isto significa que( )

Uy = io (2.31)

e as equagoes (2.15), (2.16), (2.17) passam a ser:

Re) o oo¥o (2.32)
F1-2) = (1-4) o¥o (2.33)

Fgg) - Fgg‘“) = a(l-a)(o 40 4-0 jo ;) - (2.38)

1

- . =o
Definindo B como sendo o dual de Fij (Bs= eiijjk)’

* Rk
segue que( )

'B*i(o‘) . E(]-a) - a“_a)'v’c x Vg . (2.35)

& =

Aém disso, nio & dificil verificar que V-({VoxVols)= 0, acar-

: . - . - . .
retando a existéncia de um vetor a(r) satisfazendo

Vo x Vo = ioV x a (2.36)

Consequentemente, podemos escrever (2.35) como

* <+ (1~

( )E trivial verificar que UO = ig leva A(a) em A(1 a).
&% - 3

( )Para calcular -ﬁ basta usar a equagao —ﬁ = —Vy XK + KXX .
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Bl) - 30-2) L yai-a)o¥ x 3. (2.37)

Agora definamos um terceiro potencial K'(a) da se-

guinte maneira:

Kl(a) = % 0_60- - 'i((! - %)2 0'-; (2.38)

E um caiculo direto nos fornece

5 - 4(1-0) Yo x Vo, (2.39)

que coincide com (2.35).
As trés correntes associadas a K(a), 7-e) o gi(e)

serao, respectivamente:

30) C ia(1-0) (1-20)00x9x3 + ia(1-a)oUx¥xd (2.40)
37079 o Lia(1-0) (1-20)Tox953 + a(l-a)o¥xdxd  (2.41)
3 L ia(1-a)otxuxd . (2.42)

Neste ponto temos um resultado fundamental: vamos de-
monstrar que os dois potenciais K(u) e K'(a) nao estao rela
cionados por nenhuma transformacdao de gauge. Para tanto, supo -
nhamos o inverso, isto &, que K(a) [3 K‘(a) sejam gauge-equi

vaientes:

Arle) o ogmt jle) gy o7l B o (2.43)

para ‘'um certo @ e SU(2). Ora, mas entao temos tambem que
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grla) - gla) o o-1 gle) g

significando que @ comuta com o (ver eq. (2.37)). Isto nos le-
va a
(e) o g pla)g1. 3Ha)
que € uma contradig¢do. Concluimos, pois, que de fato ndo existe
uma tal @ que relacione K(a) e K(l'a). Portanto, estes po -
tenciais sdo copias de gauge.
Se tomarmos um vetor 3 tal que Vx3 = ?/ra, entao

teremos o exemplo de Wu-Yang que descrevemos na secdo anterior.

2.4 - Copias de Ac3o e o Metodo de Halpern

Nesta sec2o discutiremos alguns resultados importan -
tes obtidos por M.B. Ha1pern(l), que desenvolveu um método para
a obtencdo de copias num gauge axial (nuAu = 0) e introduziu o

r

conceito de copias de acao.

2.4.1 - Copias Num Gauge Axial

Consideremos dois potenciais A_ e A', com A' = A +A_ .
u u 1 [Tt

Uma condicdao necessaria para que Au e A; sejam copias € que
Fuo(A) = FLU(A") = F  (A+8) (2.44)

ou seja,
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Faot®) + [A] - [a,8,] =0 (2.45)

com

Flo(8) = 3.8, - 3.8 + LA“,A\:[ )

Se nos restringirmos ao gauge temporal, isto €, AO =

= Ay = Ay =0, ent3o a equacgao (2.45) se desdobra em:
Foi(8) =0 (2.46a)
A - .
Fis(8) + ,fi,Aj] E\j,AU =0 (2.46b)

A equagdo (2.46a) nos diz que 3ghy = 0, quer dizer ,

b, nio depende do tempo:

2 = &(¥)

Agora vamos tomar como uma condicao de contorno

Tim A, =0 . (2.47)
t>-o
Fazendo t = - em (2.46b) e usando (2.47), obtemos duas equa -

cboes separadas:

F..[K(r)},.—. 0 (2.48)

E\i’[&i(;)] - I:AJ.,Ai(F‘)J -0 (2.49)

Sabemos que a solucao de (2.48) tem a forma de um gauge pu-

ro, isto e,
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k) = ofFwary (M (2.50)

A equacgdo {2.49) também pode ser escrita com os indi-

ces do espago interno:

ab ,b _
Aij Aj =0 , (2.51)
onde
ab _ abc ¢ [ ,=»
e fabc sao as constantes de estrutura do grupo.

Portanto, os potenciais que possuem copias deverdo
. ->
ser auto-vetores da matriz (9x9) A?? (Q(r)) com autovalor ze-
. . - - .
ro. Precisamos, assim, encontrar funcgoes Q(r) para as quais se-

ja valida a equacgdo

det {}?g[n(?)]:{= 0. (2.52)

Feito isto, passamos a resolver o probiema de autovalor da eq.
(2.51).
‘Tomemos um exemplo em SU(2). E possivel, neste caso

mostrar que
— 3
B ab | _ _ a
det[135 ] - -2faerio])]

E dessa maneira (2.52) nos da:

det 4% = 0 (2.53)

* =
()Estamos considerando um grupo de gauge unitario, i.e., 9 1o Q.
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Isto.significa.que as Tlinhas (ou colunas) da matriz A? nio sdo
linearmente independentes, quér dizer, existem Ci's nem todos

nulos tais que se verifica a equacao

-3 a, > - .
c; (M) =0 -
ou ainda

C(F)+A(F) = 0 (2.54)

Tendo em vista, (2.50), isto & equivalente a

E(Fy-va(r) = 0 . (2.55)

Sejam ¢](?), ¢2(?) e ¢3(?) tres funcoes tais que
o Jacobiano det[:a¢a/a?:] seja diferente de zero ém todo o es-
pago e escolhamos, por exemplo, E(?) = a?/a¢3. Entao, qualquer
fungio unitaria Q(dq,05) sera solugdo de (2.55).

Até o momento n3o temos um critério para distinguir
se A e A' (construido desta maneira) sao ou n3ao gauge-equiva-
lentes. E instrutivo examinar essa questao quando escolhemos Q=

3 .
= Q(z). Nesse caso

A (F) = 8,(F) = 0 (2.56)
e
b4(F) = ot(z) 2 a(z) (2.57)

Com essas equagoes .{(2.51) torna—se(*)

*)

A seta indica notagao vetorial no espaco isotopico.
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X3 X K] =0
(2.58)
>
by X K, =0 ,
cuja solugao tem a forma
> >
R = f(F )Ry
(2.59)
> -+ ->
A2 = fz(r,t)A3 s
e 33, arbitrario.
Portanto,
3 oty B
Ai = Ay = f1(t,t)ﬂ (z) 57 Q(z)
] N £l
Ay = A, = fz(?,t)ﬂr(‘z) 9z (2.60)
AL = A, + A, = A, + Qf(z) 2 Q(z)
3 3 773 3z
Se f] = f2 = 0, teremos
Ai = A1 =0 |,
Ry = Ay =0 , (2.61)
AL = Ay + a, = A, +0t(2) & a(2)
3 3 3 3z ’

equagbes que representam um conjunto infinito de potenciais
geram o mesmo Fuv' Observemos, agora, que se tomamos §(z)
[Q(z),A3:]= 0, AL sera a transformada de Au por Q(z).Caso

trario, "teremos copias.

que

com
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2.4.2 - Copias de Acdo

Dizemos que dois potenciais nao gauge-equivalentes A

e A; s30 copias de acao quando

TrlF MR = Tl R, 0] L (ee2a)

ou, equivalentemente,

FRYFL(A) = F B(AT)F, B(AY) (2.62b)

HY v
- 1 Y
Naturaimente copias de campo (ng(A) = Fuv(A 1) sa0
copias de acao; todavia a implicagao inversa ndo e valida.
Suponhamos que temos um potencial Au {com A0 #0) e
desejamos Teva-l1o ao gauge temporal por mejo de uma transforma-
¢do Q. Para isto Q deverda satisfazer 3 seguinte equagdo diferen
cial:
afa.o + ofs.0 =0 (2.63)
0 0. :
- (*) : - . P
Vemos, entao, que Q = g(A). Consideremos agora dois potenci-

ais Au e AL, copias de gauge. Entdo,

Fao(A) = F i (A") (2.64)

Suponhamos ainda que A11 e Aﬁ estejam num certo gauge fixo.e os

levamos para (KU,KL)' num outro gauge (ver figura 1). Temos, en

(*) .
Quando uma transformaggo depende do potencial, = Q(A), Halpern a deno-

mina de "operator-gauge transformation'.
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tdo,
R, = Q+(A)Au‘ﬂ(A) + n{;(A)an(A) , (2.65)
o= aT(A)AR(RY) + 2f(a)s 0(a) (2.66)
FolB) = 2 (F (Ra(h) (2.67)
Fu (') = T (A*)F (A" )a(A") (2.68)

De (2.67) e (2.68) obtemos

+ 1 i 1' ]
Fuv(K) = 0 (A)Q(A )Fuv(A )" (AY)Q(A) . . (2.69)
.y A
» u i
gauge //7
Q(A) Q(A')-
gauge 1 2 -
Au . Au .
Figura 1

Da equacdo (2.69) encontramos

T — - — (*)
Trl:Fu\,(A)FW(A)J = TrEW(A')FW(A'):_]. (2.70)

Concluimos, desse modo, que o conceito de copias de

" -
( )Estamos usando a propriedade ciclica Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA).
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campd ndc e invariante ao mudarmos de gauge, enquanto que a no-
cdo. de copias de ac3do mantem-se invariante em todos os gauges

Com isso consegue-se um mecanismo capaz de gerar uma infinidade
de copias de acdoa fartir de copias de campo em gauges axiais
(0 gauge temporal &, naturalmente, um gauge axial com np:U,0,0,
0)). Expiicando: os conjuntos de cﬁbias dé campo em todos 0S
gauges sdo levados a um dado gauge fixo. Como copias "de campo
num certo gauge serdo copias de acdo em qualquer outro gauge ,
entdo cada um destes conjuntos {ri contribuir na construcao de

uma familia infinita de copias de agdo.

2.5 - Condicoes Necessarias para a Existencia de Copias de Gau-

ge

Depois de havermos estudado alguns exemplos simples,
porém instrutivos, € de interesse examinar algumas condigfes ne

cessarias para que um dado campo Fu admita copias. Estas condi-

v
*cGes foram primeiramente obtidas nos trabalhos de R.Roskies (4)

e M. Calvo(i).

Consideremos, novamente, dois potenciais Au e Aﬁ dan-

— * * -
As equacgoes DuFuv =0 (Fu“ e 0

do origem ao mesmo campo Fuv'

dual de Fuv) para Au e Au sao:
* *
3 Fv t E\U’FH\)] =0 (2.71)
e
* 1 Tk -
BuFuv + [}U’Fué] =0 (2.72)
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Em termos dos Tndices do espaco interno estas equa -

gBes se escrevem como

(6%, + fabCAub)F:f, -0 , (2.71)"
(6%, + fabcAl'Jb)F:\c) =0 (2.72)"

Subtraindo (2.71)° de (2.72)' resulta:

abc, b.xc _
f Au Fuv =0 , (2.73)
ou ainda
abc ¢ ,b _
f euvApFAp n = 0. (2.74)
onde
Abooab o A_b
u M il
. ab ab _ cabc_ | c (*)
Definindo Muv por Muv = f EuvprAp’ temos
ab b _
M Au‘ =0 . (2.75)

Esta Gl1tima equac3o representa um sistema de equagoes algébri -
cas lineares e homogéneas. Para que tenhamos solugdo ndo-trivi

al & preciso que

det.[Mgg =0 . (2.76)"

* ~ - - . ., R
*) Mﬁg e uma matriz de dimensao 4(n2-1), onde (i) sao 1ndices de linha e
(B) s3o indices de coluna. Estamos considerando SU(n) como grupo de gau

ge.
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Para finalizar este capitulo investiguemos, em SU(2),
‘condigGes necessarias para se ter copias de campo e de corrente

ao mesmo tempo. Usando a notagdo de isovetor temos, nesse caso,

auK\)-avKu + (Z(M x B)) = o Koo B+ (K;J x &) (2.77)

A

- ' - T
au?uv + Ku % ?uv = 8u?uv + Ku x ?uv =3, (2.78)

A primeira equagdo nos permite escrever
aqu-avKu + (Kule\,-K‘)xAl-1 - ZuxKv) =0 , - (2.79)
que € equivalente a (2.45). A segunda equagdo nos da:

P oxF =0 . (2.80)
u uv
Essas duas equagodes, (2.79) e (2.80), formam um sistema de 18
equagGes diferenciais e 12 equagGes algébricas. Pondo (2.80) nyu

ma forma matricial, fica:

1
0 fll\’ fu\J AIJT

3 1 2 | _

fiiv 0 fool [ 85 | =0 (2.81)
2 1 3

i f o 0 b .

E, mais uma vez, para que (2.81) nos d& uma solugdo n3o-trivial

(Ai # 0) & necessario que
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3 2
0 —fuv fuv
3 1T |
det fuv 0 fuv =0
2 - 1
L T ° ]

E possivel, ainda, mostrar que o desenvolvimento deste determi-

nante nos da:

3 2
o -5, ] ,
3 RN
det |3 0 of -{ﬁ [t (o po):HEw £ o0) ]} (2.82)
2
v T

-

Assim, se (2.82) for diferente de zero podemos garantir que o
> ; -

campo fuv determina univocamente o potencial Ku, nao havendo pos

sibilidade de existéncia de copias. Nesse caso a equagao

2 ox ¥ = - (3 ¥ - 3

>
LT ufuv v)_= Jv s (2.83)
que tem a forma matricial
- s 3 2 1 1-
0 fuv fuv‘ll‘A11 J\,
3 e 1 2 - 2
fuv 0 fm).“—Au = Jv s (2.84)
e & 1 3 3
fuv fuv 0 Au _J\, |

pode ser resolvida para Ku



CAPTTULO III

0 METODO DE BOLLINI-GIAMBIAGI-TIOMNO
E AS COPIAS DE CAMPO QUASE-ABELIAND

Neste capitulo vamos focalizar Bossa ateng3@ao no exame
particular de dois métodos relativos a construcaoc de, copias de
campo. O primeiro, desenvolvido por Bo]1ini—Giambiagi—Tiomno(g),
faz uma generalizagdo de exemplos ja estudados, sem impor res -
trigées quanto a fixacdo de gauge ou finitude da acao. 0 segun-
do, devido a S. So]omon(lg), trata do problema geral em duas
dimensGes, considerando posteriormente as copias de campo quase

~abeliano.

3.1 - 0 Método Construtivo de Bollini-Giambiagi-Tiomno

Consideremos dois potenciais A&l) e A&z) dando ori

gem a um mesmo campo Fuv' Ent3o, como em (2.45), temos:

1 1
Flol8) + E\l(j ),A\] - E‘() ),Au] -0, (3.1)

onde A = A(z)-A(1).
LI .
Definindo uma nova variavel, A = l[A“)+A(2)],a equa
¥oo20p Ty -

¢do (3.71) passa a ser:
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] 1. ]-
By ™ By * [Eu,Aé] Aoa,] =0 . (3.2)

Esta equacdo possui as seguintes propriedades:
i) Se (Au;Au) e uma solugao, entao (cAu;Au) tambem e

solucdao (c = constante arbitraria). Isto equivale a construir

um novo conjunto de copias

(1) . - .oal2) < ]

[Au Au 5 Au 3 Au Au + 5 Au
a partir de

(1) 21 . al2) . 1 )

. [Au Au > Au H Au Au + Au

ii) Se Au € o gradiente de alguma funciao, i.e., Au =

= auA’ entao (Au;Au 0) € uma solugdo. Esse caso corresponde

a termos

(1) _ _a(2) 1
Au = Au =3 auA s

que & precisamente o exemplo 3 da ref. (3).

iii) Se A, € um gauge puro (Au = U—1auU) temos a so-

Tugao (Au; % Au) que corresponde ao caso trivial

all) — g, al2) U‘la‘u]
u u u

Entretanto, usando a propriedade (i) podemos construir uma ou -

- 1 .
tra solucgao (CAu P Au) que equivale a
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a1y _ 1 - -1 . (21 -1 ]
[Au =% {(1-c)U BHU H 6“ =3 (T+c)U BHU
Fazendo ¢ = 20-1, obtemos

[A{I“).: (1-a)U_1?uU WA uu‘]auu]

que & precisamente um dos exempios analisados no capitulo prece

dente.
Podemos separar a equacao (3.2) em duas partes:
by, bt [y - [

) - -
3gh; - 3i8g * LAO,A,J - lfi,AO_] -

0 s (.iaj=.l’2:3)
(3.3)

|
o

(3.4)

Com os indices internos essas duas equacGes podem ser

escritas na forma:

a ab ,b _
Bk + Akj Aj =0 (3.5)
a-_ a abc b,c b,c .
3ghy = aiAO + f (AiA0 - AoAi) s (3.6)
onde *
a . é ab _ .abc c
B K = Eijk Aj,i e Aki = f eijk Aj

Podemos observar que, se conhecermos como dados inici
ajis as fungdes A?(?,to) e tambe&m as funcoes Ag(?,t), Ag(?,t)

para qualquer tempo t, ent3o, em principio, as equagdes (3.5) e



-39-

(3.6) nos fornecem A?(?,t) e A?(.
Se nos.restringimos ao gauge temporal (A8=Ag=0)aemm-
¢3o (3.6) nos da 30A§ =0, i.e., A? ¢ independente do  tempo
[A?(?,t) = A?(?,to)]. Entdo, por definigao,
a,> a,
Bk(r,t) = Bk(r,to)
Se det (Aag) # 0 (3.5) determina uma uUnica solugdo A? inde-
pendente do tempo. Nesse caso, ou temos potenciais do tipo gau-

bed - . - . *
ge puro ou potenciais cuja agao e 1nf1n1ta( ). Portanto, para

termos acdo finita € necessario impor que

-
det Eﬁal =0 (3.7)

Se agora fizermos a suposicdao adiciona®! de que Ai € um gauge
puro, a equacao (3.7) (exatamente analoga 3 eq. (2.52)) nos le-
va ao método de Haipern que examinamos anteriormente.

Consideremos como grupo de gauge o SU(2) e Au=U"1B U

- u

um gauge puro. £ certo que sempre podemos fazer uma transforma-
*
¢ao de coordenadas de tal maneira que AO = 0. J3 sabemos por

1 1 -]
3,Us Ay =5 U

e, portanto, de (3.5). Ent3ao, se det Ai? # 0 esta solucdo &

inica. Por outro lado, se det Ai? =*0, deve existir uma rela-

(iii) que (a; = U~ 3:U) & uma solucdao de (3.3)
i i

£3
{ )Sendo S a agao temos
3 o (
2 3 (1,2).(1,2)
=, dt ? ’ .
S[A . J dx Tr ¥ CUF

se a12 o (LD . osaM e o sy oo

Agora S(A(l’z)) =0 quer dizer que F(l’z) =0

w , ou seja ,

A(1,2)

» & gauge 'puro.
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¢3o entre os tré@s parametros a; do grupo. Isto quer dizer que
no maximo dois dos parametros sio- independentes. Seja entdo

U = U(a(]),u(z)). Desse modo,

by = Ua U = U“‘{ ‘E%TT (1), 3(2) (2) } , (3.8)

,1 ,'I
L Ja

ou ainda,

1 2
i (1)“51) + M(Z)afi) s M(A) ;;TKY . (3.9)

Calculando AE? para o grupe SU(2) (neste caso sabe,

= eabc) temos:

ab _ _abc c
By = €iikh;
_ .abc o (1) (2)
€ Eijk[M(l)a,j (2) (3.10)
Como estamos considerando que det AE? = 0, vemos que

as solugoes da equag3ao homogeénea associada a (3.5) s@o exatamen

- : *
te as auto-funcoes com autovalor nulo de (3.10):( )

(%)= . - = ab,b
E imediato ver que essas fungoes, de fato, satisfazem Ak A, = 0. Tome-
. b_.b (2 *
mos, por exemplo, a primeira delas A M(l) : .
,i
ab b _ _abe c (D) (2) (2) _
A By =€ aijk(M(l)a,' + M(Z)“ ) M( %5
- e2beg M DD Mo DD
€ 1Jk (1) (1) 53 a,l € l_‘]k (2) (He aal
devido 2 anti-simetria de sabc,s.. e 2 simetria de Mch,u(?)a(?)
le 11 2] s1

relagao aos indices de soma.
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b 2y b i b 1 b 2
M(])ufi) H M(Z)ufi) e 'M(1)afi) - M(Z)usi) (3.11)

Aleém disso, qualquer autofungao com autovalor nulo poderd ser
escrita como uma combinacdo linear das trés solucBes acima. Se
tomarmos U = io (como em (2.31)), Ay = 030, podemos escrever

(3.11) do seguinte modo:

Fod o ogndad, (3.12)

o 2

(aqui nao temos soma em j, j=1,2,3).

Uma solugdo particular de (3.5) j3 sabemos que 3
Aj = % 0350’ de acordo com  (iii). Assim, a solucao geral de

(3.5) sera:
1 LR O 3,33
Ay = 5 0d;0 + jé] (c¥ ¢ nUy - one n’i) s (3.13)
¢J = trés fungdes arbitriarias.

Se U & fungdo de um Unico parametro a, U = U(a), en-

[ =

A. = Mo . » M=U'-.Ia

3 y (3.14)

[
Q

E as solugbes de Ai?A? = 0 ter3do a forma:

a - ~ s T - -~
onde bi e N° . sao fungoes arbitrarjas. Quaiquer dutofuncio com
autovalor zero serid combinacao de Mabi, N 5
v 3
E ficil verificar que, se tomarmos (quadridimensional

mente)
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= U U =M , 3.16
Ay % TR ( )

A

h
=
o

5 N , 3.14
u " % ( )

ent3o b, e Au s¥o solugoes de (3.2).
Devido & natureza arbitraria de N® e bu podemos es-
crever

Aﬁi) - au(X)M[a(x)] + a’u(x)N(xf , (3.17)

Agora, definindo o potencial ﬁﬁz) por

iﬁZ) = (au(x) + f(a)a,u]M{a(X)] + “,“N(x) s (3.18)

onde f(a) € uma fun¢do arbitraria do parametro a, € imediato

verificar que

SN LD )

Portanto, temos entdo que~ (3.18) representa um conjunto infini-

to de copias de campo. -
* Se tomarmos em (3.17) e (3.18) 2, =0 e H{x) =

= y(x)M(a), obtemos

Al = wiome) (3.19)
LA u,p[w(x) ¥ f(a)]M(a) : (3.20)

Para estes dois Ultimos potenciais verificamos facil~-

mente que:

-n
]

BTNV SR IRLICY)

65y (x)M () (3.21)

v
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E ja que

BB

obtemos através de um calculo simples que as fontes de cada um dos

potenciais 'sdo iguais, sendo dadas por:

jv[A“)] =_jv[A(2)] = ewv M+ Guvar W (3.22)

Isto significa que os potenciais (3.19) e (3.20) além

de serem copias de campo s3ao também cOpjas de corrente.

3.2 -°0 Problema das Copias em Duas Dimensaes(lg)

* -~
Consideremos, em duas( ) dimensoes, o problema de en-

contrar potenciais que geram um dado campo F = F(xn5%q)
01 0°"1

3ghy - B3qAg + |£O,AJ = F(xg»>Xq) (3.23)

ou, usando a linguagem do espago isotopico,

3ghy - 9qRg + By x By = Ty = Flxgexy) - (3.24)

Através de uma transformac3o V que nos leve ao gauge
temporal passamos de (KO,K],?) para (O,Ki,?'). Ea eq. (3.24)

se reduz a

(%)

Trabalharemos com o SU(2) como grupo de gauge, embora os resultados obti

dos sejam validos para qualquer grupo.
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3okt = Flxgoxq) (3.25)

Impondo que Ki (x0 = mo, X ) = 0, obtemos como solugao de *)

(3.25):

N X0 %0

Ay = ] dgy FlEgsxq) = { dEg U(Egsx1)iF(Egsxq)] » (3.26)
onde U & um vetor unitario com a diregio e sentido de f. E cla-
ro que ﬁ|?| = ' pode ser visto como sendo obtido de  atra -
ves de uma rotacdo no espago isotGpico. Seja 8 = (¥,f') o dngu-
lo da rotag3do inversa, cujo eixo iremos representar pelo vetor
unitario n. A transformacdo U correspondente a essa rotag3o se-

ra dada por

U= U F) = cos g+ in.Fsen 5 . (3.27)

Colocando (3.27) em termos de ¥.%'; usando que cos@ =

= ?.?'/|?|2 e as identidades trigonométricas

2
cosB6 = cos

@

- sen

roj@

- 6 i
seng = 2 sen 7 €0S 5

podemos escrever (3.27) como

U, F) :—L~—l~—_—l7 + cose + iﬁ.gsehé] =

2 cos

™~

*)

Na-verdade isto equivale a fixar univocamente o gauge. Ou seja,neste gau

ge o potencial fica completamente determinado pelo campo.
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|1 + cosH + i-ﬁ.z-?senejl

- L 1+ ¥‘?é+i£———2—)-?l)(? .ﬂ , (3.28)
EE R N L
VZ ]-x-———a-‘_%l

iz que F'xf = I?y'x?lﬁ* .

Podemos ent3ao escrever:

A0=U*aou=__'_l———E+_l_~%
.t
vZ [1 + .
1717
LB i ST 2 LR 11 -
1_!?—|2_ U]aol .?[+I?l_2+ !?!2. J
vZ /1t = .
17 (3.29)
A1 = ! [1 + "—2‘? -
VAL R %1
2 s, | E ST
i 2y 5ia, 1+ ot IXS
[ t./‘z‘ /1+?‘-.?/|¥|2"— HE #1° ]
. 1 [1 AN N A3 +]
AT HEtk
#7?
XO PO >,
( dEoF‘(EO,xl)j[ 1 [1 i 1; f_’xz +]
_J e 3 171 171
2 /1 % i
Il
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Pelo fato de podermos Tevar qualquer configuragido

(ApsRysf) @ forma

X
.0+ N -
0, ! ~u(§0,X])‘¥(Eb,X1)|d€0 » u(Xg!%])l?(xo,X])! > (3.31)
e depois a (3.30), chegamos a conclusdo de que todos os poten-
ciais que fornecem o mesmo campo T devem estar contidos em
(3.30). Cada vetor unitario E(XO,X1) vai nos dar uma cdpia
de campo; diferentes U's geram potenciais nao gauge-equivalen-

tes.

3.3 - Potenciais Quase—Abe]ianos(*)

Consideraremos um campo que tenha a seguinte forma:

?;N = ?(x)g;w(x) . (3.32)

+ - - ~
Podemos reescrever esta Ultima expressiao como sendo

' _ >
?uv = v(x)guv(x) , (3.33)

onde .

> F(x

V) = 2L e g (x) = [F(xlgl,(x)

1F0x)1 mw w

Agora, por uma rotag3ao de gauge podemos passar de

(*)

Continuamos nesta segao com o grupo SU(2).
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(3.33) para (3.34)

- >
?hv = Uy fpv(x) s

N -+ - . .
onde'u3 e um isovetor constante no espago-tempo orientado para-
lelamente ao terceirc eixo de uma base ortogonal do isoespago.
Este campo, nesta forma, ddmite um potencial "abelia-

no" ou "maxwelliano"

(x) (3.35)

Se, alem disso, T

v admite tambem potenciais nlo gau-

ge-equivalentes a (3.35), entao diremos que temos um campo qua-
se~abelianc. E imediato ver que uma condic3ao necessdria para que

um certo potencial nao seja equivalente a (3.35) & que

Ku x Uy #0 . (3.36)

De fato, se & = U,a , teremos
u 37y

N
?uv = (s2, - d2)) Uy .

Ora, mas ?uv calculado a partir de (3.35) nos da

Abel_, .

Abel) >
v v

o= (aua Uy .

uv

Igualando as duas expressoes para ?nv encontramos que

aAbe]

= a_+3
u wFoy®

A identidade de Bianchi escrita em termos dos veto -

res do espa¢o interno tem a forma:



-48-

> -
€rvpoldufue + Ay X Ty0) =0 . (3.37)

Para ¥Vb dado por (3.34), temos:
-+
(u38

+ f. Rk x Ug) = 0 . (3.38)

f
Cuvoo wvp T Tvp My

Segue-se que devemos ter

-3
suvpcfvpKu x Uy =0 . (3.39)

Em detathes, (3.39) & analoga a

[0 f5q -f13 fa,.)(Bg x Uy 0
“f23 0 fos “foo||Fy x U5 | 0 (3.40)
| i3 ~fo3 0 for|[Re * Uy 0
t'f12 fo2 “for 0 A5 x U 0

Temos, ent3ao, um sistema %tinear e homogeneo na vari-
- > . . -~
+avel Ku b u3~.Como estamos supondo satisfeita a equagao (3.36)

devemos concluir que

dEt(euvpo fvp) =0 , (3.41)

o que implica em
det fvp =0 . (3.42)

E possivel demonstrar que esta uUltima equacido acarre-

ta a existencia de um potencial Ku’ de ?uV’ com a mesma forma
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de (3.35) satisfazendo

Abel Abel _
€uvpo 3, a, =0 . (3.43)
Por sua vez, também se demonstra que (3.43) implica
que existe um potencial de ?uv com a forma
% Abel _ >
Au = XO(X)auX1(X)“3 . (3.44)
¥ (R Abel
Com esse resultado calculamos uv( u ) e encontra

mos

- - -
fuv = UB(BuXOBvxl - avxoaux1) . (3.45)

Investiguemos agora qual deve ser a forma mais geral
dos potenciais que geram campos quase-abelianos, isto &, poten-

ciais que satisfazem

. - ->
auK\),- avKu + Ku x K, = U £l (X) (3.46)
Em primeiro Tugar estamos supondo que det fuv =0 H
caso contriﬁio a forma mais geral de Ku seri
>
= + .
Ku u, (atu 3,6) (3.47)

(potencial abeliano)

Em termos dos isovetores da base ortonormal do espago- interno

podemos escrever Ku como sendo

K, = a;(x)'ﬁi (3.48)
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E agora a equacdo (3.46) se desdobra em:

1.2 1.2 _ .
auav - avau +oagay - = auxoavx~l avxoaux1I s> (3.49)
2 1 3.1 _
Buav - Bvau + ajay - aja, = o , (3.50)
1 2.3 3.2 _
auav - 9.a, + aa, - oage = 0 . (3.51)

. 0 3.0 .
Definindo a, por ay =a + XOauXT ,» {3.49) se torna:

(3.52)

. 0 : .
Podemos considerar a como um potencial abeliano que

- . - 1.2 .12 -
da origem ao campo huv = a\)au auav. Oraj mas como det huv = 0

identicamente; pelo mesmo argumento usado anteriormente, pode -
mos afirmar que
a9 = X, (x)8. X, (x) (3.53)
u 2 u"3 )

t(em analogia com (3.44))

e, portanto,
3
au = Xz(x)qu3(x) + Xo(x)auX](x) (3.54)

Agora, substituindo a equagao (3.53) em (3.52), encon

tramos:

(3.55)

_ 1.2
aquavX3 - avxzaux3-- avau - a

Podemos considerar (3.55) como um sistema homogeneo
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nas variaveis BUX2 e aﬁ. E imediato verificar que uma solu-

¢do desse sistema sera:

1
3,X, = m(x)auX3 + n(x)au s

u
(3.56)
2 _ 1
a, = n(x)BuX3 + q(x)au ,
onde m(x), n(x), q{x) s3do fungbes arbitrarias.
Podemos, também, escrever (3.56) como
1.
a, = Yz(x)auX2 + Y3(x)auX3 s .
, (3.57)
2 _
a, = Zz(x)auX2 + Z3(x)3uX3 s
onde tomamos
-] Ty, = Zm(x) = 9(x)
YZ T n(x) ’ Y3 T o n(x) ’ Zy = n{x)
e
. . g(x)m{x
Z3 = [ n(x) + ~i7&3%—)-]
Estas fungOes estao relacionadas atraves da equacgdo
I, - YiZ, = 1 . (3.58)

Desse modo, de (3.48), o potencial Ku pode ser escri-

to como

> -3 - T
Ku = Xglga Xy + (UyYp+liyZ,)a, Xy +. (Yl #Z30,4%,05)8 Xy . (3.59)

Vemos, portanto, que na expressao do potencial (3.59)
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aparecem oito funcgdes: Xo» X35 X5, X Yoo Z

3’ Y29 3’
mostrar que apenas duas dessas oito funcbes s3o independentes.

29 Z3. Vamos

Para isso, observemos que se substituimos em, (3.50), (3.51) as
equagoes (3.57), (3.58), entdo obteremos dois sistemas lineares
nas variaveis (auYz,auY3) e (Bu22,3u23). As solucoes desse sis

tema deverdao ser do tipo

3,5 = By (LYaD)a Xy (3.60)

b
~N
n

C..(X,Y, . . .
1J( Y Z)auXJ (3.61)
onde B e C s3ao fungOes conhecidas de X,Y,Z.

Calculando in, dZi e usando estas duas Ultimas equa-

¢coes, vem:

- in = BuYiqu

By 5 (X,Y,2)3 X dX,

Bij(X,Y,Z)de (3.62)
Analogamente,

dZ

4
i = Cyy(X.Y,7)dx, (3.63)

Vemos assim que

Yio= V(X0 X0X) (3.64)
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Z; = Zi(X%p.%3) s (3.65)
Bys = Byj(XpaXpXg) (3.66)
Cig = Cy3(XpaXpaXg) o (3.67)

Agora se tomarmos a diferencial da equagdo (3.58) ob-

teremos:

ZgdY, + Y,dZy - YodZ, - Z,d¥, = 0 (3.68)

Substituindo (3.62), (3.63), (3.64) e (3.65) em (3.68)

obtemos a equagdo diferencial
(Z3Bas + Yolsy - Y3lpi - I, 33)dX =0
o que implica em
Xy = xsgx],xé) (3.69)

Desse modo encontramos que

Yio= Y(XX,) (3.70)

Z; = Z5(%5%,) s (3.71)

Bij = Byz(Xq.%p) (3.72)
ij

Ci5 = Cq5(%7:%p) (3.73)

Comparando Bij(X],Xz) com Bij(X,Y,Z) da eq. (3.62),
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e usando tambem as equagdes (3.69), (3.70) e (3.71), observamos

uma dependéncia de X, em relagdo a X0

X1:

Bij[xo”‘vxrxa(xrxz) > Y (XyaXp) Zi(x1’X2')]‘=Bij(X‘.’X2)’

ou seja, de fato,

Com isso provamos’

duas das oito funcgoes X, Y,

a

VA

]

i

XZ(XO’X1)

afirmacao

(3.78)

(3.75)

anterior, de que apenas

sdo independentes. Quer dizer:

X3(Xg+%q)
Y. (Xg.Xq)

Zi(XO’X1)

, (3.76)
R (3.77)
; (3.78)

Assim, a expressao do potencial (3.59) se reduz a

Ku = ﬁo(xo,x])aux0 + %1(x0,x])aux] , (3.79)
onde
[ -aX 3%,) [ 8X X 3X
_ 2 3|+ 2 3|+ 3 =
Bo(XosX1)=Yy 5y + Vg apo|Uy * |22 3% * Z3 3xoliz * Xo 31 Us
| 0 0) 0 0
e
aX 3X.,) aX aX
_ 2 3ls - 2 3| >
By (XpsXy)=|Y, 3% * i3 _axU‘H * 1% 3% S o 1)”2 +[x0+x2 ﬁ‘]“a‘




+
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Se calculamos agora o campo ?nv a partir de (3.79)

encontraremos
?u = (2,X3,%; - 2 Xq2 X DF(xgX , (3.80)
com
38 EY:)
- _1._°0
F(XgsXy) = ¥y " an t B, x B, (3.81)

Na verdade atraveés de (3.81) n3o podemos garantir que

v
des ji que isto pode ser conseguido atraves de uma rotagao de

t & paralelo a Us. Entretanto, esse fato nao traz dificulda -
3 )

gauge. Portanto, a menos de um gauge, (3.79) representa a forma
mais geral de um potencia’ quase-abeliano.

Ja que todos os potenciais que geram o mesmo campo
quase—abe1}ano podem ser escritos na forma (3.79), com as mes -
mas fungoes (XO,X1), nosso problema recai no caso bidimensional
eéstudado na secdo 3.2. As funcdes §0 e 31 que irao caracte-
rizar os potenciais serdo dadas pelas equacgoes (3.29) e (3.30)

trocando-se, naturalmente, (KO,K]) por (§0,§])..

Como observagao final verifiquemos 0o que acontece
quando submetemos (3.79) a uma transformacao de gauge do tipo

U(x) = U[Xo(x),X1(x)

R -1
Ay = UTT(Ba Xo + Byd Xp)U + U9 U

-1 BU

i

-1 -1 -1 33U
(UT'BgU + U )a Xg + (UT'BJU + U ax1'a X

uw
(=]
@
><
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Isto quer dizer que uma tfansformagio do tipo U{Xo(x),xl(x)] em
(3.79) equivale simplesmente & transformacdo bidimensional do

potencial bidimensional BO(XO’X1) H B1(X0,X1)}



CAPITULO 1V

RELAGOES ENTRE 0S POTENCIAIS DE SOLOMON
E 0 EXEMPLO DE BOLLINI-GIAMBIAGI-TIOMNO

4.1 - 0 Exemplo de Bollini-Giambiagi-Tiomno em Duas Dimensoes

Como Um Caso Particular da Construcdo de Solomon

Como vimos no capitulo anterior, S. Solomon desenvol-
veu um metodo que nés permite encontrar todos os potenciais ge-
radores de um campo F(x,t) quando considéramos o espago-tempo
bidimensional. Podemos verificar facilmente que & possivel en -
quadrar o conjunto de poténciais definido em (3.18) como um sub
-conjunto de (3.29) e (3.30). De acordo com o que foi visto an-
tes, em duas dimensoes os potenciais que geram um mesmo campo

o exemplo de Bo]iini—Giambiégi-Tiomno sao dados_por um conjun

to de familias rf(M,N,au) com a forma:

f N F .
T (ﬂ,N,au)—{Ao—a’ON + (?O+u’0f(a)]M 3 u’1N + [a]+a,]f(a))M } ,

(4.1)

onde uy = 0,1. Para cada escolha particuiar de (M,N,au) fixamos
uma familia de potenciais cujos elementos serao caracterizados

por f(a) e que estardo associados ao mesmo campo de gauge

M
F(x,t) = a’1N,0—a,ON,1+(a]’0~a0’])M + (a]u’o—aﬂq’1)(5& +[N,MTT) . (4.2)
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J3 no exemplo de Solomon temos que a familia de potenciais gera

dores de F(x,t) fica dada por

t
S0 {A():u"-aou 5 A=y ] U(x,T)F(x,T)U” " (x,1)dTU + U']a]U }

(4.3)

com U(x,t) um elemento arbitrario do grupo. Assim , desejamos
mostrar que Ff(M,N,au) devera corresponder a uma sub-familiade
1307, para tanto, como os elementos desta ultima sao caracteri-
zados por diferentes U's, precisamos encontrar a classe de U's
que correspondem aos potenciais de rf(M,N,au).

Vamcs proceder por etapas. Primeiro, levamos toda a
famiiia rf(M,N,au) ao gauge temporal. Naturalmente, para cada

u sH

potencial de (4.1), A = o N+ [au+a uf(u)]M, a transforma -
H
¢do que executara tal tarefa serd dada por(

t -
-] o0t ag et (x,e) £ (alx,e)) Maxm)]

4 -0

Vf(x,t)= Pe .
(4.4)
Feito isto, passamos em seguida ao gauge A](x,—w) =0 (ainda

com Ay = 0) por intermedio de

(*)Para determinar a forma de V, devemos resolver a equagao V BOVf+Vf onf—

= 0, ou seja, 3 V AOVf' Temos, entao, como solugao
£ .
—J dTAO(X,T)
_ -0
Vf =P e

onde a letra "P" estia sendo usada para designar produfo cronofogico (ver,
por exemplo, S.S. Schweber, "An Introduction to Relativistic Quantum Fi-
eld Theory", 12 edigcao, Harper and Row Publishers (1961), cap. 11). Por
s outr; lado, & imediato ver que a inversa de Ves V;l, & solugao de 30V21=

= Vf AO.
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. .
- g (e.-e)
We(x) = P e - (4.5)

onde
A (Esm=) = V' (E,m=)0,VE (£,-0) + VE(5,m=) [é,](g,—w)w<s,-w> +

+ fay(eae) + a,1(s,—w)f[a(a,-w)])M[a(s,-w)i}vf(s,-m).

(4.6)

Desse modo, todos os potenciais de rf(M,N,au) sdo tra

zidos ao "super-gauge" Ao(ngg =0, Al(x,-W) = 0. Esta nova fa-
.milia, que denotaremos de T f(M,N,au), & que ira formar a sub

-familia de PSO] correspondente a rf(M,N,a ). Pondo
M u

TUe(xut) = Ve(xst)Me(x) (4.7)

(0)
temos que todos os potenciajs de T f(M,N,au) geram um campo

(C) -1
Fl(xst) = UZ' (X, )F(x,t)Ue(x,t) - (4.8)

Conclui-se dai que

( 0y [t
u; A0 =0, A1 = Uf (x,t)F(x,T)Uf(x,T)dT .

(0)¢

T (M,N,au) = ¢A
) . (0)¢ .

Consequentemente, submetendo todos os potenciais de T " a trans

formagao inversa U;1(x,t), obtemoS novamente rf(M,N,ap) s que

agora aparece na forma:
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f v = e -1
rt(m,Naz) = {Au,ﬂ\0 =UagUe

. -+
- -1 -1
Ay = Ug J U} (6, ) F (X, 1) Up (3, 1) AU+ ULa, UF } . (4.9)

Comparando (4.9) com (4.3) vemos que, realmente, If(M,N,au) e

uma subfamilia de rsol

, gerada por uma certa classe de elemen -
tos do grupo de‘gauge do tipo

X —=1 t -1
- ag A (e |~ aeagxio)
uiloot) = fpe 7T P e~ . (4.10)

T L 1L

com Ai(é,~w) e Ao(x,r) dados em (4.6) e (4.1).

4.2 - Potenciais de Solomon Gerados a Partir de Uma Equagdo de

Evolucdo

Ja vimos-que Bollini-Giambiagi-Tiomno mostraram ser
& . - —
possivel obter-se copias de maneira univoca quando se tem
a, > s~ - s s - - a, >
Ai(r,to) como condigoes iniciais e tambem as fungoes Ao(r,t) s

AS(?,t). Para isto, basta usarmos alternadamente as equacoes

© pa ab,b _
Bk + Aijj =0 , (3.5)
a _ a abc ,,b,c _ ab,cy
9ghs = 3580 + F (AJag - Agas) - (3.6)

Com a ajuda de (3.5), (3.6) podemos, em principio, calcular to-

das as derivadas de A?(?,t) e A?(?,t) em t = ty, e, portan-
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to, encontrar o valor de A?(?,t), A?(?,t).

-Sucede, pofém, que, em duas gim?nsﬁes, o conhecimento
de A?(x,to), Ag(x,t) e Ag(x,t)' ndo & suficiente para agobteﬂ
gié de A?(x,t), A?(x;t). Esse fato & conseqdéncia de que, quan-
do u = 0,1, a equagcdo (3.2) se reduz‘simp1esmente a (3.6). com
i=1. Cu §eja, em duas dimensGes ja ndo existe a equagdo (3.5).
Dessé.modo, para podeflencontrar A?(x,t) € necessario acrescen
tar a funcao A?(x,t) como mais um dado conhecido. Em ‘resumo ,
se temos Ag(x,t), Aj(x,t), Ao(k,t) e Ay(xst5), ent3ao a equa-

¢ic de evolugdo

-
3phq = 818 + L;_x1,A0] - E\O,A]:l (s

nos permitira determinar Ay (xst).

" Por causa da unicidade da solug3o de Bollini-Giambia-
gi-Tiomno temos que, dados dois potenciais A(1) e A(Z) _gerados
pelo metodo de Solomon, & de se esberar, naturaimente, que eécg
Thendo convenienteﬁente Ao(x,t), A](x,t), Ao(x,t), A1(§,t0), po
" demos construir A(1) ¢ a(2) 4 partir de (4.11).

Temos que, por definicao,

1 (. (0 2 2 1
BB ) [

1 (), ) 2y 1y 1P
A1=?[A1 f’Al] A1=A1()'A1)

Consideremos dois potenciais de Solomon dados por
afl)sol - W (x,t)agH(x,t)
(4.13)

- t
allsel =Ty ¢y IW(x,t)+w"1(x,t)J u OV (x,0) B (xat) [de(xob)
t
0
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A§2YSOT y (x 1) 00U (%, )
' - & (4.14)
af2)sol_ u‘1(x,t)a]U(x,t)+u"(x,tj[ W8 (x,0) F(xa7) JdTU (x5 ),
" tg
onde ul® = %R 325 (A = 1,2). Substituindo (4.13) e {4.14)

em (4.12) vem:

Asb1,

: [U_1(x,t)BOU(x,t) + w_1(x,t)80W(x,t)]

N —

t
fasel - %{U'](x,t)a]u(x,t) +'w_1(x,t)a]W(x,t)+U-](x,t)[ u@ 1) [F 1) |
t
0

t (4.15)
dtl(x,t) + w“’(x,t)J u(1)(x,x)l?(x,r)|dTW(x,t)J
%
8507 = 3T (1) aqU(x,t) = W (x,t) 8 H(x,t)
o | .
ﬁ4§°1 - U_1(x,taaqu(x,t)—w_1(x,t)B]W(x,t)+U—1(x,t)J u2lix, 0y
- - - t 0
" ‘
[Z(x,7) 1dTU(x,t) - W (x,t) J‘ u ) (x, o[ (x 0 1) [de(x,t).
t, -
(4.16)

0 que estamos pretendendo verificar & que, com oS se-

guintes dados iniciais:
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BGT(X t) = AS°1(x,t)
26T (x,t) = A%O](x,t)
)
BGT(X t) = A8°1(x,t)
BGT(x t ) - A501(X t )

podemos, a partir da equagcdo de evolugao .(4.11),
BGT(x t) para qualquer 't e que, na verdade, BGT
de ' com A§°1(x,t).
Desenvolvendo 501(x t) e BGT(x t)
éo(*), obtemos:
A?°1(x,t) = so1(x tg) + aOA (x t)l
t= to
+ aSA?“‘(x,t)' (at)?
t=to
J a“A§°](x t)' (at)"
t= to
838 (x,t) = aB8T(x,e0) + 2aB€T(x, t)‘
1 33A$GT(x,t)‘| (At)
t=to
+ 1 aPaBET (x, t)l (at)"
t-to
(*) Naturalmente estamos supondo que AS°1 A?GT s3o

t=to.

(2.17)

determinar

(x,t) coinci
em torno de
+
+

(4.18)
+
+

(4.19)
analiticas em
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Comparando (4:18) com (4.19) vemos que o pyimeiro termo de cada

série ja € idéntico. E preciso, ent@o, mostrar que

B T sol
95 6T (x,t) = 95%T A (x,t) ;
t=t, t=t,
2 ,BGT 2
2587 (x, 1) = agny° Yix,t) ;
t=t, t=t
208567 (x, 1) = 998307 (x,t)
t=t0 t—to
Demonstracgao:
1) Calculemos 3 ASO](X t) e 3, ?GT(X t) |
lt=t0 t=t0

i) De (4.16) temos:

1 -1 -1 .
39870 (x5t) = 20T (x,£)3U(x,t) + U7 (X,£)3p08,(x,t)

+

o ]
- agh T (x, 1) oM (x,t) = W (X, )83 H(x,t) +

t
* aoU"(x,t)J w2 (x,0) [F(x,7) ldeU(x,t) +

tg
+ U"1(x,t)u£2)(x,t)|?(x,t)|U(x,t) +
AN /7 -
A

t
](x,t){ v Gy [F(x, 1) [deag(x,t) -
t
0
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t
-aow](x,t)[ o) (x, 1) |F (x,7) [dhi(x, ) -
to
- w G D o) T t) [H(xat) -
‘ >

—_————————

B

t

- WY (x,t) [ e o) F ko) Tde 3T (x,t) (4.20)
t
0

sabemos que ulZ)(x,t) [F(x,t)] = U(x,t)F(x,t)U" (x,t )
e tambem que u(1)(x,t)|?(x,t)[= W(x,t)f(x,t)w"](x,t). Assim
os termos (A) e (B) se cancelam.

Em t = t5 a equacao (4.20) fica:

_ -1
(x,t) = 30 AU

SOi I
t=t0 t=t0

-1

+ U 3031

Ul'
t=t0

1

-1 -
- agH a1w‘ + W aoa1wl
t

=tg. t=t

ii) Agora, calculemos BOA?GT(x,t)| utilizando (4.17) e

(4.11): t=ty

BGT BGT BGT BGT BGT
(6t)] =308 (1) +[§] (x,tg) 05 (x,toi]—lgo (x:tp) »
t= tO "to -

BGT 1 -1 -1
(x t ):l a](U aOU -W aOW)l F oo EJ a]u| + W a]wl s
t=ty t=t,
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-1 -1 1 1
q aoul - W aow’ ] '2'[9 aoul +
t=t t=tg t=tg
~1 -1 _ oyl _
" aowl .U a]ul " a1w’ ] -
t=tg t=tg t=tg
- -1 -1 =1 oyl
= 3 U aoul + U a1aoul - M aowl W a1aowl
t=t t=t, t=tg t=t,
+ {uTa v RINLPWTE W RTRLEYY -
1 0 | 1 .
t=tg t=t, t=t, t=tg
-1 -1 -1, . -1
= 3U7 "9, | + U a]aOU' - 3N aow’ LR RY wl
t=t, t=tg t=t, t=t,
-1 -1 -1 -1 -1 -1
+ U 3;uu aoul -U7 e uu a]ul +H7 9 W a]wl
t=t, t=t, t=tg
1 1 -
- WA WW aowl =
t=tg
= U a0 Wl + o0 8 U] T - e Taow -
1%0 l 1°0 l 0 1 l 0 1 I - °
t=t t=t, t=tg tat,
B TRLF YT + 3.0 .U -w 'l s ALY
= 1% | 0 1 l 1% ’ " " 1 l
t=t0 t=t0 - t=t0 t=t0' -

Vemos., ent3o, que 30A$GT(x,t) ) S01(X t)
t=t ~t0
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Analogamente , podemos fazer um calculo de

2 BGT 2 so1

% t)l e de (x» t)l . Também, nesse caso,
t= t
encontraremos va1ores 1dent1cos para as guas expressoes. Expli-

citamente, esse calculo nos da:

52 BGT ] 2.
3987 ,t)‘ =3 AS° (x, t)\ = 30”31Ul +
t=ty t=tg t=t
-1, -1,2
+ 234U aoalul + U aoa1u‘ -
t=tg "t=t
2,1 -1
- aqw a]wl - 29, aoa1w‘ -
t=t t=tg
LY wl [; u ', qll
t=ty t=tg
- rf,w'1aoﬁ1‘
_ 3
t=t
2) Suponhamos, entdao, que para a derivada k-gsima te
nhamos:
akaB8T(x,t) —a§A§°‘ (x,t) =ak(u e ) S URENY
t=t t=tg. t=t —to
(4.21)
) i t
+~ao(u“J (Z)I?ldTU)l Y U IR EIPEN)
t t t=t
0 0
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onde k < n.

-Mostremos que teremos, necessariamente, para k = n+l:

3"+1A$GT(x,t)i “38+1 so'l(x t)
1=ty t=tg

De (4.11) temos:

a0 1Al (x, 1) = 379 Ay (x,t) + oA (xat) s
0 ot 0%1%0 tot 0™
=tp =ty
Ab(x,t)—[ . -BSE\O(x,t),A]BGT(x,t):[
A=ty t=t
(4.22)
Agora,
n BGT,. .7] oo kn
aoﬁxo(x,t),A1 )| = (D) {agAg(x.t)
1 it=ty k=0 t=tg
% 33 kABGT(X t), k BGT(X t)!
tp
-k
x 3 Ao(x,t)l } (4.23)
Usando (4.21), fica:
" n-k,sol
aOE\ (x,t),8557 (x, t)Jl - 1 akAg (s B, R )]
=to
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- aEA§°1(x,t), aS'kAO(XJt) 4 =
L=ty . t=t

= ol [}0(x,£),A§°](x,ti]It_t (4.24) "
-0

Substituindo (4.24) em. (4.22) segue-se:

ap*1aB8T(x, t)| = a9y (U o u-w o H) -

t=t0

t
1 .n(7-1 -1 -1 2
. 30[9 2o ey J w2 Fldru 4

tg

t
+ ! J V) F g, u"‘aou-w“aoﬁ]l
t 0 litat,

1.0 -1y -1 -1 -1
- 5 9 [E g+ W lagh , T u-uT ey +

t t
T [ ()| Fdry -y J

t

(2 i
: . u [ ¥]dr N:Ht=t0 |

~ nl~1 S .|
= 31(U 13 ol- W a W)‘ + 30[9 3L 8091|t~t +
=to

t
+af Tw Ve u,u o W + oo T u (@) F a0,
0 0 ML 0
- “to . t

0
”-130U]|
t=tg
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t
+ 33[9-1?0u,w'1[t u(l);?ldrﬁ}|t=to

0

-1 n, -1 .
= 30 (3,U" %8, V) + an(u a9, U) n,. A
0\ % 0 tetg 0 1° tety " 9 (3, 3yH) . -

K =tg

- Al Ta BOW)|t= + ap (U a Uy 1aOU)l

to t= to

- ag(utaguuTTa vy | + a0 Taghu Vo u +
; ltet, t=tg
t
- - - 1
ot Taoww o uy o+ Ut w(B) Fldea vy
0 i oL, 0 oV |
1t=ty tg
t
- 3D (u o gy u(ZJI?idTU)I +
Tt t=ty
t t
+ ol Ta g u(1)|?|dTW)‘ - ag(w“][ ulD) ¥ dra iy
T, t=tg tg - lt=ty

), -1 s -1 -1
30{+u 31300 - Wla a0k + agUTToqu - s Tagu 4

t t
u“J () Fdragu + apu7" I w3 dru
tO t

+

0

t . t
- g 7] { uMFpar v - 7! ’ ' u(])|?|draow} l -
t, t t=t,
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t

= o) {ao(u"a1u-w'1a1w+u'1j w ) ¥ a0 -
. b :
t
. ] u“)lffldrw)}l
t et

’ +
= 9] 1A?‘”(x,t)!

t=t0

Este resultado demonstra, portanto, que ASO](x,t) po-
de ser obtido atraves de (4.11) e de (4.17). Em outras palavras,
podemos gerar os potenciais de Solomon a partir de uma equacao

de evolugao com adequadas condigoes de contorno.



CAPITULO V

COPIAS ELETRICAS NAO-ABELIANAS

Neste capitulo nos propomos a apfesentar um métédo
que seja suficiente para obtengio de todas as copias possiveis
de qualquer campo el&trico ndao-abeliano t. Denominaremos de co-
pias elitnicas os potenciais nao gauge-equivalentes que geram o
mesmo campo eleétrico ?. Essencialmente, o mecanismo no qual se
baseia este metodo nada mais € do que uma extensio ﬁara quatro
dimensoes do que foi feito na se¢ao 3.2, seguindo a dndicagao
de N. Weiss na escolha de um "gauge super-axial" como ponto de
partida(ll?. Quanto ao grupo de gauge considerado, n3o ha nenhu
ma restrigio a ser imposta e os resultados sdo compﬁetamente ge

rais.

.Por definig3o, as componentes vetoriais de um campo

- . Py . > ~
eletrico nao-abeliano E sao dadas por

Eg(Fat) = Foy(Fat) = agh, (F.t) - 2,80 (F,t) + [g(F.t0.(Fat)].
. (5.1)

Se estamos trabalhando no gauge definido pelas equacOes abaixo,

Rg(¥,t) 0, (5.2a)

]
o

Ay(Ts-=) (5-2b)
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Ry(x,y,-2,-=) = 0, (5.2¢)
Az(-m,y,—w,—m) =0 , (5.2d)

entao (5.1) toma uma forma mais simples:

E; (Fst) = 3pA;(F,t) . (5.3)

Podemos demonstrar que as equagoes (5.2) especificam univocamen

te o gauge. Isto quer dizer que, dado um campo F11 » 0 potencial

v
correspondente estara perfeitamente determinado. Como conseqlien
cia, neste gauge nao ha possibilidade da existéncia de copias
de gauge(l). Vejamos este resultado em detalhes. Sejam Au’ AL

dois potenciais associados ao mesmo F e Au = AL-AH. Da equa -

Y
¢do Fgi(R) = Fos(A')  tiramos:

BOAi(—F,t) =0, (5.4)

0 que implica A{ = Ai(?). Por outro lado, (5.2b) nos di que

113(?) =0 (5.5)

De (5.2c) e (5.2d) temos, respectivamente, que

"
o

MRS (5.6)

i
o

Az(_msYs::x) - (5'7)
Como fi3(A) = Fi3(A') (1 =1, 2); vem que, em t = -,

340y = 0 . (5.8)
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858, = "0 (5.9)

Isto €,

by = Az(x,y) (5.10)
e, de (5.6) com (5.8) , encontramos que
Ay = 0 (5.11)
E com F12(A) = F12(A') emt = ~= e z = -=, obtemos
98, =0 (5.12)

que,juntamente com (5.7), resulta em

Assim, Au = 0. Logo, fica demonstrado que no gauge (5.2), 0
*
campo Fuv determina univocamente o potencia1( ).

A solugdo da eqquio'(S.a) serd dad; por

t
A(FoE) = J £, (For)dr + AL (F,-) . (5.13)

Consideremos, agora (ainda no gauge (5.2)), uma familia G de

potenciais Ang definida da_seguinte forma:

F .
{ )E facil ver que a transformagao que leva um certo potencial Au a (5.2) e
Gnica. Portanto, nao existem neste gauge dois potenciais distintos que

sejam gauge—equivalentes.
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G={Agu3 R P T

1

t
[ U(F,T)E, (For)U7 (For)de + Ay (F,-w) } , (5.14)

-t

onde U(?,t) e um elemento qualquer do grupo de gauge(*). 0 po-
tencial (5.13) pertence, naturaimente, a esta familja ( basta
tomar Y = I = identidade). Isto prova que, dado um campo ele -
trico Ei(?,t) arbitrario, podemos assegurar a existéncia de pe-
lo menos um potencial A e G (e.g. A11 = A£:I j) que o gera. Da

maneira pela qual definimos G decorre que seus potenciajs deve-

rdo gerar campos elétricos do tipo:

-

eV - 0l CuFnE FaauT Ry L (5.05)
Este & um'resultado importante. Na verdade, & a chave de todo
processo que nos permite construir as copias. Realizando uma
transformacao de gauge U em cada potencia? AEU:I (isto &, cada

‘}otencia] Ang sendo transformado pela propria U usada na sua
definigao), obteremos um novo conjunto de potenciais Ku‘ Devido
a (5.15), todos estes potenciais ser@ao geradores do mesmo campo

LY

eletrico E; = Ess ja que

v 1T,
vl -, (5.16)

*
*) Afora a exigéncia de satisfazer 3as-equagoes (5.2b,c,d) Ai(;,—“o em

(5:14) e totalmente arbitrario.
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Esta nova familia de potenciais, dotados com esta propriedade ,

. *
sera definida, entdo, por( )

. -1,-
F = {Ah;Ao = U7 (F,t)95U(7,t)

t
(
Ay = U (FLe) J U(F,)E (For)UT (For)del (F,t)  +

+ U'1(?,t)Ai(?,-;)U(?,t) + U—](?,t)aiU(?,t)} . (5.17)

Convém salientar que, uma vez que nao existem dois potenciais
distintos AEU:‘, Agvﬁl , gauge-equivalentes em & (por hipote-
se os elementos desta familia est3do todos no gauge (5.2)), en-
t3ao dois potenciais Au’ AL , pertencentes a F e construidos a

partir de AEU:I, Agy 1 , nao podem ser gauge-equivalentes.

Para finalizar, vamos mostrar que ¥, de fato, abrange

~

todos os potenciaig geradores de E, ou seja, que nossa constru-
¢3o0 & exaustiva. -Suponhamos, por exemplo, gque Ku seja um poten-
+cial que da origem a T. Através de uma tr@nsformagio:v—] pode -
mos leva-lo ao gauge (5.2). Ora, mas acontece que neste gauge

o potencial transformado ﬁ; tem como campo elétrico

Te o T . -1
EL = agFl = VE,V (5.18)

Temos, portanto, que

(*)

Podemos também comprovar de imediatoc que os potenciais de F dao origem

ao mesmo campo elétrico fazendo explicitamente o cdleculo a partir de
(5.17).
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t
Ry =0 e &= I V(?,T)Ei(?,w)v“(?,T)dT + By (Fo-=) .

(5.19)

- Com esta forma, vemos que K; pertence reaimente a familia ¢ de
finida em (5.14). Desse modo, através da transformagao inversa

V aplicada em A} , recuperamos Ry» com

RV o+ vila y (5.20)

que, naturalmente, pertence a F, como queriamos demonstrar.
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