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Para se cumprir o Caminho Integrail
Ha dois caminhos a seguir.
0 primeiro caminho € qualquer caminho,

e todos os caminhos.

o

segundo caminho

hao € um caminho.

Chuang Tzu

Sao quatro os feiticeiros (...) dos Yahoos, e este
mero € o maior que abarca sua aritmética. Contam nos dedos,

dois, tres, quatro, muitos. O infinito comeca no polegar.

J.L.Borges, 0 Informe de Brodie

Bump-ah-dah-cum-dum-pah-dah~cum-dah-pah-dum-dum!

R.P. Feynman, Drums



RESUMO

Estudam-se alguns aspectos da formulacao de integrais
de caminho da mecanica quantica. Este formalismo € generalizado
para transformagoes canonicas arbitrarias, por meio de uma asso
ciagao entre amplitudes de probabilidade, andlogas a expressao
usual no espaco de fase para a evolucao Hamiltoniana no tempo,
e geradores classicos de transformagoes. Tal associacao resulta
ser equivalente a regra de quantizacao de Weyl; mostra-se, tam-
bém, que este formalismo prové uma representagao por integrais
de caminho para uma algebra de Lie de um dado conjunto de gera-
dores classicos. Discutem-se ainda algumas consideragoes fisi-
cas acerca do procedimento de gquantizacao por integrais de cami
nho e acerca da relagao entre as estruturas dinamicas classica

e quantica.

SUMMARY
Some aspects of the path integral formulation of
gquantum mechanics are studied. This formalism is generalized

to arbitrary canonical transformations, by means of an associa-
tion between path integral probability amplitudes and classi -
cal generators of transformations, analogous to the usual
Hamiltonian time development phase space expression. Such asso-
ciation turns out to be equivalent to the Weyl guantization
rule, and it is also shown that this formalism furnishes a
path integral representation for a Lie algebra of a given set
of classical generators. Still, some physical «considerations
about the path integral quantization procedure and about the
.relationship between classical and gquantum dynamical structu-

res are discussed.
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Um Teorema

Para se cumprir o Caminho fntegral

Ha dois caminhos a sequir.

je=]

primeiro caminho € qualquer caminho, i

todos os caminhos.

(M

=

segundo caminho

naoc & um caminho.

Chuang Tzu

De fato, visto que

Sao quatro os feiticeiros (...) dos Yahoos, e este nimero é o
maior que abarca sua aritmética. Contam nos dedos, um, dois, tres, quatro,

meitos. 0 infinito comeca no polegar.

J.L. Borges, o "Informe de Brodie'.

entao, naturalmente,

Bump-ah-dah-cum~dum-pah~dah~cum~-dah-pah-dum-dum!

R.P. Feynman,

"Congas"

cqd.



CAPITULO 1

INTRODUGAD

1.1 - APRESENTACAO

Este trabalho visa a ser um estudo em profundidade da
formulacdo de integrais de caminho da mecanica quantica.

Sao tantos os campos de aplicacao, na atualidade, do
método de integracoes funcionais que este pode ser considerado, a
bem dizer, o calculo integral da Fisica moderna. De fato, o cha
mado método das integrais de caminho, idealizado por Feynman em

1948 em sua "abordagem espaco-tempo" da mecanica quantice, ja

provou sua utilidade, tanto teorica quante pratica, em areas

ca nuclear, a fisica de plasma, a fisica do estado s6lido, a te
oria de renormalizacao, a mecahica estatistica, a hidrodinamica
e muitas outras. Embora nao tenha ainda side fundamentada com
todo o rigor, ou com rigor que se desejaria, esta tecnica, como
bem se ve pela enumeracao acima de areas de utilizacgao, possui
uma flexibilidade de aplicacgoes muito compensadora, e muitas
vezes nao sO permite a solugao de um dado problema matematico
como também conduz a argumentos heuristicos sobre suas proprie-
dades. Uma séria limitacao, contudo, ligada a caréncia de  uma
fundamentacdo matematica mais precisa referida ha pouco, € a de

nao sabermos realizar com exatidao mais que algumas manipula -



¢oes pouco complicadas, sendo muito dificeis os calculos em va-
rios casos de importancia.

Nosso particular interesse nesta técnica, todavia, re
toma o tema que lhe serviu de local de oragem, a mecanica quan-
tica nao-relativistica e sua relagao com a mecanica classica, e
concerne principalmente a compreensidoc mesma dos principios que
estruturam a teoria quantica atual. Conquanto a formulacdo usu-
al da teoria quantica, em termos de operadores diferenciais num
espago de Hilbert, tenha tido, como & notorio e ji até histdri-
Co, um 1lmenso sucesso, ajudando a revolucionar as concepgoes £f1
sicas dos séculos passados, nao obstante permanecem um tanto obs
curos certos aspectos de algumas questoes fundamentais,por exem
plo acerca dos processos quanticos de medicao. O carater esto -
castico destas medicGes (muito distinto do que ocorre nos pro -
cessos da mecanica estatistica classica), do qual deriva a natu
reza estocastica ou probabilistica atribuida 3 propria mecanica
quantica, e suas possiveis interpretacoes fisicas tem sido
exaustivamente debatidos na literatura (vide discussoes sobre
variavels ocultas, teoria dos muitos universos, teorias micros-
copicas, etc), ao longo de décadas sem que entretanto se tenha
conseguido alguma conclusao ampla e firme. A formulacio de inte
grais de caminho, por outro lado, ainda que nao removendo o pro
blema, permite uma visao geométrica de diversos conceitos e pro
cedimentos quanticos caracteristicos que nos auxilia a compreen
der alguns aspectos da teoria, que resultam menos transparentes
na linguagem tradicional.

Neste trabalho, assim, procuramos empregar o estudo
da formulagao de integrais de caminho como um eixo central para

uma discussao acerca das estruturas dinamicas formais da mecani



ca classica e da mecanica quantica e também dos  processos de
quantizagao que conectam uma e outra teoria. Feynman, original-
mente, utilizou o formalismo de integrais de caminho para ex-
pressar a solugao do problema fund;mental da mecanica quantica
nao-relativistica, o de encontrar o propagador (ou fungiao de
Green) para a evolugao temporal de um dado sistema, expressa por
meio da equagao de Schr8dinger. Notando que a evolucao Hamilto-
niana € apenas uma das representantes da ampla classe das trans
formagdes canonicas classicas, procuramos investigar algumas das
propriedades basicas do procedimento de quantizagdo por inte-
grais de caminho atraveés de uma generalizacdo deste método para
geradores classicos de transformaclGes canonicas arbitrarias. Es
ta generalizacao, a par de nos revelar certas facetas da simila
ridade formal entre as estruturas dinamicas da mecanica classi-
ca e da mecanica quantica (nao obstante as profundas diferengas
entre os aspectos observacionais de ambas), permitira também ob
termos uma representacio por integrais de caminho de uma alge-
: : : = e ene )
bra de Lie associada a um conjunto de geradores classicos .

0 conteldo desta tese esta pois articulado como segue:
numa primeira parte, que compreende oS trés primeiros capitulos,
expomos de um ponto de vista essencialmente informativo a funda
mentacao conceitual € o instrumental matematico necessarios pa-
ra o desenvolvimento de nossas idéias; na parte final,que abran
ge os tres capitulos restantes, realizamos as aplicacoes pro -

priamente ditas de nossos métodos.

*
( )Muitos dos resultados aqui apresentados foram publicados num artigo: F.
C.Santos, L.A.R. Oliveira and T.Kodama, "Path Integrals for  Arbitrary

Canonical Transformations', Nuovo Cimento 58B, 251(1980).



Assim, em seguida a esta apresentagdo temos, além de
um breve historico dos conceitos de integragdo funcional e inte
gral de caminho, um rapido panorama de seu estagio atual de
desenvolvimento e de seu espeétro de aplicacoes fisicas. No ca-
pitulo 2 apresentamos a nogdo de integral de caminho; inicial-
mente, a titulo de complementacao didatica e assim despreocupa~
dos do rigor, introduzimos as nocgoes elementares de funcional e
de integracao funcional, por meio de exemplos retirados da teo-
ria do movimento Browniano onde, historicamente, estes concei-
tos foram empregados extensivamente pela primeira vez. A formu-
lagac de Feynman propriamente dita, isto &, a expressao do pro-
pagador ou fungao de Green para a equacao de Schr8dinger por
meio de uma integral de caminho no espaco das configuragoes, ¢
apresentada a seguir; escolhemos para sua derivagao um método
dedutivo de base Hamiltoniana, para compara-lo ao procedimento
postulativo e essencialmente de base Lagrangeana que o proprio
Feynman seguiu. Obtemos, enfim, a versao no espacgo de fase da
integral de caminho para a evelugao Hamiltoniana, que sera o
elemento basico de todeos os nossos calculos.

Terminamos a parte inicial de fundamentagao apresen -
tando, no capitulo 3, alguns elementos de Dinamica Classica que
seraoc convenientes ao nosso estudo posterior do procedimento de
quantizacgao por integrais de caminho. Discutimos, na introducgao,
a telacdo entre simetrias dinamicas sob transformagoes e conser
vacdo de quantidades no contexto classico. A seguir, expomos re
sumidamente a formulagdo Hamiltoniana classica usual, e introdu
zimos o formalismo de colchetes de Poisson que nos sera muito
Util no futuro. Discutimos entdo a nogao de transformagdes cano

nicas, para nds importantissima, e analisamos em algum detalhe



a estrutura dinamica formal da mecanica classica, em termos
de uma algebra de Lie de geradores de transformacoes canonicas.
Na Gltima segdo continuamos esta exploragao, obtendo a expres -
sao para transformagGesicanénicas a um parametro, por meio do
formalismo de colchetes de Poisson; discutimos o conceito de si
metria sob uma transformagdo canonica a partir desta expressio,
e finalizamos obtendo uma solucao formal por operadores para ela.

Tendo completado a fase inicial de conceituagao, esta
mos aptos agora a desenvolver alguns resultados proprios fazen-
do uso do material exposto anteriormente. Principiamos o capitu
lo 4 estabelecendo uma associagao entre geradores classicos de
transformagoes canonicas arbitrarias e certas amplitudes de pro
babilidade ''‘generalizadas', por meio de integrais de caminho
similares a integral de Feynman no espago de fase, de modo que
qualquer transformag¢ao canonica, e ndo mais apenas a evolucgao
Hamiltoniana, terd agora uma expressao em termos de integrais
de caminho no espaco de fase; discutimos ainda, em algum porme-
nor, os aspectos e motivagoes desta definigao. Para tornar a ge
neralizacao acima efetivamente operacional, contudo, necessita-
mos ainda definir um processo de extrair a informacao fornecida
por nossas amplitudes generalizadas; assim, na secgao 4.2 revisa
mos alguns resultados da literatura que nos fornecerao a inspi-
racao para uma definicao apropriada de autovalores associados a
estas amplitudes. Na secao seguinte realizamos aplicacoes de nos
sa formulacao, reproduzindo os resultados usuais para os autova
lores dos operadores momento angular LZ, componente-z do momen-
to angular L_, e carga Q (aqui associada a um campo escalar).
Abordamos entdao a questdo das medicdes quanticas, propondo um

mecanismo de "medicao" em termos de integrais de caminho, e es-



tudamos suas propriedades, que corresponderio aos requisitos
habituais da teoria.

Retornando a nosso estudo da formulacdo de integrais
de caminho, obser%amos na secao inicial do capitulo 5 a grande
proximidade formal das estruturas dinamicas da mecanica clissi-
ca e da mecanica quantica, enquanto diferentes realizagoes de
algebras de Lie de observaveis, num caso, por meio de funcgoes
reais no espaco de fase, no outro, por operadores num espaco de
Hilbert; esta semelhanca estrutural nos induz a crer que, sendo
a formulagao de integrais de caminho um procedimento de quanti-
zagao, ou seja, um modo de estabelecer uma correspondéncia en -
tre sistemas classicos e sistemas quanticos, deverd ela propria
revelar certos aspectos da equivalencia formal referida acima .
Efetivamente, na secao 5.2 verificamos, a partir do estudo das
propriedades de amplitudes "infinitesimais', que efetivamente
nossa associagao geradores classicos—amplitudes de probabilida-
de, proposta na secao 4.1, resulta equivalente 2a regra de quan-
tizacao de Weyl, e assim encontramos uma correspondéncia entre
o colchete de Poisson classico e o comutador quantico que, a
nosso ver, reflete a semelhanca de estruturas assinalada anteril
ormente. Prosseguindo, examinamos as propriedades de transforma
goes sucessivas e verificamos a partir dai que a associacgac
geradores—amplitudes, em termos de integrais de caminho, forne-
ce uma representacao de uma algebra de Lie associada a um con -
junto de geradores pertencentes a um grupo de transformagoes
classicas. Finalmente, empregamos os resultados da segao ante -
rior para retomar a investigacao do papel de simetrias e quanti
dades conservadas na formulacao de integrais de caminho, e ob -

servamos que, se uma dada transformagao classica deixa invarian



te um sistema, entdo em termos de nosso esquema de medicac via
integrais de caminho o observavel quantico correspondente sera
também uma constante de movimento.

No capitulo 6 procuramos empreender uma discussio cri
tica de nossos estudos, assinalando o carater essencialmente for
mal de alguns de nossos resultados e ressaltando algumas difi -
culdades técnicas e conceituais que observamos. Concluimos, to-

davia, reafirmando o interesse genérico de nossas concepcgoes

Ll

dado ser sempre esclarecedor observar um saber ji constituido
a partir de um ponto de vista alternativo, e especulamos — aco-
metidos de alguma temeridade — acerca de algumas aplicagoes pos

siveis de nossos métodos e resultados. A guisa de complementa -

¢do, no Apendice A apresentamos, de forma sumarissima, alguns
elementos de teoria de grupos e suas representacoes. No Apendi-
ce B, enfim, utilizamos uma tecnica de diagramas para demons -

trar um resultado importante referente ao capitulo 5.

1.2 - INTEGRAIS DE CAMINHO: HISTORICO E STATUS ATUAL

Historicamente, o desenvolvimento sistematico do cal-

(1)

culo funcional comecgou com Volterra no principio deste sécu-
lo. Em seu trabalho, varios conceitos da analise de fungoes |,
tais como continuldade e diferenciabilidade, foram adequadamen
te transcritos ao regime funcional. Talvez a contribuicaoc mais
importante de Volterra tenha sido um método geral para opera-
¢O0es com funcionais. Este método consiste em se aproximar um fun

cional por uma funcao de n variaveis, reduzindo entdo o proble-

ma de um continuo de graus de liberdade a um caso envolvendo ape



nas fungdoes de n variaveis discretas. Os resultados assim obti-
dos dependem de n, que ao final € levado ao infinito. Um exem-
plo deste tipo de procedimento € a bem conhecida técnica  para
resolver a equacao integral de Fredholm(g).

Um dos primeiros a estabelecer a integracao de funcio
nais foi Daniell, em 1918, em conexao com-o valor médio de um
funcional(é). A integracao funcional como um meio para a solu -
cao de equagoes diferenciais parciais de natureza estocastica
foi imaginada por Wiener na década de 2084,

Em geral, a integracao de um funcional sobre todas as
suas variaveis, em analogia com a integraclo de funcdes multiva
loradas, conduz a divergencias. Contudo, nos casos de interesse
fisico ha uma sajda, ditada pelas circunstancias fisicas do pro
blema, que consiste na introducao de um fator peso para cada va
riavel de integracao, ou uma funcao peso conjunta. O peso con -
junto para todas as variavels constitui a medida de integracao,
que para muitos fins € uma probabilidade, embora nao necessaria
mente. A escolha apropriada da medida de integragao para fun -
cionais especiais leva a solucao de certas equagoes diferenci -
ais parciais da fisica matematica. Foi deste modo que Wiener
teve sucesso em obter a solucao fundamental (propagador) da equa
cdo de difusdo, usando como medida no espago das funcoes con-
tinuas a expressao de Einstein para a distribuicao de probabili
dades para trajetorias distintas de uma particula Browniana ,
ou seja, para a probabilidade conjunta de se encontrar uma par-
ticula Browniana numa dada sucessao de intervalos espaciais du-
rante uma sucessao correspondente de intervalos de tempo: esta
medida terminou por receber seu nome. Em 19453, Chandrasekhar(é)

tratou de modo definitivo a teoria do movimento Brownliano atra-



vés da integracdo funcional (embora em lugar algum ele o afirme
explicitamente), e em 1944 Cameron, Martin e seus colaborado-
res'® iniciaram uma longa série de trabalhos, dedicada a inves
Itigagaes sobre a medida de Wiener em espacos funcionais.

Ja em 1933, num curto comunicado a uma conferéncia,
Kirkwood(z) havia especulado que a integracao no sentido de Wie
ner de funcionais especiais poderia ser aplicada a fisica quan-
tica em conexao com o calculo de somas estatisticas: contudo, o
comeco da penetragao dos métodos de integracao em espacgos fun -
cionais na fisica quantica deve aparentemente ser remetido a
1942, quando a dissertagao de R.P. Feynman sobre o principio de
minima acao, contendo uma nova derivacao da equacgao de Schrd -
dinger, foi defendida em Princeton(g). Esta tese nunca foi pu -
blicada ao todo, mas uma importante parte esta contida no famo-

s0 artigo de Feynman de 1948(2)

(lg), de

, No qual, inspirado por um arti
go de Dirac 1932, e lancando mao do formalismo de inte-
gracao funcional, produziu sua assim chamada "abordagem espaco-
-tempo" da mecanica quantica nao relativistica. Os  trabalhos
subsequentes de Feynman em eletrodinamica quantica, no tratamen
to estatistico do hélio liquido, e em outras éreas(ll),elevaram
0 assunto a categoria de uma nova disciplina.

Em 1949 surgiu o interessante trabalho matematico de
Kac(lz)(sob a inspiragao, segundo o autor, da dissertacao de
Feynman) , dedicado ao calculo do valor médio de alguns funcio -
nais sobre as trajetorias de uma particula Browniana, atraves
da redugdao do problema a solucdo de equagbes diferenciais rela-
cionadas a equacgao de SchrBdinger e do emprego da medida de

Wiener. A partir dai seguiram-se diversos trabalhos matematicos

por autores de diversos palises; dentre os fisicos, todavia, 0
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trabalho pioneiro de Feynman nao foi devidamente apreciado no
comego, aparentemente devido a novidade e singularidade da idéia
de integracgao em espacos funcionais, e houve uma certa demora
até que ocorresse a devida assimilacdo pela comunidade da fisi-
ca tedrica. De todo modo, nos primeiros anos apds o surgimento
do novo aparato matematico exposto no trabalho original de Feyn
man, apenas o proprio autor o utilizou em investigacdes fisicas.
E somente em 1954 que, simultaneamente, Edwards e Peierls(lé) ,
e Gel'fand e Minlos(ii), publicam artigos aplicando a teoria
quantica dos campos os métodos gue Feynman havia desenvolvido
para a mecanica guantica nao relativistica.

A partir destes artigos, surgiu de imediato uma série
de trabalhos analogos devotados a exposicdo dos fundamentos da
teoria quantica de campos na linguagem de integrais funcionais;
nomes como Schr8dinger, Bogoliubov, Salam, Matthews,Friedrichs,
Shapiro, Segal e outros estao associados a estes estudos(lé).Em
1956 o artigo, hoje classico, de Gel'fand e Yaglom(lg) resume
as aplicagoes da integracao em espagos funcionais a fisica quan
tica.

0 primeiro formalismo funcional para a hidrodinamica,
por sua vez, fol obtido por Hopf(iz) em 1952. Ele obteve um fun
cional caracteristico, abarcando toda a informacdo hidrodinami-
ca, e assim acreditou poder tratar o problema da turbulencia .
Entretanto, s0 pode extrair informacoes muito limitadas de seu
funcional caracteristico. Em 1966 Brittin e Chappell(iﬁ) conse-
guiram um formalismo para a Magnetohidrodinamica.

A teoria classica de muitos corpos foi atacada DOT
Bogoliubov(lg), ja em 1946, quando desenvolveu um funcional ge-

rador contendo todas as distribuicgoes reduzidas para qualquer
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numero de particulas; este funcional obedece a uma equagao de
. 13 . . (20)
movimento linear, de primeira ordem no tempo. Hosokawa'— em
1967 obteve uma representacao integral para o funcional gerador
de Bogoliubov, cujo formalismo pode também ser transcrito quan-
ticamente. O aspecto mais importante das teorias funcionais de
muitos corpos e da hidrodinamica € sua linearidade, devido a ca
pacidade dos funcionais de encamparem um sistema infinito de
equacoes lineares, relativas as diversas distribuigoes reduzi-
das, no qual a equacao de movimento nao linear original pode ser
decomposta; o ganho em linearidade €, todavia, dissipado na com
plexidade crescente das manipulagbes funcionais. Na area de es-
. (21) : . .
tado solido, recentemente Edwards -~ aplicou métodos de inte-
gracao de caminho a matéria polimerizada. Podemos mencionar tam
bém, dentre as aplicacoes integrais de caminho em fisica do es-
- . 22 ..
tado solido, a teoria de Thornber-Feynman(——) da condutividade.
Esta exposicao mostra com clareza que praticamente
nao ha ramo da fisica tedrica em que nao se faga uso do forma-
lismo funcional. No problema do polaron, inclusive, o tratamen-
to por integrais de caminho prevaleceu sobre todos os outros me
todos, dado que as diversas expansoes perturbativas em inte-
grais funcionais nao dependem do tamanho do parametro de expan-
sao. No momento, uma desvantagem € a dificuldade em se realizar,
numa forma fechada, calculeos em coordenadas curvilineas. Entre-
. . . . (23) .
tanto, desde o artigo pioneiro de Edwards e Guliaev'—",a 1inte-
gral de caminho curvilinea passou por diversos estagios de ela-
~ . - e - . - . (24)
boracdo, e hoje sua compreensao ja ¢ satisfatoria‘——’. Recente-
mente. Kleinert e Duru obtiveram a solugao para o atomo de hi -
~ . - . . . (25)
drogénio através de integrais de caminho™~+".

Em virtude do reconhecimento e larga aplicagao que seu
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método passou a receber, em 1965 Feynman retorna, em seu conhe-
. . . (26) .

cido livro-texto com A.R. Hibbs*—7, ao lugar original da formu

lacao de integrais de caminho: a mecanica quantica nao-relati-

vistica. Algumas lacunas ainda existentes na formulagao foram

pouco a pouco sendo preenchidas. Por exemplo, Schulman(gl), em

1968, obteve sucesso em introduzir o spin no formalismo funcio-

nal da mecanica quantica, como Feynman ja havia insinuado desde

seu trabalho inicial; também no estudo da conexdo spin—estatis-
. - .- .. (28) P

tica seu metodo foi util*——". Nos ultimos anos, ocorreram pro -

gressos na inclusao do spin em calculos por integrais de cami-

(29

nho relacionados a equagao de Dirac ——); por outro lado, também

fenomenos semi-classicos tem sido adequadamente tratados por es
. 30-32

te formallsmo(—— ——).

A fundamentacgao matemdtica de que carece o método de

integracao funcional tem sido objeto de varios autores , como

Cecille de Witttéé) (através da introdugdo do conceito de pro -

(34) (35)

distribuig¢des), Simon . Hée gh-Kréhn e outros. Tentati

vas de obter um formalismo covariante para integrais de caminho

relativisticas foram realizadas, dentre outros, por Miura(ég)

e Deininghaus e Graham(éz).

Como se vé por este rapido perpasse pela literatura ,

o método de integrais funcionais encontra-se amplamente difun

dido(ég_ig), e nos anos mais recentes testemunha-se mesmo uma

penetracao cada vez maior em todas as areas; citemos como exem-

plo, para finalizar, sua aplicagdo a teoria quantica dos cam -

(41

pos 41) ¢ 3 fisica nuclear (no tratamento de campos quanticos co

(

ietivos Ez-)), a teorias de campo com vinculos de segunda clas

se(ﬂé) e a quantizacdo em espacos multiplamente conexos(ii),bem

- . . = (45)
como a propria gravitagao — .



CAPITULO 2

INTEGRAIS DE CAMINHO

0 método de integrais de caminho estabelecido por Feyn
man, que empregaremos intensamente ao longo de todo este traba-
lho, consiste essencialmente numa técnica para o calculo da
amplitude de probabilidade mecanico-quantica K(b,a) de um da-
do sistema quantico realizar uma transigao entre estados, carac
terizados por coordenadas ;a e §b’ no intervalo de tempo Ea,q;}
Esta amplitude & relacionada a soma (por meio de uma  integral
funcional), sobre todas as possiveis trajetorias x(t) que conec
tam os pontos §a e gb’ de certas contribuigdes complexas k[X(t]],
atribuidas a cada uma das trajetorias ou caminhos da seguinte
forma: a fase de cada contribuicao complexa € a acdo classica
S §(t)} do sistema, definida ao lengo do caminho corresponden -
té, dividida pela constante h que caracteriza o$s processos quan
ticos; e a magnitude de cada contribuigdo & uma constante ( ou
seja, um valor independente deo caminho) escolhida de modo a nor
malizar adequadamente a amplitude total K(b,a). A razdo desta
definigao se torna clara se observarmos que no limite classico
> 0, os ﬁni;os caminhos que necessitaremos considerar SETA0
aqueles para os quais a variacao da agao S[K(t)} seja justamen
te da ordem de h, ou seja, caminhos essencialmente identicos ao

caminho cldssico do sistema, para o qual, por definigao, a vari

acao da acgdo € nula — reproduzindo assim, no limite |, 0 caso



-14-

classico.

Nas formulagoes usuais de Schr8dinger e Heisenberg ,
em termos de operadores diferenciais, a amplitude (ou funcao de
Green) K{b,a) € em geral calculada resolvendo-se uma equagao di
ferencial, ou uma equagao integral, ou ainda somando-se autoes-
tados. A abordagem por integrais de caminho, embora seja equiva
lente as de Schr8dinger e Heisenberg, no sentido de que cadauma
pode ser derivada da outra, tem nao obstante um interesse parti
cular na medida em que a idéia basica de "soma sobre todos 0s
caminhos" possibilita uma certa visao geométrica dos processos
quanticos. Isto nos facilita a compreensao de alguns conceitos
quanticos tipicos, como por exemplo medigoes, que nas formula-
c¢oes por operadores nao sao tao claros.

Vamos neste capitulo apresentar, numa extensao sufici
ente para nossos interesses, a nogao de integral de caminho.Ini
cialmente revemos, de um ponto de vista abrangente ¢ portanto
sem preocupacgao de rigor, as nogoes basicas de funcional e de
integral funcional através do exemplo historico de movimento
" Browniano. Apresentamos a seguir a formulacao de Feynman para a
mecanica quantica, primeiramente em sua forma original de inte-
gral no espaco das configuracoes, e finalmente em sua verso Ha-

miltoniana no espaco de fase.

2.1 - NOCAO DE FUNCIONAL - MOVIMENTO BROWNIANO

Quando se tem particulas macroscopicas num ambiente
l1iquido, elas sofrem continuamente colisbes com as moléculas do

meio circundante devido a agitacao térmica destas ultimas. Como
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resultado das flutuacBes térmicas da velocidade devidas a estes
chogues, uma particula aproximadamente do tamanho coloidal (v 1
micron) percorre um trajeto aleatdrio; esta € a concepgdao  de
Einstein do movimento Browniano. Langevin(éél tomou este quadro
e lhe deu uma roupagem matematica, produzindo deste modo sua equa
cdo dinamica para o movimento de uma particula Browniana. O mode
lo de Langevin simula a interacdoc de muitos-corpos da particula
com o meio através de uma forga hidrodinamica dissipativa e de
uma forga "aleatoria" (com propriedades estatisticas derivadasdo
estado térmico do meion).

Por simplicidade, vamos escrever a equacgao de Langevin

para uma particula Browniana livre a uma dimensao:

2
d"x m dx
m = - — ==+ f(t) (2.1.1)
at’ ty at
onde t € o tempo de relaxacgado da particula, —(m/tOJi e a forga

friccional e f(t) € a forga aleatoria, a soma das duas dando con
ta da interacdo total da particula Browniana com o meio.
Vamos, agora, escrever a solugdo da eq. (1) para a ve-

locidade v(t), que satisfaz a condigdo inicial i(t')=v(t‘)=v‘:

t

v(t) = exp LE%:EiIV' +

1
exp [1%:El%m_1 f(t)dr (2.1.2)
0 _[ Jee _ 0 ;

Para se ter a velocidade no instante t o conhecimento completo
da forca f(1) de t' a t € necessario. Mudando f(t) tere-
t'<1<t

mos outra v(t), visto que v(t) depende de toda a faixa de valo -

res da forga f de t' a t. A cada fungao f(r)w[i. t—lesté associa

do um valor de v(t) de acordo com a eq. (2). Temos, assim, um
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funcional e ¢ indicamos pela notacgao V[:f(T):]E, .

Na realidade, a equagao de Langevin € uma equagao de
movimento que € compartilhada por cada membro de um conjunto de
particulas Brownianas, cada uma das quais experimenta, em geﬁaL
uma sucessao diferente de forcgas aleatorias f(1) durante o in -
tervalo de tempe [ t',t |. A eq. (2) dd a velocidade da particu
la Browniana no instante t sob a influéncia de uma particular
forga aleatoria f(1) ao longoe do intervalo [ t',t |. Para umaou
tra particula Browniana, temos uma forga aleatoria diferente,di
gamos f' (1), durante o mesmo intervalo. Para descobrir a veloci
dade associada a forga aleatéria f'(1) (mesmas condigoes inici
ais), nos apenas removemos a forgca f(1) da eq. (2) e inseri-
mos a forga f'(t) em seu lugar. Assim, o conjunto de particu -
las do meio gera durante o intervalo de tempo [:t',t:] uma cole
gao de forgas f(1), a cada uma das quais uma velocidade de par
ticula esta associada, e esta associacdo constitui o funcional
da velocidade.

Em geral, um funcional € um instrumento matematico que
liga cada funcdo f, de uma dada colecdao de fungoes, a um valor
vl f ]. Um funcional pode ser pensado como sendo uma funcao de
infinitas variaveis tituladas por um indice continuo. Em nosso
exemplo de funcional do movimento Browniano eq. (2), os valores
da fungdo f(1) sao as variaveis e 1 forma o indice continuo. Pa
ra esclarecer o enunciado acima tragamos um diagrama com algu -
mas forcas aleatorias (Fig. 1).

0s varios fj = f(Tj] sdo usados como varidveis e sao
aptos a representar quaisquer funcoes f sobre o 1intervalo
|:t' ,t |- Se utilizarmos uma partigao Py do intervalo [ t',t |,

com pontos 145 = t' < Ty = t. podemos escrever

1 ™N-1
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Fig. 2.1.1 - Diagrama de forgas.

aproximadamente nosso funcional v! £ ] para uma dada funcao ar

gumento f como

P . N-1 (t.-t)1
v f] = exp szhil v+ omt ] exp ——%~—— f(r.)AT, =
o j=0 0 7
- VPN(fD,fl,...,fN_l) : (2.1.3)
onde ATj = (Tj+1—Tj) = E.

Se tomarmos outra forca f£f, o que temos a fazer para ob
ter a velocidade correspondente v| f | € trocar os varios f. de
modo que eles agora representem a nova forga. Por este procedi-
mento, podemos aproximar um dado funcional para qualquer funcao
argumento. Agora, Se quisermos aumentar a precisao da aproxima-
cao, o0 que temos a fazer & usar particoes mals e mais refinadas,
tendendo a cobrir ao maximo o intervalo continuo [ t',t [. Dado
um funcional ¢[ f .o resultado de Se empregar uma sucessao des -
tas partigoes cada vez mals finas, {PN}, € obter uma sucessao

correspondente de fungoes, {¢P }, com um namero crescente de va
N
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riaveis, que no limite N » « tende ao proprio funcional em ques
tao, isto €,

lim ¢ = ¢

N~ PN =

As partigoes empregadas, como se disse, devem cobrir
o intervalo [ t',t |, d@ medida que N » ». Esta condicio sera as
segurada se usarmos uma sucessao de partigoes {PN} para a qual
nwx{ﬂrj(PN) + 0 a medida que N » =, A particao isométrica (to-
dos os ATj iguais) € a que empregamos no exemplo acima.

A discussao precedente claramente estabelece uma rela
cao intima entre funcionais e fungoes de muitas variaveis.E atra
vés desta relacdo que seremos capazes de transferir a bem conhe
cida analise de fungoes de muitas variiveis ao regime funcional
para assim obtermos, de mancira natural, o calculo funcional .
Mas, ainda mais importantg, ¢ que assim podemos definir um fun-
cional (com ampla generalidade) usando uma sucessao de funcoes
de muitas variaveis associada com uma sucessao de particoes ten
dendo a cobrir um dado intervalc de indices. Esta serd a situa-
¢do na construgao de integrais de caminho para o propagador da
equacao de Schrddinger, na formulacdo de Feynman (ver secao 2.3).

Vamos, no que se segue, definir e exemplificar o con-

ceito de integral funcional.

2.2 - NOCAO DE INTEGRAL FUNCIONAL

Os propagadores de diversas equacoes diferenciais im-

portantes da fisica matematica, como a equagac de SchrBdinger
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a equagao de Fokker-Planck e outras equagoes de natureza esto -

- ... (47,48) . .
castica'—’—, podem ser expressos em termos de integrais fun-

cionais. Vamos, a seguir, introduzir genericamente a nogdo de
i

integral funcional.

Suponhamos que

oo = 0 (£ ,eenafy 1) (2.2.1)
Py Pyrt07 Tt N-1

uma funcao de muitas variaveis, seja uma aproximacao para o fun
cional ¢l f | associada com uma partigao Py do intervalo [t',t]
Se temos uma funcao de N variaveis, sabemos qual € sua integral

maltipla sobre uma certa regido R:

Iy, = e ¢PN (£ Fpsennsfy ) dfg...df

we1 - (2.2.2)

Com partigoes cada vez mais refinadas, tendendo a cobrir o in -
tervalo [ t',t |, o nUmero de varidveis cresce mais e mais e es

peramos encontrar um limite para a sucessao Jp » que sera en-
N

tao nossa integral funcional. Mas, em geral, o aumento ilimita-
do no nimero de variaveils leva ao aparecimento de divergeéncias.
Contudo, nos casos de interesse fisico ha sempre uma saida, con
dicionada pelo problema sob estudo. A solucao, como afirmamos
anteriormente (Sec. 1.2} ao discutir o tratamento de Wiener, €&
a de introduzir um fator peso associado a cada variavel, ou uma
fungdo peso conjunta para todas as variaveis. A fungdo peso for

ma a medida de integragdo, que para muitos fins € uma probabili

dade (mas nao € necessario que sempre o seja)(lg).

Suponhamos que temos para a medida w,  associada a

N
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partigao Py a expressao

N-1 N-1
w n daf. = w (fr. £, 5, ) T df. . (2.2.3)
Py 3=0 j PN 0’71 N-1 5=0 j
Formamos agora uma nova sucessao de integrais mualti -
plas:
+ oo
[ [ N-1
1 = eew oy (£4.f5..00F Jo, (£,.f4.....£, ;) T 4f.
Py ] J PN 0°71 N-1 Py 0 1 N-1 5=0 j
{2.2.4)

Com fungoes peso "fisicas" teremos boa matematica, is

to €, limites finitos. Definimos agora: se existe o limite

lim T, = I f] (2.2.5)

N+ *N
independentemente da sucessao de partigoes {PN}, supondo, €& cla
ro, gue o maior subintervalo de PN tenda sempre a zero, entao
ITf] é a integral funcional do funcional ¢[ f | dado a partir
da sucessao eq. (1), com respeito a medida de integragao forne-
cida pela sucessdo peso eq. (3). Claramente, a integral funcio-

nal I{ £ ] €, por sua vez, um novo funcional.

Embora seja initil procurar o limite da sucessao wPN
dada pela eq. (3) sozinho, independentemente do processo de in-
tegracgdo multipla eq. (4), ainda assim podemos denotar o proces
so de limite eq. (5), que da a integral funciomal I[ £7], pela

seguinte notagao sugestiva:

e - J(pl}m]-w{}m]-tj ndf(q) (2.2.6)

<T<E
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Costuma-se denominar de diferencial funcional a quan-
tidade denotada pelo simbolo M{E(Ti1' o df (1), cujo signifi
cado preciso € obtido através d; sd&ezségizq. (4). Quando a me-
dida de integracao, wPN, ¢ uma densidade de probabilidade, en -
tdo a integral funcional I[ f ] é o valor médio do funcional

¢[_f]. e em tal caso faremos uso da notagdo I[ f | = <¢[ f I>.

Vamos exemplificar o conceito de integral funcional
seguindo o procedimento que Chandrasekhar(EJ aplicou ao estudo
de uma particula Browniana sujeita a acdo de uma dada forga ex-
terna, f(f). A equacao de movimento de uma tal particula sera a

equagao de Langevin (1.1) com o termo da forga externa agregado:

ny = -m/t, 3'2 + f(0) + F(o) . (2.2.7)

A equagao de Langevin, como vimos, € uma equagao de
movimento compartilhada por cada membro de uma assembléia de par
ticulas Brownianas, sendo a forga térmica %(T) a representante
do efeito aleatorio da agitagdo térmica do meio. Devido a altis
sima frequencia de colisdo (v 1020 shl) para uma particula Brow
niana tipica, podemos falar numa distribuicdo de forga aleatd -
ria, aproximadamente, a cada instante, isto e, em intervalos
muito curtos, e podemos assim definir uma distribuicao funcio -
nal para a forga térmica. Deste modo, as quantidades derivadas
da eq. (1.1) serdo funcionais da forga térmica, sendo entao ob-
tidas por integracado funcional a partir das seguintes hipoteses

sobre a natureza desta forca térmica:

i) a distribuigdo (normalizada) da forga aleatoria (1) € gaus-

siana:
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3/2
o[ ]ato - [A]

epr1/2c oo |dE) , (2.2.8)

se AT << t,, sendo C b constante de normalizagdo;

ii) forgas aleatorias em tempos distintos nao se correlacionam
— entao a probabilidade conjunta para a forca aleatdria (ao
longo de subintervalos muito pequenos de uma partigao Py do

intervalo [_t',t ]) sera o produto das probabilidades indi-

viduais em cada subintervalo da particao:

— - N-1 N-1 N-1 (81.43/2

oo |F.0 1 df, = exp|- ] j1/2C ¥2 ac )| n |3 af,
Pyi_3 - J s J J - _ 2 3
N'—"-t 3=0 "J"O j=0

(2.2.9)

Com a probabilidade funcional eq. (9) podemos realizar a inte -

gracdo funcional necessaria para obter a velocidade média de

uma particula Browniana: a solugido da eq. (7) para a velocidade
-

G(t), satisfazendo a condigao inicial G(t') = v', &€ dada pelo

’

funcional
- t

v(t) = zi.‘f(ri} = exP[;EféET1§' + ‘ exp[?l%ﬁg}mul F(r)dr +
— i e .

t
+ [ exp[zl%ilwmnl %(T)dT , (2.2.10)
I - -

como se ve por simples substituicdo.
Para obter a média funcional da eq. (10) construimos
uma sequencia {V, } de funcoes de N-variaveis usando uma sequen

Py

cia de particoes PN com max(AT(N)) » 0 quando N » o



-23-

N-1
GP = V(t) + 'E exp
N j=0

(T, —tﬂ
-—AL——— ¥j/m Aty L (2.2.11)

t
?(t) = exp{ig%:zé}ﬁ' + } exp[%z%zil %(T)AT (2.2.12)
0 . 0
- t —

€ a velocidade produzida apenas pela acao da forga externa.

onde

A seguir, obtemos o valor medio de Vp em relacao a
N
distribuicdo de probabilidade wp dada pela eq. (9):
N
> fs N-1
vp > = v(t) wp K dfy =
N J N 3=0 J
[ N N-1 [(1;-t)
= !G(t] Wp ndf. + { Y exp t £, /m AT wp T af. =
J Nj i=0 B _ N j
N [ Nil (Tl“t)_[ —ftl
= v(t) J w I df. + exp 1 — AT .
Py 3 ] i= B ty m 1
[ N-1 N-1 AT
2 3/2
exp ) [1/2c £ AT } CT () af
e j)_ ~0 2nC
N-1 (t.-t) ] AT
= v(t) + .z exp T } - J %1 .
1=0 B
N-1 N-1 At.
2 . iy3/2 2 _ 2
(2.2.13)

onde usamos o fato de que wp ¢ uma distribuicao normalizada, e
: N
que, além disso, € um produto de gaussianas, cada uma com media

nula, isto e,
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(o)
fk wp

|
o = 1,2,3 indice das componentes de 1.

Passando ao limite, obtemos entao o valor méedio dese-

jado do funcional velocidade, ou seja, se N + « temos

SE £ = v(t)

t , (2.2.14)

completando a integracao.

2.3 - A INTEGRAL DE CAMINHO DE FEYNMAN

Vamos agora reproduzir a formulacgao de Feynman para a
mecanica quantica, construindo sua integral de caminho para o
propagador da equacao de Schrﬁdinger(g), no caso de uma Hamilto
niana independente do tempo,; por simplicidade de exposicao, va-
mos restringir-nos a coordenadas cartesianas.0 procedimento que
vamos seguir(il) difere da abordagem de Feynman no sentido de
ser ndo-axiomatico e dedutivo, enquanto Feynman optou por uma
apresentacdo essencialmente postulativa (ver o final desta se-
cao) .

Como € bem conhecido, o propagador da equacao de
Schrddinger de um sistema € suposto conter toda a informacao
quantica acerca deste sistema. Assim, seria apropriado comecgar
nosso estudo considerando o que € um propagador e como ele sur-

ge nos problemas quanticos.

Consideremos um sistema com a Hamiltoniana
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H(X) = (-h%/2m)ve + U, (2.3.1)

0 problema que enfrentamos € o de descrever a evolugao no tempo
da fungao de onda do sistema, que num dado instante ( digamos

t = 0) é expressa por wO(;)' A resposta € obtida resolvendo a

equacao de Schrbdinger,

b a/at - H(i)}p(;,t) -0 (2.3.2)

com a condigao inicial w(§,O) = w0(§).

Em termos do operador de evolugdo, exp[ -iHt/h [, es-

ta solucgdo € dada por

VixX,t) = exp[-i/h H(?)t]wo(i) i (2.3.3)

que claramente satisfaz tanto a equacao de SchrBdinger, quanto
a condigde inicial. Na eq. (3) o operador de evolugao atua lo -
calmente sobre a funcao de onda inicial, que se transforma no
tempo obedecendo a equagdo de SchrBdinger. Se agora quisermos
dissociar o processo de propagacgao do conteido particular da

funcao de onda, reescrevemos a eq. (3} como segue:

r

fl

Yx,t) exp [:i/ﬁ H(§)£]5(§—§')w0(§')d§' =

J
= K(§,§';t,03w0(§-Jd§'
J

(2.3.4)

3

onde K(X,x':t,0) é o niicleo (kernel) ou funcio de Green(ﬂg) as-

sociada ao problema eq. (2).

0 nucleo
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K(x,x';t,0) = exp(:i/ﬁ H(%){}-é(%—%') (2.3.5)

€ o propagador de evolugao no tempo na representacao das coorde

i
nadas. Ele fornece a fungao de onda no instante t (nao obrigato
riamente posterior) a partir da informacao transportada pelafum

cao de onda em t = 0, e satisfaz a equag¢ao de Schr8dinger,

1

HOOK(X,X';t,0) = ifh a/8t K(X,X';t,0)

ou

[;h a/at + h%/2my *U(xi}h( ,X'5t,0)=6(t)8(X-X") . (2.3.6)
Como
§(X-X') = J dk<x|K><K|X'> = <x[X'>
onde o0s <§{ﬁ> formam um conjunto completo de funcoes de onda, o

nucleo K pode assumir a forma de um elemento de matriz do opera

dor de evolugao,

%';t,O)

I
=~
"y

K(?,?‘;t]

exp[ii/ﬁ HD) €| <%I%'s -

<X exp{ii/ﬁ H(%){jt§'> . (2.3.7)

Expandindo em série o operador de evolugao, obtemos uma expres-

sao explicita para o propagador eq. (5) pelo seguinte processo

aditivo:

><+

K = |1-i/hHt + 1/2:(-i/h) 2 B2¢% + L.+ H%(’th n 1

Qutro modo, que costuma ser empregado na construcgao
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de integrais de caminho, seria via uma expansao multiplicativa

do operador de evolugao,

N E
K = {1-1/5 %@) §(x=x') (2.3.8)

uma vez que
N
lim [1-i/ﬁ %%} = exp[}i/ﬁ Hé} .
N-+oo } —
Observemos que se adicionarmos termos da ordem de (At)z, At =
= t/N, a quaisquer dos fatores (1-i/h HAt) na eq. {8), o limite
do produto destes N fatores, quando N + «, nao € afetado. Assim,

podemos obter nosso propagador como um caso limite do elemento

de matriz abaixo,

<x|(1-i/h Hat) - (1-i/h HAL). ... - (1-i/h HAL) (X'
(2.3.9)

Inserindo conjuntos completos de autofungoes entre 0s

varios operadores, temos

>

;N_1><;N_1‘Il-i/ﬁ H(z)At]‘xN_2> .

KN(i,X';t) = J...J<§ {1-i/ﬁ.H(§)At}

[1-i/h nG e [Fodk i, .. &

-1 (2.3.10)

+
. <X
1

Temos na eq. {10) o produto de N elementos de matriz

de propagadores de "tempo curto' da forma

.
Xj"‘l

1-i/h H(§j+1)At|§j> = [1-1/5 H(§j+1)At)a(§j+1~§j) ,

(2.3.11)

<
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ocorrende correspondentemente (N-1) integracgoes tridimensionais.
Para obter a formula da integral de Feynman, emprega-
mos a decomposicdo em ondas planas da transformacao identidade,

- i
i1sto e,

- > _ 3 -+ i =+ = >
6(xj+1-xj) = 1/(2ﬂﬁ) J dp exp{:ﬁ p-(xj+1—xji} , (2.3.12)

que & feita empregando,essencialmente, a completicidade das auto
fungbes do operador momentum 5.

Colocando a Hamiltoniana eq. (1) em seu lugar na ex -
pressdo eq. (l1)para o elemento de matriz de um dos N propagadores
de tempo curto e com o uso da eq. (12), temos a aproXximacao

-
<Xj+1

E—i/*ﬁ[-ﬁz/mv;l + U(§j+1)JAt]

-
X.> =
]

1§

s 2 2 - > -
[}fl/ﬁ[—ﬁ /2mv 1t U(xj+1)]ﬁg-6(xj+l—xj) =

j+

n

l/(Zﬂﬁ)SJdE {1-%[;?_2 ¥ U(;.)jAt}exP %E.g.(i’. -i‘.)] ,
m J h i*1 7
(2.3.13)
onde em virtude da funcao delta trocamos U(§j+1) por U(§j).
Como notamos anteriormente, podemos adicionar aos ope
radores de tempo curto quaisquer termos de ordem mais alta que
At, sem que isso afete o limite do produto de operadores na eq.
(8). Como a expansao de exp[zi/ﬁ HAt | €, até a ordem At,iden-
tica a Ii-i/ﬁ HAt:], podemos modificar a expressao (13) e inte
grar:

-
<

Xj+]—

[1-1/F 16y, ) %> -



n

-+ (B2 + > 1+ - -+._i
1/ (2nh) > Jdp expl—%[}%E + U(xj)JA{J.exP{_%p-(xj+1-xj)I =

-

(;.+ -X.)y2 N
- (32 cexp|i/h [m/z[k—ﬂhl——l—) - U(x.)}At . (2.3.14)
2mifint At ) i’

Substituindo este resultado na eq. (10), temos para o propaga -

dor aproximado o resultado

KN(;,§';t) = Jexp [;/ﬁ[m/z[ffii%;filwz - U(;j)JAQI.

} ot i

N-1
S 332 m 332 4% (2.3.15)
2mihat j=1 2mihAt
4 > -+, > >
ondage XO = X C XN X

Observemos que na eq. (15) o argumento da exponencial,

(X5 ,1-X:)12 .
i/ ‘:n/z e U(xj):iﬂt

nao € senao a Lagrangeana L(%,i,t) usual do sistema, em forma
discretizada, multiplicada pelo fator i/h at. 0 produtoc que na
eq. (15) acompanha a exponencial € o chamado diferencial de ca-
minho DE:;l,zz,...,§N_1‘] , que contém os fatores corretos de

normalizacdo (ou seja, a medida de integracao) para obter o pro

pagador desejado, através do processo de integragdo multipla
(em cada dx) no limite de infinitas subdivisoes do 1intervalo
|0,t | . Em outras palavras, no limite N » o a sucessao

> >
KN(x,x‘;t) tende a K{x,x':;t).
Neste limite, costuma-se fazer usc da seguinte nota -

cao, naturalmente induzida da eq. (15):



-30-

K(x,%i,t) = J expi}/ﬁ J; {m/z iZ(T) —UE§(Tﬂ}d{}D{%(ti} =
= J exp E/’ﬁ J; L(s*c,i,t)d«r]nl:?(t)] =
= J expi}/ﬁ é}D[%(ti} , (2.3.16)
onde
t .
S = [ L(X,X,1)dt (2.3.17)
i

€ a acao classica do sistema e com

D g(t)} S (B y3T (B3 g3
[: zﬂiﬁdT O<t<t amifidr e

x(0) = %' e X(t) = X

Esta notacao procura indicar as integracoes multiplas
(integracoes sobre caminhos); contudo, ela pode obscurecer cer-
tas dificuldades que advém da contribuigdao provinda dos cami -

nhos descontinuos(ig’ég).

0 método de contrugao da integral de caminho de Feyn-
man acima 6 essencialmente dedutivo e com base numa formulacao
Hamiltoniana. O proprio Feynman(g) partiu de uma formulacao di-
namica Lagrangeana e procedeu através da constituicao de dois
postulados, um prescrevendo a estrutura matematica  necessaria
para o calculo de probabilidades associadas a caminhos na meca-
nica quantica, ¢ o outro estipulando o computo da contribuigao

de cada caminho:
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POSTULADO I: "Se uma medicao ideal (minimo distUrbio

para maxima informagdo) € realizada para determinar se uma par-
ticula tem um caminho passando numa dada regiio do espaco-tempo,
entao a probabilid;de de que o resultado seja afirmativo € dada
pelo modulo quadrado de uma soma de contribuicoes complexas, uma

de cada caminho na regiao'.

POSTULADO II: "Os caminhos contribuem igualmente em

magnitude, mas a fase de suas contribuigdes € a acao classica
(em unidades de h), isto &, a integral no tempo da Lagrangeana

da particula, tomada ao longo do caminho''.

Feynman teve em mente, assim, criar um modelo de mecé
nica quantica associando a mecanica classica (agao classica §S)
ao principio quantico da Superposigdo (soma de contribuigdes com

plexas).

2.4 - INTEGRAL DE CAMINHO NO ESPACO DE FASE

A integral de Feynman eq. (2.16) traduz.na forma de
uma integral funcional no espago das configuragoes, a conexao
entre a mecanica Classica e a mecanica quantica na formulagao de
Feynman; contudo, € conveniente aqui a introdugao do espago de

fase (q,p) para uma formulacao Hamiltoniana(ig’él’ég) do

pro -
cesso de quantizagao por integrais de caminho, mais apropriada
para a descricado de transformacgdes dinamicas do sistema, o alvo

que temos em vista.

Consideremos entao o problema de obter a amplitude de



probabilidade
de Green para
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ou propagador K (q'.q;t), um nticleo ou funcao
a equacao de Schr8dinger (como visto na relacgao
representagao de coordenadas, quando temos conjun

de vetores de estado |lq> e Ip> de posigodes e

momenta, respectivamente. O propagador para uma transicaoc entre

estados |q,t>

de evolugao

e |q'.t'> , ou elemento de matriz do operador

expl-i/H H(q,p) ] para esta transicao, na represen

tacao das coordenadas, ¢

Kyla',ast',t)=

de acordo com

tervalo temporal Jt,t' | em N subintervalos de comprimento A

exp(:ifﬁ H(q,p)[t‘-t-] q> ,

(2.4.1)

<q'.t'lq,t> = <q’

a expressao (3.7). A partir de uma partigao do in

1

temos para o propagador (1), inserindo completicidades em q

nos instantes

Kgla'vq:t', o)

J da; lag><q;l =1

ti’ i = N-1, ..., 1, a expressao

= <q',t'|q,t> =

= catt] {quN-lqu—Z"'dqlqu—l’tN—1><qN~1’tN—ﬂ"'<q1Jﬁi}|qA}=

= J qu_l...dq1-<quexp(:ifﬁ/ﬂ(tN‘tN_liTIQN_1>°-'

..<qqlexp

N
J qu_l...dql-_H
l:

3

onde ay = 9

i H(tl—ti]|q> =

. <qiiexp{:i%ﬁ ﬁ[ti_ti—li}lqi—1> , (2.4.2)

e qy = 4.
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Inserindo agora completicidades em p (normalizadas

por Zﬂﬁ),

i Py .
J R Py>pyl =1

no termo generico <qi\exp[:—i/ﬁ H(ti—ti_l]:jlqi_l>, com 4y =

= (ti—ti_l), temos

-4 f > = J 7i-3
<qi|exp !:1/ H(ti—ti_1)|qi_1 - ZWE

1
Zﬂﬁ <qi|pi><pi|

-
. exp.—i/ﬁ H(q’pJﬁé]lpi—l><piullqi—1> =

i/h pya;

= 1/27h ! dp. J dpi_l e exp[}i/ﬁ H(qi—l’pi~1)Ai}'

-i/h P: 19
i-17%i-1
6(pi—pi_1)-e , (2.4.3)

onde usamos a expressao da onda plana <q|p> = el/ﬁ Pd e a rela

cdo de ortogonalidade <pi]pi_1> = 2m¥ts(p,-py_4) -

Integrando em p,, vem

—
<qi\expl—i/£ H(ti—ti_1i1|qi_l> =

1)

I/ZHB } dpi_l exp_}/ﬁ {pi—l(qi_qi—lJFH(qi—l’pi"ljﬂi}_Jz

- q;-q;_
1/27h J dps.y eXP_f/% {pi-l (F5) - H(qi—l’pi—l)}Aijj '
(2.4.4)

i
Retornando ao produtdrio da eq. (2), segue que

N —
g <qi!eXp -i/h H(ti—ti-li11q1'1> =

i=]
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1 N
= l/(Zﬁﬁ)k J de_l...J dp exp[;/ﬁ ‘Zl {pi—l .
0T e

q:-9;_
| . (hi._z.‘_;lu_ﬁ.l)

R - H(ql_l,Pl_l)} Ai . (2_4_5)
1

Portanto, somando nos caminhos (ou seja, integrando
nos qi) e tomando o limite da reparticao infinita (N~ ==>Ai+0)

obtemos o propagador KH(q',q;t',t) da eq. (1):

ot Lo el [ [ Titlonlin

q.-9; _
{pi-l (52 - H(qi-rpi-l)}Ai il
1
. t'
= Kylq',q:t',t) = J D lg%ﬁ] J D[ q] eXP[;/E[
| 2ah S
{p(t)é(t)—H(q,p)} dt'l . (2.4.6)
Na notacao de Padeev(ﬂi),
o altt)=q’ 7 i/F s -
Ky(a',q:t',t) = i FQ“)EP(UJ e o (2.4.7)
Jq(t)=q ¢ 4

onde novamente S = IE (pq-H)dt = IE Ldt € a acdo classica asso-

ciada ao sistema.

Esta amplitude de probabilidade nao € a de Feynman
(eq. (3.16)), pois que deriva propriamente de uma formulacao di
namica Hamiltoniana (enquanto na constfugéo de Feynman, como vi
mos, a acao $§ € definida a partir da Lagrangeana do sistema)

sendo expressa em termos de integrais funcionais no espaco de

fase (e nao em integrais no espago das configuracoes). Para ob-
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ter a forma de Feynman, tomamos na eq. (6) uma Hamiltoniana do

tipo

_ 2 )

como uma integral gaussiana vale

+oo . 2
— ia“/4bh :

[ _dp expii/ﬁ(ap—bpzfl =& /4 mh . (2.4.8)
— - 21h t '

) o 2

teremos na eq. (6)

R 937933 T
_1/)5 izl By {pi—l (“1—5%‘)'“(%-1’%-1)} |

1

P37 o
[ g LZﬂEw] P

i I N g.-9q. _
= IVm/ZT?ﬁiAiJ expE/h E {m/z (L&__l_l)z _ U(qi_l)} AJ,

L i

e portanto no limite

tl
 ——— IZ
K(q',q;t',t) = ] Diq(t)]expﬁ/h [ {1“-%“ - U(q)} dt] . (2.4.9)
__ =,

que corresponde a expressao eq. (3.16) para a integral de Feyn-
man. Assim, ao menos no caso simples em que H = (p2/2m+U(q)), a
formulacdo Hamiltoniana eq. (6) da integral de caminho no espa-
co de fase € equivalente a formulacao anterior no espagodas con
figuracdes. No argumento da exponencial na eq. (9) encontramos

sem dificuldade a Lagrangeana L do sistema, tal como apos a eq.

(2.15).

Percebemos, em resumo, que o processo de quantizagao
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por meio de integrais funcionais consiste essencialmente na pas
sagem da mecanica classica ao regime guantico pelo uso de  uma
integral de caminho para expressar a funcao de Green ou propaga
dor K(q'.q:;t). Podemos nos interrogar agora acerca da quantiza
cao de outras transformagdes dinamicas classicas, que nao a evo
lucio Hamiltoniana, por este método, em especial transformagoes
canonicas arbitrarias, cuja expressao por integrais de caminho
procuraremos obter no cap. 4. Apresentaremos a segulr, para tan
to, alguns elementos de Dinamica Classica convenientes a este

estudo.



CAPITULO 3

DINAMICA HAMILTONIANA

3.1 - INTRODUCAO

E um fato conhecido da experiéncia que, a par da mul-
tiplicidade de propriedades gue variam incessantemente com o tem
po exibidas pelos sistemas fisicos, algumas grandezas permane -

cem constantes, sem modificacao — como dizemos, s&o conservadas.

Estas propriedades invariantes ocorrem em tantos e tao diversos
. - . - - . ~ .
sistemas fisicos que seu estudo se confunde a propria essencia
da Fisica, e as consideracOes a seu respeito constituem as mais

fundamentais leis fisicas conhecidas(éé).

Foi a partir das assertivas de Jacobi de que a invari
ancia sob translacoes da Lagrangeana de um sistema mecanico clas
sico implicaria na conservacao do momentum linear total (1842)
que ficou estabelecida a conexao entre estas leis de conserva -

cdo de grandezas e as simetrias, ou invariancias, que a descri-

¢ao dos sistemas fisicos apresenta sob certas transformag¢oes di
a . (54) . . .

namicas "~ . Cabe agui observar que o termo simetria, para 0S

gregos, significava algo bem proporcionado, bem eguilibrado, e

era portanto associado ao conceito classico de beleza. Na cien-
cia moderna, contudo, o termo simetria esta ligado aos concei-

tos de igualdade (identidade, mesmidade) e constancia. Assim,em

relacao a uma dada transformacao, simetria (da estrutura intrig
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seca do sistema fisico em questao) e invariancia (da forma mate
matica das equagdes que o descrevem) resultam sinonimos na Fisi

ca da atualidade(éé).

De particular importancia para nds, todavia, € a rela
cao entre simetrias e leis de conservagao na formulagao Hamilto
niana, apropriada para a descrigao de sistemas tanto classicos
quanto quénticos(égj. Em ambos os casos, a conservagao de gquan-
tidades fundamentais como momentum, momento angular e energia,
deriva de simetrias da Hamiltoniana do sistema sob as transfor-
macoes correspondentes, translagdes, rotagoes e deslocamentos
temporais. Genericamente, sempre que uma lei de conservagao re-
ge a evolucao dinamica de um sistema, sua Hamiltoniana € invari

ante sob o respectivo grupo de transformagoes (visto que um con

junto de transformagoes de simetria num sistema fisico apresen

. . L. (*),(54)
ta as propriedades matematicas atribuidas a um grupo ) .
Apresentamos neste capitulo, portanto, um esbog¢o da mecanica
clissica Hamiltoniana e neste contexto algumas propriedades ba-

sicas de simetrias e transformacoes dinamicas que serao de uti-

lidade posteriormente.

3.2 - METODO HAMILTONIANO: FORMALISMO DE PBs

A mecanica classica € construida usualmente a partir

de um principio de acido. A partir da variacdo da agao S defini-
da por

S = L dt (3.2.1)

(*)

Ver Apendice A.
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onde L = L(a,q.t) € a Lagrangeana do sistema (ver eq. (2.3.17)),

impondo a invariancia variacional de S (Principio de Hamilton)

obtemos as equagoes de movimento de Euler—Lagrange(SYJ. Desta
formulagao Lagrangeana da dinamica podemos obter a formulagao
Hamiltoniana (que pode ser considerada como um limite ou uma pri
meira aproximacao para um sistema quantico), através, essencial
mente, de uma definigao apropriada do momentum canonico e de uma
transformacao de Legendre, como veremos a segulr:

Supondo um numero finito de graus de liberdade (seria
apenas uma questao formal a extensao ao numero infinito de graus
de liberdade necessdrios no caso de uma teoria de campo), seja

um conjunto de coordenadas generalizadas q = {qn}, n=1,... N

kd kd

onde N € o numero de graus de liberdade do sistema. Temos entao
as velocidades dn = dqn/dt; a Lagrangeana € uma fungaoc L =L
(q,d,t) das coordenadas e velocidades e (possivelmente) do tem-
po. Obtemos as equagoes de movimento de Fuler-Lagrange variando

a integral de agao:

65 = 0 —> d/dtlaL/adn] - 8L/3q, = 0 , no=1,....N. (3.2.2)

Para passar ao formalismo Hamiltoniano, introduzimos

as variaveis momentum L definidas por

Consideremos entao a quantidade Epnqn—L. Vamos fazer variagoes
nas coordenadas g e nas velocidades q; como resultado destas va

riacdes, temos (indices repetidos indicam soma):
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- aL JL .
§{ppan-b) = dpyap * ppday, - [ga—JGq B [_T_)an -
T n aqn
= S -2 PO
= &p 4 [Bqn]éqn , (3.2.4)

em virtude da definicao eq. (3); a expressao (4), como vemos

?

envolve apenas variacgoes das coordenadas q's e dos momenta p's,
sendo p = {pn}, nao envolvendo variacao das velocidades. Isto
significa que, se realizamos uma transformagao de Legendre tal

como

H = pnqn - L (3.2.5)

a quantidade resultante H pode ser expressa apenas em termos de
q's e p's, independentemente das velocidades. Neste caso, ela

€ chamada Hamiltoniana H do sistema. Definimos entao o espago

(q,p) como o espago de fase W do sistema, atribuindo um signifi

-« . - - .
cado fisico especifico para cada coordenada d, € Pp,- as quais

serdo agora tomadas como independentes. Assim temos da eq. (4)

que

_ L .
¢H = qnépn [gagjdqn ; (3.2.¢6)

levando em conta a independencia dos p's e gq's no espago de fa-

se, variando H = H(q,p) obtemos

§H = aH/aqn 8q, * aH/apn $p

e igualando, chegamos entao as equagoes de movimento de Hamil -

ton:

4, = BH/apn , P, = -89H/3q, . (3.2.7)
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Estas sao as equagdbes que regem a evolugao no tempo do sistema
fisico descrito pelas variaveis (q,p). E simples a extensao ao
caso de um sistema com vinculos(égj. E conveniente, por outro la
do, a introdugao de um certo formalismo que nos capacita a es L

crever compactamente estas expressoes, por meio dos colchetes

de Poisson (PBs) definidos como segue:

Sejam f(q.p) e glq,p) funcoes de q e p: o colchete de Pois

son de f e g € dado por definicao pela expressao

3f B 3f
{f.glon = 1 [ E_ - & } , (3.2.8)
PB 5194, 3P, ap, 94,

sendo as seguintes suas propriedades fundamentais:

i) Antisimetria: {f,g}PB = -{g,f}PB
ii) Linearidade : {clf1+c2f2,g}PB = cl{fl,g}PB +
+ cz{fz,g}PB ; €] » C, Dnumeros. (3.2.9)
iii) Elemento neutro: {c,f}PB = 0
iv) Identidade de Jacobi; I {{f.glpg. hlpy = 0
f,g,h
ciclicos

Para incorporar este formalismo em nossa formulagao Hamiltonia-

na tomamos um observavel f (isto &, uma fungao real sobre o es-

pago de fase W(Eg)) relativo a um sistema descrito por uma Ha -

miltoniana H. A variagao no tempo de f & dada por

f = df(q,p)/dt = 3£/3q,4, *+ 8£/3p D, .
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mais um termo adicional 3f/3t caso f seja fungcao explicita do

tempo. Empregando as equacoes de Hamilton (7), obtemos

f= (af/aqn aH/apn - 3f/3p, aH/aqn) = {f,H}PB ., (3.2.10)

de acordo com a definigao eq. (8). Deste modo, a variacdo no
tempo de um observavel qualquer de um dado sistema & obtida atra
vés do PB do observavel com a Hamiltoniana H do sistema (mais o
termo 3f/3t, se for o caso) e portanto a grandeza f sera uma cons-

tante de movimento caso seu PB com a Hamiltoniana se anule. Os

observaveis f que satisfazem a esta relagao constituem o conjun-
to das simetrias da Hamiltoniana H do sistema fisico em questao,
como veremos na secao 4 adiante.

Este resultado mostra que as equacoes de movimento de

Hamilton (7) para as variaveis q e p sao apenas casos particula

res de (10):

q, = {a.H} e p_ = {p HI . (3.2.11)

Estas sao as equagoes que regem a evolucao no tempo do sistema
em termos de PBs. O formalismo de PBs, por outro lado, ¢ atil
no estudo de transformacoes dinamicas do sistema, como veremos a

seguir.

3.3 - TRANSFORMACOES CANONICAS

Dentre as transformacoes dinamicas usualmente estuda -
das na mecanica classica, sao especialmente interessantes as trans

formagoes que preservam a estrutura Hamiltoniana das equagoes
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de movimento de um sistema no espago de fase. Ou seja, conside-
rando um conjunto de 2N coordenadas generalizadas (q,p).,coloque
mos sob exame as transformagoes gerais de coordenadas do tipo

|

(a,p) » (Q.,P)

envolvendo 2N fungoes independentes, de tal modo que as equa-

coes de Hamilton mantenham sua forma; isto €, que as equagoes de

movimento (2.11),

Kal
1}

{q,H}PB
(3.3.1)

o]
I

{p,H}PB

satisfeitas no sistema de coordenadas (q,p), sejam satisfeitas

também no novo sistema,

Fasll
1l

{Q,H‘}PB
(3.3.2)

vl
|

{P,H"Jpp

onde H' & a Hamiltoniana expressa em termos das novas variaveis,
assim como o proprio PB. Variaveis que obedecem ao esquema Ha -
miltoniano acima sao chamadas de canonicas.

Para a validade das egs. (2), o principio de acao re

(58

uer 28) ue existam as seguintes relagoes, os PBs fundamentais,
q

entre as variaveis movas € antigas:

1Q,-Q dpg = (PooPpedpy = 0 3 1QPLidpg = &0 (3.3.3)

(os PBs sdo computados em relagdo as variaveis originais); ou
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por outra, introduzindo a notagao

1,...,N

O
=]
1

N+1,...,2N

o
|

o

n

o ,u  Ipp = En (3.3.4)

onde a matriz simplética €on ¢ dada por

0, se n,n" <N ou n,n'" >N,
€hnt 1, se n <N, n' =n+N |
-1, se n' < N, n =n'+N .

Nesta notagao, as equagoes de Hamilton (1) tornam-se

simplesmente:

Qo= {wn,H}PB (3.3.5)

Transformagoes entre sistemas de coordenadas canoni -
cas, ou seja, transformagoes que respeitam a estrutura Hamilto-

niana, sdo igualmente chamadas transformagdes canonicas (TCs) .

As TCs num dado espago de fase 2N-dimensional que nao
sdo explicitamente dependentes do tempo formam um grupo de infi

nitos elementos, o grupo canonico. As condigoes necessarias pa-

ra a existéncia de um grupo sao trivialmente obedecidas gracgas
as propriedades dos PBs fundamentais.
De fato, as propriedades de linearidade, antisimetria

e identidade de Jacobi apresentadas‘pelo PB no espago de fa-
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se (ver eq.(2.9,i-iv)) permitem caracteriza-lo como a realiza -

cao de um colchete de Lie(*), o elemento de derivacao de uma al

gebra de Lie cuja estrutura e descrita justamente pelos PBs fun
!

damentais eq. (4).

Dizemos que, tendo recebido o conjunto de observaveis
clissicos uma estrutura de Lie, cada observavel (i.e., uma fun-
cao real no espaco de fase) gera um grupo de TCs a um parametro,
ou seja, existe um mapeamento de observaveis em geradores de sub
grupos de transformacoes a um parametro, o que inclusive € a
caracteristica bisica de um "sistema dinamico" abstrato, quer
classico quer quéntico(ég). Como observaremos mais tarde (ver se
cao 5.1), a posse desta estrutura de Lie conferira um arcabouco
dinamico comum & mecanica classica e a mecanica quantica.

No caso classico, de modo a cobter uma realizacgcac por
TCs (realizacao canonica) de um grupo de Lie qualquer G deve -
mos procurar uma realizacdo por PBs de sua dlgebra de Lie asso-
ciada L: por outro lado, o conhecimento das propriedades de 1L
permite uma reconstrucao do grupo G, por exemplo, atraves da
férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (ver secdo 5.3). Varios gru
pos classicos importantes, como o grupo Euclidiano tridimensio-
nal e os grupos de Lorentz e Poincaré, que sao grupos de Lie as
sociados a propriedades geométricas do espaco e do tempo, parti
l1ham da realizagldo canonica por PBS(§§). No esquema Hamiltonia
no, portanto, as TCs representam as mudangas fisicas no estado
do sistema, conforme percebido por um observador. O grupo das

TCs, sob o qual o proprio PB € invariante (i.e., o valor do PB

ndo depende de um particular sistema de coordenadas canonicas ;

(*)

Ver Apendice A.
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ver por exemplo Goldstein(éz)) pode assim ser considerado como

o grupo de simetria "intrinseco', ou mais geral, da mecanica

classica como um todo, independentemente do sistema especifico
[

em questao. Apenas estas transformagoes, repetimos, deixario in

variantes as equagoes de Hamilton, por preservarem os DPBs funda

mentais que sao diretamente requeridos pelo principio de acdo.

O grupo canonico € caracterizado pela dimensdo 2N do
espaco de fase, e para interpretar as TCs como elementos do gru
po devemos admitir que cada transformacao € inteiramente especi
ficada pela forma funcional das fungoes ¢, que expressam um sis

tema de coordenadas em relacgdao a outro.

3.4 -~ TCs A UM PARAMETRO NO FORMALISMO DE PBs

Para esclarecer a importante nocao de gerador de uma
TC e obter a expressao de uma TC a um parametro no formalismo
de PBs, consideremos 2ZN mapeamentos ¢n’ n=1,...,2N, do espa-
co de fase sobre si mesmo, isto €, as funcgoes ¢n levam pontos

w = (q,p) do espago de fase em pontos w' = (q',p'). Formalmen-

te, podemos escrever

wr'l = ¢n(w)

Estes mapeamentos podem naturalmente ser encarados como trans -
formagoes entre sistemas de coordenadas, os ¢n sendo justamente
as coordenadas do conjunto imagem em termos do sistema inicial.
Se desejamos que estas transformacles sejam canonicas, a condi-

cao eq. (3.4) de serem validos os PBs fundamentais conduz de
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imediato a

{o (w).o v (Wlpp =€ v - (3.4.1)

i

Suponhamos que as coordenadas de um dade conjunto tenham certas
faixas de valores, determinadas pela interpretacdo fisica des -
tas coordenadas. Se os mapeamentos ¢ forem um-a-um e 1inver-
siveis, entao os pontos ¢n(w) variarao precisamente nas mesmas
faixas de valores que os pontos w, i uma TC deste tipo sera deno
minada regular. As TCs regulares formam um subgrupo do grupo
canonico.

Podemos aqui especular sobre a relagdo entre observa-
veis classicos e TCs. Para explorar esta idé€ia, consideremos
transformacoes (regulares) infinitesimais (i.e., proximas a iden

tidade) do tipo

w! = W, * 5u¢n(w) (3.4.2)

onde 8o € um parametro infinitesimal e ¢_ sao fungoes de w =

= (q,p). Entao a condicao (1) para que a transformagao seja ca-

nonica,

{wn + 6u¢n(w), Wy ¥ 6u¢n.(w)}PB = £on )

conduz em primeira ordem em da a relagao

]

{w o 0 tpy = lwgest dpg -

gue em virtude da Identidade de Jacobi eq. (2.9-iv) sera satis

feita se introduzirmos uma funcgdo arbitraria G(w) tal que
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o = lo,Glw)dpy (3.4.3)

Assim, substituindo em (2) temos a forma geral de uma TC (regu-

lar) infinitesimal dada por

mﬁ = w ¥ Gu{mn,G(w)}pB , (3.4.4)

ou, convertendo numa equacao diferencial,

dmn/da = {wn,G(m)}pB , (3.4.5)

que € a expressao usual de uma TC a um parametro. Em particular,
se a transformagao w > w' for regular, podemos obter uma expres

sao similar para fungoes no espago de fase, da qual (5) sera um

caso especial:

df(w)/da = {f(m),G(m)}pB . (3.4.6)

A funcao G costuma ser chamada de gerador da transformacao, na
medida em que rege a evolugao do sistema, em relagao ao parame
tro o, segundo o esquema dinamico determinado pela eq. (5): a
modificacao no sistema se da como se houvesse um continuc '"des-
dobramento' de TCs, cobrindo o grupo canonico, ao Se percorrer
o indice a; as Orbitas do subgrupo a um parametro gerado pelo
observavel G sao dadas justamente pela eq. (5). Esta conotagao
se esclarece se tomarmos G como sendo a Hamiltoniana de um Sis-
tema cujo espago de fase € W; neste caso, o parametro € identi-
ficado com o tempo t e a eq. (5) nao € senao a propria expres -
sao das equacOes de Hamilton (3.5) que descrevem o desenvolvi -

mento no tempo do sistema.
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Para considerar o conceito de simetria sob uma TC, chservemos

que as eqgs. (4) e (5) traduzem uma deformacao infinitesimal do

espago de fase do sistema, se admitirmos que todos os possi -
vels estados ihiciais w sao levados a estados (w+dw) no interva
1o elementar da. As eqs. (4)—(5), portanto, asseguram que uma
tal deformagdao no espaco de estados do sistema ¢ uma TC infini-
tesimal, tendo G(w) como gerador(ég). Fica claro, assim, que ,
se uma dada grandeza resulta invariante sob uma TC infinitesil -
mal, ou seja, se € preservada sob uma tal deformagao do espago
de fase, entao o valor do observavel que a representa nao sera
alterado — caso, naturalmente, das constantes de movimento em
relagao a evolugdoc Hamiltoniana, definidas anteriormente na se-

cao 2.

Observemos por outro lado que, como

{f,H}PB = 0 (3.4.7)

€ um resultado simétrico em f e H, nao apenas f sera uma tal
constante de movimento, como também a proOpria Hamiltoniana sera
preservada sob o subgrupo a um parametro gerado pelo observavel
£(37)

Nas eqs. (4)—(7), outrossim, transparece a relagao en
tre simetrias no espago de fase, invariancia sob TCs, associa -
das a observaveis, ¢ conservagao de quantidades na mecanica clas
sica. |

Podemos obter uma solucao formal para a eq. (5) reali
zando uma expansdc em poténcias de o, correspondente a uma trans

formacdo ao longo do intervalo [0,a |:
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m}l = w, * admn/da + az/Z! dzwn/daz + ... =

= o+ afu Glw)lpy + o?/21 ({u ,6(0))py 6(w) pg + +oo  (3.4.8)

|
Em termos do gerador G(w), vamos definir o operador diferencial

parcial linear DF_G(w)'T pela relacao

D[:G(w):]°f(m) = i{f(m),G(m)}PB . (3.4.9)

onde f{w) € uma funcgao arbitraria do espago de fase; empregando

esta definigdo podemos reescrever a eq. (8) como

. 2
o= — — . : D . - e =
= exp |-io D|_G(m) :1 j['wn , (3.4.10)
ou seja, a TC a um parametro w = {(q,p) E w' = {q’,p') sera da
da por(él)
-ia Dl—
' = _G(q’p)_—_[o
9n € 9n
J (3.4.11)
~10 D - —
S G(q,
by - e [ G(q,p) dop_

Desenvolveremos no capitulo seguinte uma representagac por inte
grais de caminho para estas TCs a um parametro,. procurando as-
sim generalizar, para transformacoes dinamicas mais amplas, o
procedimento de quantizagdo por integrais de camihho estabeleci

do no capitulo 2.



CAPITULO 4

QUANTIZACAG POR INTEGRAIS DE CAMINHO:

GENERALIZACAO, APLICACDES

Tendo compilado nos capitulos 2 e 3 a fundamentacao
conceitual e técnica necessaria, vamos desenvolver alguns resul

tados proprios neste capitulo e no seguinte.

4.1 - GENERALIZACAO

Como vimos no cap. 2,a formulacao de Feynman da meca-
nica quantica descreve a evolucao no tempo de um sistema fisico
através da amplitude de probabilidade K(q',q.,t) (um nlcleo ou
funcdo de Green associada a equagao de Schr8dinger; ver equa-
cao (2.3.4)), escrita inicialmente sob a forma de uma integral
funcional no espago das configuracoes, eq.(2.3.16), e a seguir
no espaco de fase, eq. (2.4.6), mais conveniente para a expres-
sdo de transformacdes dinamicas. A probabilidade PH(q‘,t;t) de
se encontrar o sistema, cuja configuragoes inicial {q} evolui
para uma certa configuracdo final {q'} apos decorrido um tempo

t, € dada por

Pula’.q.t) = IKH(q',q;t)IZ : (4.1.1)

traduzindo, de acorde com os postulados de Feynman (ver secgao
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2.3), o Principio da Superposigao.

Assim, a quantizacgao de um sistema, cujo desenvolvi -
mento temporal clissico corresponde a uma transformagdo dinami-
ca gerada pela Hamiltoniana H(q,p) e regida pelas equacgoes de
Hamilton (3.2.11), & essencialmente alcangada calculando-se a

integral de caminho eq. (2.4.6),
, q 2
KH(q-,q;t) = [ k [é%%} exp[&/ﬁ %} , (4.1.2)

onde DZF_ - indica dupla integragao funcional e S € a agdo
L_Zﬁ

classica (ver eq. (2.3.17)),

s - Jt [pd-iia,p) |at
I

Contudo, considerando que as equagoes de Hamilton na
notagao de PBs, eq. (3.2.11), sao apenas um representante da
ampla classe de TCs a um parametro encontradas na mecanica clds
sica (ver segao 3.3), somos de imediato levados a generalizar
para TCs continuas arbitrdrias o procedimento de quantizagao do
esquema dindmico classico delineado acima.

Vamos entdao definir uma amplitude de probabilidade
KG(q‘,q,t) para um gerador G(q,p) responsdvel por uma TC arbi-

traria do tipo (ver eq. (3.4.5))

, (4.1.3)

dpi/da = {pi,G}pB
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associada a um dado parametro de evolugcao a, pela seguinte re-

lacao:

q1 _ Q
Ko(a'.qsa) = [ [ p? 9P| exp|i/h ] E) dq/du—G(q,p)]da (4.1.4)
Jq | 2nh -y

Completamos a analogia postulando que a probabilidade
de se encontrar o sistema na configuracdo final {q'}, apos a
transformacao gerada por G a partir da configuragao inicial {q}l,

sera também uma soma de amplitudes do tipo mecanico-quantico:

Pola'.qi0) = |Kgla',qz]? . (4.1.5)

Deste modo, podemos considerar uma generalizagao por
_ integrais de caminho do esquema dinamico Hamiltoniano: a varia-
cdo da "agao'" generalizada (para o gerador G) no argumento da
exponencial da integral de caminho eq. (4) serd responsavel pe-
las equacoes de movimento do tipo Hamilton eq. (3} que descre-
vem a TC arbitraria a um parametro; além disso, de medo analogo
i formulacdo de Feynman, a amplitude Kgla'.q:0) sera uma fun-
cdo de Green associada a uma equagao diferencial tipo Schr8din-
ger (ver eq. (2.3.5)), e assim a probabilidade de transicao en-
tre as configuracoes {q} e {q'} sera dada pela superposigao eq.
(5).

Qualquer transformacao canonica a um parametro, por -
tanto, e nao apenas as geradas por Hamiltonianas, tém agora sua
expressao quantica em termos de PIs no espacgo de fase.

Para tornar nossa formulacao realmente operacional

contudo, precisamos ainda estabelecer um processc apropriado de
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extrair a informacao fornecida pela amplitude generalizada eq.
(4); com este fim em vista, vamos inicialmente comentar alguns
resultados da literatura e entado introduzir uma definigdo conve
niente de autovalores de observéveis gquanticos.

Iremos, a seguir, verificar a plausibilidade de nossa
generalizagdo realizando algumas aplicagoes elementares, em es-
pecial em relacdo a obtencgdo de autofuncgoes e autovalores con -
sistentes com os produzidos por métodos habituais; mails tarde,

discutiremos neste contexto o problema das medigoes.

4.2 - POLOS E AUTQVALORES

Campbell et al.(gg) aplicaram de modo interessante ,
ainda que com uma finalidade diferente, uma generalizagao simi-
lar a proposta acima, demonstrando que a amplitude de probabili
dade KG(q',q;u) € a expressao, em termos de uma integral de ca-
minho idéntica a eq. (1.4), de uma equacao de operadores dife -
renciais, em tudo semelhante a equacao de Schrddinger eq. (2.3.6),
que representa a evolucao quantica de um dado sistema, em rela-

cio a um certo parametro o, gerada por um operador G, e a qual

a propria K, satisfaz:
G(g.psa)Kgla’ as0) = ifi 3/3a K (q',q;0) (4.2.1)

(com a condigao inicialtKG(q‘,q;O) = 8§(q'-q)). A conversao da
equacdo diferencial @ férmula de integral de caminho € baseada
numa identidade integral para operadores que permite exprimi-los

por meio de funcgdes ordinarias de q e p.
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Além disso, demonstram que KG satisfaz também a uma

equacgao de autovalores tal como

Q(d.pradKgla' ,q5a) = gKg(q'.qsa) . (4.2.2)

onde o operador Q se relaciona com o gerador G através de wuma

equacgdo diferencial tipo Heisenberg:

d/de 8(§.p:0) = i/ﬁi—ti(d,f);a),@(a;ﬁ;a)] (4.2.3)

(com a condicdo inicial Q(g,p;0) = q; [:K,ﬁ:] & o comutador usu
al).

Se G nao 6 explicitamente dependente do parametro «a,
entao a eq. (3) acima € o andalogo quantico de uma TC a um para
metro eq. (3.4.5), cujo gerador G tem por sua vez como equiva -

o~

lente quantico (a menos de sinal) o operador de evolugao G. As
sim, se encontrarmos um gerador classico G(q,p) que leve o sis-
tema de um estado inicial {q,p} até um estado final {q',p'} =
= {Q,P}, entao a integral de caminho eq. (1.4), que define a
amplitude de probabilidade para uma transformacao gerada por G,
& uma autofuncdo, no sentido da eq. (2) acima , do operador
quantico Q cujo correspondente classico € Q(q,p). Este resulta
do é plausivel se considerarmos que a integral de caminho da a
funcdo de transformagao (ou a amplitude de transigao) da base

de coordenadas {|q>} a base {|q'>}, cujos estados lq' > $ao0

-~

autofuncdes do operador Q com autovalor q' = Q.
Como assinalam Campbell et al., a importancia da equa
cdo de autovalores eq. (2) deriva da possibilidade de, a par -

~

tir de um gerador G apropriado, obter autovalores de operado-



-55-

res quanticos Q de interesse fisico, por exemplo, Hamiltonianas;
atraves de um problema classico associado, desenvolvem também
uma técnica geral para construir os geradores adequados, e rea-
lizam enfim uma série de aplicacbes elementares de seu método,
reproduzindo, por exemplo, através dos polos que a integral de
caminho exibe no espectro discreto de autovalores, as autofun -
coes do oscilador harmonico.

A relagdo pdlos-autovalores tem contudo para nos um
interesse particular. De fato, de acordo com Rajaraman(éﬁj, na
mecanica quantica os niveis de energia Em da Hamiltoniana de uma
particula num potencial V(x) sdo dados pelos polos do propaga -

dor G(E),

G(E)

f

Trﬁ/(ﬁ-ﬁﬂ = J1/(E-E) = i/h | a e'lflé G(t) , (4.2.4)
— - m
0

onde o propagador G(t) € o traco da matriz de transigao T,

G(t) = Tr T|x0> =Tr[T] , (4.2.5)

_e_lHt/i‘z l dXO <X0|e

'thmlxaa po

cujos elementos, as amplitudes de transigao <xble

dem ser descritos por integrais de caminho de Feynman:

1Ht

e_fﬁﬂ]xa> =

g sx)]
= K(x,,x,3t) = D|[x(t) e ,

T[B,d] = <x,|

(4.2.6)

S[x(t) | sendo a agao ao longo do caminho x(t) (ver secao 2.3).
Deste modo, Rajaraman (empregando técnicas de Feyn -
man~Hibbs(z9)) obtem, por exemplo, os autovalores do oscilador

harmonico.
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Ora, podemos considerar que o propagador transformado
G(E) corresponde a uma mudanca na representacao do propagador
quantico G(t) associado a matriz de transicdo; assim inspirados,
vamos na secao seguinte estender esta concepcao de autovalores
a amplitude de probabilidade generalizada KG(q',q;u), eq.(1.4),
levando em conta mudangas similares de representagao através de

transformadas de Fourier.

4,3 - APLICACOES

Vamos entao definir os autovalores de um observavel
fisico G na formulacao de integrais de caminho como sendo 0s
polos do traco da transformada de Fourier da amplitude generali
zada KG(q',q;a) ,eq. (1.4),

r . = s ] . i_qg
Fola .95 W) ! da K-(q',q:0) e ol (4.3.1)

ou seja,
autovalores de G = polos de Tr[;G(q‘,q;ij . (4.3.2)
Esta definicao nos permitira calcular autovalores, em
alguns casos, sem empregar mé€todos de teoria de grupo. Por exem

plo, vamos considerar a amplitude generalizada correspondente a

uma das componentes do momeénto angular i, digamos LZ = Xpy—ypxt

> dr .
E).da B Lﬂdu} -

T .
K (T\7i0) = l D(_?jj ] D #ggh1-exp {i/ﬁ

— 2k 4
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ir' — o —
. P P P e .
=J DET j J ’ ZH;:[DI:ZWY:{DI;HE:[.GXP {l/ﬁ [ pX(%+Y)p}’(%-X)

0 '—

e P 1
+p, %]duf= Ln[rj-i\ %w}xl»%ﬂ JAE&J > (4.3.3)
> ° ° B

onde introduzimos o funcional A{ £ | definido por

ALET] = { Dl%j exp ll l uf da} . (4.3.4)
J - L 0

Ad{a) fr

£
M‘;J-'{) /A\\/‘M(JQ:
‘1"4’-‘ M(ﬂ}
Llag) 1) ) “ ()-N'I)
aiio)

o *y d}'-lQ"'jfz o Ao o

Fig. 4.3.1 - Particao Isomeétrica .

Empregando uma particao isométrica em N segrmentos do
intervalo E],oao :[(ver fig. 4.3.1), observamos gque o funcional
A, tal como definido acima, pode ser transformado como se segue:

o
ir ule) . @x/do-£(x,0)Tde

A-_dx/da-f(x,aﬂ - J D ng) e O _
- - - N
le/da—f(x,a)ji_l/z e

¢ i 71.1( . Y-
_ o l'du : ) (51 _
B PR Y T VA B
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N N
- 1 s([@x/da - £(x,0) ) = M el (xemxs 4) -
i=1 > ' a:]i_l/z ¢ i=1 i1
X-"’XA__
—ef(l—z}——i,ai_l/z)] i (443.5)

Por outro lado, se usarmos a relagﬁo(gé)

- §(x-x)
S(f( ) - - 403-6
X)) {;} (317330 |5 ( )

onde os X sdo rajzes da fungao f,

teremos
X.+X. §(x.-X:)
i Ti-1 _ 1 71
éi(ximxi-l) - Ef(___f___ ’ 0ti—1/2) - (1 - € 9f ) » (4.3.7)
2 3X. |=
1'X.
i

onde portanto os Ei satisfazem a equacao de diferencas

idx/da - f(x,a)] =0

( i-1/2
com a condicdo inicial x(0) = x(0). No limite N » «, a equacao
acima se torna de fato uma equacao diferencial, da qual x =

= X(a) sera a solucao. Assim, se ¢[ x | & um funcional arbitra

rio, vemos que A apresenta a seguinte propriedade:

x(a0)=xN
J D[:x:j[ax/da - f(x,ui}@[x:l =
X(0)=XO -
N 8(x.-x.)
= |... I |dx. 12 DXy X oo yXy) =
[ [ i=1{:xl (1-e/2 32— _):} 0l A
ilxy
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1

5 z 3f/3x, ;-e B
=|... dxl...de_l e 1 I:E B(xi-xi)]dﬁ(xo,xl,...xN) =

o
~1 5,0 at/ax aa -
= le -0 x7] F=f(a) -G(X(a0)~§(a0)) . (4.%.8)
_e 3f
onde usamos 1-% Ei ~ e 2 3xylxy
) 3)&1 “)E
i

Se agora consideramos mais de uma dimensao, por exemplo um espa

¢o descrito por M coordenadas xu, u=1,...,M, entao € imediato
que
x (ag) Mo y
D[ x ] 1T &aydx/da - £ (x,aﬂ@[x] =

x (0) u=1 - N

— %0 u u -

M1/2fy° I, °f /8x  da M u u
= le cd x| + T S(x (oan)-x (an)) | o

= 0 0
- ix=x u=1l |
(4.3.9)

onde x = x(a) = (xl,...,xu), e x = x(a) € a solucao de uma equa

cao diferencial acoplada de primeira ordem,

—U

dx~ _ U.— _

“a*a———f (X,Of.] . u 1,...,M R
com a condicdo inicial x(0) = x(0).

Empregando este resultado, podemos transformar a eq. (3):
-
T i)

K, (r',7:0) = DT 7]-a Tdx/da+y|a[dy/da-x]ald2/da | =
g .

T
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[‘1/2 ﬂ?(ay/axFax/8y+O)du
e

= 01 ——_ — '——- '-—_ L
|(%.5.2) §(x"-x(a))8(y"-y(a))
S(z'-z(a)) =
= §(x'-xcosa+yseno) §(y'-sena-ycosa)s(z'-z) . (4.3.10)
visto que o sistema de equacgoes acopladas envolvido,
dx/da = - y
dy/da = X (4.3.11)
dz/doa = 0
com as condicOes iniciais (x(0),y(0),z(0)) = (x,y,z) apresenta
como solugao
J x(0) = xcosa-yseno
| y(a) = Xseno+ycoso (4.3.12)
[ z{a) = z

De acordo com a eq. (7), os autovalores de L. serao entao obti-

dos a partir dos polos de

i
il

Tr[%L (?‘,%;mi} Tr[wjdu KL (?‘,?;u) e
-7 - Z

- 3 iuw/ﬁ
= J do TrikK (r',r;ui} e

= J da Tr|d(z'-z)8(x'-xcosa+ysenao)

iwa/h
é(y‘—xsenu-ycosui} e . (4.3.13)

Surge aqui uma dificuldade: como a fungao de a, Tr[il (?',?;%ﬂ
- =7
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se comporta como

1 1 1 _1
~ = - = 5{(1-cosu)
1-coso  seno 0:{ 2(1-cosoa) 2

Det |seno l-cosa 0
0 0 1

e de fato a transformada de Fourier de uma funcao tal como esta

diverge:
+co
o lwa
J do —— > = | (4.3.14)

Podemos argumentar, contudo, que estamos principalmente interes
sados no comportamento da transformada de Fourier apenas Como
funcao de w, de modo que somente as contribuicoes dos polos a=

= 2nm serao, para nos, relevantes. Deste modo, a menos de UM

fator constante (infinito!) de proporcionalidade., temos

Tr|F, (?',}’;w)] « 7 eiznmu/h (4.3.15)
JA

= - 00

que apresenta pélos para w = 0, th, #2h,.... Concluimos, tal co
mo nos métodos habituais, que os valores observados da componen
te-Z do momento angular L estdo restritos a multiplos inteiros
de . Naturalmente, o mesmo resultado é obtido se sao emprega -
das coordenadas polares(gé).

De maneira analoga, podemos calcular os autovalores

do operador momento angular LZ. A integral de caminho para a

amplitude genmeralizada eq. (1.4) neste caso €:

T o

K (T ,?;a}=] D[:'iﬂJ D |-E! exp {i/HJ (E-Huz)da} : (4.3.16)
1.2 i zﬁﬁ 0
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onde L% = (* x 5)2.
No entanto, através de uma particao conveniente, e de
uma transformacaoc de coordenadas, podemos efetuar a integragao
i
em p e transformar a expressao acima numa integral de caminho

para uma particula "livre' mas vinculada a mover-se na superfi-

cie de uma esfera:

i +! +. = +l_+ x i/t
}‘LZ(r T30 S(r'-1) [ D[%esfer%} ¢ livre
-T (4.3.17)

O resultado acima pode ser obtido,de maneira nao rigo
rosa, como se segue: empregando uma particao do intervalo [0,a]

(ver fig. 1), temos que

ri..[ n[@?ijl{...[ n [mfgé_gi}

1 J

- exp {% l%-“r‘ - (Txp) ]i € } (4.3.18)

Ora.

Z2..2,.2 2 2 2 2. 12
(355) 2= (Fxp) - () = (y P w2 Y p i (254 x ) pow (x +y ) pp-23p b, -

b4
ou, em forma matricial,
(Y2+22) - Xy -zX
(Fxp) % = <P -2y (2%+x%) -yz p> =

-ZX -2y (X2+Y2)J
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= <plalp> (4.3.19)

onde por conveniencia introduzimos a notagao de bras e kets,

|

N X

p
Ip> = Ip . <pl = (p.p.p,)
x¥yPz

p

NN

Observemos que

| T><1|
R R e R [
- r —

- > . -y
|r><r| sendo o produto diadico entre ket e o bra.

Com A El/rzA = |1 - |¥><;!/r2-1 , temos que
> -
. lr><r| 42
A2=[E— -w7¢— 1 = T+1/20 e |ro<T ] r><1| -2/r21;><?| =
e I‘ —
Z2 + > N
=1 - 1/7° jr><r| = A

Concluimos entao que A apresenta as propriedades de um proje -
tor, € os autovalores de A sao 0 ou 1. Quanto aos autovetores ,

vemos que |;> € autovetor, porque
A|T> = |r> - 1/r2|?><?!-|?> = 0

. - - - .
Sejam, entao, vetores |£> e [n> tais que

ou por outra, o sistema (r,&,n) € ortogonal.
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. -+ e g -
Assim, [£> e |u> serdo também autovetores, porque

K> = [£> e K|
|

Por outro lado, temos o operador momentum expresso ,

nesta representacgao, por

P> = |T>(F-p) + [E(E.D) + [n>(n-B) .

onde o circunflexo indica mdédulo unitario.
2= . .
Como A = r"A, substituindo na eq. (19) e usando a or-

togonalidade vem

2

2 > =

>, - - Z_I
<p'Alp> = r <plA] |

BB (D) <Rl (0D -

N
p> =1

+

PR 5 o 7T I~
-2 EDT s BpY - Tzlpé * Pi1

— J—

- . P
Do mesmo modo, se agora chamamos de q o vetor-posicao

envolvido no argumento da exponencial na eq. (18), temos
5 > S S 2 Sia . . .
q-p = <q|t><r|p>+<q|&><E-p> +<qin><n|p> = q P *q,P;*q, P,

Assim, temos afinal para a amplitude eq. (18):

KL2(¥',?;G] = [---J g [%ail J"'J E {ég;g%%}

exp {

(4.3.20)

ap. + o, +ap | - rilpl v bl }E
Tirfr EEE ntnj . |Fg s

1 — 1)

Procuremos as componentes dos momenta nas coordenadas
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(r,&n). A transformacao

Py
Py
p

J n

t

€ ortogonal; deste modo, seu Jacobiano € a unidade.

Z

Assim,
i, i,
[ . rdprdpgdpn \!

L_ (2m)

— . . Lo
R | dqldqldq1 [ N
[ [i_rgnij ol

. {exp E/‘]’l(prér)i E:[ expl—i/h(pg(qg—rng) +

1
(4.3.21)

ENCREC ISP [

e exponenciais
(2.4.8)) encon

expressao que envolve uma sucessao de deltas

gaussianas, de modo que, ao integrarmos (ver eq.
tramos no limite, a menos de constantes, o resultado eq. (17):
K (¢ ,T;0)=6(r" -1) DI T jei/)h P’ d (4.3.22)
LZ r',rio r _Tecfera 2 a . 3.
1 — r
r'=r
A integracdo de caminhos necessaria para a dinamica
numa esfera de dimensdo arbitraria foi realizada por Marinov e
pode

(64)

Terentyev
De fato, Marinov e Terentyev demonstram que se

considerar o movimento numa esfera de dimensao n como equivalen
sujeito

te ao movimento no espacgo euclideano de dimensao (n+1)
+ - . .
1, onde x ¢ o vetor (n+l)-dimensional. Vemos en

- -
a0 vinculo x
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entao que a transformada de Fourier da expressao para
K 2(?‘,?,&) tera polos (dado que em nosso caso (n+l) = 3) em
L
_ k2 i _ 42 : . .
w = 2(2+n-1) = %(2+1), & inteiro positivo, (4.3.23)
n=2

novamente reproduzindo o resultado usual.

0 método estabelecido acima também pode ser estendido
a teoria de campos. Consideremos, por simplicidade, um campo es
calar complexo . As variaveis dinamicas basicas sao, natural -
mente, a variavel de campo Y(x) e seu momentum canonico conjuga
do 7(x), que admitimos suficientes para a descrigao da dinamica
do sistema. Em termos destas varidveis fundamentais, a carga Q

do sistema pode ser definida por(gé)

0 -3 a

_n*w* - wﬂ , (4.3.24)

onde e € a unidade de carga. A amplitude generalizada correspon

dente a carga Q como geradora sera entao dada pela integral de

caminho
Yy — % —
ko[ vid] - L | D[ij[MH D[—]ﬂ D_z—Jﬁl :
o
Ao 3 | @ [ [t e 25 5 fvn]]
0

(4.3.25)

Observemos que na eq. (25), quando as varidveis dina-
micas assumem valores complexos, devemos empregar suas partes
real e imagindria como as variaveis de integracao de caminhos ;

a saber,
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= 1//?(w1+iw2) , m = 1/vV2 (ﬂ1+iﬂ2) , wi,ni: reais (4.3.26)

Empregando a definigao eq. (4) de 'delta' funcional e

também a propriedade eq. (9), podemos transformar a eq. (25) de

modo similar ao caso LZ:

A
] [[ ] orewee [fo b

P —,
————
o
¥
o
¥
N
~
=~
i
culfv
= e
+
%
)
LE
+
-3
%
asl
Q|-
o| =
)
It—l
I Ee)
<
'S
L 1

V’”

Dy IpCws J-af 34 i2 yla 20 ie o] -
Jilp J -

- ]e 1~[$,$*]6(@(&)-E(0t))'

SS(* () -9 (o) )=

s - e ) , (4.3.27)

visto que a solugao ¥ da equagao

By ie - _

50 F z vV =0
com condicao inicial ¢(0) = ¢ , € dada por

_ iea/2

Ppla) = € v,

e analogamente para sua conjugada. Observemos que a eq. (27) €
justamente o gerador de uma transformagao de calibre {ou de gau

ge) do campo,
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v ooyt o= el®% gy, (4.3.28)

0Os autovalores da carga Q podem ser calculados de mo-

do analogo ao caso LZ’ a partir dos polos de

_ ' . 3 . /
FG(w',w;uil = Tr[_Jelwuﬁ([@._e1ea@1) d;} . z el nrw/e ’

n:—w

Tr

de modo que obtemos

Q/e = 0, *1, %2, ... (4.3.29)

como seria de esperar. Observemos, ainda, que a relagao entre
as eqs. (25), (27) e (29) sugere que o valor quantizado da car-
ga Q pode estar intimamente relacionado a propria natureza da

transformacao de calibre.

4.4 - MEDICOES

A importante questao das medigOes quanticas pode ser
também abordada por nosso tratamento. Coloquemos do seguinte mo
do o problema: seja G um observdvel fisico e {ql a configuragao
inicial de um dado sistema. Suponhamos que, numa medicao, obte-
mos para G o valor gg; seguindo o espirito da segao 2, postula-
mos entao que a amplitude de probabilidade de se encontrar 0
sistema, depois da medicdo, na configuragao {q'}, sera dada por

iwa

' | ' . = : 1 .
Ag (q ,q) = -Z"ﬁ"'l— %g dU.JFG(q ,q,w) 1/2’]’?1 %g d(A)JdU. eT KG(q ,q,u),
0 0 0 (4.4.1)
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onde a integracao complexa em w ¢ efetuada em torno do valor ob
servado g8p*

A idéia subjacente a esta formulacao € a de que se a
configuracao {q'} néo corresponder a um autoestado de G, ou se-
ja, se FG nao apresentar singularidade na regiao de integracao
complexa em torno de g0 (recordemos a associagao polos-autovalo
res feita anteriormente na secao 3) entao (pelo Teorema de Cau-
chy) a amplitude Ago(q‘,q) definida acima sera nula — o que &
justamente o que se espera numa medigdao quantica.

E conveniente aqui expressarmos a integral complexa
eq. (1) em termos de integrais em variaveis reais atraves da

relagao

%g duf(w) = 2Zni J Jd(Rew)d(Imw)af(m) (4.4.2)
0
9]

sendo £ um dominio (arbitrario’!) que contém gg © onde a partir

do teorema de Stokes introduzimos a derivada de Cauchy 3f, defi

nida por
of of . af af
_ 1 2 i 2 1
af(w) = 1/271' (aT - m-) + 'ﬁ (BT + aLU) ) (4-4-3)
1 2 1 2
onde £ = (f;+if,) e w = (w;*iw,). A razao desta definigao e

dada pelas propriedades de 3f: se f(w) for analitica em w o,
3f(w) = 0; nos polos de f(w), f se comportara como uma funcio

delta. De fato,

3f(w) = 6 (wy-wy) 8 (wy-w,)Res £(w), (4.4.4)
polos@

¢ portanto
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0, f(w)} analitica no dominio
%g dof(w) = ou
0 -
2mi Z Res f{w}), {w} o conjunto de polos da £ no
L {UJ]’ Id - .
ominio,

reproduzindo assim a propria definicdo de residuo de uma funciao
complexa(gé).
Deste modo, podemos reescrever a definicao eq.(1l) co-

mo se segue:

jwao

do e —ﬁ——KG(q',q;a) . {(4.4.5)

Consideremos agora duas medigoes imediatamente conse-
cutivas de um mesmo observavel G; a amplitude final para um tal
processo sera dada pela superposicdao das amplitudes respectivas
de cada medicao, a primeira, digamos, em torno do valor gp >

e a segunda em torno do valor gq*

A 1, = d LB} A I, 1t A ( H, ) =
2078 (q'.q) J q gliq q') g q'".q |

1 t

- J [ dwjdud’ -J J dwldmza-Jda' eiﬁﬁ“ J da ef%P .
Qagl ngo

-J dg"K-(q'.q";a")K;(q",q;a)

w .
' v, R v € 100w
= J J dwldwza J J dmldwza Jda w—jgw— J do ej%f .
§2

T

9g1 QBgD

- Kelg'sqsa*a’) =
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L i(w'—go)a'
=J J dmldmza- Jda' em——~—%—~w— Ago(q',q) , (4.4.6)}
ngl
onde usamos a propriedade Markoviana das integrais de caminho
(9.49)
e
qu” Kela'.q"0")Ka(a"q50) = Ko(a',q;ata’) ) (4.4.7)

o fato de que o € o' sao independentes e que portanto

da eiwu K.(q",q:a+a') = e:iEE; J do eiﬂE,K (q',q:0) =
[ 5 6 3 f©
= e——lw; FG(Chq"m)

e também a igualdade

I J dmldmza- Ie_%gar FG(q',q;m)}=J J dmldwz e:%gg; 9 *

QBgO QEgO

[FG(Q',q;wJ] =
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vigoa'
=e —— A (q',q) , (4.4.8)
1 80

dado que exp ‘ :;%9;

Mas, sem dificuldade, podemos demonstrar que

€ analitica em todo o plano complexo.

1, se gq pertence ao dominio '

v, tlw'-gglal
f f duw dmza . Je do' =
2'sgq 0, se g, ndo se encontrar em Q'

(4.4.9)

i(m‘—go)u'
J dw)dw) sm-;;l) Res h =
|3g| w=g0 ((.U 'go)

1]
S

J

[1, se g, esta no dominio Q' e portanto & pélo da funcdo.

0. se gy nao esta no dominio e destarte a fungdo € analitica em 0'.

(4.4.10)

Portanto,

4

A Cq) = 4.4.11
g0+g1(q q) > ( )

A 0(q‘,q) ., Se  gg €

0 , se g, € Q'
0

o que implica que o mesmo resultado é fornecido por duas medi -
¢coes instantaneamente sucessivas do mesmo observavel fisico (ob
servemos que a eq. (11) € equivalente a uma 6(g0—g1J, pois como

o dominio @' & arbitrario, g, deve coincidir com gy+), o que



se encontra de acordo com 0s preceitos usuais da mecanica quan-
tica: se realizamos a medicao de um observavel de um sistema,
entao imediatamente apos o sistema deverd se encontrar num auto
estado da grandez; observada, correspondente ao autovalor medi-
do, e assim uma outra medicao instantaneamente consecutiva re -
produzira este resultado. Decorrido um tempo finito entre as me
dicdes, contudo, o sistema tera evoluido para uma nova configu-
racao e logo o autovalor que resulta da medicao, do mesmo modo,
tera mudado, a menos que o observavel em questao seja uma quan-
tidade conservada ou constante de movimento (ver secao 3.2).

O passo seguinte em nossc estudo do mecanismo de medi
cao através da formulacdo de integrais de caminho devera ser |,
portanto, o de discutir o papel de quantidades conservadas e s1
metrias sob transformacoes dinamicas neste formalismo; para isso,
investigaremos no proximo capitulo, sob este aspecto, as pro-
priedades de grupo apresentadas por transformacgoes sucegsivw;em

nossa formulacao.



CAPITULO 5

PRDPRIEDADES DE GRUPO

NO FORMALISMO DE INTEGRAIS DE CAMINHO

5.1 - SEMELHANCA ESTRUTURAL ENTRE A MECANICA CLASSICA E A MECA-

NICA QUANTICA

(66)

Como observado por Dirac‘'-—’, a mecanica classica e a
mecanica quantica, enquanto teorias, possuem uma certa semelhan
ca estrutural, manifesta ja a primeira vista na analogia entre
PBs e comutadores e entre as equacgoes de movimento de Hamilton
e de Helsenberg, € que se torna mais transparente ao se conside

rar o importante problema da quantizacao de sistemas mecanicos

classicos. Este arcabougo dinamico comum, esta estrutura dinami
ca essencial compartilhada por ambas as teorias € a de uma alge
bra de Lie de fungbes das variaveis dinamicas basicas (observa-
veis), que proporciona os geradores infinitesimais do grupo de
Lie de transforma¢oes dinamicas associado (ver secao 3.2).0 ele
mento de derivacao desta algebra de Lie, o colchete de Lie (LB),
€ num caso o PB e noutro o comutador (CB), de acordo com a re -
presentacao particular (fungoes reais ou operadores) empregada
usualmente em cada teoria e que serve para a formulagao de sua
cinematica; esta escolha, contudo, nao € relevante para a estru
tura dinamica em si. Examinemos alguns aspectos desta conexao.

Na mecanica classica, como visto no Cap. 3 (ver a se-
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cao 3.2), os observaveis da teoria sao fungoes reais no espaco
de fase, e o grupo de simetria fundamental, intrinseco, & o gru
po canonico, sendo o proprio esquema dinamico Hamiltoniano inva
riante sob as TCs a um parametro, membros deste grupo. Embora ,
em principio, nada tenha a ver com ela, a mecanica quintica, em
sua generalidade, apresenta uma estrutura formal paralela a es-
ta. Na linguagem de sistemas dinamicos, costumeira em teoria de
grupos, podemos definir um sistema mecanico-quantico genérico
por meio de dois objetos: uma algebra de Lie L de "observaveis"
e uma representacao linear desta por uma algebra de Lie de ope-
radores Hermitiamos sobre um espaco de Hilbert V, cada um des -
tes operadores sendo o gerador de um grupo de transformacoes
unitarias em V. Os vetores (normalizados) deste espago constitu
em os "estados' do sistema, e o conteldo fisico da mecanica
quantica, ou seja, a informacdo fisica sobre os sistemas quanti
cos, habitualmente abrange o conjunto dos autovalores e valores
esperados dos observaveis relevantes, em cada um dos estados .
e a probabilidade relativa de transicao entre qualquer par de
estados (na mecanica classica, como se recorda, um estado & um
ponto no espago de fase e o valor de um observavel num ponto fi
xado (q,p) deste espago desempenha o mesmo papel que um valor
esperado)(*). O LB & realizado pelo CB entre dois quaisquer des

tes operadores (ver Apéndice A).

Assim, embora a priori a mecanica quantica seja inde-

(*JO valor esperado de um certo observavel Q num certo estado |q> & dado
pelo produto interno <q|Qlq>. Um estado quantico arbitrario pode, geralmen -
te, ser expandido em termos de uma base ou conjunto completo de autoestados
de um dado observavel, e a probabilidade de transigao entre dois estados

quaisquer € dada pelo produto <q'|q> (éé).
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pendente da mecanica classica, o envolvimento entre ambas & ben
aparente: dado um sistema mecanico-cldssico cujo espa¢o de fase
€ conhecido, e cujos observaveis (funcoes reais neste espaco )}
'formam um conjunto fechado sob o PB, para obter o sistema meca-
nico-quantico equivalente (isto €, para quantizar o sistema clas
sico) bastaria definirmos os observaveis quanticos por meio das

mesmas LAs (usando todavia o comutador como LB) e entdo procu-

rarmes uma representagac unitaria desta algebra para definir os

estados. Este procedimento, na verdade, equivale a estabelecer

uma correspondencia funcoes-operadores ou, como dizemos, uma

(67)

regra de quantizacao'-—’ .

O papel vital de simetria fundamental exercido pelas

TCs na mecanica clissica € aqui desempenhado pelas transforma-

¢Oes unitarias (TUs) no espag¢o de Hilbert V. A unitariedade das

transformagoes entre estados é postulada, em todas as teorias
quanticas existentes, para expressar a invariancia de  produto
interno entre os vetores (estados) de V, requerida por conside-
ragoes muito basicas de simetria(éé). 0 conjunto de todas as
TUs em V forma um grupo, U(V), cuja dlgebra de Lie pode ser de-
finida, tal como no casc cldssico (ver secao 3.3), justamente
como o conjunto dos subgrupos a um parametro, sendo o LB entre
dois destes subgrupos definido pelc comutador (CB) entre seus
geradores.

E esta a algebra cujos elementos representaremos por
operadores Hermitianos; sendo o grupo continuo, e valendoo prin
cipio de Causalidade, em virtude do teorema de Stone tal proce-
dimento conduz a equagoes de movimento do tipo mecanico-quanti-
co, de maneira inteiramente andloga ao caso classico (ver se -

gao 3.4); com efeito, se supomos que TUs lineares a um parame -
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tro formam uma representagac continua do grupo de translacgoes
temporais, entao aplicando a formula de Stone obtemos diretamen
te a equacgao de Schrﬁdinger(ig’gg).

Podemos concluir, em resumo, que as dinamicas classi-
ca e quantica tem ambas a estrutura de um grupo de Lie de trans
formacoOes associado a uma algebra de lie de funcdes das varia -
veis basicas: € a representagao escolhida para a LA, portanto ,
que distingue essencialmente as duas mecanicas. Isto torna pos-
sivel, mesmo, esbocar formalmente uma teoria dinamica generali-
zada considerando-se uma classe de LAs que inclua as de ambas
as mecanicas cCOmO Casos particulares(gg).

Na mecanica classica, como vimos, a representacao de
um grupo de Lie por TCs corresponde a realizacdo por PBs do LB
da algebra de Lie associada. Uma representacao relevante para a
mecanica quantica usual € por meio de operadores diferenciais 1i
neares, com o comutador destes operadores sendo o LB ; uma ou -
tra representagao, ainda importante para a mecanica quintica, &
quando se tem matrizes finitas/infinitas correspondendo a opera
dores lineares num espag¢o vetorial linear, com o comutador tam
bém como LB(§§). Observemos que,por forca desta diferenga no ca
rater das representacgoes, no caso quantico as relacoes da teo -
ria incidem sobre as quantidades:fisicas em si, ou melhor, so-
bre os operadores que as representam, enquanto que as relacoOes
classicas condicionam os valores assumidos, em todcs o©0s Casos

(60) |

especificos, pelos observaveis da teoria E possivel, con-

tudo, transcrever uma mecahica nha representacao natural da ou-
tra, ja que se tem uma formulagao por fungdes no espago de fase
e uma formulagao por operadores num espaco de Hilbert para am -
(69)

bos 0s casos
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Todas estas consideracoes formais se prendem a seguin
te observacgac: sendo o formalismo de integrais de caminho, ele
proprio, um procedimento de quantizacao, quer dizer, uma cone-
xd8o entre a mecanica classica e a mecanica quantica, entac € na
tural esperar que ele revele de algum modo a interrelacdaoc con-
ceitual exposta acima. De fato, veremoS no que se segue neste
capitulo como o formalismo de PIs pode ser empregado para esta-
belecer uma correspondéncia entre o comutador quantico e o PB
classico, refletindo assim a equivaléncia de ambas as mecanicas
enquanto algebras de Lie associadas a grupos de transformagoes.
Demonstraremos a seguir que o formalismo de integrais de cami
nho € capaz de fornecer uma representacdao para um grupo de trans
formacoes, que vimos ser um conceito de ampla importancia dina-
mica; efetivamente, se um conjunto de geradores c¢lassicos cuja
LA & dada esta associado a um grupo de transformacoes dinamicas
classicas, entdo as amplétudes generalizadas definidas na secao

4.1 para estes geradores formam, elas mesmas, uma representacao

deste grupo. Empregaremos, enfim, o resultado acima para demons
trar que se um observavel €& conservado classicamente, entao a
lei de combinagao do grupo expressa no formalismo de integrais
de caminho vai assegurar que o observavel quantico corresponden
te sera também conservado numa medicao, esclarecendo assim a re
lagcao entre simetrias dinamicas e comnservagao de quantidades no

esquema de medicao sugerido na secao 4.4.

5.2 - CONEXAO ENTRE O COLCHETE DE POISSON CLASSICO E C COMUTA-

DOR QUANTICC

Comecemos procurando obter wuma expressac para inte-
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grais de caminho associadas a transformagoes infinitesimais,que
sera de utilidade quando mais tarde investigarmos transforma -
coes sucessivas e propriedades de grupo. Para tanto, considere-
mos um dado gerador G(q,p) e sua amplitude generalizada associa

da eq. (4.1.4),quando o parametro de evolucdao o varia no inter-

valo [0,a] -

. a .
q' £ J Ira-G(q,p) Jdo
Kgla'.q:0) = l D[ q ] {D@/Zﬁﬁ] e 'V . (5.2.1)
q J

Por meio da mudanga de variavel

B+ B = B/a , {5.2.2)
vemos que
a 1
[pda/dg - G(q,p) JdB = | [_pdq/adp’ - G(q,p) JodR' =
0 /0
= [ pdq/dp’'-oG(q,p) [dB8' , (5.2.3)
70
logo, podemos escrever
i 1 - .
q' F Jo[pq—aG(q,p) “da
Kgla' a:a) - ] D[q] ] D[p/2wh] e )
q ‘
- KGG(qr ,q;l) (52.4)

Vamos agora definir integrais de caminho para amplitu
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des generalizadas "infinitesimais" fazendo o parametro de evo-

lucao a tender a um valor infinitesimal positivo e:

1im KG(q',q;u) =  lim KQG(q',q,l) =
ore e
i (. i (4
(eq’ 5 j pqd B ¥ J aG(q,p)dR
Qe ]
g
l L]
q' % | DpqdB _ 1
— — 0 i _
= J D[ q ] J D[ p/2rh Je {1—_%-6 { G(q,p)dR } =
4 0
= 8(q'-q) - § e M.(a",q@) (5.2.5)
onde usamos
eiEX ~ }l-iex , € infinitesimal,
e também
i (1.
q’ % JO Padf  ray=a'r
{ D[ q ! [D[_p/Zwﬁ'T e = [ ...{ i quilo
_9 = - _ -
q Jq0=q ;1
M
M 5l iz pi(ql_ql—l)
il [dpi/2ﬂﬁ:- e =
i=1

e onde por definicao
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.1
q %-J pgde (1
1 = - 'ﬁ 0 N
Mcﬁl,q)-{lﬂ_q] [D[p/zw 1 e J
q J

1

G(q,p)dB .(5.2.6)
0

Por outro lado, conforme assinalado anteriormente (ver equacao
(2.3.4)), a quantidade KG(q',q;u) tem o carater de uma fun -
cao de Green, ou seja, uma funcao de transformacao entre esta -
dos. Assim, se encarairmos KG(q',q;u) como sendo um elemento
de matriz que representa a transicao de um sistema entre dois
estados quanticos lg> e |q'>, gerada por um certo operador
i/h ol
c

quantico G = , ou seja.,

KG(q',q;u) = <q‘|elﬁﬁ-uG|q> , (5.2.7)

entdo podemos considerar que, quando o parametro o« tende ao va

lor infinitesimal &, temos

Koa'.qse) - ca1e/Be8lgs o g a-a/k By las -

§(q'-q) - i/fh e <q'|Glgq> . (5.2.8)

fl

Outrossim, numa transformacao infinitesimal, em virtu
de da similaridade entre as relacoes eqgs. (5) e (8) somos leva-
dos a identificar a quantidade MG(q‘,q), expressa pela inte -
gral de cdminho eq. (6), com o elemento de matriz <q'|Glq>, do
operador quantico G correspondente ao gerador G(q,p), que compa

rece na eq. (8):

MG(q',q) = <q'|é|q> . (5.2.9)
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Naturalmente, uma tal associacao direta entre o gera-
dor classico G(q,p) e seu operador mecanico-quantico correspon-

dente G(q,p) constitui, sem dlGvida, uma regra de quantiza -
- (69,70)
gao ——"—

, ou seja, um procedimento para correlacionar fungoes
classicas e operadores quanticos. De fato, de acordo com a defi
nicdo eq. (6), a associagdo eq. (9) € equivalente a regra de

1(§9,Zl)’ como veremos abaixo.

quantizacao de Wey
Inicialmente, empregando uma particao isométrica  do
intervalo [ 0,1 ] e a regra do ponto médio, vemos que a defi-

nigdo eq. (6) pode ser reescrita como

a'=ay { N-1 ~ N
MG(q',q)= T Edqimk cof W [:dpi/Zwﬁij .
_ J i=1 J i=1
4=qg
. N
1
H ‘Zl pi(qi_qi—l) N q:_1%4:
et - 1 6L, p;) € (5.2.10)

j=1
onde(il) consideramos trajetorias nas quais p{(f) & uma constan

te ao longo de cada intervalo (Bi—l’Bi)’ e q(f) uma funcao 1i-

near (ver Figs. 5.2.1 e 5.2.2).

&y

PRTRA : ‘ :
e R e B,72 B ° P et e F - Ve @

(3.3: e 3 (3.

a1

Fig. 5.2.1 - Particao isométrica. Fig. 5.2.2 - Particao isométrica.
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Nesse caso, integrando em todos os p; €xceto um parti

cular pj, podemos escrever

N[ (977N [ N-1 N
M:(q".q) = ) n Tdagy - ) [:dpi/Zﬂﬁjj .
i U J i=1 j Ji=1
q4=9y
N
% iil p; (q;-aq;_4) q;_1*4;
- e 'G(—l—f——l,pj)E =

N[ (47N [ N-1 3
= _Z I 'Hl Edqi_ '6(q1'Q)5(q2"q1)
Jq=qO joi=

-6(Qj_1_Qj_2)'5(Qj+1_Qj) s

i
ap. & P3'957%5-1)  q. +a.
6(q'*qN_1)'[ §§l € 'G(ml—i——l,Pj)E s

(5.2.11)
de modo que, integrando em q; entre os limites propostos, temos

(o0

N dp. % pj(q'—q) "
Melata= L { J 7 e G(ﬂi—ﬂ’Pj)} e . (5.2.12)

Observemos contudo que o resultado da integral na eq.
(12) nao ira depender da escolha de um particular Indice j, de

modo que no limite N » « teremos

! [~ d % p(q'-q) -
My(a'.q) = Er e G(Lotp)p de =

0
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1 { o ; % pl{q'-q) \
'+
0 Weoo
= grla-a |
+
= ] 7% e G(Uz P) . {(5.2.13)

Consideremos agora o caso em que o gerador G(q,p) ¢ ©

mondmio fundamental q p:

Frla-a)

M_(qa'.q) - P e RS (5.2.14)
J e

Empregando a expansao binomial do termo em q e q', te

mos

4 5 pla'-a) . m . k}
' — It m y M= _
an(q a) = } 7R © 1 { HT kz (k) q q =

(5.2.15)
Se recordamos a expressao da onda plana
i
g Pa
<p|q> e .

(da qual se obtém a correspondéncia de SchrBdinger para o opera

dor momentum, <q'|plq> =H/1i &(q'-q) 557)3substituindo temos

m ("
N 1 d T "k 1 k -
Monla'-a) = m kzO (1) {J % a7 <q'p>pi<placq } =
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1 s (1 lom-k B d -k
W kzo &y {<q qum . { She lp><plp”+q ]1q>} -

Ir
A
L
—
(]
E 3
It~

~-m-k ~n-k
L ) a " pa } la> (5.2.16)

onde usamos a identidade operatorial

rm
bo9T pcprip ™ = B0
| —w ZﬁE

visto que, sendo {|p'>} um conjunto completo de autoestadosdo

operador momentum, para um qualquer autoestado |p>

do momen -
tum vale

d‘ 1 1 ,Tl —_ ‘! 1 [] _ =
Egi Ip'><p'Ip' e lp> = I%%Ep " sp-p)lp'> = p"lp> = pVp>
_ew T J

Vemos assim que a associagdao entre a integral de caml
nho M.(q'.q) e o elemento da matriz <q'|G|a> efetivamente
corresponde a regra de quantizagao de Weyl,

T om, =m-kan-k
ap -5 L (G)a Tpa (5.2.17)

sendo os usuais os valores esperados dos operadores posigao e
momentum (na representacao das coordenadas),

<q'lajq> = as(q'-q) e

. t
<q'lplg> = T

5(q'-q) 5%T . (5.2.18)

Em virtude dessa relagdo tao explicita, € licito espe
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rarmos que nosso formalismo de integracao de caminho seja apto
a expressar a correspondencia de Dirac entre o colchete de Pois

- ~ .. (67
son classico e o comutador quantlco(——),

{G1,G,}  » 5 [Gy.6, |, (5.2.19)

PB

ao menos para certa classe (a classe de Dirac) de funcoes clas-

sicas Gu(q,p). Ou seja, se definirmos o elenmento de matriz

correspondente ao comutador de dois operadores G, e 62 pela

igualdade

<q| | .Gl,Gz:[lCP' = { dqn JLNIGl(qI 1q”)MG2(q”1q)_b’§Gz(q' ,C{”)MGl(C{”a(ﬂ}

(5.2.20)

entao de acordo com a identificacgao eq. (9) devemos ter

N

— {
<q| ! ‘leazﬂ\ iq>: [dqnz[MGl(ql ’qH)MGZ(quq)_MGZ(q' 1qn)MGl(qn,q)} =

= Ml’ﬁ{Glacz} (q',q:) =
PB Ll
q’ , 5 Jo pado
= iX [ 11) lzzl?% e {Gl’GZ}pB ag . (5.2.21)
Jq - )0

Como ilustracao, vamos obter explicitamente esta corresponden -

cia no caso do PB fundamental (ver secao 3.2),

{q,p} =1 . (5.2.22)

Lancando mao da eq. (13) teremos entao
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] dq" {M(q)(q',q”)M(p) (a".a) - My (@"@IM (q”,q)} -

-gi. '6(q‘-q"):l-6(q”-q) (9{%%} : (5.2.23)

T fP@-a) _x 5 [~ dp & pla-a
7E D e i3q 2R © N
J e )
S S T
=3 gaT -E(q ‘Qil -

Integrando em q'', ven

[ dq" {M(q) (q' ,q”)M(p) (g",q) - M(p) (q' ,q”)M(q) (q",q)} =

= -7 J‘q"g% ‘f(q'-q):[ + 82, l_iﬂ(q‘-q)}q]r = F(q") , (5.2.24)

onde F(q') € um funcional conveniente. Entao, para uma fungao

qualquer f(q'), teremos
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It

]}.f (q")

J dg' F(q')f(q') =

-

_h f dq’ {q'-a—%— ES(q'—@} q'E”g‘T E(q'_q)]}f(q') )

= _—Jil { %([dq'wﬁ(q-q‘)f(q')} +q [dq' U

[c_é(q'-q):[f(q') }

= jﬁ{ {-23 af(q) | + q [dq' (-6(q"-q)) ?3_‘_ ff(q.)‘i }

It

L
|

= é {3—% af(a)| - 32 I_f(q)]} = = a—q La_|-£(a)

=ik f()-1 (5.2.25)

visto que

K] . , P
aq" 6(q'-q) = -6(q'-q) W

Deste modo, concluimos que

F(q') = ik 6(q’-q)+1 = ih

. d _ .
= ik P e {q.p} = Mibrg,py (@@) . (5.2.26)
PB

como queriamos.

Na verdade, dado que € equivalente a regra de quanti-
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zagao de Weyl, nossa associacao eq. (9), entre elementos de ma-
triz e integrais de caminho, admite a mesma classe de Dirac¢ que
esta regra, ou seja, a mesma classe de funcoes classicas cujo
PB entre um par qualquer ée seus elementos € quantizado justa -
mente no comutador dos operadores quanticos correspondentes,por

. ~ -~ (™) .
esta mesma regra de quantizacao, a este par de fungoes . Veri
ficamos assim que, com efeito, o formalismo de integrais de ca-
minho pode ser empregado para estabelecer uma correspondéncia
entre o colchete de Poisson classico e o comutador quantico, a
qual, a nosso ver, reflete a afinidade estrutural entre as meca
nicas classica e quantica, conforme a discussao apresentada na

secao anterior.

5.3 - PROPRIEDADES DE GRUPO

Para estudarmos transformagoes sucessivas e proprieda
des de grupo no formalismo de integrais de caminho, considere -
mos um conjunto {Gu(q,p)} , uw=1,...,m, de geradores classi -
cos de transformacoes cujas propriedades de grupo sao conheci -

das, ou seja, cuja algebra de Lie L é dada,

m
_ A
{Gu,Gv}pB = Azl Cu\)G}l , (5.3.1)
sendo o colchete de Lie realizado, portanto, por PBs, e onde
sz € o termo genérico de um dado conjunto de constantes de es-
(*)

LURY

Esta classe
U=P<2x¢C ,

onde P < 2 & o conjunto dos polinomios em p e q de grau menor ou igual

(67)

a 2, e C o conjunto de funcoes quaisquer no espago de fase — .
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(*)

trutura do grupo
Ora, a cada gerador G (q.p), de acordo com nossa asso
ciagao eq. (4.1.4), pode ser atribuida uma amplitude de probabi

lidade KG expressa em termos de integrais de caminho, como na

eq. (2.1):

— 0
_521?%:[ e . , (5.3.2)

K. (q'.,q:a) = [ [Dz
G,

onde tal como na eq. (4.1.2), Dz[é.p/ZNE:] indica dupla inte -

gracao funcional.
Qual sera o resultado da aplicagao consecutiva de du
as transformacoes distintas, finitas, sobre um dado sistema ?Te

mos da eq. (2Z) que o produto de duas amplitudes correspondentes

a duas transformacoes sucessivas G2 e G1 e

K. .~ (q'.q:a,B) dq" K. (q'.q":R)K. (gq",q:0) =
G,>G, G, G,

. B -
[Ci' I - JOLPQ‘GZ 148
= J dq''- { D E%éi e

q
i (%

rQ"[ £ | 1_pq-G; Jda

. DZFtP e ‘o (5.3.3)
J 7k . . 3.
q

Empregando uma técnica de graficos si-
milar a de Feynman(zz)sno Apendice B (para expressar por diagra

mas expansoes das amplitudes KG(q',q;a) em termos de numeros

(**)

nao comutativos), demonstramos que a quantidade acima vale

" {*) Ver Apendice A.
(**) Ver Apendice B, eq. (B.39).



-97-

DZ[%%] G%J(?Epd_Gljda
J [ pq-G Jdu

=I [ Eﬁ] , (5.3.4)

J J

I

& Jsr_‘pd—cz Jae [q[

o

[ oo

I

JqJ

onde o gerador G € dado (a partir da formula de Baker-Campbell

-Hausdorff, eq. (A.5)) pela expressac eq.(B.38)

k]

- 1 1 !
G = (BG,+aG,) 5 (86,0615, * TJL —OLGI),{BGZ,OLGI}PB} .

PB
(5.3.5)

Verificamos assim que a amplitude resultante KG Lg. pa
1 -2

ra duas transformacOes sucessivas é dada por

KGfGZ(q’,q;a,B) = [ dq" KGZ(q‘,q”;B)Kcl(q",q;a) =
J
i l - - —_—
(o 4| DGl
= J JD ’%E%J e = Kg (a',q;1) . (5.3.6)

q

Mas por outro lado o '"gerador equivalente™ G €& justa
mente o gerador classico correspondente a duas transformacoes
sucessivas do sistema, geradas por G1 e G2! Recordemos da eq.

(3.4.11) que a transformacgao

(q.p) i> (q",p™) | (5.3.7)

gerada por G1 em primeiro lugar pode ser escrita como



. D
-1aD —
Tt ’ !" Gl:[ l:% Gl:[
q" = e .q = e q
. D (5.3.8)
_ -1aD ’
! N [Glj I% Gl:[
p"' = e .p 7 € .P
devido a linearidade do PB, visto que
D[:th.f = l{f,G}PB s (5.3.9)
de acordo com a definicao eq. (3.4.9).
A segunda transformacgao,
GZ
(q",p") —> (q',p") (5.3.10)
erada por G,, € por sua vez expressa por
g p 5 p p
D8 . — DB Dra ~ —
c_ o Lyed o Ly 6 i 6]
q' = e ‘q" =e e “q
(5.3.11)
D8 D—8 Dra
ﬁ Co [ 6] no_ E—Iczj 361
p = & -p = e - e ‘p

0 conjunto de operadores {D[—A-TlA € V}, sendo V 0

espaco vetorial das fungdes classicas, forma uma algebra de Lie

com produto interno (ou seja, o colchete de Lie) dado por(él)

PoaTPeT CPEe1PTaT [t Mo, 1 o G030

em virtude da identidade de Jacobi para o colchete de Poisson.

Efetivamente, para uma func¢ido C arbitraria, usando a regra de
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composigao de fungoes temos

D D~ C= D~ - - =

Pra1Prs 7] Praghosd a1 rat [

= i {i{C,A}PB . B}PB - i{i{C,B}PB , A }PB ; (5.3.13)

empregando a identidade de Jacobi eq. (3.2.9.iv)

b

{{A,B}PB, C}PB + {{C,A}PB . B}PB + {{B,C}PB ) A}PB =0 (5.3.14)

transformamos a eq. (13) em

EEA],D':B]]C = - {{C,Alpg.Blpy + 1{C,Bl. , Al =
= + {{A’B}PB’C}PB + {{B,C}PB , A}PB + {{C’B}PB’A}PB =
= {{A’B}PB’C}PB + {({B,C}PB - {B’C}PB)’A}PB =
= {{A,B}PB,C}PB = - {C,{A,B}PB}PB =i(i{C,{A,Blyptpp) =
=iDa . TC - (5.3.15)
—"""7"PB
como queriamos.
0 produto
rée,1 [, T
26 6, ]
e 2 e —171: (5.3.16)

que comparece na eq. (11) pode entao ser comparado a expansao
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de duas exponenciais de numeros ndo comutativos,

~ o~ [__ R ~ " "
eBel = il + B + 7% B% + ..{} X '1 + A+ §£'A2 + --.] ,(5.3.17)

tal como na eq. (B.31). Se por hipotese as séries convergem, te

mos que vale
B A C

onde C € dado mais uma vez pela formula de Baker-Campbell-Haus-

dorff eq.(A.5),

-~ _ -~ —~ 1*“ ~ 1 o —_-. — —
¢ - [(B+A) CAPBART ¢ S TE-ATEAT  Tpp ] ,

de medo que para a eq. {(16) temos que

. - _
1 1
+ = |D ,D + o D - D _ ,
S O P G1]J ' _[ T86, 1 [¥61
1 1
E) " . D T } o 1 ) (5.3.18)
36,1 L3561 12 !

Visto que a formula de Baker-Campbell-Hausdorff envolve uma su-
cessao de comutadores como os da eq. (12), em virtude da linea-
ridade do PB e do operador DV_G'7 (ver eq. (9)) a eq. (18) aci

ma se torna
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B I — O
EEGZ~J |—TG1:I i
© ) exp \D g o M S
_[:(§G2+§G1) R [ { GZ’TGl}
PB
+ 1_i2 D B a B o + _.'_T =
— 172 171 172’171 PR PR

exp {11 D - 1D 1
_ L (BGy*aGy) [é{scz,acl}PB]

= exp {-1D
— 1 1
~ [ (BG,+aG ) +518G,. a6y dpp + 731(86,-aG,), {8G,, a6,
e ] ] —
-iD
e LGOI (5

onde o gerador G € novamente expresso pela eq. (5). Vemos

que

Prec, T Prec, 7 Lo
e .e = e , (5
de modo que substituindo na eq. (11) temos
-iD ——=
' G
. (5
".'LD —
_— G
P’ =€ L’ ] P

}PB}PB

. 3.19)

assim

.3.20)

.3.21)
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Portanto, as transformagOes sucessivas geradas por G

1
e GZ’
! 5,
(a.p) —= (q".p") = (q'.,p") ., (5.3.22)
sao de fato equivalentes 3 transformagao 'resultante"
G oo
(q.p) —> (q',p") (5.3.23)

gerada por G, como haviamos afirmado.

Se chamamos de R(G) a correspondéncia dada pela eq.
(2) entre cada elemento de um conjunto de geradores classicos
{Gu},cuja algebra de Lie & dada pelo PB da eq. (1),e as respec-
tivas amplitudes KG {(q',q;2), as eqs. (6) e (22)—(23) nos mos-

I
tram que

R(G,) *R(G,) = R(G)

g R(G,*G)) . (5.3.24)
(eq. (6)) (eq.(23))

€ terminamos por concluir que a associagao

gerador classico G <= integral de caminho Ks(q'.q:0)  (5.3.25)

*
forma, efetivamente, uma representacao (linear)( ) do gTupo

cuja algebra de Lie € dada pela eq. (1),

1=
>

{Gu’Gv}PB - = HVY A

(*)

Ver Apendice A.
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5.4 ~ SIMETRIAS E QUANTIDADES CONSERVADAS

Podemos empregar os resultados que desenvolvemos no
estudo das propriedades de transformagdes sucessivas, na secao
anterior, para investigar a relacao entre simetrias sob trans -
formagoes e conservagao de quantidades em nossa formulagio, re-
tomando assim a questao das medigoes quanticas levantada na

secao 4.4,

Consideremos, para tanto, a eq. (3.4),quando o PB en-

tre os geradores G1 e G2 que nela comparecem se anula,

{GI’GZ}PB =0 (5.4.1)

tal fato significa, de acordo com a discussao levada a cabo na
secao 3.4, que cada um dos geradores classicos G1 e G, sera pre
servado sob o subgrupo de transformacoes gerado pelo outro, do
que podemos concluir que a ordem da aplicacao das transforma -
goes por eles geradas nao sera importante.

Nesse caso, o gerador "equivalente' G, dado pela eq.
(3.5), que comparece na eq. (3.4) se reduz a
+ ... =

— 1 1

= (BGZ+3G1) s (5.4.2)

e a amplitude resultante Ka(q‘,q;l) definida na eq. (3.6) & por

tanto

(1
q' )1 %‘Jo[ipé“(BG2+aG1):]da‘

Kg(a',q:1)= [ {D l_—%%:l ¢ . (5.4.3)
q
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Como, naturalmente, a adicao na eq. (2) acima € comutativa, te-

mos que vale para a eq. (3.4) a igualdade

il

Ko oo (q9'.q:8,a) dq" K., (q',q";B)K. (q",q;0) =
6,76, J G, Gy

Kgla',a;1) = [dq"KG (a',a", K, (a",q:8)
| 1 2
(5.4.4)
Este resultado pode ser aplicado ao esquema de medi-
¢oes examinado anteriormente. Suponhamos que um dado observivel
G seja uma quantidade conservada em relacdo a evolucao Hamilto-

niana de um sistema; assim, o PB do gerador G com a Hamiltonia-

na H sera nulo,

{G,H}PB =0 {(5.4.5)

e por sua vez o proprio sistema (isto &, sua evolucdo dindmica)

sera invariante sob as transformagdes geradas por G. Seja que

num instante inicial t 0 realizamos uma medigao da quantidade
G, obtendo o wvalor gy €m termos do nosso formalismo, a amplitu
de de probabilidade de se encontrar o sistema, a partir de uma

configuracgdo inicial {q}, numa certa configuracao {q'} imediata

mente depois da medigaoc sera dada pela eq. (4.4.1):

wo
A (q".,q) = 21- % dw [ do & Ko(a".qsa) . (5.4.6)
&0

Decorrido um lapso finito de tempo, todavia, o sistema tera evo
luido para uma nova configuracao final {q'} ( como assinalamos

na discussao final da segao 4.4) e correspondentemente a ampli-
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tude eq. (6) estara modificada; como o propagador da evolugao
Hamiltoniana nao ¢ sendo a amplitude (ou funcao de Green) KH(q'xyt],

dada pela eq. (2.4.6), no instante t=t teremos

A (ql,q) — dq!l' K (q',q||.’t)A (qll,q) -
) t H go
1 ,Ewu
= Tni duo | da e dq"Ky(a',a";t)K:(q",q;0) =
0
1
-—-——1 ﬁwo" ' 1 1 1"
= gp1 ¢ dw |dae dq"'Kg(a',q";0)Ky(a",q5t) =
Jg J i
0
= dqﬂ A (q',qur)K (q“,q,tJ , (5.4.7)
&n H

fazendo uso do resultado eq. (4). Mas se agora (isto €&, imedia-
tamente depois do instante t) realizarmos uma outra medicao do
observavel G, de acordo com o procedimento da secdo 4.4 encon -
traremos novamente o mesmo valor gp pols supondo que a nova me
dicao produzisse um certo resultado g1 teriamos para a amplitu-

de resultante Ag g (ver eq. (4.4.6)) a expressao
0 =1

il

(q',q) dg" A_ (q'.q"A_ (q',q)! =
1 t &1 €o

A
80”8 |t
f [
= | da" A, (a'.a™) | 4G A, (@', @DKy(Ta5t)
q gl(q q") | q go(q a) Ky (g.q

i

= | dq ( dq"A
gq(| dg g

(@',q")A_ (a",a))K,(q.q:1)
] ] 1 €0

= a A ' K a X =
dq ( g0+gl(q a))Ky(g.q:t)
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qu Ago(q ,a)KH(qaq;t) = Ago(q‘,q) . s¢ g, coincide com g,

- (5.4.8)
i 0 , se g, ndo coincide com g |
segundo a eq. (4.4.11); de modo que resulta entdo
4 Ago(q',q) . ,  se gy coincide com gg -
AL Lo (@) ] = (5.4.9)
£078 t
0 , caso contrario

e analogamente a secao 4.4 concluimos que, efetivamente, uma ob
servagao da grandeza G, apds o instante t, reproduzird o valor
original g,. Deste modo, estabelecemos por meio da formulagdo
de integrais de caminho a afirmacao de que, se uma dada trans -
formacdo G € uma simetria classica de um sistema (ou por outra,
se G € uma quantidade conservada na evolugidc dindmica Hamilto -
niana do sistema), entao este observavel G serd também uma quan
tidade conservada no sentido mecanico-quantico. A quantizagao
por meic de integrais de caminho, portanto, tal como nos méto -
dos tradicionails, transporta as simetrias dinamicas dos siste-
mas classicos ao regime quantico e fornece assim um meio (ainda
que preliminar) de expressar o processo de medig¢ao quantica sem

que seja indispensavel a introducao a priori de operadores.



CAPITULO 6

DISCUSSAD E CONCLUSDES

Nos dois capitulos precedentes, esclarecemos alguns
aspectos do procedimento de quantizacao por integrais de cami -
nho, através do desenvolvimento de nossa versiao deste processo,
generalizada para transformagoes canonicas arbitrarias. Esta ver
sao consiste, fundamentalmente, em dois passos: em primeiro lu-
gar, na atribuicao de uma amplitude de probabilidade ''generali-
zada'", por meio de uma integral de caminho (eq. (4.1.4)), a uma
transformacao canonica genérica (eq. (3.4.5)); em segundo, na
associacdo (eq. (4.3.2)) entre os polos do traco da transforma-

da de Fourier da amplitude generalizada K, e os autovalores do

G
operador quantico correspondente, como método de obtencao da in
formagao trazida por K;. A correspondencia gerador classico/ope
rador quantico estabelecida por este método resulta equivalente
a regra de quantizacgao de Weyl, e em particular fornece uma re-
presentacado por integrais de caminho de uma algebra de Lie asso
ciada a um dado conjunto de geradores cldssicos, como visto nas
segoes 5.2 — 5.4. Pudemos, assim, explicitar alguns pontos da
afinidade entre as estruturas dinamicas da mecanica classica e
da mecanica quantica. Vale, entretanto, dirigir um olhar criti-

co sobre estas realizacbes € ressaltar certas dificuldades téc-

nicas e conceituais que observamos.
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Desde logo, assinalemos o carater eminentemente for -
mal de boa parte de nossos resultados. De fato, nas aplicagoes
que realizamos no capitulo 4, reproduzimos, sem novidades, re -

}

sultados que podem ser obtidos, até com maior facilidade, pelos
métodos tradicionais que utilizam operadores diferenciais: por
outro lado, as numerosas integracgdes envolvidas tornam pouco eco
nomica a manipulagio de nossa técnica, e a limitada evolugao dos
métodos de resolugao de integrais de caminho decerto reduz tam-
bém o dominio de suas possibilidades de aplicacdo. Contudo, co-
mo dito na Introdugao, este estudo visa a ter basicamente um te
or ilustrativo e informativo acerca de alguns pontos da formula
cao de integrais de caminho; assim, se nosso método niao consti-
tui a técnica de calculo mais eficiente disponivel hoje em dia
no arsenal da mecanica quantica, nao deveﬁos todavia deixar de
considerar seu valor enquanto instrumento de investigacao de al
guns aspectos formais complementares da teoria - o qual, a nos-
so ver, € sem dluvida relevante. Cabe reafirmar, ainda uma vez,
o papel iluminador do formalismo de integrais de caminho, propi
ciado pela ideia basica de soma sobre caminhos, que nos permi-
te avaliar sob outros angulos a natureza dos processos de quan-
tizacao e, portanto, das relagoes entre os conceitos das teori
as classica e quantica — por exemplo, ao empregarmos 1ntegrais
de caminho para analisar propriedades de grupo, ou para relacio
nar simetrias e conservacao de quantidades nestes dois contex -
tos. Aqui reside, acreditamos, o pormenor mais interessante de
nossa abordagem.

No que concerne a outras aplicagoes presumiveis,
nosso esquema de quantizagao por integrais de caminho generali-

zado a transformagoes arbitrarias admite vadrias possibilidades.
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Uma delas € uma revisdo da nogao de invariancia relativistica
atraves do estudo de uma formulacao de amplitudes generalizadas
associadas as transformagOes de Lorentz; poderiamos talvez es -
tender nossas concepcgoes também a quantizagéoide sistemas com
vinculos. Seria igualmente proveitoso, em nossa opiniao, consi-
derarmos questoes formais ainda em aberto, tal como a de uma pos
sivel interpretacao do processo quantico de medicdo a partir
de um ponto de vista geométrico. Por exemplo, conforme assinala
mos na parte final da secao 4.3, nossa formulacdo sugere que o
valor quantizado da carga de um campo pode estar relacionado 3
propria natureza da transformagao de calibre da qual ela é a ge
radora; valeria a pena, assim, que aprofundassemos nossas inves
tigacoes buscando uma representacao fisica por integrais de ca-
minho, mais ampla e completa, de um modelo de medigao quantica
que dispensasse a introdugao de um formalismo de operadores, de
modo similar ao que fizemos neste trabalho com relacgdo aos con-
ceitos de autovalores e quantidades conservadas.

A titulo de curiosidade, podemos neste sentido consi-

derar, temerariamente, uma especulacao geométrica, ou geometri-

zante, que nossa associacao geradores de transformacdes/amplitu
des de probabilidade nos propicia acerca do conceito de estado.
Classicamente, uma mudanga de estado corresponde a uma transi-

gao entre pontos do espaco de fase, ou seja, entre uma configu-

ragao {q} — que podemos encarar como uma figura no espaco das
coordenadas — e uma outra configuragao {q'} — uma outra figura,

portanto. Se agora atribuirmos um peso, a maneira de Feynman, a
cada uma das possivels trajetorias que conectam os pontos de
uma configuragdo aos pontos da outra, ou melhor, se no total ad

mitirmos uma amplitude de probabilidade ''generalizada" do tipo
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da eq. (4.1.4) para a transicao entre dois estados, agora carac
terizados por figuras § = {ql, entac teremocs estabelecido uma
associagao entre transigoes entre estados quantices e transi -
¢oes entre figuras geomé€tricas num subegpago do espago de fase,
sendo estas figuras consideradas nao apenas meTos conjuntos de
"posigoOes', mas verdadeiros corpos de relagoes globais entre pon
tos, de vinculagdes entre pontos — algo como a forma aristotéli
ca, quem sabe 7 Se agora uma dada figura Q € preservada numa
certa transformagao G do sistema, ou seja, se ocorre no sistema

uma simetria sob esta transformacgao, entac ha que ter

KG(Q‘,Q) = algum tipo de '"delta'' funcional.

0 conceito de simetria no formalismo de integrais de caminho ,
como bem se ve, se inscreveria nhaturalmente numa concepgaoc Como
esta. Esta sugestao fantasiosa, surgida quando se procurava com
preender a formulagac de Feynman, careceria todavia de uma for-
malizagac matemdtica explicita, antes de poder s r levada a sé-
rio (definicdo precisa de "figura', explicitagao do mecanismo
de atribuicdo de pesos a trajetdrias, etc).

Esperamos, num futuro breve, realizar também algumas
aplicagdes do método de quantizacao por integrais de caminho a
alguns temas da teoria de campos nao-lineares e a fisica nucle-
ar.

Ainda uma palavra: o espirito que presidiu a elabora-
cao deste trabalho resultou ser, essencialmente, o de aprendiza
do, treinamento, preparacdo — muito ao contrario, mesmo, do que
pretenderia o 1limitado ego de seu limitado autor, que esse se

propunha a sacudir os céus e terras do conhecimento estabeleci-
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do e alcangar , dum s06 golpe, a mao do homem as estrelas.Apren
di na infinita redagado desta tese, todavia, que mais que sUbi -
tos claroes de precipitada inspiracdo me era necessaria a meti-
culosa, a minuciosa arte da persi;téncia — e nesta ingreme des-
coberta adquiri, talvez, a calma sabedoria de que, muitas ve -
zes, os dados se langam a si mesmocs.

Gu nao.



APENDICE A

GRUPOS E REPRESENTACOES

Um grupo € um conjunto cujos elementos apresentam, en
tre si, uma lei de combinacdo que possui as seguintes proprieda
des: associatividade, existéncia da identidade, existencia do
inverso. O grupo & dito abeliano se sua lei de combinagao e
aiém disso, comutativa. Um grupo continuo € o que tem seus ele-
mentos titulados por indices, ou parametros,continuos. Se 0
niimero de parametros (a ordem) de um grupo continuo € finito ,
este € dito grupo continuo finito.

Se o grupo € continuo, além das propriedades usuais

enumeradas acima,seus elementos g(a), caracterizados por r para

metros continuos {ar}, sao tais que a lei de composicao

g{c) = gla)+g(b) (A. 1)

implica na continuidade dos parametros:

c = ¢{a,b) : ¢ continua . (A.2)

Se, além disso, o Indice c¢ € uma funcgdo analitica de
a2 e b,e a inversa a_1 (tal que g(a_l)-g(a) = g(1)) € uma fungao

analitica de a, entdo o grupo & chamado grupo de Lie de r para-

metros. Podemos definir, equivalentemente, um grupo G como um



~107-

grupo de Lie se podemos estabelecer uma correspondencia entre os
elementos pertencentes a uma vizinhanga da identidade em G e pon
tos de uma regiao aberta limitada de um espago euclidiano ( isto
€, estabelecer coordenédas para os elementos de G) que seja um
mapeamento continuo em ambas as direcoes. Dois grupos de Lie
quaisquer sdo ditos isomorfos se tém a mesma ordem, a mesma lei
de combinagdo ¢ o mesmo dominio de variacdao dos parametros.

Seja um grupo G, de elementos {gl,gz,...}, e seja um
dado conjunto X de elementos {xl,xz,...} . Se a cada g; € G
pudermos assoclar um mapeamento Rg:X + X gque seja um-a-um ¢ in -

versivel e que seja tal que o produto de dois mapeamentos, R

gll
-Rg (dado pela regra usual de composicao), € o0 mapeamento
2
R (sendo o produto 81°8, dado pela lei de composicao de G),
£1°8

entao dizemos que esta € uma rezlizacao do grupo G por meio de

transformagoes em X.

Particularmente, uma representacao (linear) o de um

grupo de Lie G ¢ um homomorfismo de G ao grupc de automorfismos
lineares de um espaco vetorial de dimensao finita V — ou por ou
tra, se g € um elemento de G, entao p(g) ¢ uma transformacgao li-
near inversivel de V sobre si mesmo, tal que o mapeamento GxV->V,
dado por (g,v) + p(g)*(v), define G como um grupo de transforma-
cdo em V, isto €, p(g)'v ¢ sempre uma transformacdo linear nao
-singular em V.

Assim, estabelecemos uma correspondencia entre os ele-
mentos do grupo G e certas transformacoes lineares num espagolvg
torial V. Para cada grupo de automorfismos lineares em V podemos
encontrar um ''gerador infinitesimal" Ga’ que € também uma trans-
formacao linear, a partir do qual este grupo pOde ser reconstru

ido. A algebra destes geradores chamamos grupo infinitesimal ou
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algebra de Lie L associada ao grupo G. Como as transformagoes li

neares num espago vetorial V formam também um espaco vetorial

dizemos que L € um espago vetorial de dimensdo finita no qual

- .. 1 . -
e definido um colchete de Lie LB, uma regra de derivacdo sob a

qual o espago € fechado e que apresenta as propriedades de an -
tisimetria, linearidade, e identidade de Jacobi. Ja que, devido
a linearidade e a clausura de que & dotado por definigiao o col-
chete de Lie LB, qualquer combinagao linear de geradores de um
grupo G € também um gerador, os colchetes de Lie entre dois quais
quer geradores de um grupo de Lie ser@o portanto combinagoes 11
neares de geradores, sendo os coeficientes destas combinacoes as

chamadas constantes de estrutura do grupo, que sao determinadas

a partir das propriedades do grupo proximo a identidade. Mais
de um grupo, todavia, pode partilhar da mesma algebra L.

A importancia das algebras de Lie reside no fato de
muitas de suas propriedades algébricas refletirem propriedades
de teoria de grupos mais complicadas dos grupos de Lie que lhes
sao associados. Assim, por um lado a estrutura do grupo proximo
a identidade determina, via constantes de estrutura, o colchete
de Lie LB da algebra L associada; por outro lado, se especifi -
carmos a algebra de Lie L de um dado conjunto de geradores {GUL

A

{Gu’Gv}LB = CquA , (A.3)

onde {Cﬁv} € um conjunto de constantes de estrutura do grupo e
{, }LB € alguma realizacao do colchete de Lie LB, entao as
propriedades do colchete LB siao suficientes para reconstruir o

grupo G (via, por exemplo, a formula de Baker-Campbell-Hausdorfd),

ao menos em alguma regiao vizinha a identidade (na verdade, co-
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mo varios grupos podem possuir a mesma algebra L, esta determi-
na univocamente, em geral, apenas um certo grupo simplesmente

conexo G, que ¢ chamado o grupo cobertura universal de todos os

grupos de Lie G que tém L como sua dlgebra de Lie): se V.V,
.., 5ao elementos da algebra de Lie I, entao os elementos de
G sao exp(vl), exp(vz),..., e a lei de composicao do grupo ¢

exXpressa por

exp(vl)exP(vz) = exp(v) , (A.4)

onde v € dado em termos de vy e v, pela formula de Baker-Camp -
(58)

7

bell~Hausdorff

1 1
Vv = V.tV + = {V L,V } + == {V -V ,{V , V } } tooe. (A‘S)

Esta formula converge para um valor v finito se v, e v, s3ao su-

1 y/
ficientemente prOximos a origem em L. Concluimos, portanto, que

as propriedades de grupo de um conjunto de geradores {Gu} se -
rao dadas se for conhecida a algebra de Lie I. associada, equa-

cao (A.E)(§2’2§).



APENDICE B

TECNICA DE GRAFICDS

Itemos realizar o calculo do produto de duas amplitu-
des de probabilidade correspondentes a duas transformacoes su -

cessivas G1 e GZ’ eq. (5.3.3):

KGsz(q qsa,B) = J dq KGZ(q .q ;BJKGl(q qia) =

. B N
% J | pa-G, ds %joqu-Gl de

. qu"[: [ 0 1gE e ’V”{DZ%] )

nj Jq J

(B.1)

Para este fim, vamos introduzir uma técnica de grafi-
cos, semelhante a desenvolvida por Feynman(zg], que facilitara
a manipulacao das integrais de caminho que intervem no problema.
Comegamos- atribuindo um grafico

1-—-
(B.2)

a integral de caminho

o1
lq {Dz(%%] e% JO e - (B.3)

q !
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0 grafico

] A(B)

L

fica por sua vez consignado a grandeza

1

[ J '%—mﬁ] e JA(B)dB = My(q'.q)
0

onde MA(q',q) € dado pela eqg. (5.2.6).

(B.4)

) (B.5)

Consideremos por um momento a transformacao de variaveis abaixo:

o+ o' = a/x
(B.6)
{ B+ B" = B/x
Por meio desta transformagao vericamos facilmente que
. X .ol
. da 4o
_% jo pqda rx % Jopiaf—xdx el
e A(B)dBR = e A{xp')xdp' =
0 0
1
,EJ pqdcx 1
= x.e 0 A(R')dB' (B.7)
i
utilizando este resultado concluimos que
x i 1
q' _ -HJ pqdo. ar gJ pqdoy 1
2| 0 2 0 -
D }%:E e A(B)dR = x D3k e A(8)da=
q - Iq) Iy
x.My(q',q) (B.8)



-112Z-

e portanto a quantidade

q’ . E JX pada x
5 [ DZEZtW% e 0 J A(B)de (B.9)
q 0

resulta proporcional a grandeza x. Na eq. (B.8), M,(q'.q) a da-

do pela eq.‘(B.S).
Podemos fazer uso deste resultado para estabelecer cer

tas propriedades algébricas dos graficos definidos nas equacoes

(B.2) e (B.4):

1. Linearidade:

X . I A+ y.-[B = I (xA+yB) , (B.10)

visto que

.l el
q' e pédu 1 q'’ e pada ¢l
p2|a-p ™o A(g)dB + p2[a:pe0 1B(B)d6

X. T e (R)ds V. % |©

Iq - - Jo Jq ! 10

1 1 ]

v 21 KJU pade (1

= D |%¥§} e . (xA+yB)dp . (B.11)

2. Inversao:

TA = I(uA) (B.12)
Lo
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De fato,
1 »
T q’ § | pada (1
]A = J {Dz[%%%J e [ A(a)da =
q J - D
q' _ %—Jl pada | (0
= J { Dz‘%%gl e D —[ A(a)dap =
q o e
q' o %—Jl pdda 0
= J [ DZ’%#EJ e 0 (-A(a))da = T (-A) . (B.13)
a J o 1 i

3. Associatividade:

Para examinar esta propriedade sdo necessarias algu -
mas preliminares. Consideremos, para principiar, a quantidade

M(A,B) definida abaixo:

M(A.B) =

|
q’ 3 = J pqda 1 oy
27q. 0

J J D '%E%J e da, Alap)B(ay) . (B.14)
q

onde A(alj = A(q(al),p(al)) e B(azj = B(q(azj,p(az)). Seguin-
do o procedimento que empregamos na segao 5.2 para obter a eq.
(5.2.13), podemos entao transformar a expressao acima da seguin

te maneira:

N-1

I [@qi:li...

i=1

quqr
M(A,B) = J

q9=q ’
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N ] q.+q. gy, *+qy. _ 5
) % a(it ,P;) *B (—k——l‘—l,p e , (B.15)
. L L 2 3 2 k
j=1 k=1
visto que, usando uma partigao isométrica em N segmentos do in-

tervalo !:0,1.] e a regra do ponto médio (ver eq. (5.2.10)) te

nmos

1™ N (3 a+a. SRS

da A(ay)B(a)da, = J | ¥ Y B SRS VLSl SN P
1 1 2792 T L1t ) i 7 X

0 0 JALET

(B.16)

Se integramos em todos os Py exceto num particular pj € num par

ticular Py sendo k < j, vem

N J ay=d
M(A,B) = ) %[ [H
i1 k=11)  _ i

\"qp74q

I e e

pi(qi—qi—l)

_ i
;| Fim
7

o) 3

9795 A 9% -1 2
-A(—l—ﬁl—l,Pj)B(““—5“*—3Pk) 3 =

J

L L I [gqi-ﬁﬁ(q!_qN—l)G(qN—l_qN—Z)"'
j=1 k=1 1

} { "

qO:q g

6(qj+1_qj)6 (Qj_l—qj- _2) cea (qk+1"qk)

‘5(qk_1‘qk_2).6((12‘(11)5((11‘(1) *

i i _
"L 7wh C | m ¢

J i}
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q.+q.;_ Q1 *9qy _

J

de modo que, se agora integrarmos sobre os q;. entre os limites

propostos, temos

i '
N “dp. & Pjlat-ay_y)
M(A,B)= } % [dqj_l [ 7§% e .

j=1 k-1
= py (q,_4-q)
dp, H ‘k*7j-1 q'+q. + 7
J Sl A1y B et -
-0 J
- £ Pila-q; ;)
N dp. j j-17 q'+q. 4
e [
i=1 e
& pp ey ma)
] dp, & Pxl95-1 9. 1+q
% [ { 7E © B(—l—%——,ka € r £ . (B.17)
k=1 j_. J

Mas dado que a integral em Py nao ira depender de um valor k par

ticular (ver eq. {(5.2.13)), vem

” [‘-/?_1-

o i
J dpk e—ﬁ pk(qj—l—q)B(q'—l+q 5 )] ..
—£ J — Py =

k=1 mh J
g poe . R "ﬁ(qj_l"CI) q._,%q
= da e B(_l:___,ﬁ) =
2 2 2
JO —w J
= 5 Dla;_1-a)
_ -1 A, *q _
= | g e B(—L531—.p) : (B.18)
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do mesmo modo, como as integragoes em p; € em a3_1 nao irao depen

der de um particular j, tomando qj_1 = q'"' teremos

1 . g pl@-am
M(A,B) = } doy ]dq”] 7%5 e A(Q_%ﬂ_,p) .

1 (( oo d % p(q'-q”)
rt |+ "
= } day-oq |+ |ldg [ o= e A1 p)
(' 0 J oo
e # pla"-q)
ty .
I 28795 | -
J oo
}
1 " t 1t 'r
= 5 [ dq" M, (q',q")Mp(q".q) ) (B.19)

J

em virtude da expressao eq. (5.2.13) para a amplitude generali-
zada "infinitesimal" MG(q',q) associada a um dado gerador G (ver

secao 5.2). Vemos assim que

[dq”MA(q',q”}MB(q",q) = 2M(A,B) =

]

_ i { . o

2 g pqdo 1

= 2] D*‘%;g el 10 ] dal[ A(o)B(ay)do, . (B.20)
q - 0 0

Contudo, se definimos o operador de tempo ordenado'FG(u)B(u)
|AlapiBlay
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pela relagﬁo(ﬂg)

A(al)B(az) , se 0, < oy
T A(a)B(a,) ] = , (B.21)
B(QZ)A(al) , se a; < o,
podemos observar que
1 ey 1 1
1 _
{ dul J A(al)B{uz)daz =3 [ dal { daz TL_A(al)B(az) J: (B.22)
0 0 10 0
de modo que teremos, afinal, a igualdade
{
}dq“ Mpla'.q"IMp(q".q) =
i [t
q' . b Jopqda 1 q" -
- 1" * . hd .
[dq J J D E%%ﬂ e ] A(a)da ID é%%ﬂ
qn O Jq
1 »
% Jopqu 1
. e [ B{g)dg =
10
it
rq' . ,B‘ pqdon 1 I
- 2M(A,B) = |9 ’0 da, | da., TiA(a,)B(a,)
= ’ %% e OLl az az 0L2 -
£ J _
q 0 -0 (B.23)

Esta igualdade sera entao expressa graficamente por

— - p—

q' q" I Ala)
dq"| t Ala) x B(8) = J bee) (B.24)
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Podemos agora retomar o exame da propriedade associativa de nos

sos dlagramas, e estabelecer para ela a regra

IA = A s A , (B.25)
| (B+C) B C
4

ja que da definicao eq. (B.5) decorre imediatamente que

qun MA(C{' 'Aq”)M(B,,,C) (qn’q) - | dqll MA(qu :q")hqB(ql'aq) +

¥ J dq' My(a'.q")Me(q",q) | (B.26)

Usando as propriedades obtidas acima, podemos expres-
sar graficamente a associagao colchete de Poisson-comutador es-

tabelecida na secao 5.2, eq. (5.2.21), como se segue:

<q'|[Z6,.6,Tla> = qu”{Mu(q‘,q”)Mv(q”,q)-Mv(q‘,q”)Mv(q”,q)} =

G, G, G G, ‘ T {
) G ) G ) G, G — 2(q h _ 7 GU,Gv}PB
v H v v (i%{G_.G Fond
nwooviPB (B.27)
De acordo com este resultado e com as regras €egs .

(B.10), (B.12) e (B.25), obtidas anteriormente, verificamos que
a algebra destes diagramas corresponde a algebra dos numeros nao
—comutativos(ZQ). Esta constatacao nos permitira expandir a am-
plitude de probabilidade KG(q',q;a), eq. (5.2.1), associada a

uma variagao finita do parametro o, em termos de uma série de

poténcias destes diagramas nao-comutativos, dados pela eq.(B.4)
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(e que segundo a eq. (B.5) equivalem as amplitudes "infinitesi-
mais" Mu(q',q)); escreveremos para isso, usando a eq. (5.2.4),

que

1
1 J (pg-aG)dR
0

q' - - %
Kgla',qia) = K .(q'.q:1) = [ !DZ[%#%JE ]
g

i (1. [I(uc/iﬁ)ds
q'r - ,gJ pade  jj
=J JDZ‘%] e 0 ce , (B.28)
q

1

expandindo exp E:J (aG/if)dR | em série, utilizando a eq.
0

(B.24), e as propriedades dos diagramas, encontramos que a ampli

tude KG(q',q;a) acima pode ser expressa graficamente por

.l
LR %Jo pade [ - )
Ko(a'.qi0) = ’ (D L%é%] e i1 4 J [%ﬁ)dgi +
Jq J - { 0 JI
1 1 1 1 1 W
1 aG ] aG 1 aG . aG . oG -
A J (Tﬁ)dg [ (Tﬁ)dg * oz J (Tﬁ)dg J (iﬁ)dB [ (ih)dB + ..
0 5o 0 0 10 )
___ _ _ _ qf
. lac/in . laG/in
= + aG/ih + 7T + 3T 10{6/1¥1 + ... (B.29)
1 1 1aG/ih J_o:.G/ii’l }

Deste modo, podemos representar graficamente a amplitude resul-

tante KG1+G2 (q',q;0,8), eq. (B.1), como segue:
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! ' = " t . — { e
KG1+G2(q qse,B8) = J dq KGZ(q .q ,B)KG (@".q50) = | da
rg -T ! t
I q [+ = = q
L, BG 1t BGy /A I |T 6, ', a6 /iR ?
’ tov— 5y S S X + b+ + .
N N YN2T S A P A
1 Z an L ! |
—q
(B.30)

Esta expressao, em virtude da analogia entre diagramas e numeros
nao-comutativos referida anteriormente, corresponde ao produto

das expansoes de duas exponenciais de numeros nao-comutativos,

- - - A ) _ - R )
R O R S ..{J . (B.31)
H " ! - *
bastanto para isto tomarmos
LB . oG,
[ T2 : 1 = A
l“ = - , L A . (B.32)
_Jq Bianl L

Supondo que a série resultante na eq. (B.31) convirja, teremos

whH
=)
@B

e’e = e (B.33)

onde C & dado pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff eq. (A.5),

C=(B+h) «J0BAT + 5 | BALCEAT |+ .. (3.30)

No caso do produto da eq. (B.30)}, portanto, teremos

K (q'.q50,8) = dq" |
G1+G2q q.a {qi
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/,—~ jq' |-—r —[G" = —[q' T'T -4 '\
RG, L | !'éaGli 1
+ dq" - x + x| +
ih J— { ‘ ! "j if | J
,t— ~Lq" - -lq - —qa' JG j
- ~
e T 1 T ] Tread® |
£y ! ks x (
1 Jo B, | |90y O‘Glf | BG,,
vz da A" A ih!' SR TIE *
i Lo | g |
—_ _q” . __J,q A~ _ﬁiq _ ___q
{ ( } 6 a6 | ) 1 1
Lol agr TB’?'_“ L] |BG,/H7 ™06, /ih
1 I I I Y e,/
q _

q
I_ | —q‘ —T qn w
i ]BGz/ih - aGl/ih ) }- BGZ—aGl_ . | _
[ S

TooGl/i-H 3G,/ if %
S
[ (86,-06,) /4

TF ( ‘ |

l (o /5 . |

j Y A e 16G,/ih A, oG,/ ik

- + ! 4= . . i+ ! -
: l |TE 2y G, /i) /1 -

J—
e r\.:|*"

BGz/ih aGl/iH
. e ... 1}
aGl/l BG,/ih | [
(BGZ-aGl)/ih J
e entao em virtude da propriedade eq. "(B.27) e da 1linearidade

(B.35)

dos diagramas teremos

s t . = 1
I\Gl+62(q sQaasB) + E(BGZ'PO"GIJ +

{
1 L (B.36)

f o I € (86,-06,).186,.a8, bpylpy |+ .-

1'PB’PB

;"_—\J'"""P—I
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Retornando as definigdes eqs. (B.2) - (B.5) e a expansio eq.

(B.29), verificamos enfim que

. .ol
q' o %—J pgdo 1% J Gda
.o - 2iq.p 0 . 0 _
KG +G (q ,q,Ot,B) = [ D ZTTﬁJ e e =
1 72 ] -~
q
1 1 .
L S % JOEPQ‘G 1da
= J { D l_%?ﬁ] e = Kgla',q:1) (B.37)
q
sendo o gerador "resultante" G dado por

1 1

pR PR

(B.38)

Temos entao, como queriamos, o resultado eq. (5.3.4),

o
T pa-6; Tda

. (B .

( T %Jol_pq-Gz 148 pa" %Jo

J dq”] 0’| e { 0’ (4] e _
r - J -

1
" @Fﬁﬂ o 0 ] (B.39)
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