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RESUMO

Considerada com a devida precaugao, a semelhanga exis
tente entre certos aspectos formais da Teoria da Gravitagdo de
Einstein (TGE) e da Teoria Eletromagnética de Maxwell (TEM) po-
de desempenhar -importante’ papél heuristico no desenvolvimento

da primeira destas teorias.

£ sabido que o campo eletromagnético possui apenas
dois invariantés, sendo ambos de segunda ordem no ‘tensor eletro

maghético (Fus) e no seu dual (faB). Ademais, a cada um desses
invariantes corresponde uma identidade dual, também de segunda

ordem nesses dois ténsores.

0 campo gravitacional no: vazio, por sua vez, possuil
quafro invariarites, sendo dois*de segunda ordem no tensor de
Weyl (wach) e nd seu dual (ﬁuspc) e dois de terceira ordem-nes
tes tensores. Deve-se esperar, por analogiaiao que acontece na

TEM, que existam, correspondentemente, quatro-identidades duais
aBpo
Bp ),

*

envolvendo o tensonr (WquU) e o seu duél‘(w . duas das quais

sdo de segunda ordem e as outras duas de terceira.

Neste -trabalho mostra-se como essas identidades duais-
podem ser encontradas e dao-se exemplos da ampla aplicagio que

. elas podem ter na TGE.
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CAPITULO 1

ALGUNS ASPZ':‘CTOS FORMAIS DO ELETROMAGNETISMO

1.1 - Introdugdo

Este trabalho apoia-se fortemente na analogia formal
existente entre a Teoria da Gravitacao de Einstein e a Teoria
Eletromagnética de Maxwell. Corisideramos aconselhavel, portan -
to, incluir aqui'um capitulo dedicado a formulacio covariante
— no sentido de Lorentz — dos fundamentos deésta Gltima teoria ,
procurando evidenciar aqueles seus aspectos matemiticos que te
nham uma relagfio direta com as coisas aqui estudadas. A dltima
secdo {do capitulo) estd- dedicada ao enunciado de algumas mno -
¢oes relacionadas com o tensor de Weyl, em termos do qual podem
ser escritas as equagdes de Einstein para o campo gravitacional
na auséncia de quaisquer fontes. No capitulo em geral sdo evita
das as demonstragdes,; estando elas ausentes totalmente.fna Glti-

ma de suas seis secgdes.

1.2 - A Forma Tridimensional do Eletromagnetismo

A teoria do campo eletromagnético & usualmente‘expoé—
ta do ponto de vista de um observador 0 que utiliza seu pré -
prio referencial inercial de repouso’ E. O campo eietromagﬁéti

co este observador o descreve através ,de dois campos vetoriais:



o campo elétrico IL(X,t) e o campo magnético 0

(%,t). As fon -
tes destes campos. sdo descritas pela densidade de cargas elEtri
cas p(;,t) e pela densidade de corrente elétrica 3(§;ﬁ3. En-
tre ambas estas grandezas existé a relagdo

3=V, (1.2.1)
onde V(X,t) é-0 campo .das velocidades das ctargas elétricas em
rélagéo ao referencial inercial I. Em todas as funges acima x
é o raio-vetor de um ponto genérico do espaco de repouso do ob-
servador 0 e t € um instante arbitrdrio de seu tempo proprio.As
leis que governam a dinfmica do campo eletromagnético sio des -
critaé pelas equagdes de Maxwell-Lorentz. Estas sdo  equagoes
diferenciais em derivadas parciais iinea:es de primeira ordem,
que determinam os campos. elétrico %(i,t) e magnético ﬁ(%,f)
para uma -dada distribuicdo dé cargas.e correntes. Escritas pelo
observador 0 no sistema proprio.de.coordenadas cartesidnas I ,

elas sdo as seguintes:

v-E = 4np (1.2.2a)
= 1 3F _ 4w+
vxf- 282 - 23 (1.2.2b)
vE =0 (1.2.2¢)
=
= 1 aH _ ; o o
VxE+ =0 (1.252d)

As duas primeiras destas équacdes permitem deduzir a . equagdo
da continuidade da corrente elétrica ou, equivalentemente, da

conscrvagdo .da- carga elétrica, qual seja

vl + 200 . (1.2.3)



Devido ao cariter lincar das cquagdes (1.2.2), a equacio do mo-
vimento de uma particula testc no campo clctrémagnético deve _
ser dada independentemente delas. A experiéneia confirma a vali

dade da scgunda lei de Newton
o4
F=d i) (1.2.4)

onde m € a massa inercial da carga el€trica e 'contida no in-
terior de um volume suficientemente pequeno do espaco de Tepou-
so do obsetvador 0. A forgd eletromagnética total que atua so-
bre tal carga & dada pela formula de Lorentz

F=oe {E+%—?}xﬁ} (1.2.5)

obtida através da integraciio da densidade da forca de Lorentz

tep (B Ly xi) (1.2.6)
sobre o referido volume.
0 sistema de Maxwell-Lorentz (1.2.2) & ¢onstituido

de oito equacoes relacionando as diversas componentes do campo
elétrico e do campo magnético. Ele &, portanto, um sistema aco-
plado de equagdes diferenciais, Com a finalidade de desacopié—
-lo devemos considerar que a equagao (1.2.2c), que & sémp;e;vé
lida, permite definir o campo magnético H(¥,t) como o rotacio
nal de outro campo vetorial KC?;t), chamado de potencial Vetg‘

rial do campo eletromagiética, isto &,

i=vxhk . C(1.2.7)



Nestc caso a outra cquagido homogénea (1.2.2d) fica escrita na

scguinte forma.

0 campo vetorial dentro dos parénteses pode ser definido, por -
tanto, como o gradiente de um campo escalar ¢(;Lt), denominado
de potencial escalar dé campo '‘elctromagnético. Neste caso o cam
po elétrico ﬁ(;,t) fica definido em termos dos dois campos po
tenciais assim:

A

§='—V¢-r—%-§—t—{

(1.2.8)

As leis que governam a dindmica desses potenciais sdo descritas
pelas duas equagbes ndo-homogéneas (1.2.Z2a) e (1.2.2b). Substi-
tuindo nelas o campo magnético ﬁ(?,tﬂl por sua definicao
(1.2.7) e o caripo eltrico B(X,t) por sua definicdo (1.2.8)

e lembrando a identidade diferencial
¥V x v:x-K =, - VZK + V(V-K) s

encontramos que aquelas duas equagSes ficam escritas-nas formas

seguintes:
vip + 1.2 vk = - 4dp (1.2.9a)
€
: 2 . . 3
o Qe I O (1.2.9b)
¢ 9t

Posto que o gradiente de todo campo escalar & um campo vetorial



nio solenoidal, o campo potencial vetorial K(S?,t) ndo & deter-
pinado completamente peld campo siagnético fi(X,t). Assim, pela
definicdo (1.2.7), esté altimo campo & invariante sob transfor-

magdes do tipo
E+R =%+ wpk,v) . (1.2.10a)
para que.o campo eldtrico Ex,b) permaneca também o mesmo, o

potencial escalar ¢(§;ﬁ) deve, segundo a definigdo (1.2.8)

ser transformado simultaneamente pela regra

ol=

i >
o> o =g - 1 AWKT) “(1.2.10b)
A liberdade na escolha dos campos potenciais, que as transforma
gbes acima asseguram, permite simplificar as equacdes (1.2.9) .

Se ¢'(X,t) e A (%, 0) representam dois valores possiveis pa-

ra os.campos potenciais, o campo ‘escalar lp(;?,t), satisfazendo
Fi equag.io
vly - L 8%y gk . 1290 (1.2.11)
:Z atz c 3t ’ te

torna possivel-definir os campos potenciais ¢(§,t) e A(x.t)
através das transformagdes (1.2.10) de maneira que o termo en-

tre parénteses na equagdo (1.2.9b) se anule, isto &,

. 136 _ :
vK+E,3- =0 (1.2.12)

Lo

Esta equagfio represcenta uma relacdo entre os campos potenciais

e é denominada ‘de. condigdo’de Lorentz. Lla permite desacoplar



as cquagdes do sistema (1.2.9), que agora ¢ escrito.assim:

- 4mp (1.2.13a)

"

(1.2.13b)

Desta forma, os campos potencial éscalar ¢(§,t) e potencial
vetorial K(i,t} satisfazem a equagdes de ondas ndo homogéneas;
suas f§nte§ sdo0 Tespectivamente.a densidade de carga  clStrica
p(i,tj e a densidade de corrente elétrica ?(%,t) Os campos
potenciais,estié acoplados unicamente pela condigio de lLorentz

(1.2.12) .

0 conjunto das equacdes (1.2.13) e desta condigdo €
completamente equivalente ao sistema (1.2.?) das equagoes de
Maxwell-Lorentz, mas ndo & suficiente para determinar os cam-
pos potencial escalar ¢(X,t) e potencial vetorial.A(X,t) uni-
vocamente. Deve-ainda ser efetuada uma transformagao (1.2.10)
tal, que a*condigdo de Lorentz permanega valida. Da  equacgdo
(1.2.11) concluimos que, para tanto, a funcdo escalar w(%,t)
deve satisfazer a equag@o homogénea ‘da onda

32

!

viy - —17
Cc -

<
0
(=]

) (1.2.14)

2]

As transformagdes (1.2.10) sdo chamadas de transformagoes de ca
libre e a invaridncia dos campos elétrico ¢ magnético sob elas
€ chamada de invarifincia de.calibre. Todos os potenciais perten

centes 4 classe restrita dos que satisfaZem 4 condigio de Lo -
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rentz (1.2.12) sidlo ditos pertencentes ao calibre de Lotentz.Ds
te calibre & definido pelas transformagoes- (1.2.10) e pcla equa

¢io (1.2.14).

Dc um ponto de vista filosofico o campo eletromagnéti
co & tdo material quanto os demais corpos que constituem a Natu
reza. Como estes, portanto, possui cnergia e impulso. As dis -
tribui¢cdes da energia. e do impulso eletromagnéticos no  cspago
de rcpouso e no tempo proprio do observador O que estamos con-
siderando sdo descritas por. fungdes quadrdticas nos campos elé@
‘trico e magnético. A dedugdo de tais fungdes & feita a partir
exclusivamente das equacgdes de Maxwell-Lorentz (1.2.2) e da lei
-da densidade da forga eletromagnéfica de Lorentz (1.2.6). Limi-
tar-nos-emos, aqui, em transcrever essas.fung:Bes evitando dedu-

zi-las explicitamente.
A primeira delas € -aquela que descreve a distribui -
¢do espacial e temporal da densidade de energia eletromagnética.

. > P .
Representando-a por w(x,t), sua definigdo & a secguinte:

2

wt) = = B uh . (1.2.15)

Esta, como vemos, € uma grandeza positivamente definida. Quanto

i densidade do fluxo de energia eletromagnética, sua distribui-

¢do, no espaco e no tempo, & descrita pela fungdo vetorial

e =45 B x M), (1.2.16)

denominada de campo dos vetores de Poynting. O campo vetorial



TE.) = ﬁz_t_) =L @« (1.2.17)

descreve como a densidade de impulso cletromagnético estd dis -

tribuida no éspago e no tempo. Finalmente, .as grandezas
T.t) = % |-(B.E. L (g2 ., 2
Tij (x,t) = T [:(L']_EJ + HiHj) ) (E® + H )6ij ] (1.2.18)

descrevem a distribuigdo espacial e temporal da densidade de fiu
xo de impulso eletromagnético ou, equivalentemente, da pressao
eletromagnética. Estas .grandezas constituem um tensor em relacio
ao grupo das rotacdes préprias do sisteima de coordenadas carte -
sianas-no-espago de repouso do observador. O tensor Tij (§ ,t) €

chamado de tensor das tensoes de-Maxwell:

1.3 - A Forma Covariante do Eletrvomagnetismo

Antes do advento da Tedria da Relatividade os fendme -
nos eletromagnéticos, entre os quais- os luminosos, eram interpre
tados como sendo a-manifestagdo das propriedades eldsticas de um
meio muito especifico que enchia todo o Universo, permeava
todos os seus corpos e repousava em relacdo ao "espago absoluto’.
Tal meio era chamado de "Ster imgvel" e era tido como constitu-
indo'o finico sistema de referéncia em relagdo ao qual aqueles fe
nomenos podiam ser estudados. A teoria de Maxwell, cujos funda -
mentos fol‘am éxpostos na seg¢ao anterior, era tida como sendo Vli'-
‘lida apenas neste sistema de referéncia, em flagran.té oposigdo &

teoria de Newton para os fendmenos mecanicos, que ja nascera fir



memente assentada em um principio da rclatividade. Tal princi -

pio assegurava a esta Ultima tecoria plena validade cm todos aque

les sistemas “de- refcren(:ld nos.quais se varlflcassc a lei. da
inércia de Gallleo, 1sto &, nos sistemas dc referénecia inerci -
ais. 0 principio da relatividade de Galileo negava, _portanto R
toda objetividade ao.conceito de "éter .imdvel", pelo menos no

que dizia respeito aos fendmenos mecanicos.

A revolugao de Einstéin consistiu, precisamente, cm
ter descoberto que "a eletrodindmica de Maxwell, em sua forma
atual, conduz, quando aplicada aos corpos em movimento, a ‘uma

assimetria que, pelo visto, ndo & inerente aos préprios fendme-

Osn(_l_)

.'A Tei da indugdo de'Fara_day, por exemplo, sG depende
do movimento relativo do imd ¢ da bobina, 6 que sugere o abando
no.da nogdo de "&ter imdvel' como Supérflua e desnecessdria 3
descrigao dos.fe,nf)menols) eletromagnéticos. 0 passo. seguinte con—.

sistiu em reconhecer que-a teor'ia}‘ de Maxwell, tal  como a ‘teoria
de Newton, € igualmente vdlida em todos os sistemas de referén-

cia inerciais. e o maior mérito de Einstein foi ter - reconhecidd

que este € um fato da Natureza e nao uma invencao dos homens .’
Einstein o chamou de Principio da Relat1v1dade e hoje ele ieva

o seu nome. O Principio da Relatividade de-Einstein diz respei

to d invaridncia das’leis fisicas com relagdo i passagem de um

sistema de-referéncia inercial a outro e nio deve ser cunfundi-

do com a exigéncia 16gica’ da covaridncia das equagdes que des -

crevem essas leis com relagdo i ‘passagem, no espago-tempo, de

um sistema de coordenadas lorentzianas a outro. Covariancia
. . ' s i L c o~ . - - . v .

mais geral do que a'dc Lorentz exidte, mas ndo.cxisté principio

da relatividadé mais geral do que o de Einstein.
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Consideremos agora os fundamentos da eletrodinimica
de Maxwell, quc forqm descnvolvidos na segdip anterior, ¢ brocu-
remos €sCrcvé- los. em uma linguagem matcmatlc:d covarlante en re-
lagdo ao grupo das transformagoes de Lorcntz. Tal 11nguagem co
mo sabemos, Kl aqucla da dalgebra e da andlise tensorlals no espa
go-tempo pscudo~cuclidiano. Este & um contlnuo quadridimensio-
nal cujos pontos sao chamados de ex;gntos e cuja geometria € com

pletamente caracterizada, em cada sistema de coordenadas loren-

tzianas {xa}, pela forma diferencial quadritica

ax%x® | (1.3.1)

ds = naB

onde o tensor métrico Ngp= diag. (+1,—1,,—1;'-1j . Portanto,

n = det (ngg) = -1 (1.3.2)

e a forma quadritica acima & definida negativamente.

Suponhamos que o sistema de coordenadss Ilorentzianas

{x%} representa, no espago-tempo pseudo-euclidiano, o referen-

cial inercial % de repouso de observador O da, segao anterior .

lintao a 11nha de universo de uma partlcula cujo movimento & es-

tudado em relagdo a I € descrito”pela equacdo parametrlca

x% = x%(s) '(}.3.3)‘

: . O . - -
no sistema de coordenadas {x }. Aqui, o parametro s e o _tempo
proprio da particula, que & calculado integrando (1.3.1) ao lon
§0 de sua linha de universo. Uma vez conhecida a equacdd acima,

4 cada cvento da linha de universo pode ser associado o quadri-
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vetor velocidade da particula

a

a . dx
u- = I (1.3.4)
Aqui; obviamente, c¢stamos considerando apcnas aquelas particu -
las que tém massa de rcpouso difcrente de zero, pois somente es
tas possuem linhas de universo do tipo-tempo (ds2 > 0). As qua-
drivelocidades de tais particulas sdo, portanto, unitdrias, is-

-

to e,
uu =1 . (1.3.5)

A quadrivelocidade de uma particula que se movimenta com veloci
* = . P .

dade v em relacdo ao sistema de referéncia inercial I tem, ob-

. s g ’ N o

viamente no sistema de coordenadas lorentzianas {x '}, componen-

tes

o 1 v/c

1-v /c'" 1-v®/c =
\/ 2,2 \/ 2,.2

(1.3.6)

No referenciai»inercial T de repouso instantdneo da particula,
sua velocidade € igual a zero. Portanto, no sistema ‘de coordena
das lorentzianas (X%}, que representa este referencial inerci-
al no espago-tempo pseudo-euclidiano, as componentes da quadri-

velocidade da particula sdo
=g 0 (1.3.7)

onde o simbolo dc Kronecker tem componentes
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em todo sistema de coordenadas lorentzianas.

Considcrcmos, novamente, a distribuicao de cargas
e correntes elétricas introduzida no inicio da segio anterior.
Como sabemos, cla & descrita, mo referencial inercial I de re -
pouso do observador O, pelas fungocs densidadc de cargas p'(%,t)
e densidade. de corrente -Jr‘(“)-’(',t) . Tomemos um ponto gendrico X do
e;{pago'de' repouso do observador O e um instante qualquer t de
seu tempo préprio. Neste ponto e neste instante o elemento de
carga elétrica de = p(%,t)dv se movimenta em relagdo a I com
velocidade _\7(;,;). No seu referencial inercial T de  repouso
instantaneo este elemento de carga elétrica tem densidade pré-
pria p; e volume proprio dV,, de maneira que de = pgdVy- Co-
‘mo, de acordo com um teorema da Teoria da Relatividade, o volu
me dV, medido no referencial inercial I, € apenas a fragdo
(1 - vieh?

respectivas densidades existe a relagdo

do volume préprio dVy, concluimos que entre as

-+ p()
p(x,t) = (1.3.9)

\/‘—2__2‘

Ainda segundo a Teoria da-Relatividade, a massa inercial m do
elemento (de) de carga elétrica, medida no referencial L, e
sua massa. inercial de repouso mg, obviamente medida em ¥, estdo

relacionadas da mesma forma que as densidades de cargas;isto €,



ms — ——— (1.3.10)

1% l—vz/c’p
A‘quadrivclocmidadc da particula materiai de massa de  repouso
m © de carga elétrica (de) tem componentes (1.3.6) no siste-
na de coordenadas lorentzianas x% e componenteé (1.3.7) no

sistema de coordenadas lorentzianas proprias {X°}.

Dito i.sto; consideremos as equacdes (1.2.13) para os
potenciais. Introduzindo a definicdo (1.2.1) da fungdo densida-
de de correntc elétrica 3‘(%,1;) na segunda dessas equagaeé e
substituindé, em seguida, a funcio densidade de cargas elétri-
cas p(?,t) pela expressdo (1.3.9), obtcmos, apds apropriada

arrumacdo dos termos das equacgdes, que

2

2 1 3 > 4w 1
[v - o(x,t) = - L p g —— (1.3.11a)
2 2) c "0
c” o8t 1/'1—V2/c21
e
2 . . -
[vz - i% %;7}'K(§,t) = A e Ve (1.3.11p)

1% l—vz/c

Definamos, agora, as seguintes grandezas no espago-tempo pscudo

~euclidiano relacionado ao sistema de coordenadas lorentzianas

o . . : P
{x"}: o campo dos quadrivetores potencial eletromagnético

AY = (9,5 (1.3.12)

¢ o campo dos quadrivetores densidade de_ corrente elétrica

5% = pycu® (1.3.13)
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Aquis w* G o campo das quadri-vclocidadcs das cargas elctricas
da distribuigdo, cujas componentes no sistcma de coordenadas
jorentzianas {x%} sio aquclas dadas em (1.3.6) Em tcrmog des
sas grandezas o sistema de equagdes (1.3.11) fica escrfito na se

guinte forma quadridimensional:

A% = - 4250, (1.3.14)
Aqui, o operador
= v? ——1212-2 (1.3.15)
c” 9t

¢ chamado de d'alembertiano. Ele & invariante com respeito ao
grupo de Lorentz e sua forma no sistema de coordenadas lorentzi

anas {x%} &

2
e " —2— (1.3.16)
a'xuax"
onde n"V= diag.(+1,-1,-1,-1).
A equagdo (1.3.14) sozinha nBo € suficiente, como

sabemos, para determinar univocamente o campo quadripotencial

. o 3 - . -
cletromagnético A (XB). Sao necessarios, ademais, a  equacgdo
que define a condigdo de Lorentz e .o calibre que deixa esta con

digﬁ'o invariante, isto €, o calibre de- Lorentz.

A condigao de Lorentz para Aa(xB) é facilmente en -
contrada da condigdo "tridimensional" (1.2.12) escrita no siste
ma de coordenadas lorentzianas x*} , o que se-conseguc substi-

tuindo (1.3.12) naquela condigdo. Portanto,
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A“|u= 0 (1.3.17)

onde 0 simbolo ([a) significa derivada parcial em relacdo a
- a - - .
coordenada x~. Quanto #s transformacdes (1.2.10) de calibre,elas
sdo escritas, no mesmo sistema de coordenadas {xa}, na forma

unificada seguinte:
+ noB Vg (1.3.18)

No calibre de Lorentz a fungdo escalar v(x%) deve satisfazer

i equagdo de onda- homog@nea (1.2.14), ou seja,

v =0, (1.3.19)

onde usamos a convengdo (1.3.15).

0 campo eletromagnético, como entidade fisica indepen
dente de todo observador, deve ser representado por uma grande-
za matematica tensorial que, em nosso caso, estara definida mno
espago~tempo pseudo-euclidiano. Célculadas no sistema de coorde
nadas lorentzianas {x®}, as componentes do tensor campo cletro
magnético devem ser as mesmas componentes daqueles campos veto-
riais eldtrico B(X,t) e magnético H(%,t) que representam o
campo eletromagnético no sistema de referéncia inercial % . Por
tanto, o tensor campo eletromagnético deve possuir apenas seis
componentes independentes. No espago-tempo este & um tensor de
segunda ordem anti-simétrico. Representando-o por (FQB(XH)) , de.

vemos ter que

FoB - _ pBo (1.3.22)
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Como, por outro lado, os campos vetoriais acima sdo definidos eom
fungdo dos campos potcncial cscalar ¢(§,t) e potencial vetori-
al K(?,t) através, respectivamente, das expressoes (.1‘2.8).e
(1.2.7), concluimos que o tensor campo elctrom‘agnétilco deve ser '
definido em * funcao do campo quadripotencial cletromagnéti-

co (1.3.12) na forma-
poB - pBle . pele (1:3.23)

Suas componentes, calculadas no sistema de coordenadas loren -
. o . - .
tzianas {x '}, e as componentes dos campos elétrico e magnetico
no sistema de referéncia inercial I, estdo relacionadas como na

matriz

0 -E -E -E
X y Z
o8 E, 0 -H, H
FOP = b4 (1.3.24)
E H 0 -H
<y Z
’ E -H_ H 0
Z y x '

Desde ja podemos introduzir a mnogdo de tensor campo dual do ten
sor campo eletromagnético. Representando o0 tensor dual por

(F*8 (x")), sua definigdo &

* .
Fof = J B0 Fog (1.3.25)

@BPS 2 , tensor totalmente anti-simétrico, contravariante

onde n
de Levi-Civita Suas componentes sio os simbolos totalmente anti

-simétricos de Levi-Civita, -cujos valores sido:



-17-

permutacao par de (0123)

+1, sc (aBpo) &
gﬁm’= €480 -1, se (aBpo) @€ permutacio impar de (0123)
0, nos demais casos
(1.3.26)
portanto,
poBpo - caBpo (1.3.27)
0 tensor-totalmente anti-simétrico covariante de Levi-Civita
(1.3.28)

€ definido como tendo componentcs

Nagpo
Nagpo =~ “CaBpo

0s simbolos de Levi-Civita satisfazem as seguintes relagdes:
(1.3.29a)

ot et%, o = 4SS
i% eaﬁpoeuvYo = 3t sﬁsij (1.:3.29b)
%% Eaepoewpo'z 2! Gﬁﬁj (1.3.29¢)
f% €aepcéusp0 = 1t 5ﬁ (1.3.294)
i% saﬁpoeuspg = 0! (1.3.29¢)
Kronecker sZo definidos assim:

onde os deltas generalizados de
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aﬁ 63 63 (s;‘
B B B B
. s B B s .-
gv g@BPO - | TH v Ty A (1.3.30a)
vy} P p P p SRR
fa 6f 85 &b &f
o o [e) .0
611' 5\) GY 16%
N R
po v %y
30 62BR o | oB 0 B 4B (1.3.30D)
B T v vy Bt
6 P &P
u
N " o a
2t 5058 = 6“ 6“
CogeB o (1.3.30¢)
Ty
§B  oB
Hu v

As componentes do temsor campo-dual s3o calculadas a partir

de sua definigdo (1.2.25). Dispondo-as na forma de matriz, te -

mos que
S T
\ H, 0 E,_ -E
R X z (1.3.31)
H, B, 0 B
H, B, -E_ 0

Comparando esta matriz com a matriz (1.3.24), concluimos que o
‘ *
* tensor campo-dual (FuB) .deriva do tensor campo ele_tromagné"cicq

(FuB) pela troca, neste Ultimo, do par (&.,0) pelo par (H,-B).

De posse de todos esses conceitos e de todas essas no
.g0es, ndo nos serd dificil-escrever as equagdes de Maxwell
(1.2.2) no si§tenia de coordenadas lorentzianas {x*}. Dispensan-
do transcrever aqui as passagens matematicas que conduzen a

clas, damos apenas o resultado final, que € o scguinte: o pa:
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de equagoes ndo-homogénecas (1.2.2a) ¢ (1.2.2b) fica * "escrito

na seguinte forma quadridimensional:

pof, = - AT o (1.3.32)

quanto ao par (1.2.2¢c) e (1.2.2d) de cquagdes homogéneas, sua

forma quadridimensional &

FPUI,B * FO’BID * FBpIo‘ =0 (1.3.33)

considerando que, pela definica@o (1.3.25),

*aB . _ 1 _oBpo L _
FP % = 37 0P (Foglp * Faglp * Fpplod > (1:3:30)
esta Gltima equagdo-pode ainda ser escrita na forma
*‘ .
Ff =0 (1.3.35)

|8

Da compafagz'i‘o desta equag@o. com a equagdo (1.3.32) podemos no-
tar que a font;a- do tensor campo eletromagnético (FGB) € o q_ha -
drivetér densidade de corrente elétrica (ja) e que o tensor
campo dual (II?‘OLB) nio possui fontes. Quanto ao siénificado i:i'si
co desta evidéncia .mateinétiéa, ele serd discutido na segdo 5

deste capitulo.

Por enquanto devemos observar que, devido ao cariter

anti-simétrico do tensor',(,Fo_LB) , da equagdo (1.3.32) tiramos que

i% =0 . (1.3.36)

Esta ¢ a equacdo (1.2.3) para a conservagdio da carga elétricacs
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crita no sistema de coordenadas lorentzianas {x%}

Como ja tivemos a oportunidade de dizer .no inicio da
segio anterior, as cquagdes de Maxwell Ci.3.32) e (1.3.35) nao
corlxtém, por screm lincares, a -cquagdo do movimento das particu-
jas-teste na presenga de um campo cletromagnético. Esta Ultima
equagdo deve ser definida independentemente daquelas éo campo ,
na base unicamente de dados experimentais obtidos em laboratd -
rio.

Com a finalidade dé& escrever a equagio de’ Lorentz na
forma quadridimensional, consideremos Iuma parti’éula-teste de car
ga elétrica e e massa inercial de repouso my . Seu estado de mo
vimento em relagdo ao sistema de referancia——inercial L é descri
to, no espag‘o—tempo pseudo-euclidiano relacionado ao sistema de

coordenadas lorentzianas {x%} , pelo quadrivetor

p% = mbcua (1.3.37)

onde u* & a quadrivelocidade da particula~teste. A equagZo qua-

dridimensional para a segunda lei de Newton &

d o
F°‘=a§— , (1.3.38)

onde ds & ‘um intervalo infinitesimal do tempo 'préprip dessames
ma particula. O quadrivetor (F®) descreve, no presente caso, a
interacao da particula com o campo eletromagnético: E, por isto,
chamado de guadrivetor forca de Lorentz. A componente espacial
da equaglo acima & a equagdo (1.2.4) para a lei do movimento
de Newton, na qual a grandeza (f) é a forgd de Lorentz (1.2.5)

propriamente dita. Portanto, o quadrivetor '(Fd)» deve ser es -
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crito cm termos do tensor campo cletromagnético (FaB) , da qua -
drivelocidade (u®)  da part}'.cula de prova ¢ de sua carga elétri
ca €. Devido @ propriedade (1.3.5) da quadrivelocidade,da qual

ahtemos que

uwu, =0, (1.3.39)
onde (*) = d/ds, temos que

'Faua = 0 <= <0 (1.3.40)
Logo, o quadrivetor forga de Lorentz & do tipo-espago. Uma ana-
lise cuidadosa -de todas essas propriedades.leva-nos a coriclu‘SE-o
de que o quadrivefor forga de Lorentz (Faj .é o produto do fa -
tor (e/c) pela p&*bjegﬁé do tensor campo eletromagnético * (F-as)_

no espago de repouso ins_tanténeo da particula de prova, isto €,-

F* = & F*By (1.3.41)

Portanto, a equacido (1.3.38)' para a lei-do movimento de. uma
particula-teste  de massa de repouso m, e de carga elétrica ¢
aB)

em um campo eletromagnético (F tem a forma final seguinte:

dp®* _ e _aB P
e (1.3.42)

onde (u%) . € a quadrivelocidade da’particula: Esta  equagéo &
chamada de equagdo de Newton-Lorentz. Suas componentes temporal
e cspaciais no sistema de referdncia inercial I sag, respectiva

mente, a poténcia da- forga de Lorentz -
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n

2
m,cC .

n [—*—**O _ ,] e (E:9) (1.3.43a)
l-vz/c

e a propria forga dc Lorentz

L}

>
d myv (5 1+ - .
1 [-_____] e \ + TV Hy- (1.3.43b)

V 1-v /cl

Aqui, a variavel t é"o tempo- préprio do observador O que. repou-

sa no referencial inercial I, dividido por c.
, : .

No, final da segﬁo.anterior tivemos a oportunidade de
introduzir, embora sem démonstrar, aquelas fungdes que descre-
vem as distribuigBes.das densidades de'energia>e de impulso do
campo eletromagnético em relagdo ao sistema de referéncia iner-
cial . Dissemos ali que:essas fungoes 556 consequéncias &ire - -
tas das equagoes de Maxwell (1.,2.2) para o.campo elqtfomagﬂéti—
co e da equagdo de Lorénfz c1.z.d)—(1.2“5) pa}a o movimento de
uma Carga elétrica de prova em um camp0"eietromagnéticof Agora,
quando dispomos das equagGéé quadri&imensionéis do campo eletrg
méyﬁtico e da equagio quadridimenéiohéi do mévimento de umécaz
ga clétrica de prova neste campo & licito perguntar da possibi-
lidade Ae ser‘deduzida, a partir delas, uma funcéo tensorial,de
finida no espago-tempo pseudo-euclidiano, e cujaé componentés ,
no sistema de coordenadas lorentzianas'{ia}, sejam as granée—
zas Unz.lg)—(l.2.18).'N50 hd davidas quanto ao fato de :que,pg
o menos em principio, £a} deduc@o é possivel. Acontece, porém,.
que o caminho usuaimcntq scgu}do na procura dessa fungado tenso-

rial ndo é este. Comumente € percorrida a via mais abstrata -da .
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defini¢iio de uma intcgral dc agido

ST = £ J b (a%, %8yt (1.3.44)

onde

a ,alBy _ _ 1 _po
N I L (1.3.45)

¢ da imposicdo de que sua variacdo seja igual a zero

88 = 0 (1.3.46)

A efetuagdo dos cdlculos conduz ao campo das grandezas

Tocs - _4_:? (Fa)\

F)\B + % n“BFp"Fpog , (1.3.47)
que constituem um tensor de segunda ordem nos seus indices e no
tensor campo. eletromagnético. Além do mais, este tensor € simé-
trico e tem trago nulo. Calculando todas as suas componentes no
sistema de coordenadas lorentzianas {x%}* e comparando-as com
as fungdes (1.2.15)—(1.2.18) que desc¢recvem  as distribuigGés
das densidades de energia ¢ de impulso do campo e€letromagnético

no sistema de referéncia dinercial &, encontramos que a matriz

de (1.3.47) € da forma

o8 = % (1.3.48)

As grandczas (TaB) sao chamadas de tensor das densidades de ener-
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gia e de impulso do campo cletromagnético.

1.4 - As Identidades Duais do Tensor Campo Eletromagnético

Uma das nogles ‘mais importantes da teoria do campo
eletromagnético ¢& aqﬁela de invariante. Um invariante do campo
eletromagnético & um campo escalar em relagdo is transformagdes
de Lorentz, Ele & definido, e;/identemente, em fung@io apenas do
tensor campo eletromagnético' (FaB)‘. e do tensor .camp'o dual
(]*2“8). Devido ao fato de que a contragdo total de cada um des-
tes t;:ansores consigo mesmo e -deles entre si pode scr efetuadade
diferentes maneiras,o campo eletromagnética possui, em princi -
pio, diversos invariantes de diferentes ordens. A ordem de um
invariante do campo eletromagnético & determinada pelo- nimerd
total de vezes que os’tcnsores (FaB) e '(Ii‘a.B) aparecem na expres
sio que define esse invariante. Obviamente., o nimero dos invar_i_'

antes ‘do campo .eletromagnético & determinado pélas propi‘ié{ia‘des
algébricas desses tensores.
Existem apenas duas possibilidades distintas de con -

tragié total do tensor eletromagnético e do seu dual para a for

nagdo de invariantes de segunda ordem, que sio.

o = .Jz; Fa‘BFdB - (1.4.1)
e
= 1 foB
=5 F ’FOLB (1.4.2).

A contragdo total do tensor dual consigo mesmo dd o mesmo inva-
riante ¢ com o sinal negativeo. Desta forma, o campo eletromag-

nético possui apenas dois invariantes de segunda ordem:
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Quanto aos invariantes de ordem superior 4 scgunda,
eles sdo todos identicamente iguais a zera. Antes de provarmos
que isto € verdade, dcm?nstremos que o tensor camperlstromag‘
pético e o tensor campo dual satisfazem a duas identidades algé

pricas, cada uma das quais envolvendo um dos invariantes de se-

qunda ordem acima.

Consideremos, inicialmente, a contragfio em apenas um
{ndice do tensor campo dual consigo mesmo e procuremos expressé
-l1a em fungdo unicamente do tensor campo elefromagnéticd. Pela

*
definigdo (1.3.25) do tensor campo dual (FaB) temos que

*(XA*

E aApv F EPC

1
Ag 7D Magpot v

Lembrando as definigoes (1.3.27) e (1.3.28) do tensor totalmen

te anti-simétrico de Levi-Civita e a relagio (1.3.29b) para o

oBpo

simbolo € , obtemos que

rax¥ o _ L _adpv po" _
Fxg = 77 &7 EappafuF

v L OUVL po
3! GEDO uOF

1
e

lembrando, ainda, a definigdo '(1.3.30b) e apds expandirmos o de

lerminante, encontramos que

oA

¥ - 0 1 opo
Fyg = 8 (z FPOR ) + FF

AB

'ntroduzindo aqui a definigfo (1.4.1) do invariante ¢ e levdn -

‘ando o fndice B, esta expressio fica escrita ma forma final se’
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guinte:

- F“AFAB = ¢n®P (1.4.3)

— eV

Esta relagdo & chamada de identidade dual do tensor campo ele -

tromagnético para o invariante ¢,

Consideremos, agora, a contragfo em apenas um indice
do tensor campo eletromagnético com o tensor campo dual e calcu
lemos cada uma de suas componentes separadamente.- Como resulta-~

do obtemos que

FoA . LOAX _
FYFyg = FF, =

Lembrando a definigfio (1.3.8) do delta de Kronecker, temos que,
apds levantarmos o indice B, esta expressao -adquire a seguinte

forma:

*
RS AN B (1.4.4)

Esta relagdo & ‘chamada de identidade dual do tensor campo ele -

tromagnético para o-invariante Y.

Unia vez dispondo das identidades duais. de segunda or-
dem acima, a demonstragdo de que os invariantes de terceira or-
dem do campo eletromagnético sdo iguais a zero identicamente &
trivial. Com efeito, contraindo (1.4.3) e (1.4.4) sucessivamen
te com FBa eAEBa? ¢ considerando que os tragos destes tensores

sdo iguais a zero, encontramos que
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I*:MEABFBQ = F"‘AFAB'FM
I*TOO‘FABFBOL = % A PFop = 0
lﬁ‘”iﬁ-hﬁfﬁa = 5 BFB
FhF, PR, = PR N

como, de acordo com a identidade dual (1.4.4)

axy By . _ BE_ xak (v 12
F F FB T F FBA = F [2 nM] =0
e
al BY  _ LoAX-B = poA 1Y =
F F)‘ rBa F F FBA = F [2 nu)\] =0

concluimos que a primeira e a terceira das expressoes acima tam
bém sdo iguais a zero. Logo, todos os invariantes de terceira

ordem do campo eletromagnético ‘sé"o iguais a zero-.

Agora vejamos duas importantes aplicacdes das identi-
dades duais do tensor campo eletromagnético, ambas relacionadas
com o tensor (TaB) , que descréve a distribuig8o espago-temporal-

da densidade de energia e de impulso do campo e’leAtromagné‘tico.

A primeira dessas aplicagbes visa escrever a expres -
sao (1.3.47), que define este tensor, em uma forma mais elegan-
te e também-mais pratica para ser usada em muitos ‘cdlculos. Ini

rialmente levamos Zquela expressio a definigdd (1.4:1) do inva-

riante ¢ e, em seguida, substituimos o termo qmu-B por sua ex -~

rressdo em termos dos tensores (FOLB) e (FQB) fornecida pela

identidade dual (1.4.3). Simplificando a expressao rTesultante,

encontramos que- 0 tensor (TOLB) fica definido da seguinte for

na:
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N * *
108 g% (FaAFAB + paAFAB) (1.4.5)

Quanto i segunda aplicacdo das identidades duais do caimpo cle =
tromagnético, ela ¢ indispensidvel no cdlculo do quadrado do ten
sor (1.4.5) acima. Procedamos aqui a esse cdlculo explicitamen-
te cvitando, entretanto, lembrar qual das duas identidades du -
ais € usada em cada passagem. A questfio que se apresenta, por -

tanto, € aquela de expressar o produto

ad. B 1 apy A ok Ay o 0o B X o
0T —— (FF" + FUF U)(F, "B " + F)°F

B
\ =y VED (1.4.6)

en fungdo dos invariantes-¢ e ¥ do campo eletromagnético. Inici

almente abrimos os parénteses, o que nos da

oAp B-_ 1 apn Ap On B (] A
T TA ,zg;;f (F Fp FA Fc + F Fp FX FU +

ap* AL o B *ctp* AX of B
+ F Fp FA FG + F Fp FA FO ) (1.4.7)

Agora, usando as identidades duais (1.4.3) e (1.4.4), simplifi-

quemos cada parcela desta expressdo, como segue:

apn A 05 B _ pop F A% O _ Oy B _

F 'Fp FA To F (Fp FA ¢6p_)F0. =
- pOPE AL o B appn By

FPUF TFyUF T - 9(FTTEST)

n

Y 0B ¢{FaprB) (1.4.8a)
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* *
F*Pp Ap 9p B o pop

P Xo o]
v (y oB) _ 42 a8
=5 {—Z-n }:—-ﬁ—n (1.4.8b)
paek Ag o B _ fop [y o) o B ¥ Fap, By .
BOF ey Ok P = B0 (L6 9) v B - 4 deer B -
2
=% {% naBJ =1P_4_noc8 (1.4.8¢c)
FOPR M OF P - B (M, v 08 %) F P -

3

- foepp Ap of B fapk By
A NS N ¢ (F F, )}

)l - oo -
2 oB , o, okoph B
S O T s ) (1.4.84)

levando estas expressoes de volta a (1.4.7) e reagrupando .seus

termos, obtemos que

adp B _ 1 ~ .apn B Zapk B 22 _aB’
% B - T o7 P - T By 42 g ]

Fazendo uso, mais uma vez, da identidade dual' (1.4.3), encontra

nos, finalmente, a expressdo procurada:

T°‘AT,\B = zglff 67 + yhn%E (1.4.9)
o
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1.5 = Decomposigao do Tensor Campo Elciromagnético em suas Par-—

tes Elétrica e Magnética

A lci do movimento de uma particula material de mdssa
de repouso (mo) , de carga cl@trica de prova (e) e de quadrivelo
cidade (ua), na presenga de um campo cletromagnético (Fa,s), é
descrita pela equagado de Newton-Lorentz (1.3.42), a qual pode
ser escrita, pela definicdo (1.3.37) do quadrivetor impulso de
uma-particula, na forma equivalentec

2 du®

myc” g = c’FO‘ﬁuB (1.5.1)

em todo sistema de coordenadas lorentzianas.

Embora. atualmente a Fisica ndo disponha de evidéncia
cxperimental confiavel sobre a existéncia de "cargas magnéticas’
na Natureza, sua eventual descoberta seria facilmente assimila-
da pela teoria eletromagnética de Maxwell. Neste caso ndo pare-
ce extrapolagdo tedrica exagerada supor que uma “carga _magnéti
ca” de prova (u) e de massa de repouso (mgy)-, movimentando-se
com quadrivelocidade (ua) na presencga de um campo eletromagné-
tico (FéB), interage com este campo segundo uma lei que & "du-
al" § lei de interacdo da carga elétrica Esta nfo é uma con -
clusdo infundéda, mas que se assenta na comparagdo critica das
equacdes (1.3.32) e (1.3.35) de Maxwell. A equagdo que descre-
ve essa lei deve ser a andloga dual da equagio de Newton-lorentz
acima, isto &,

2 du® | *aB

mo'c Fr = pF uB— , (1.5.2)

onde (f;uﬂ) § o dual de (FC‘G)
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Ambos os membros de cada uma das cquagbes acima tém

dimensio de forga, o que implica em que o quadrivetor

E® = FaBuB (1.5.3)

tem dimensao de forga por unidade de carga clétrica de prova e

o quadrivetor dual

(1.5.4)

tem dimensdo de forga por unidade de 'carga ‘magnética' de prova.
Chamaremos o primeiro destes quadrivetores de parte elétrica e

o segundo de parte magnética do tensor campo eletromagnético

(FaB) em um dado observador de quadrivelocidade (u®). Contrain-
do ambas as ¢xpressoes (1.5.3) e (1.5.4) com esta quadriveloci-,

dade obtemos, de um lado, que

o _ R .

E%, = 0 (1..5.5)
ou, equivalentemente, que

Qi -

E°E, < 0 (1.5.6)
de outro lado obtemos que

oL - -

H%, =0 (1.5.7)
oﬁ, equivalentemente, que

H”Ha.< 0 (1.5.8)

Portanto a parte clétrica (EO‘) ¢ a partc magnética (Ha) do ten
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sor campo eletromagnético (FaB) relativamente a um mesmo obser-
o - . . -
yador (u”) sdo quadrivetores do tipo-espago ¢ pertencem ao .es~

pago de repouso (instanta@nco) deste observador.

Consideremos,agora, os dois observadores seguintes: o
primeiro € o observador O que introduzimos na segdo 2 ¢ cujo re
ferencial inercial ‘de repouso I € representado no espago-tempo
pseudo~cuclidiano pelo sistema de coordenadas lorentzianas {xu};
o segundo é o observador O cujo referencial inercial de repouso
f & representado neste mesmo espago-tempo pelo sistema de coor
denadas lorentzianas {X*} Suponhamos qic ¥ se movimenta em re
lagio a I de tal forma que o sistema de coordenadas {X"} deri-
va do sistema de codordenadas {x%} através das transformacdes

O

X¢ = Aﬁlx“ (1.5.9)

nas quais (Aau) & a matriz especial de Lorentz

1 ~v/e 0 0
V 1-v /c'2 Y ;-vz/c2
| ~v/c 1 . 0 0
Aau = 14 l-vz/c2 V 1lsv E/c:
0 0 1 0
0 0 0 1

(1.5.10)
onde ¥ = (v,0,0) & a \{elociglade do obscrvador 0 (e portantg de

I) em relagdo a Z. Calculadas no sistema de coordenadas x%},

us componentes do tensor ~campo ‘eletromagnético 530 aquelas
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tabcladas na matriz (1.3.24). Suas transformagocs de acordo com
a lei tensorial lorentziana
BWY - ,JL\”,OLA"BF”‘B (1.5.11)

fornecem as componentes do mesmo tensor no sistema de coordena

das (X%}, as quais est@o tabcladas na matriz abaixo:

E -Yy E +XHy
0 -E _y <T'& _ Tz %
X
Vei-v /c2 Vv c?
H -YEg H +YE
E 0 _z Ty y z
X 1
\/l—vz/c2 \/l—vz/c2
[ (1.5.12)
v 1 -YE.
E)’ - < HZ IIZ < Ey 0 -
-5 e X
\/_l—vz/c2 1—V2/C2
E +YH 1+ Vg
z.cCy ¥y <z H. 0
pq
v 1-v2/c V 1—v2/ c‘2

“A matriz do tensor campo dual (EGB) € obtida simplesmente tro -
cando nesta matriz o par de vetores (E,H) pelo par de  vetoTres
(ﬁ,-ﬁ)_."Quanto as quadrivelocidadeés dos dois observadores, suas
cmomponentes sdo calculadas, diretamente, a partir da definigao
{1.3.4) .- As componentes da quadriveldcidade do observador 0 sao,
1o s.is'tcma de coordenadas .préprio {x%} ,

u® = &%, (1.5.13a)

. . —0i- ~
.tno sistema de-coordcnadas {x '} elas sio
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-0 _ 1 -v/c
\/1—vZ/cZ \/ 1—v2/c2

0 o] (1.5.13b)

Quanto as componentes da quadrivelocidade do observador O, elas

530

Ve = 1___ v/c , 0, 0| (1.5.142)

V 1—\/2/c2 \/_l—vz/;z

. o
no sistema de coordenadas {x°} e

v = 6% (1.5.14b)

10 sistema de coordenadas préprio {x%}. E ficil verificar que as
componentes da quadrivelocidade de um mesmo observador em dife-
rentes si‘stemas de coordenadas lorentzianas estdo relacionadas
através de uma transformacdo especial de Lorentz (1.5.9). E im-.
portante observar que ndo € definida a transformagcdo das compo-
nentes de;{lmi ‘quadrivelocidade nas componentes da outra, pois
isto equivaleria a converter a histdria de uma particula, is-
to €, sua individualidade, "na histdria e, portanto, ma individu

alidade da outra particula.

De posse dessas definicdes e desses conceitos, & tri-
.vi-al ca-lc{zlar as .componentes das partes elétrica e magnética
de um mesmo tensor campo e.letromagné%ico relativamente aos dois
observadores O e 0 e em ambos os sistemas de coordenadas lo -
rentzianas {x*} e {X“}. Dispénsando-nos de lembrar a cdda pas
so a regra que convertc o tensor campo eletromagnético no ten -
sor campo dual e evitando transcrever as passagens matcmiticas,

linitamo-nos apenas a dar os resultados finais.



Inicialmente, consideremos a decomposigao do tensor
campo eletromagnético relativamente ao obscrvador O. Substituin
do (1.3.24) da mesma forma que (1.5.13a) na (ici’inig_io (1.5.3) ,
encontramos quc as componentes da parte elétrica no sistema de
coordenadas lorentzianas {x®} sdo, para esse observador, as se-
guintes:

o

E® = (0, By, B, E) . (1.5.15)

As componentes da parte magnética obviamente sdo

o _ A
HY = (0, Hy, Hy, H) (1.5.16)

Substituindo, agora, (1.5.12) e (1.5.13b) na mesma definigdo,
obtemos que as componentes da parte elétrica ho sistema de coor
denadas lorentzdianas x*} sdao, para aquele mesmo observador O,

as abaixo

v
- = E E
Y = l S — X » By Ez] (1.5.17)
V 1_—v-2/<:2 vV 1-v /c7
As componentes da parte magnética sdo
v
- =H H
1% = [: c X X » Hy, HZ] (1.5.18)
Vv Viiv?yc?

Comparando (1.5.17) com (1.5.15) e (1.5.18) com (1.5.16) nota-
mos que as componentes. com barra -se ‘relacionam com as componen-
tes sem barra pela lei tensorial (1.5.9), evidenciando o fato

de que (E®) ¢ (H%) sfo quadrivetores contravariantes.
q
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Considecremos, agora, a decomposigio do,mcsn}o tensor
campo cletromagn@tico rclativamente 'ao observador 0. Substituin
do (1. 3.24) ¢ (1.5.14a) na definicdo (1.5.3), obtemos as com
ponentes da parte clétrica no sistema 'de coordenadas lorentzia-

o . = . . .
nas {x'} relativamente ao observador O acima, quais sejam

¥y : A 3 Y
% = l ¢ Bx By Ey cH, Bt g Hy}
\/‘1—v2/c2 \/ 1-~v2/c-2 \/ l~vz/<:7 \/Et—vz/c2 .
(1.5.19)

Quanto 4 parte magnética, suas componentes sio

YH H H +YE H -YE

g% = ¢ X , X , Yy &z oz Cy

V l—vz/cz l/l--vz/c‘2 \ﬂl-vz/(;Z l/l'-vz/c2
(1.5.20)

levando, agora, (1.5.12) e (1.5.14b) d mesma definicdo’ (1.5.3),
obtemos dque

! E_ - % H E, + % H
£ =10, B S ¢ _z (1.5.21)

» , 2 <y
’ V 1-v“/c Vi-v®/c

sdo as componentes da parte elétrica no sistema de coordenadas
P ‘=0l N . - = .
propric {Xx} e relativamente ao observador 0. No que se -refere

is componentes da parte magnética elas sio

H + LE ‘B, - LB Y

= o, H Y S I 4 (1.5.22)

x? Sy
V 1-v“/c V 1-v™/c




Novamcente notamos, da comparagﬂo de (1.5.21) com (1.5.19) e de
{1.5.22) com (1.5. 20) , a natureza quadrivetorial contravariante

da parte eletrlca (l;‘ ) e da parte magnética .

0 que dissemos at€ aqui pode ser resumido da maneira
que segue. 0 tcnsor campo cletromagnctlco pode ser reprCScntado
a0 longo da linha de universo de cada observador por dois cam-
pos de quadrivetores do tipo-espaco. Um deles € o campo do qua-
drivetor parte clétrica {E% ¢ o outro & o campo do quadrive -
tor parte mag’nét‘i'ca (1%} . Esta representacio é,-po:l definicgio ,
invariante ‘em relacido ao grupo das.‘transformaQGes de Lorentz.Ca
da ob.servador tem sua representagfo especifica do tensor campo
eletromagnético, que. nio pode ser relationada com as representa
¢oes dos demais observadores. Cada. sistema de coordenadas lo -
rentzianas determina uma base local em cada evento da linha de
universo de cada observador. O campo de bases locais determina-
do sobre a linha de universo de um observador por seu sistema
de coordenadas proprio & tal, que, calculadas nele, as componen
tes do quadrivetor parte elétrica sio E® = (0,%) e as componég

(0,0). Aqui, E(x,t)

n

tes do quadrivetor parte magnética sio H®
£ 0 campo dos vetores elétricos e ﬁ(%’,.t) € o campo dos veto -
res magnéticos, ambos medidos no referencial inercia‘l de repou-
so (instantdneo) do observador em questao. Desta forma, o cam-
Do elétrico e o campo magnético usuais s@o apenas as componen -
tes espaciais 'i‘es'pectivamenfe da i)arfe elétrica’ e da parte mag-
néticd do campo eletromagn‘é'.tic‘o com rcspeito ao tampo de bases:
locais proprlo do observador resr)onsavel pela rcprcsentagao Cal
culadas houtro campo de bases locais que nao o pI‘Op’I‘lO deste ob-

servador, as componentes da parte clétrica e da parte magnética

sio em geral todas diferentes de zero, as quais ndo podem ser
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associadas as nogdes usuais de campo clétrico e campo magnético

de uma forma tdo simples e tdo dircta.

0 tensor campo eletromagnéti’é{) (FaB) pode evidenteme_ri
te sexr cxpresso, ao longo.da linha de universo de cada observa-’
dor ¢ cm cada.sistema de coordenadas {x%} , em fu‘ngé'm‘ de sua
representacgao (Ea,‘Hu) nesta linha de univer‘so e da quadriveloci
dade (u*) que a caracteriza, ambas calculadas nas coordenadas
{x%}. A mancira formal dq encontrar tal expressfio é expandindo
o termo nme‘wupH0 com o auxilio das definicdes (1.5.4)‘e (1. 3.
,25) e das 'propr;ledades (1.3.27)—(1.3.30) do tensor totalmente

anti-simétrico de Levi-Civita. Como resultado obtemos que

o8 - goyB _ gBy® 4 noBPOy g

Ho - (1.5.23)

Procedendo ac cdlculo do dual deste tensor pela definicdo (1.3.
.25) e considerando. as mesmas-ipropriedades (1.3.27)-—(1.3.5'0)'ut_§_
lizadas acima; encontramos 'que

*

FOB = pouB L pBye - n"B""upE0 (1.5.24)

Desta forma, (1.5.24) pode ser obtida substituindo diretamente

em (1.5.23) o.par (Ea,Hu) pelo par (Hu,—Ea).

Vejamos, agora, como estas formas de escrever *o ten -
sor campo eletromagnético 'e o tensor campo dual permitem expres
sar algumas grandezas relacionadas ao campo eletromagnético em
termos da represcntagio (E%,H®) e/ou da .quadrivelocidade
(u") do observador sobre cuja linha de universo esta represen-

tagic ¢ definida.
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Comecemos pelos dois Gnicos invariantes do caimpo elé-
tromagnético. Substituindo (1.5.23) em (1.4.1), e (1.5.23) e

"(1.5.24) em (1.4.2), obtemos que

i

o =2 F*PF BB, - HOH, (1.5.25)

N

B

o) =

*oB _ opd
F FOLB = 2L Hot (]:.5.26)
Estas grandezas, por serem escalares, indepcndem da quadriveloci
dade do observador e do sistema de coordenadas utilizado. Ex -
pressas em termos do campo elétrico E(?,t) e do campo magnéti

o - . .
co H(x,t), clas sdo escritas assim:

= 1 poB = -
¢ =3 FPF =1’ - B (1.5.27)
e
- 1 %aB = - 0
v =5 FPF . = 281 (1.5.28)‘

onde o ponto significa produto escalar.

Consideremos, agora, a forma (1:4.5) da expressio que
define o tensor densidade de energia-impulso do campo eletromag
m;:t‘i'co e tomemos cada um dos termos entre parénteses separada -
nente. Fazendo uso de (1.5.23) e apds algumas operagdes ja aqui
triviais, encontramos que- o primeiro desses termos fica escri
to na seguinte forma:

R 8- o etnPentn®y - 2tEy ) u%P v e, 0% s

(a B)puv g
E I 1.5.29a)
+ 2u'"n puu.]\) (
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Quanto ao segundo tcrmo, cle deriva deste pcla substituigdo do

par (EQ,HQ) no par (Ila,~E“).. Portanto,

\ _
9,5 = -e%Ef - nfy - @5, + phu)u® « B, 098 -

- (o _B)puv " ,
2utTn Hpqu\J (1.5.29b)

Portanto, o tensor densidade de encrgia-impulso do campo eletro

magnético fica escrito assim:

o8 _ _ 1 opB By 1 A A o B
T = ——M(EE + H HF) _"4n(EEA+HH>\)UU+
o1 Ay y- LGB T (o B)puv
+ ST (E EA + H HA) N + v u-n ,Epuqu . (1.5.30)

Contraindo este tensor consigo mesmo e efetuando os calculos

razoavelmente extensos, encontramos que

2

’.T‘“TAB = 6157 ‘—(E)‘E)\ - w2 4(1.3}‘}{)\)2:{11&8 (1.5.31)
w5 =

Esta expressdo & a mesma que obtemos quando substituimos (1.5.25)

e (1.5.26) em (1.4.9).

1.6 - 0s: Fundamentos Fisicos da Teoria da Gravitagao, de Einstein

e Alguns de seus Aspectos Formais

Nas seg¢Ses anteriores estivemos falando.da Teoria Ele

tromagnética de Maxwell, onde procuramos salientar aqueles seus
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aspectos matcmiaticos que permitem cstabelecer uma anaAlogia for -
nal entre c¢la e a Teoria da Gravitagdo de Einstein. Aqui, nesta
secdo, falaremos desta Gltima 'ceor;ia, procurando pdr cm cvidén -
cia aqueles seus aspectos formais que guardem uma relagfo direta

con a investigacdo levada a efeito nas proximas sccoes.

Durante vdrios anos — mais exatamente, de 1907 a 1912-—
Einstein tentou, sem éxito, incluir a gravitagdo no Programa da
Teoria da Relat1v1dade. A orlgem do secu insucesso — como ele mes
no reconheceu(~) — residiu no fato de nio ter levado "na dev1da
conta a proprledade fundamental da’ materla comum a todas as su-
as formas, qual seja: a estrita igualdade numérica das nassas
gravitacional ‘e inercial. Esta & a .propried,a‘de responsavel 'pelo
acoplamento minimo da matéria com a gravitacio, .que faz com que
todos os corpos, independentemente de suas pr»oﬁriedades esp'ec:ffi
cas, acelerem se 1gualmente em todo campo grav1tac1onal Einstein

elevou esta propriedade universal da matéria 2 categorla de un1—

co principio de sua .Teoria da Gravitagdo e o chamou de Princi-—
pio daquuivaléncia. Este Principio pode ser formulado assim: "O
referencial_-de repouso :de todo observador em queda: livre em um
campo gravitacional é localmente inercial". Portan“‘:to, fundamenta
do apenas em observagoes fisicas efetuadas no interior de um vo:
lume suf1c1entemente pequeno de seu cspago de repouso durante T um
intervalo suf1c1en‘temente curto de seu temp_o proprlo, este_ obser
vador n%o pode distinguir se seu referencial de repousé_ cai ace-
leradamente ¢m um icampo_ de gravidade ou se, pelo cor{tririo, des-
loca-se fet*ili'nea e uniformementec na auséncia de tal campo. So -
nente com base em observacdes. envolvendo regiaes. su_ficientemcnte

extensas de seu espaco de repouso e intervalos suficientemente
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jongos de seu tempo proprio aquele ol.)scrvador podera fazer cssa
gistingdo. E que, neste caso, a infludncia das forcas de maréd
',um fendmerno puramente gravitacional — sobre os fenomenos fisi-
cos, dd origem a "deformacdes' ou efeitos Sticos qula evidenciam
a estrutu‘ra‘ nao-pseudo-cuclidiana do espago-tempo numa dimensio
mais ampla, portanto nao 1o¢a1. .Obviamente, tais efeitos podem ,
em principio, ser obscrvados mesmo localmente, dependendo da ca-
pacidade de resolucdo dos instrumentos utilizados nas medigaes .
Somente no limite’de‘cada evénto & que as proprieda.éles do espa-
go-tempo ma presenca de gravitagdo.sfo pseudo-cuclidianas. Um
espagé)—tempo‘ curvo- ¢ localmente pseudo-cuclidiano &€ chamado de .
pseudo-riemaniano. Desta-forma, a propriedade universal da maté-
ria da estrita igualdade numérica das massas gravitacional e iner
cial leva-nos a concluir, f&rgosamente, que o espago-tempo - na
presenca de céimpd, gravitacional tem estrutura geométrica pseudo- -

-riemaniana.

A estrutura geom@trica pseudo-riemaniana do e'spago-tem
po € completamente caracterizada, em cada sistema de coordenadas

saq o 4 ’ . .
"curvilineas" {x '}, pela forma diferencial

as? = gaB(xu)dxade , (1.6.1)

2 qual define o quadrado do intervalo entre dois cvéntos infini-

‘tesimalménte vizinhos. Os.coeficiéntes que mela aparecem- consti-

tuem o tensor métrico, cujas propriedades sdo as seguintes: (a)

¢ simétrico, isto &,

B (M) = g X (1.6.2a)
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(b) suas componcntes satisfazem as condigdes

oo Bo1 8oz
0 lgoo o1

g00> ,l ” < 0 glO gll g12.>0;g<0 ,
810  B11
B0 Ba1 822
(1.6.2b)
onde g = det(g’as); e (c) tem derivada covariante igual a zero,
ou seja,
gaB”p =0 (1.6.2C)

Estas propriedades, obviamente, sdo impostds ao espago-tempo pe-
lo campo gravitacional. Como realidade fisica, este campo existe
n0 espago_e no tempo e os fendmenos a ele associados obedecem ao
principio_da causalidade. Portanto, somente aqueles sistemas de
coordenadas que permitam distinguir o espaco do tempo e o passa-
do do futuro sdo adequados para mapear o espago-tempo na presen-
¢a de campo gravitacional. A propriedade (1.6.2b) da mé€trica ‘es-
tabelece justamente esta restrigdo. Quanto d propriedade (1.6.29,
ela adapta a gebmetria do espago-tempo ao principio do acoplamen
to minimo da matéria com a gravitagdo, impondo-lhe a  comexdo
riemaniand .

{ag) = % g"° (%418 * Bola ~ Zaplo) (1.6.3)
¢ convertendo; deste modo, as linhas de universo das particulas-
-teste em geodésicas daquela geometria. Assim, se y® & a quadri-

velocidade de uma particula-teste em queda livre em um campo
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gravitacional, entdo sua linha de universo & descrita pela cqua

o o .
%%— %%— + {;z} wPu® =0 (1.6.4)

it

onde s € o tempo proprio da particula, e, portanto, & uma geodd

sica do espaco-tempo pseudo-riemaniano.

Os efeitos Oticos aos quais nos referimos acima  como
tendo origem nas forcas gravitacionais de maré po&em, agora,ser
interpretados geometricamente como.sendo o desvio das geodésicas
que representam no espago-tempo as diferentes partes dos fendme-
nos observados. Assim, se¢ a posicado de um.evento quaiquer sobre
alinha'geodésica de uma particula-teste em relagdo & geodésica

de um observador de quadrivelocidade u® & caracterizada pelo qua

drivetor 2%, entfdo a formula

MW
2% | R%-  yPzWy® (1.6.5) -
DsZ  pwo ’ o

na qual o par@metro s & o tempo proprio do observador, descreve
2 "aceleragd@o' relativa do desvio mituo dessas dias geodésicas
A expressdo (1.6.5) & chamada, por isto, de formula do desvio

Y. . s [ .
geodesico. Quanto aos coeficientes R que nela aparecem, eles

puc
eonstituem um tensor em reclagdo ao conjunto das transformagdes

das coordenadas admissiveis no espago-tempo pseudo-riemanniano .

Obviamente, R € aquele objeto geométrico que representa o

o
pUc
campo gravitacional, responsivel pelas forcas de maré, neste es=

pago-tempo. Vejamos qual é o seu significado geométrico.
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Com esta finalidade, consideremos a figura abaixo. Ne-

la, um contorno fechado €, pertencente a uma superficie bidi -

Figura 1

mensional do tipo-espaco E; cuja orientacdo-no espacgo-tempo é
caracterizada por um bivetor unitario xas, limita um elemento de
superficie de drea o. Em um ponto P qualquer de -T tomemos um
quadrivetor £ do plano w, tangente a r meste ponto. Sendo o espa
go-témpo curvo, o transporte paralelo de £% a0 "-longq de' € volta
2P com um quadrivetor E‘a = Sa + AE“, que em geral nao pertence

o

an. Seja Eia =g+ Alga a projecao de £'% sobre este plano, a

qual forma, em geral, um angulo ¢ com o quadrivetor inicial &%

™

Entio, como € possivel demonstrar no limite quando ¢ +~ 0 e o
contorno € tende para um-ponto M qualquer do seu interior, a
razio ¢/o tende para um valor perfeitamente definido X, dado

pela "seguinte cxpreé sdo:

= 1in & = of PO
K (1;1(7)1 p Raspcx b . (1.6.6)
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A grandeza escalar K ¢ chamada de curvatura do espago-tempo pseu

do-riecmanniano no ponto M e na diregdo.bidimensional caracteriza
. PR o . -~

da pelo bivetor unitario x B. Como o ponto M ¢ esta direcdo sao

arbitrdrios, concluimos que o tensor R

descreve a curvatura
aBpo -

quadridimensional do espago-tempo pseudo-riemanniano.
Desta forma, aquele objcto geomltrico que disscmos re-
presentar o campo gravitacional no espago-tempo pseudo-riemannia

no € o mesmo que descreve a curvatura deste -espaco-tempo. Esta

gurvatura e o campo gravitacional sdo uma Onica realidade. A geo
metria, que antes de Einstein era considerada uma criacdo livre
da razdp humana, sem nenhum compromisso "maculador" com a reali
dade além daquela ténue e longinqua inspiracdo na atividade pra-

tico-produtiva dos agricultores das Civilizacgdes Antigas, com-

Einstein se converteu ela prdpria em realidade material capaz de

dar sustentacio a estrutura do_mundo.

Agora, que jd sabemos qual € o significado geométrico-
-fisico do temsor de curvatura, vejamos quais-sio suas proprieda

des formais. Inicialmente temos suas propriedades algébricas

Rade = Rpcab (1.6.7a)
Rogos “Reapo (1.6.7b)
‘Raspo =—Ru80§ (1.6.7c)
¢ as identidades que ele satisfaz: a identidade de'Ricci
RaBpO N RapcB * Raggp =0 ©(1.6.8a)
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e a identidade de Bianchi

Raqu[[)\ + RO‘BO’A![D + RO‘B)\D(IU = 0 . (1.6.81))

outra propriecdade & aquela relacionada com a definicdo da alter-
nagdo da derivada .covariante de segunda ordem de um - quadrivetor

£%, pela qual

H _ zH - _ pH v
Ehale " Elefe =" Rvasg & (1.6.9)

Ademais, suas relagbes com o objeto de conexdo pseudo-riemannia-

no (1.6.3) sfo definidas através da expressao

RY g™ Tt o = Tondpe * Tupllon! = Gatlggd  (1.6.10)

Finalmente temos que o Unito trago de segunda ordem do tensor de
curvatura que ndo € identicamente-igual a zero & o tensor de Rié

ci

- uv Y .
Ryg = 8" Rgup = Rgug - (1.6.71)

0 trago deéste tensor.€ o escalar de curvatura

(1.6.12)

também chamado, de escalar de. Ricci.

0 tensor de curvatura R tem ao todo 256 componen-

aBpo
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tes, das quais apenas 20 sao mutuamente independentes. Elas es -
tio amarradas umas as outras pela identidade de Bianchi (1.6.8b).
tontraindo esta identidade inicialmente mos indices (Bo) e, em

seguida, nos indices (al), obtemos que

o 1 .o ~
(R 0 > apR)”u =0 . (1.6.13)

Portanto, as 10 componentes do tensor de Ricci satisfazem identi
cancnte das 4 equagdes (1.6.13). Segundo essas equagdes, o ten -

sor de _Einstein

- 1
Gy = Ry = 5 gooR (1.6.14)
tem divergéncia covariante nula, isto €,
6¢?% =0 (1.6.15
o (1. )

Esta  uma identidade de fundamental importdncia na procura das

equagdes do campo gravitacional.

A Teoria da Gravitacfo de Einstein, ndo obstante o mo-
nismo filosdfico das concepgdes do munde do seu autor, nio con-
seguiu supérar o dualismo na descrigdo dos fenomenos da Natureza.
Para esita teoria o mundo ¢ constituido de duas entidades- distin-
tas embora interdependentes: a matéria e o campo gravitacional.
A matéria em $i mesma ndo € objeto de seu estudo, mas apenas en-
quanto fonte do campo gravitdcional Compreendida desta forma,su
as propriedades especificas, entre as quais sua estrutura, sao

totalmente irrclevantes. Apenas deve ser considerada a  distri -
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puicdo da sua cnergia ¢ do scu impulso no espago e no tempo. Dafi
porque a TGE .descreve a matéria com um tensor densidade de ener-
gia-impulso Tpc’ definido- no Qspaéo—tempo pseudo-riemanniano, e
20 qual & imposta uma exigéncia obrigatéria: sua divergéncia co-

variante deve ser igual a zero identicamente

po -
™%, = 0 (1.6.16)

Esta propriedade descreve o principio da conservagido da energia

¢ do impulso da matéria ou, equivalentemente, a conservacgdo des-

ta iltima. Se atantarmos para ¢ fato de que o principio do aco, -

plamento minimo da matéria e da prdvitacio € local e que, portan

to, 0 campo giavitacionél em dado ponto do espaco e em dado - ins-

tante de tempo € gerado pelas densidades de energia e de impulso

da matéria neste ponto e neste instante, entdo  as equagdes
(1.6.15) e (1.6.16) permitem escrever as equagoes de Einstein

para o campo gravitacional na forma

Gpc = K'Tpo . (1.6.17)
Mui K & uma constante positiva cujo valor deve ser encontrado
2 partir da.exigéncia de que estas equagdes fornecam, em primei-

ra aproximacdo, a equacdo da gravitagao de Newton

v%s

n

4nGp , (1.6.18)
P -11 2. -2 = . =
omde G = 6;67.10 ‘Nm“secg € a constante de gravitagao univer

sal. Os calculos mostram qué
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8nG
K = =5 (1.6.19)

c
tevando cste valor ﬁara‘g a (1.6.17) ¢ lembrando a definicdo
(1.6.14), as cquagdes de Einstein ficanm escritas na forma final

assim:

=
1
S
o
=
n
H

0o (1.6.20)

Este & um sistema de 10 equagles diferenciais em derivadas par-
ciais de segunda ordem nZo-lineares para o tcnsor métrico. Es-
te tensor possui 10 componcntes, quat'ro das quais podem tomar va
lores quaisquer através de uma escolha adequada do sistema de co
ordenadas no espago-tempo. Portanto, is equacbes de Einstein de-
vem ser adicionadas 4 relagdes de vinculo para o tensor de Eins-
tein. Estas relagles jid existem, ¢ sfo aquelas que. definem a con
dicdo de;diverééncia nula deste tensor, ou seja, as  equacoes
(1.6.15) .

Consideremos, agora, o tensor conformalmente plano, ou

tensor de Weyl,

Waspo‘ R )+

L
Rugps =7 (BopRgs * EoRup ™ BaoRpp = Egplac

1 .
* 5 R(84p8ag = 8aofpp) (1.6.21)
Este tensor, -como € fdcil ver, possui as mesmas propriedades de
simetria (1.6.7) do tensor de curvatura e também satisfaz is~ide_r_1_

tidades de- Ricci (1.6.8a). Ao contririo do tensor de curvatura ,.

porém, cle tem todos os seus ‘tragos nulos

ap = Wb -
g% g0y = WPa o = 0 (1.6.22)
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coscudual a esquerda & igual ao seu dual a dircita

*

* =
W WGBDU

1 *
aBpo depU (1.6.23)

pqui, o dual & definido sobre cada par de fndices de acordo com
a regra {(1.3.25). Os tensorcs n totalmente anti-simétricos de
levi-Civita sdo definidos como

nofpo 1 aBpo (1.6.24a)

- /g (1.6.24b)

nquo = easpo ’

onde os simbolos ¢ estdo definidos em (1.3.26), satisfa;endo sem
pre as propriedades (1.3.29)—(1.3.30).

0 tensor de Weyl, como o tensor campo eletromagnéti -
co, pode ser decomposto, ao 'longo da linha dé universo de to -
do observador de.quadrivelocidade u® e em cada sistema .de coor-

- . o - o s
denadas "curvilineas'" {x}, em uma parte elétrica

B, o

Eap =_W0L6p.cu u (1.6.25a)
e em uma parte magnética

H =W uPu® (1.6.25b)

ap 4B . .6.

Devido a2 propriedade de tracgo nulo (1.6.22), temos que

Epp = g“pﬁap =0 (1.6.26a)

da mesma forma que, pela identidade de Ricci,
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P - 0P =0
HP = g®fu (1.6.26b)
Além do mais, pclas propriedades de simetria do tensor W‘thpo e,
. - * : b‘ 7

portanto, do seu dual Waqu, temos que, dé um lado,

R [

Eapux 0 (1.6.27a)
e, de outro lado,

: P .

Hapu 0 (1.6.27b)

levido ainda a essas propriedades podemos concluir, das defini-

¢oes (1.6.25), -que

Eyp = Epg- (1.6.28a)

da mesma forma que

Hyp = Hog - (i.6.28b)
Portant.o, as partes.elétrica (Eup) e magnética (Hup) do  tensor
de l\?eyl sild tensores de segunda ordem> simétricos e de tragos nu~
los do espaco de repouso do observador de quadrivelocidade u®.

0 tensor de Weyl, da mesma forma que o tensor campo ele
tromagnético, pode ser expresso em funcdo de suas partes elétri-

(n

ta ¢ magnética, assim'~’ :

= - < uMgrEYT
wezﬁpc CnaBu\)npdAT gdsuvgpaAT) uu'E *

+ (n ) MVt (1.6.292)

+ g
aBu\)gpoAT gaBu\)npcﬂT
Quanto ao tensor dual deste tensor, sua expressao em termos  de

(Eup) e (H'ap) € a seguinte:
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= (n ) uuuAHVT -

L
Wyppa apuvlport ~ BapuvBport

- ) uMulEdT (1.6.29b)

aBuvgpoAT + gaBuvnpUAT

fn ambas cstas expressoes fizcmos

appo = 80 ~ Zaolpp (1.6.30)

aBpo

. pela troca, nesta ultima, do par (Eap’Hap )

* -
portanto, a expressido para W pode ser obtida diretamente .da

expressao para-waép

1o par (Hup’_Eup)'
Em toda regido do espago-tempo sem matéria, Tpo =0

Portanto, as equagles de Einstein (1.6.20) para ¢ campo gravita-

cional nesta regifio sao escritas apenas como

R =0 (1.6.31)

Portanto, o tensor de Weyl, de acordo com sua definigdo (1,6..21),
¢ o tensor de curvatura do espago-tempo vazio. Consequentemente,
¢le. descreve o campo gravitacional sem fontes materiais.

E possivel demonstrar(ﬁ) que, sendo as  equagdes dé
Binstein (1.6.20) validas em uma dada hipersuperficie do tipo -

-espago L, o sistema de equagoes

. |
‘V“BP°|,G~ - pelolle] 1gP logi €l (1.6.32a)
w"‘ﬁf"’"U - 8z {Tp L6l - 1 golegld] } (1.6.32b)
[

éequivalente a clas em um "sanduiche" do espago-tempo contendo
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;. No caso em quc a regifo do espago-tcmpo que contém £ & va-

;ia, as cquagGOeEs
alpo -
W o = © (1.6.33)

sdo equivalentes as equagdes dé Einstein (1.6.31) em um "sandui
che" do espago-tempo que contém I, desde que estas {ltimas se-
jam vidlidas em I. As equagoes (1.6.32) guardam uma grande seme-
ijhanga com as cquacgles covariantes de quwclléLorentz (1.3.32).
Elas sdo chamadas, por -isto, de equagdes quasc-maxwellianas do
campo gravitacional na matéria. As equagdes quase —magwellianas
do campo gravitacional no vazio s@o as cquagoes (1.6.33).

0 campo gravitacional na matéria (isto &, o tensor

de curvatura R ) tem 14 invariantes diferentes de zero e o

oBpo
campo gravitacional no vazio (ou seja, o tensor de Weyl W

4

QBQU) )
tem apenas 4 invariantes ndo nulos Estes fltimos est@o defi
nidos em (2.1.5)~-(2.1.8). Suas expressdes em termos das partes
elétrica (E&p) e magnética (Hap) estao calculadas no Apéndice C.

Transcrevamo=las aqui para <facilitar as referéncias.

_ pOpB . 50,B
A =-B5EE < ninf (1.6.34)
L o, B R
B = 2EGHE (1.6:35)
c ='-E§E§Eg + sngﬂgﬁg (1.6.36)

D ='H§H§HE - 3E§E§H2 (1.6.37)



CAPTTULO 2

AS TIDENTIDADES DUAIS DO TENSOR DE WEYL

2.1 - Introdugao

No Capitulo anterior, referimo-nos ﬁo;vdlor heuristico
que tem, para o desenvolvimento da teoria da gravitacdo de Eins-
tein, sua semelhanca formal com a teoria eletromagnética de Max~
well. A origem de tal semelhanga'nSS identificamos na proprieda-

de de antesimetria, comum ao tensor de Weyl (W )} — que repre-

afuv
senta o campo gravitacional no vazio — e ao tensor eletromagnéti
co (Fus)’ ndo obstante existirem outras propriedades que distin
guem tdo profundamente esses dois tensores.

Neste Capitulo,- procuraremos tirar o maior proveito da
analogia formal entre a teoria da gravitagdo de Einstein e a teo
ria eletromagnética de Maxwell.

0 objetivo principal deste trabalho €& encontrar todas
as identidades duais do campo gravitacional no vazio. Esta tare-
fa sera facilitada em muito pela analogia com as identidades ‘du-
ais do campb eletromagndtico, encontradas anteriogmentez

0 campo eletromagnéfico‘[FaB) tem apenas dois invarian

tes,

ol

F_ro8 (2.1.1)

(2.1.2)

<=
1
o=
=
"ry
Q
w



¢ duas identidades "duais,

A »OE A

. FoaFg = Foafol = ¢ g, (2.1.3)
5 N S U
Fal'g = Faal"g = * 7 Z4p (z.1.4)

onde ﬁdB € o dual de FuB’ definido em (1.3.25). A pergunta natu-
ral que surge & a seguinte: "Quantas identidades duais deve ter
o campo gravitacional no vazio ?'. Fi€is a analogia que resolve-
még promover, a resposta correta parece ser a scguinte: "O cam-
po gravitacional no vazio deve ter tantas identidades duais quan

tos sdo os seus invariantes". Os invariantes do campo gravitacio

: = (4
nal no vazio sao quatro, a saber(~—):

A= :}g,w"‘Bpow""aB (2.1.5)
B =3 w“spo‘ﬁp"as (2.1.6)
c = 118 w°‘3u\)w“"pgwp"as (2.1.7)
D= w“wa“"p;ﬁp"aB (2.1.8)
onde ﬁaéuv € o.dual do tensor de Weyl (waBuv) , definido em.

(1.3.25 ). Por conseguinte, deverdo-.-ser também quatro as identi-
dades duais do campo gravitacional no vazio, que iremds procurar.

Antes de fazermos isto, porém, chamemos a atencio para
mﬁs:um detalhe que a analogia faz crer ser importante. O invéri
ante ¢‘§d campo eletromagnético — como Vemos‘de sua definigao

(2.1.1) — & quadratico no tensor (FaB) e o invariante ¢ deste cam
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po—-de acordo com sua definigio (2.1.2) - ¢ quadrﬁtico no cam-
70 (I‘ B) e no scu dual (F B) Por outro 1a'do, as identidades 'du.
4is do campo clctromdgnctlco - definidas em (2.1.3) e (2.1.4) —

tamb&m sdo quadréticas no campo e no seu dual. Novamente, por -
tanto, surge naturalmente a perguﬁta: "Qual devera ser a ordem
das quatro identidades duais do campo gravitacional no vazio 7n
A resposta correta surge quando fixamos a atencgao na ordem dos
qatro invariantes (2 1.5)-(2. l 8): "O Campo gravitacionallm va
1o possu1 duas 1dent1dades duais de segunda ordcm e duas 1den—

tidades duals de terceira ordem no tensor de Weyl (w e no

afuv
. .
> "
seun dual (Wusuv) .
Passemos, agora, ao. cilculo efetivo de todas as iden-

tidades duais do temsor de Weyl.

.2 - Identidades Duais de Segunda Ordem

Iniciaimente, fagamoé uma retrospéctiva histdrica do
estado das coisas neste dominio até o presente momenhto.

Na iiterétura cientifica, sdo 6onc1uidas'duas identi-
dMes duais do campo grav1tac1ona1 no. va21o. A‘prlmelra delas .
obtida por Lanczos em 1938( 5), relaciona o 1nvar1ante A com a
cmmragao em tres indices do tensor de Weyl consigo mesmo,ou se
ja.

W, W AP9Ts gpg

orpls (2.2.1)

o

fsta relacdo foi obtida usando o tensor de Weyl expresso em ter

nos do simbolo de Christoffel. A segunda identidade, encontrada
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pot Debever cm '1958(—6-), é a equivalente gravitacional 3 identi

gade (2.1.3) cletromagnctica:

W po woeo .

*
Maoua"s v~ Yapvos = MBapByy (2.2.2)

jo deduzi-1a, Debever fez uso explicito da identidade  (2.2.1).

fontraindo (2.2.2) nos ipdices (u,v) e considerando que

W W PHO Ly PNy -y PUO.

apuc’ 8 ~ Tapuc B : apuc B ’ (2.2.3)

ms obtemos a identidade de Lanczos, (2.2.1). A identidade de
Jebever & primdria, a de Lanczos ¢ derivada. De p;ssagem, note-
ps que a contragao da icientidade de Lanczos nos indices (a,B)
ws devolve a definigdo (2.1.5) do invariante A.

A Tdentidade de Debever pode ser escrita de outra for
na. Com-efeito, reescrevamos (2.2.2) com [ indices (,G,B)‘ éem ci
pa e, novamente, com suas posi¢des trocadas. Somando as duas
ilentidades assim obtidas membro a membro e simetrizando a ex -
pressdo final nos indices (oz‘, B) , obtemos que

(o Bp o _ pla  HR)o o _ , of - ; .
AR ea W puow! v, T heTE, (2.2.4)

onde a simetrizagdo € definida.assim:

-1 . . :
Av) =3 (auv.+ a\,u)_ (2.2.5)

Aidentidade acima m3o tem correspondente eletromagntica, mas

pes

ten a vantagem de poder ser deduzida diretamente, sem o auxilio

{¢ nenhuma identidade previamente conhccida. A dedugio que fare
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@5 aqui serd longa, mas -tem varias vantagens, entre as quais a
i - o Bp o o) rBp O =

de fornecer as cxpressoes de W puaw v c W pucw y em ter

gos dos tensorcs elétrico (Eus) e magnético (Haé). que scrao de

gmﬂeimportﬁncia cm si mesmas.
Com a finalidade de efetuarmos a referida dedugiio,nds
waremos as décomposigbes do tensor de Weyl ¢ de seu dual nas

respectivas partes elétrica e, magnética (B na forma em

qe sio usadas por Ellis(~—)- Assim, ‘0 tensor de Weyl (Ndsnv)
¢ decomposto como

- _ P, ApCT I
WuBuv (nasponuvxr gquoguvAT)u u'E

+ (n yuPurnd T (2.2.6) .

appofuvat ¥ gaBponuyAT

*
eseu dual (W- )}, como em (1.3.25):

aBuv
ot - _ P ANOT _
waBuv -(nachnuvAT gaBpoguvxT)u uH
- (i P, AROT ;
(naspcguvAT + gachguUAT)u u”E (2.2.7)
tnde
Lapuv = Zapfpy ~ SavBay (2.2.8)
Na realidade, sera suficicnte deduzirmos a expressdo-
hwammwﬁpso em funcdao dos tensores EaB e HGB’ porquanto, como
pdemos notar comparando (2.2.7) com (2.2.6), a expressdo de

t, * ~
i Iﬂp Y pode ser obtida pela substituicao, na anterior , de
e v P P <
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EaB por .HaB ¢ de HaB por —I:uB. Os calculos da expressio

By - l:(naljpgnsvrs - gaupqgevrs.)u UE 4

acft pTrgs

+ (naupqgsvrs . gompan»\ms)upuTH :I «

a _c.bd
I:(naeabnﬁ'rcd - gaeabgBTcd)u u'E +

a_c.bd
* (naeabgsrcd * gaeabns'rcd)u u'H ]

serdo feitos parcela por parcela, onde constarao explicitamente

as passagens principais.

12 Parcela

appq _Bvrs 43S gPd
L n naeaanTchpuru u Equ

- HDq VTS a.c bd _ |
dsabsrcdupuru u Equ

198 JN| PsdgH QgUaP i (Pl 1 (U QD . JeDPelt
(6e§aab * (Se:(sasb'+ 5e‘sadb 6s;‘satsb ‘sesadb Gssasb) *

(VT S ToSgV SegVsT _ sTeVeS . VST _ (S.T,.V
X (Gracdd * 6'r(SC‘Sd T 888, Gréqdd' _6T6c6d - ‘ST(Scad) *

a cp -pbd
X upuru u Equ =

B T TR R A oo 2 nv,
(secT u uEST . u uTae + u vueu uT)E. + E EE_T.

. gMp ROV v o Wooo ROV V.. o RO
SEETGE 6TE€0‘E +u uEETaE +u uTEEaE



-61-

z‘-‘ Parccla
o fgreea

aipq, Bvrs a c -bd .

-1 n gasabgBTcdupuru u Equ

. sopq _ B _ B Av  r a c.snbd
68)\1‘5 (gaageb ZapBea) (éc;g'td $48c)8 gt uu I:qE

_ s0Upg . - B _ By JAv,.  Toscbd

" Sgars (UoBep ~ UeBop) (W8 g - U S) g uyu EGE =

_ Aveaupg . ros- B _
=g ésxrsueu,fu.pu EqE.a =

o
58 -6A T s

u v H u
v GB 6)‘ o 65 TSB
. u_u_u u ETE =
8
B A T s

TN N N
g s e} sl

- Vo nv, 2 L pHRaY
(usuTu u u . g JE® + Zusu-r?aﬁ

$ Parcela

bd

aypq_Bvrs _ ..ac -
LR nozf;abg’BTcdupuru u Equ'

. . Bvrs upq - a c bd _
n Scab (8gc8qa gBdch) Uptpt o Equ -
= . BVTS upq - a, ,bd _
n deab (uﬁgrd uTgBd)upuTu IZqSH

. .Bvrs upq an b _
n (-seab uTupuru Eqsl[8
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_ _Bvrs U O _ Bvrs B 1] .
= uTuuﬁeESHaB n ucu uruTEsHuB
_ Bvrs, . u
n uTurEesHs
frarcela
pq BVrs a c bd.
T 8heabNgredt v upurEqu

.. URPQ VTS - a . c bd _
n 6Tcg1(gaageb' BupBea) W U upurE-qu -
_ OUpg VTS - - C_ P bd -
1 d'rca(uotgeb utgab)u“ u urEqu

ueu‘i"u u_E Hd =

. n0UPQq vrs
1 8 prags o

Tcd

- OHPa v g _ _oupq VR B _
n ueuparEBqHa n u u u upEBqHu

o G}Jpq v
n uEupETqHu

4
Parcela

a c
u uw u uE

upg_Bvrs
e acab’grcd pT q

;bd
n SE =

“alab . v v
=00 nca(608MY - 63gMPy (gPT VS - gPRgVT) x

cg gdy -
X (upuruau EqSEb) .=
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=" Bhe Eiég( uéq)(uﬁ e - uvgﬁs) uauCEqug =
= - 8. zlzg uHuVu uCESEg
s Sy S% 8]
= gxg'. 6é 6: 6ﬁ 63 uuuvuauCEzEg =
s 62 8L 8]
AL
= ( u“uvusu +utu'g, JE® - 2u“quTaEt
62 parcela
gaupqgﬁvrsgaaabgBTCdu u_u a, Eq Bbd -
= (g°Pg"Y - g% (6FTe%® - gP%0") (g ey - Egpea)
x (Egc8ea = gsdgrc)unuru u Eq gbd .

= (%" - W'Y e - Ve g, - U Eop) ¥

. bd
X (uBgTd = uTgBd) EqSE =

[}

wMuVu u B2 + wdu E°EY + uYu E®EY + EMVE
et Toe a €T a €t
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ﬂ Parcela
[z rereeld

gappdgsvrsnaeabgBTcdupuruaucEQSHbd =
= nou-:ab(gmpgu‘q - gquup)(gsrgvs = gBngT)(gBCgTd—gBdch) x
X (upuruauCEqubd)_
= Nyeap@g" - Mg (uPg¥s - uVghs) (uggoc ~ u 8zc)
x ﬁaEqéhbd =
= - Nyeapt aE"“’HE - naéabu“u"u;ga}zzl-jpb
82 Parcela
gaupqgsvrsgaeabnBTcduﬁufuauCEqubd =
= ngrea(ePehd - g%9gHP) (gPTgVS - nggv?) %
* (8ua€ets = gabgea)upuruauc}zqsﬁbd “ =
-ns-rcduvucﬁugﬂg - nBTCduuu\’ue‘uCE“éHg

ad - .
9% Parcela

naﬁpﬂgg“rs Ebd -

u utufi
Naeab®prcd pur qs
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. upq Br vs Bs vr bd  _
) "£3Tcd6x:sz(g )upuru u ”qsn
WsPsl 4 Pslsl 4 sAsMsP _ aPalal _ «HeQaP
nBTCd(6 [ Gb + § 5 5b + 5 [ 5b Gaéaab 686a6b

qsPsHy B VS _ v Bs a c -bd
6 6 § )(u u'g )upu u Hqu
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® Ngred S'E"H Mg red E He
-1 uMuVu gl HaBE
Btcd
08 Parcela
oupq_BVrSs bd _
R EaeabBprcalpt u u Hq E -

= 0BTV - g%V (04,80 BonBea) (BpetraEpafd)

a.c bd
x (upuru uH__E

ast ) =

d v u VB
= P - wVeP (ugey - ugg) (uge g - uLgeg) X

bd
x H - E =
(upH B

= - UUPQ v - AOHPq
ueuquE n upu u uTHqAEa
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u_u LU Gatha Hbd =

oppq Bvrs
n § aeabgﬁrcd qs
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ggparccla
poraresoc

oupq._Bvrs a.c -bd -
g n nueab“ﬁTcdupuru u uqsL
o n o 6VTS (PghA - g%9gHPyu 4 ufuCH gd -
acab®rcd ‘8 & &2 prT qs
=+ Gvrs(ua nq g%y v?utH Ebd =
acab tcd g g T qs
- VIS Ww.a c.oabd  _
= Nyeabdredr® U Y HGE -
- a U, v oBd a vy ,oendb
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a_ u,0,bv
= MNyeab® ¥ HZE
142 parcela
aupq, BVTs a c bd
& n gueabgsrcdupuru u Hqu
vr N
= nB s(gapguq - gaqgup)(gaagsb - gabgaa)(gBCgTd—gBdch, *
a_c bd, . _
x (upuru u'H sE )=

ABVTS (1 0gHd - Mgy (u_g o - u gp) (Ug8raTU Epa)

bd
% (uersL )

- Bvrs nl _ . Bvrs I A
= -7 uruTHsEee n uEuTu urHsAEB
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ﬁgParccla
P adatod

oupq Bvrs a ¢, b5d _
4 n nueabgsrcd“puru u uqsu
vrsB o o bd
- Seapa (e e g qgup)(gechd—gBdch)upuruauCHQSH
w o gVISB 0 ghd - yHgod _ ‘ a bd
eaba(u u'g -)(UBgTd uTgBd)uru Hqu =
. _ gBvrs u a, b _
aaeabu uuu HSH8 =
B B8 B B
6u § Ga 6d
v V- v v
sa 68 6d ad a 4
= - wu_u u HSHB =
T T T T
sa 6e Sa 6d
s S, S s
8 6€‘ 63 sd
= (= WMy sY | LY 2 uoog av
(- u 915€.+ utu.u ue)H L+ 2u uTHeaH
16 parcela
appq Bvrs - .. bd - _
8 n gaeaanTcdupuru 3y Hq H U=
= - gVTS (%M - ad, o el bd L
TCd(u U g )(u gsb usgab)u'ru Hqu =

u

1

DR TRV oy 2 v o V- av
(-u qeér +-utu u uT)H BTHEGH + u_uTﬂeaH +.

+ uMu i Y o+ pMaY
£ 1O C €
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A primeira-expressiio que nos propuscmos encontrar & a scguinte:

TN I T N | nY o

W waEGT (686T u uTSE u ueéT u.u.g
By H v, 2 P Ho_ v
utug + 4u u uT)B + (-u que u UG6T

_ U vo_ v u ! Y .2 _ gHn ov
u uTGE u ue61 + 4u u_u uT)H + ( GEETQE

oV nan TRV v, ap ! oV
GTEeaE + ZESTE + 2u uTEeaE + 2u usETuE~ *

+

) UGV v a oM oV oV ap
ZusuTEuE + 2u’u ETaEs) + GEHTGH GTHeaH‘ +

4+

Vol v au u av’ AU 3
HHL + Zu uTHeaH + 2utu H H™" + Zu’u H H_ +

S

u Oy V4 vapo _ sHpB e M B;
2u uTHeHd) + urup ( .6sEoHaB +u ueEoHaB,+

+

o, M ST T lapo P B ..
Eeo“u * HoEea u ueHoEue) o Uely ( 'GTHaBEc *

vE - vu HBE )
TO T 0 oB

+

v ) v
u uTHuBEc * HaETa Hg

WP, (VyOBRT _ »0V,0 aLvo _ .V 0B 0
Flegogt U ( s H EB EVH. + HE uu E HB *

v 0fno VP o sM aBro _ pMo,O
u uTH EB) + nfapcu u” ( SEH '?B E HE +

s

+

BT N o0BGgo L M OBLC ‘ )
HUE' -u uEE HB +u uEH. EB) (2.2.10)

Substltuindp, nesta exprqssao,ﬁds por HaB e Hu‘ por -E

B ap’
ouBvg A . .
“aesrem fungao d?sses dois tensores:

encon
. - *
tramos a expressao de W
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recordando que, de acordo com (1.6.34 ),

A= Egﬁg - Hgl-lg = g% - u? | (2.2.12)

concluimos que (2.2.11) & a expressdo (2.2.4) que nos propusc-
pos deduzir.

Passemos, agora, a deducfo da ultima identidade dual
de segunda ordem associada, como & facil ver, ao invariante B
do campo gravitacional no va;io. A définigi'o (2.1.6) deste inva
riante ¢ a analogia com.a identidadé cletromagnética (2.1.4) per
pitem-nos conclui} que deve ser encontrada a relagdo do produto
o8 vy

com os tensores elétrico‘(Eas) e magnétiéo (HaB) .

Infelizmente, € muito dificil e arriscado o uso, para tanto, da

ceBT

relagdo jd conhecida (2.2.10), na qual o par (EaB’chB) seria-tro

cado pelo par. (H hae) apenas em um dos fatores L

aB’”
W
ta disto, calcularemos o produto waysvw

goo” Em vis -

. ce -
aeBT par;ela poT parce
la, procurando aproveitar a experigéncia adquirida anteriormen-

te. O produtd

NGHAY = | (poHPa, BVrs o oupq Bvrs
it wasBT = [En n g g )upuqus

(WP RYTS ga“pgnﬁvrs)uPurEqs:]
) - a c.bd
) I:(”aeabnﬁfcd " ByedbBgrcd) WM BTt

’ . , a_c,bd
* (Myeab®pred * CueabMgredl W U H ] (2.2.13)

tem a mesma estrutura algébrica que o produto (2.2.9),. o que

<
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ps permite omitir as passagens intermedidrias nos cdlculos

cada parcecla;

12 parcela

n " wu u?u®H Ebd =

ompq 8VTrs n
aeab 'Brcd pr qs

o AHLORV LV op v ou N av
GeHTLa GTHSaE +u u-rHeaE + u ueH'wE

22 parce la

anpq_Bvrs bd
n n gueabgsrcdu u u H»qu

. vgoy MoV _ - pv TR
=-u u H B qeuTHaE uu g" E.H + un utu

3 Parcela

uuuuH Hbd =

aiqu B\Jrs
n n aeabgercd qs

- _ . OVrs U
n u_u HesHa

18 Parcelz;

bd
Zheabh u uru u Hq H =

aupq Bvrs
n n gted P

UeV v M oV u v
(SEGT u uT<S8 u UEGT + u uu uT)E.H + Hs'r

de



APy w By
P E QT o

sgParcela

uu uu H =

aupq, Bvrs a c -bd
& & naeaanTcd qu

o MoVon P BV v .
uuHE = - uwu gETE.H +*utuu u B

MY RO,
+ u'u HTuEe

6 Parqélg

aupqgsvrs u_u_u?uCH Ebd =

g EaeabBgrcaplr qs
_ UV v Moo U Voo
H ,EET +u uTHaEe + u»uEHuET +

v
+ uwu uu_E.H
€ T

7% Parcela

aupqgsvrs bd

t8 aeabgBTcdu u"u®y Hq H =

. a.ov.b
Nyeab" o H

g2 8= Parcela

dﬁpuruaucﬂ pbd -

appq_Bvrs
g qs

*8 gasabnsrc

=. v C U8B, d
nﬁrcdu u e He

+
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9§Parcgla
aupq Bvrs bd _
n g nueaanTcdu Uy u®u Eq E
- Bgud
nercdu Vu E E
12 Parcela -
abpq Bvrs bd
n & EaeabBprca? puru fu Eq E
= - n%HPq
n upUEEanT
1% Parcela
aupq _Bvrs bd _
n g naeabgBTcdupuru “u Eq H

_ sUpav v u _..u av _
GEE “aT + u quaE.H u uEE Har

S U T S TAC T} LI Sty M
usu u u'E.H EEHT u'u EHY
12 parcela
_ .oupq_RBvrs bd _
1 g Baeab"Brcd p r uul Eq H

s - v ou Volty o H,V
u.u ETaH + uu GTE.H uguTu u’E.H

_ Vo0
u.u EaHT
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139 Parcela

_ oupq_Bvrs bd _
g n naeaanrcdupuru u I:q E
_ a pro-bv
= Ngeap? W EE
142 Parcela
aupq, Bvrs bd _
g n gaeabgsrcdu e %u E E B

Bvrs n
prurEsEeB

152 parcela

aupq Burs u_u_u?u“E Hbdp

acabBprtcd DT gs

Rl

-8 n

M | P s MV _ . €1, V0
ulu ueuTE.H + u u GEE.H u ur?dH

o, H v
u uTEgHe
162 Parcelaj

uou u S ThycH Hbd‘ =

oppq_Bvrs
n gasaanTcd qs

.8

= §VE%My +u“u GVEH - uVu_EFH?® -
T (s34 T O €

IR TR ~ElgY - My w0V
uu usuTE.H ETHE u u€ETHa



Aqui, usamos a definigdo E.H = E
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o
8

Hg. Adicionando

todas essas

parcelas com os indices (e,t) levantados, obtemos que:

v‘}auﬁvw ET Ve VT po o,
a B

=88 g

4 (ueuvguT + uuuTgev _ ueurguv

- u“ungT) E.H

+

+ (BMHET + BETMY - BYSHMT - EMTHYS) 4 (uMuTHEE®Y 4

+ ufutEMH®Y ueuTE"Hau+u”quTHue + uMuESH® +
o o o a'T

o+

_ _Hapo € v, T Ty V
n ufu, C(HHZ + ETED).

- VP Ty e (HYHE 4+ BEEM)
a “poa p o
+ n€ePOuMy  (HYHT + ETEY)

a " po p o

+ "% % (HPHE + ESEM)
. . p o p o

uVuTEEHOH - uEuVETHa”;—
o o

uu“H B -

uMu'ESH
[+

av

—uvuTHZEau)

(2.2.14)

Simetrizando ésta expressio em (u,e), o cdlculo direto formece

‘a nova identidade

o )8 _ ue
WM WS = (BLH) g

Lembrando (1.6.35 ), onde

(2.2.15)

(2.2.16)



-77-

gidentidade acima ainda pode secr escrita assim:

ﬁ“(”svwae)?T - % g, (2.2.17)
tsemelhanga desta identidade com a identidade eletromagn&tica
(1.1.4) & total. O que, realmentec, admira & o fato de que uma
upressdio tdo longa e complicada como & a-relacdo (2.2.14) ,quan
o adicionada a si.mesma com os Indices (u,€) trocados, tenha
todos os seus termos cancelados & excegdo de um, aquele que es-

fi do lado dircito da identidade (2.2.15).

Contraindo (2.2.17) nos indices (u,€), obtemos a rela

*
WouB g

Moppe = 28y (2.2.18)

pe € a generalizacgio da identidade de Lanczos.
Para encerrar esta segdo, deduzamos uma importante pro
piedade algébrica do tensor de Weyl. Consideremos, as identida-

fes

woe

* uB ap . eB _ eu
gy o * W vaa . = Bg

Eyr (2.2.19)

* *
wassTwa“Bv + w““BTwaEBv = Bg®Mg (2.2.20)

T™v
Micionando estas duas.relagdes e reagrupando seus termos, ob -

tmos que

[
I(IE‘

U Loyou g €8
sle o TV g Wy g

- B gfF oap B EX an EY_V
= (W Y e WE B B e 2Bg®HgY (2.2.21)
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g5 termos dentro dos parénteses cquivalem, de acordo com (2.2.1%,

aBgE”gW. Por conseguinte, (2.2.11) fica escrita assim:

: * *
w““svwaEBT + w“eavwa”ﬁT = BgEq.. (2.2.22)

gmparando esta identidade com (2.2.17), vemos que

UB  _ Foe ug ;
w“ vaa o = WEE (2.2.23)

fsta &€ uma identidade que desempenhard um importante papel mais
diante. Por enquanto, .estamos mais interessados numa regra que

¢possivel extrair dela e da propriedade dual

* : *
waBpUWP“““ = wagpcwpcuv (2.2.24)

(Esta propriedade ¢ facilmente verificivel com a ajuda direta da
deflnlgao do dual do tensor de Weyl.)

Com a finalidade de encontrar a regra acima referida,
wservemos que o produto do tensor de Weyl pelo seu- dual com con

tracio em dois indices de cada fator pode ser definido apenas de

ﬁpouv ﬁusvo

fias maneiras, a saber: W e aB . (Uma terceira

aBpo

wssibilidade seria W wupvo" mas, como & facil demonstrar atrg

aBpo
#s das identidades de Ricci, ela se ‘reduz & primeira das  duas

mteriores.) A cada um desses produtos estd associada uma identi

* .
hde: ao produto W aBpo W.“B\m. corresponde a identidade (2.2.23) e

A Tes IR
BD‘UW

gguinte, podemos formular a seguinte regra (ou teorema) da 571g_e_

0 produto W corresponde a identidade (2.2.24). Por con

m do tensor de Weyl: independentemente dos dois Indices que

stejam contraidos em ‘cada fator do produto do tensor de  Weyl
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pelo scu dual (simbolicamente, Wﬁ), a*operacao dual (x) pode ser
ealizada indistintamente em qualquer desses fatores (simbolicgE
pente, Wi =‘ﬁw). Uma consequéncia imediata desta regra & - que
¢la permite escrever a identidade (2.2.17);da seguinte forma:

*o (1 )8 _ B e '
Wl w S8 =2 g g (2.2.17")

1.3 - Identidades Duais de Terceira Ordem

Na-secdo anterior, mos obtivemos as duas identidades
jais de segﬁnda'ordem no tensor de Weyl e no seu dual inspiran
fo-nos nas identidades eletromagnéticas coriesﬁondentes« Se ,
jor outro lado, atentarmos para o fato de que o tensor de Weyl
t{de quarta ordem.~ uma das propriedades a que nos referimos co
0.0 distinguindo substanciqlmenfc do tensor eletromagnético -~
grceberemos que ‘apenas aquela analogia com o eletromagnetismo
Ho tefia sido suficiente para conduzir nhossa andlise ao lugar
lesejado.

Com efeito, sem maiores argumentos foram calculados ,
m fungdo das partes elétrica e magnética do tensor dé Weyl,. os

; .
By WOHBVY

podutos W cBT 7 0BT

e ‘ﬁduﬁvw
a

eBT" NaO*restg,duv1:
b que logia dutos F_.F.*, F_F_ A E

i que a analogia com os produtos akrs i‘FaA 8 e GAFB ,que
parecem. nas identidades eletromagnéticas, foi determinante. No
pe se’ refere, porém, aos indices contraidos, poderiamos perghg
tar: "Por que, justamente, foram contraidos indiées pertencen-

tts a2 pares difercntes, em ambos, os fatores ?". A resposta a

sta pergunta obviamente nao pode ser dada-pela analogia que vi
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enos explorando. Portanto, deve scr considerada a cspecificida&e
¢a algebra do tensor.de Weyl.

Com efeito,'sﬁponhamos, por um instante, que sejam con
traidos os indicgs de um mesmo par, digamos, num dos fatores do

produto. Neste caso temos, por exemplo, que’

WOHBYy = L youBYy
GEUT OUET

o e

I

*aupVE 1 jopBv
W wusur 2 w W

QUET

subtraindo a segunda relagdo da primeira, obtemos a identidade

* *
WOHBVy - WOMBVy = WOHBVy
o agy

€T ONET

que, por ser trivial, ndo pode conduzir a resultado substancial
algum.

Nesta secdo, serdo procpradas'as identidades duais de
terceira ordem. Esta procura serd dificultada pela féltg de iden
tidades duais da mesﬁé ordem no tensor eletrpmagnético e no seu
ﬁal,sobre as_quéis pudéssemos apoiar a analogia. Em compensa-
¢do, as propriedades de simetria do tensor de Weyl e as defiﬁi -
tdes (2.1.2.) e (2.1.8) nﬁo“permitem muitas alternativas péra a
formagdo de produtos de ;erceira ordem no tensor de Weyl e Ano
seu dual. Examinando’fodas aslvariantes'possiveié e argpmentandm
tﬁm fizemos acima, sobre os indices que devem ser contraidos ,

ganos 3 1sd s produtos W_, WETMH & o
fkgamosxa co?clusao de que apen%s ?s produtos eBuo Wy
&MQWET YWAqu devem ser calculados.

Nesta segdo, contrariamente ao que fizemos na ariteri -

or, serd usada uma técnica bem mais simples e direta, qué dispen

21 a decomposicgdo do tensor de Weyl (e scu dual) nas suas partes

tétrica ¢ magnética. Calculemos, inicialmente, o produto
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*
ﬁa“pswpokcthav' Temos, portanto, que devido as propricdades

do tensor de Weyl

o 00
LIPUREIEN (S (2.3.1)
*
= wOH s« o T}
W =W o8 W 0B (2.3.2)

como, também, &s propriedades do tensor totalmente anti-simétri

co de Levi-Civita, podemos escrever:

* o po.  EXT . _ wop tiog *x T
b 0 BW Y EW av = w 0 BW 2 aW v
- .4 PFMN . pq_AT apik 4TS -
16 Mpsjk" Me N pgV wmnpqu av

- _ 1 comn,ouik, pq Trs
85 W W s

16 rsov epq
1 (220811998 1 MeN o0 n.o . m m.d..n NS oY

T e . X + " - . - .
5 (Geajék + Geéjék 65535k - Gsagdk 6863§k

(s5sT65 +

- sDgMs0ywanjk,  pq
885 SN W W 0 (8¢ 8580

TS T S TLT T T S TS T ST T
+ 8 876 + 8§78 6 - 8.8 67 - 6876 - 2818
EPpPq EPq €Epq EPq EP q)

fbrindo os paréntescs e rcalizando a$ contragSes indicadas, nds

obtemos a seguinte expressdo-

JWOH P XA ool P A
W e e oy = ¥ o e ean
w Lo WO PO A g oM T gAE
7 (gt o6 AT ‘eav eT po BAS av
= 1 ap Ap Y8
= 7 Zpofec™ Ao e (2.3.3)
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LEsta & a cxpressdo mais geral que temos para deduzir a identida
de de terceira ordem associada -ao invariante € . Contraindo
(2.3.3) nos indices (u,v) e introduzindo a definigdo (2.1.7) pa

ra o invariante €, encontramos que

* o*
- won A .y wP oyt

[
pow BATW [AeAT| pB cAeW TOU *

'WA AT

1 ou Py ap [o] =
*3 (quW prw At eon + gfsw pow BASW ay ) =

= 4g g, C (2.3.4)

Esta ainda ndo & a identidade que procuramos, pela razdo de que
todas as identidades duais devem ter, ao'lado esquerdo da igual
dade, apenas os ﬁrodutos formados pelo tensor de Weyl e seu du-~
al e, do lado direito, apenas o tensor métrico e o invariante
dé campo. Contraindo (2.3.4) nos indices (U,B), obtemos que

A

o po _ wou pr SR
W QUW ATW canu W pcw ‘Aew Tl SgTe [N (2.3.5)

Escrita. desta forma, a identidade dual para ¢ invariante E.lem-
bra a identidade de Debever. Usando asApropriedades (2.2.24) e
(2.3.1), temos que

* o po HA
W po}V )\aw- TOM

= - W W W (2.3.6)

Por conseguinte, (2.3.5) pode, ainda, ser escrita na forma se -
guinte:

ap po A -
W pUW XTW con 4 T 8re (2.3.7)



Escrita assim, a identidade dual para o invariante € lembra a
identidade d¢ Lanczos. Portanto, no que se refere ao invariante
€, as identidades de Debever e de Lanczos coincidem.
: = X 400 AT
Passcmos, agora, ao calculo d9 produto W mgv Aew v
Novamente, devido as propriedades (2.3.1) e (2.3.2) do tensor

de Weyl c as propriedades do tensor de Levi-Civita, temos:

'ﬁaupewpckewkrav _ . ﬁaupgﬁpokewATav -
L % npsjknpomnw(!ll.jk’{fmnkew)"fav =
- (G + oTe] + aRTeR - SReTer - SN -

1

nm oyoijk & AT
aﬁﬁjak)w Yonae¥ oy

Abrindo os parénteses . efetuando as contragoes indicadas, nds
obtemos a expressao:
AT

au o -
W WY =

*
wor o wP e oy

AT
oxew av

I | ap  po AT
= 35 gBGW pow"kew v (2.3.8)
Esta € a cxpressao mais geral de que dispomds para encontrar a
identidade dual associdda ao dnvariante D. Contraindo (2.3.8)
nos indices (e,t) e (u,Vv) e considerando a definigab (2.7.8) do

invariante D, obtcmos que
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W P Ae WOH P - '
W e o e ot W ¥ e ap < 8D g, (2.3.9)

onde, rno scgundo produto- do lado esquerdo da igualdade, usamos,
duas vezes consecutivas, a propriedade dual (2.2.24). A identi-
dade (2.3.9) tem o mesmo aspecto da. identidade dual (2.2.17)

)

associada ao invariante B. Como

o 0 Ag - WAE P (e31] -
W pow BAEW au W pﬁw oauw re

*
= WO WP

Wke

08" e an , (2.3.10)

a identidadé (2.3.9) pode ser escrita, mais simplesmente, assim:

WOU P . AE
W polq ﬁ)\sw o = 4D gg, (2.3.11)

Escrita desta forma, a identidade dual para o invariante D lem-
bra a identidade dual (2.2.18) para o invarianté B. Por conse -
guinte, as.duas identidades duiis 62.2.17) e (2.2.18) .associa -
das ao invariante B, corresponde apenas uma identidade -~ (2.3.10)
ou (2.3.11) — associada ao invariante D.

Ras Tabelas 2.3.1 e 2.3.2 seguintes estido reunidas ,
respectivamente, as identidades duais de segunda e terceira or-
dens: Eﬁ algumas delas .a ordem dos‘%atores ou a disposiéﬁo dos
indices foram deldbepéaaﬁente alteradas em comparagio ‘Gom o tex
to, visando maior elegﬁhcia e maior fhciiﬁéadé para-a memoriza—.

¢ao.



TABELA 2.3.1 - Tdentidades duais do tensor de Weyl (éuplos pro-

dutos) .
. .
wapuows"v" - wapwwﬁp'uq = Agyge,,
L L T
&(upuowﬁ)pvo - _I% gchgw‘
w“pugwgp”“ 2 Ag®B
WL weene 2 Bg®8
wapuo'ﬁs"“" ,ﬁupwwﬁp""
ﬁupudwﬁpvc * wapvoﬁépyé Bgaﬁguv

TABELA 2.3.2.- Identidades .duais do tensor de Weyl

(triplos pro

dutos)
A yoB L wpo o A waB upo
W, 0‘BW pow o - W asw pcw ex SEgST
A af po _
W oW oW oa T 408
A aB  *po A aB  *po _
LAY pcw e F w€~qu ‘pUY we = 8Dg. .
P NT SY. B
W, aSW poW o = 4Dg..




CAPITULO 3

ALGUMAS APLICACOES DAS IDENTIDADES DUAIS

‘3.1 - Introdugao

Em todo o Capitulo anterior, nds procuramos explorar ,
da melhor maneira possivel,.a anaiogia formal verificada entre a
teoria da gravitagdo de Einstein e a teoria eletromagneética de
Maxwell. Como resultado, consegﬁimoé deduzir as quatro identida~-
des duais do campo gravitacioﬁal no vazio, aldm de outras réla—
goes importantes, para o tensor de Weyl.

Uma pergunta natural que se 1npoe, nesta altura de nos

sas 1nvest1gagoes, esta relac1onada com as aplicagdes dessas 1den
tidades e relagdes. E 1mpossxve1 dgr uma resposta deflnrt%va e
completa a.uma’questéo como esta, pelo.simplés fato de que o de-
senvolvimento da teoria de Einsfeih'abfifs‘fronteiras sempre’ no-
vas para O uso daqﬁelas identidades e relacdes. Uma coisa,~ po’ -
rém, & certa: as identidades que acabamos de encontrar desempe- -
nharao um papéi ma teoria da gravitagdo de Eiﬁstéin de réieyﬁn‘-
‘cia nao menor do quefd desempenhado. pelas identidades duais ele-
tromagnetlcas ‘na teorla de Maxwell

A flnalldade deste Capitulo ndo &, p1ec1samente ap}o-
fundar o} estudo dessa e dc outras questocs semclhantes, mas mos-
trar como as ldcntldades duals podem ser aplicadas na simplificg

¢io de alguns cdlculos encontrados no. .estudo do campo gravitacio

nal.
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3.2 - A Energia-Momento do Campo Gravitacdional

Desde que surgiu, a teoria da gravitacido de Einstein
tem encontrado dificuldades para construir o tensor energia~mo-
mento do campo grayitécional. Podemos mesmo dizer que cla ndo &
capaz de construi-lo. Dentre as dificuldades formais éxisten-~
tes, destaca-se uma: as propr}edades matemdticas, fisicamente im
postas ao tensor encrgia-momento do campo gravitacional no va-
zi'o, sdo incompativeis com as ﬁropriedades de‘simetria do ten-
sor que represeénta este campo — o’rensor de Weyi.

Com efeito, éomo _toao tensor energia-momento, o do
campo gravitééional no vazio deve possuir as seguintes prob}ie-

dades:

(a) ser de segunda ordem (representémo-lo por tuv) s

(b) ser 51met?1co, tuv = tvu? e

(c) ter divergéncia covariante nula, tuﬁv = 0
‘Além destas propriedades gerais, ele deve possuir propriedades
especificas, quais sejam:
we
tu\)
(e) ser construido com 'os produtos de segunda ordem

(d) ter trago mulo, g U e

do tensor de Weyl.

Esta dltima exigéncia & incompativel com o conjunto
“das’ anteriores. Nao & possivel construir um tensor quadrdtico.
no tensor de Weyl e que possua as propriedades (a)-(b). A pro -

priedade (e¢) satisfaz duas exigéncias fisicas; uma, & a que re-

quer_que_todo tensor energia-momento de um campo deve ser cons-

truido com _as grandczas que represcntam o campo; outra, & a
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que exige que a densidade de energia total do campo seia positi-

va..

Para ilustrar como .podem ser aplicadas as identidades
duais que enn-:or:tramos, procuremos construir um tensor "energia -
-momento" do campo gravitacional no vazio, mas que nao seja qua-
dritico‘,no tensorA de Weyl. Com isto, esperariamos eliminar $a in-
compatibilidéde acima. Um e:E'amc, mesmo superficial, nos convence
de que a Unica alternativa é a de um tensor de- terceira ordem em
WGBU\J' Argumentanglaov da mesma forma como fizemos na ﬁl'gima ‘se -

¢io do Capitulo anterior, chegamos # conclusdo de .que s& exis -

tem trés candidatos ‘desse tipo, a saber:

a, = WUDAOW“DBUanXB
by, = WAl el
Sy = W N HOPBS
a, = wp"'powpéasﬁasvA
0s tensores bu\) e du_\) ' sdo, respecti\iamente, I.I‘Gguv e 4_1Dguv

(ver Tab. 2.3.2). A propriedade (d) implica; ‘portanto, em que

L= D =0; logo,.b e 'du sdo trivialmente nulos. Quanto ao ten

uv v

sor a ele podé- ser escrito de outra forma; de fato, usando du

Suv?
as vezes sucessivas as identidades de Ricci, (1.6.8a), para o ten

sor -de Wéyl, podemos'transformé—lo, aséim:

= A yopBoy. =
auv = Wup UW w\)oO\B
- (o A .'_ Ay SR BO. -
( Wu op wuop W Aw\)aAB
-1 A poop,, - W Ayapo =
AL sy Wy ¥ LAY
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LAk AyapBoy

_ 1 A po
-7 Wu pcw a pop vaif

B8

lgora, usando a identidade de Debever e, novamente, as identida
#s de Ricci duas vézes sucessivas, podemos transformar 4 Ulti-

74 parcela da expressdo acima, como a scguir:

AyGpBo - - A apRo
wuop W wbaAB WP cuw anAB

n

* o *ApBo aX B
W0 + AgYT8 W

VOAB
- _ w.a *ApBo aX.B -
=W o Yoors = A8 8 Wyanp =
- . 1lX o XipBo e .l A oo B
7 Wp UuW WVuAB T Wu-pcw an Y ,

mde levamos em consideragfo o traco nulo do tensor. de Weyl

fwbstituindo este produto na expressdo para o tensor a encon

uv’
tramos, finalmente, que

1 A po off
auv 5 Wu pow an vi
Y que reduz auv ao tensor trivialmente nulo, bpv' Se repetir -
ws o raciocinio para o tensor Sy encontrareinos o mesmo resul
tado: ele se converte no tensor trivialmente nulo, duv' Assim ,

wssas identidades duais permitiram-nos provar. que todo tensor
ke segunda ordem em seus indices, de terceira ordem no  tensor
fe Weyl e de trago nulo, & trivialmente nulo. Desta forma, pare
® definitivamente ex¢luida a possibilidade da exist@ncia, nos
nrcos da teoria  de.Einstein, de um tensor energia-momento dd

wnpo gravitacional no vazio.



APENDICE A

Neste Apéndice nds vamos calcular o produto 3B owpo

afungdo dos tensores elétrico’(EaB) e magnético (Hae)' Pela

bfinicdo ( 2.2.6) temos que:

§ PO _ afab _ ,GBab c .d
Iﬂpow‘ uv E(n npcr(:cl & gpccd)uau Eb *
afab aBab d
* (n gpccd T8 pocd)u U Hb:l x

pomn _ pomn s ot
X[(n nu\)st, g€ guvst)u u En *

pomn . pomn s .t Iy .
* (n Buvst * 8 Nyvs t) U Hn] (4.1

fetuemos todas as operagdes indicadas por partes, isto e, parc'_e_

fipor parcela:

4 Parcela

sab d_pomn s ot
pocd uyu I:b” npvstumu n

. mn . m.d.oBab - fOBab S N ot _
= +26Cducu Ebauvstuau E 6uvst uau Eb En =
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R L Y
W S 88y
§¢  &f 3 b
=+ 2 v v Y Y u uSElI;Et -
8¢ B e3P i
S S S S
o B a b
S 8 S 8y

- o B_.0 B_ B o, B Oy 2, O ppB
: ZE(u u\)‘su u uuév u, uv5u+u uudv)E +u quvEp

‘r._.B g 8 . 8‘2
- u® EpH— PR, Ppo, s +
uu UUEEvUUEEp6~E

BEPRO_ s0LppB, cOnp B Brpa
+ E -8R + -
6H vEp auEvEp GvEuEp dvEuEp

22 Parcela

oBab : d_pomn spt  _
-n Npocdal Epg Buvstm¥ B <
- _.aBab (u -u Ju_n (uPgdn_,@ pn)ucEdEt =
n ugvt; \)gut a’‘pocd g 4 b*n .
32 Parcela
aBab ¢_d pomn st _
n npocduau Ebn gu\)stumu Hn
= _ o, 0fab,. _ s mn c.d t
== 2n (gusgvt gutgvs)u Ugdequ I:bumHn B
= - 283Dy Py . aBab B

u a~bpv oty
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42 Parccla

aBab c.d _.pomn syt
n. npccdua-u ng nuvstumu ”n

oBab

_ . p_ON
=n nu\)stuaqsnpccd(u g

_uogpn) uCEguﬁ =0

52 Parcela:

_,0Bab c.d_pomn st _
4 Eoocd¥al Epn Tyvst¥mt By, =
- a _8b_ B _oby s _pomn _ . pdat _
N nuvst(u g -ug Ju’n (upgod uogpd)umEbEn =0
62 Parcela
oBab cnd _pomn spt
§ gpdcduau Epg BuvstUn" Ep =
= (O Bb_ B _ob o ] p_ON_ o_pn _
= (Wg™-u"g ™) (usg g UsBpa) (Wg  -uTgl) (u g,
d
“uyg,) ByEn =
= 2(uaqugﬁs-uaqugES—uBqu%E8+uBu§EgE3)
72 Parcela
aBab . c.d_pomn st _
-8 Epscalal Epn Epvstim¥ Hn -
- (%, Bb_ B ab _ pomn mod t_
= (g uTe T (U g -8 0 (Up8gargB ) W ELH = 0
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g2 Parcela

_,aBab cpd_pomn st _
8 gpocduau N Nyvstn® hy =

o _B8b

(u¥gBPoyBgob

- - _ P Oon_ o _pn, sypd,t  _
Myyst Y ggug8og) (Wg  -u"g "R H L =

= -2

b 5 t
nUvst(uugB "uBgub)uSESHp B

- _ o SopRy,t B..Sppa,t
znuvstu u”E Hp + Znuvstu u”E Hp

92 parcela

aBab c.,d_pomn spt _
n pgcdUa Hpn Myvstn® B =

qBabn pomn d

= _ . S t _
=n pvsth (upgdd'ucgdeumuau HbEn =0

102 Parcela

__apab c,d_pomn__ _..Sqpt
n d¥al Hbg gpvstumu En

gpoc

_ _ apdb . - o PgON_ o pny det
N (uuguf uvgut)(upgod uogpd)(u g ~u gt )u hE

~ _o.0Bab N prt  _
2n (uugvt uvgut)uaHbEp

= .o.aBab p apab o
2Py u HPE ¢ 2n u u HEE
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1% Parcela
aBab c,d _pomn syt _
n gpccduau “bn guvstumu Un
_ _oBab_pomn ~ spd.t
=n n (“pgoa uogpd)umguvstuau Hy 0

122 Parcela

aBab ¢,,d_pomn Syt o
n EpocdYaY LN T‘u\)s‘cumu,.'}dln a
_ .cBab _ p_on_ o_pn sgdt
=7 nuvst(upgcd ucgde(u g u'g )uau Han
. o.aBab Sypyt s afab o Spppt
= 2n - nuvstuau Hpr Zduvst uau Hpr
o B a b
é? Gu Gu 6u
o B a b
8y 6\)_ Sy 6‘\). S ot
= -2 s B g o |t HOHS =
s s s s
o B a b
8¢ 8% 8%, S
= w200% 6Pouy 6PouBu %Py 5% s0cB_sBsOy 2 _
2(u»uv6u u u“Gv u uv6u+u uu6v+6u6v Gusv) H

- 20u% BB 0% BPHP By 1PH% B, 1 PHS
(u uquHp u uvHqu u uquHp+u uvHqu +

BriPr0: oOyrPry B, QP B BP0
+ - - S g™ *
§°H HD 8 H\)Hp+6 H IIp §°H Hp)
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132 parcela

apab. c,d pPomn, spt
& Nogcatal IIb MyvstUm® By

uvstcéd -u ud)(ua Bb—uBgab)usngE; =

_ o SpBet . B Sppont
Znuvstu u H Ep + znuvst u H Ep

142 parcela

aBab M gcatat Hgnpomng u u H =

g pvst m

i

b P . d
—Zdﬁguc (uagS —uBg“b)(uugvt—uvgutleHE =

n

2tu® mPPH -u®u HPBH  —uBu HPOM  +uBu HPY
(u upH oV uu,| ou u uu oV u uvH Hpu)

152 parcela

_.apab c,b_pomn S =
g Npged¥a Hdg ghvstin® E, =

_ o] cn_ o_pny C_oBab Sydnt
npccd(u u'g)uvg EuvstYal HbEn

[t
<

162 parcela-

oBab c,d_pomn =
g npccduau Hb!> nuvstumu H B

= aBab PgON_ OgPR 4, t
NyvstE pUCd(u u’g Ju® uu hb

I
o
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s :2 = %8B o p2 = pof PR
onde fizemos E” = BLa e H" = ”B“a' e onde 8apuv © definido em

(2.2.8) . Reunindo-todas essas parcelas ¢ agrupando seus termos,

obtemos, finalmente, que:

aB - po 8_ 8_..B B, <O B8
W pUw uv 2(uu6 uué uu6+uu6v+6u6v-

B .0 2 .2 [+ 2 PefB o prB_. B pro
- BE2-H%}+2 1 PP - t
876 )(E 1) (u uuL Ep u-u EuEp u UHE Ep +

B o B ppa prB PF Bup
+ 1 qu Ep+6uEVEp épEvEp+6 E EP 6vEuEp +

+ u%u EBEp—u qugES u upEpEg+uBu E Ep )y -

N o Pyl pBB Py, B PO
2(u uquH -u% H H u Hva+u uvHqu +

: 6 PHPHY - 51 PR s % PH B 5By Py Bp
¥ 6quHp BuIva+6vHuH vHqu+u u H H

a B,p ..B o p,. B Uy P aBab anp
- M _ HY + - 2
uu HpHu.u uquI\) uu HpHu) 2n u,u E] Hp +

aBab o vV S.B., 0t B,S ot
2n uu EbH Znuvstu u EpH iZnuvst E H

ZnasabuuuaHgE +2n%Baby

ov w9 HbE

_ o S, B.pt S s pt
Znu\)stu u HpE, +2nu\)st H E (A 2)



Outxo Produto importante, em certos ciiculos, e
,{\}uBﬁ‘mwpop\’. Para cxpressa-lo em funcdo dos tensores el@trico e
nagnético & suficiente substituirmos a dltima componente de ca-
da“'parcelzi de (A.Z).segundo a regra: anB + HaB e- Ho&B +> - }‘3018'
Este pr;:»cedi~mento direto sd & possivel porque (A.2) conserva a
mesma ordem das componentes Eas eHozB em cada parcela que na ex-
pressdo, inicial (A.1l). Temos, portanto, que:

waB  po % EPeB.u% EPHP-uBu EPH®
I{ pcw v 4 (u uu\)puquupu quVI—po

B PH% % EPHP-u%u EBHP-ub ayp
u u\)EuII‘p u uu pH\)u u, pHu u qupHv

+

+

B: LoD Brp PO, PRy w0 sCep Py By PR B
E EPH D)~
u uv~pHu)l+26u( W p+I{\)Ep) Zsu(EvprJ'HvEp) +

+

26% (EPHP+uPER) ~26B (B PHY+HPE®
v( u p+Hu p) 8y( uHP uEp) *

aBab__ 2Pr _pPu -y L o.cfab Pp . Py -
. 2n uuua (].:bEpv IIpr\)) 2n uvu-a (EbEp11 Hpru) +

o S nBopt 1 Bopty _ B S pocpt o pty |
+ Znuvstu u (EpE HpH ) Znuvstu u (EpE HOII ) .+

B

+

4(u“uv55—u“uu5§-uﬂgvsﬁ+u up6%+6365—636%)B.H (B.1)

= poyP
onde E.Il = Ep”a .



APENDICE C’

Calculemos os invariantes do campo gravitacional no va
zio, definidos em (2.1.5)—(2.1.8), ecm funcio dos tensores eclé
trico (EuB) e magnético (HaB)' Contraindo (A.2) nos indices («,f)

e (u;v), obtemos que

- 1 0B PG _ pOpB _ LonB
A =5 W pcw B EBE HBHa (c.1)

Da mesma forma, contraindo (B.1) nés iIndices (u,B) e (u,v), obte

mos que

-1 foB .p0 B
B=gW pUw ag. = ZEBHa (C.2)

Calculemos, agora, o produto

weB  wPo v o
po- WV of

W

0B Po _uvij _ Uvij
W pcw uv[gn Mo gkm & aBkm)u ¥ E *

pvij; - uvij kym =
+ In gaBkm+g n Bkm)u u HJ]
- B PO ﬁvij kem
W pcw uvn 0‘B]\mulu EJ
_ @B o nvij k.m
W pcw uv“ gaBkmuiu Lj +
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uvij T

ol Bopkm™i" M'j *

of po
+ W pgw )

uvij k, m

of po .
+ W pow uve NopknYiY HJ (c.3)

parcela por parcela, em‘fungio dos tensores EaB e HuB

1—3-l Parcela

oB po  _uvij kem._ 4% *poij kpm  _
w'lpcw an R naBkmuiuan 4wkmpow u;u Ej =

n

- au8. oo PgY .
awB WP uVE.

1

- PEBLY_pPpBr V. pBrbrVy . . PuBrV_1 10 BLY, B P -
4 Z(EvEpEB EvEpEBTEpEvEB) Z(HvaE‘ -H.H E +H u Wi i}

- B p B0
8 (EpEvEB -H H EB)
2§ Parcela
0B . pC nvij km
-W pcw uvg gaBkmulu EJ
0 o v j _vi . k
= - WP el Lt l“gUngl)(gakgsm‘gamgsk)“i“ By -

u

_awid PO kem _ 00B po BV
iw pow it Ei 4w paw Apvuau EB

%

N prBoV_npB BePpVy p:BrV_1;1pyB B0
4 ?(EvEpEB EvEpEB+E EvEB) Z(HvaEB H H E +H H E ]

]

arpB By Op .
8 (B Ev B -HEH Es)
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32 Parcela

pvij k,,m

woB |, po
W W n gaBkmu -u HJ

po UV,

= B PO  uvij _ kom
aELELUYINY (8ox8pn~BomBpk) Ui U3

n
"

4wkm S0 uly HI = 4\\1"‘B PO utu Y
ij k'm VT o g

4 2(E8np EQHBH +EBHpH 5+ Z(HpEBH

ppB B p -
g 8 -H oE H +H E o i] =

B

BypgV
16 HDHVEB

42 parcela

B W% eV e D =

nvé j

i}

. ) ,
= 2w, WO (ghigVi. g“Jg“l)uiukHW

kmpo uv j
A po kem _ 4 foB Qo T TP
4w pow k%Y Hj 4w pow potig? HB :
= 16 HBHPE
v©8
como podemos ver pela comparacdo com a parcela'anterioru Nos

cdlculos das duas primeiras paréelas fizemos uso da relagio(A.2)
e nos cidlculos das duas {ltimas parcelas'usamos o ptroduto
(B.1)

Levando os resultados acima 4 expressio (C.3) e consi

derando a definigdo (2.1.7 ) do invariante €, obtemos que
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¢ =1 w““ w°° MM =

= .

16 aB

pPrPpV Biypp Vv
LpE\)EB + SHDH\’EG (C.4)

Finalmente, expressemos o produto
B WPT Y = (C.5),
= ﬁasdowpcuv{E“uvlJ Mo gkm guvij aBkm)u ukBJ
. (nMVijgaBkm+guvij Ny gin) U5 ukHJ ]

em termos dos tensores E&B e Hus‘ Para tanto, efetuemos os célcg

Yos indicados, parcela por parcela.

12 parcela

o foXe) uvij kem
W paw U\Vn aBkmu u IIJ
* * % LS L
= poij  kem _ _ ij eo kem
4 kapow uiu Ej 4 W pcw kmuiu Ej

= _ 4 waB  po UV
4w pgw uvtal EB

_ PBrV_pPyBLV, nByP p o8 Brp =
4[2(EvaEB EvaEp+E H IZ ) + 2(H Ep 8 HvEpEB+HpEvEB)]

n

- 16 EBEQHB
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- BrPyV_Brp v
= -8 (B;EH] HOHTE)

em analogia com a parcela antcerior. Novamente, fizemos uso,aqui,

dos produtos (A.2) e (B.1).

Lévando os resultados acira & expressido (C.5) e consi

derando a definigdo ( 2.1.8)  do invariante D, obtemos que

D= -2 {8 yPo wuv
po

16 uwv' af

1

1Pufyy . 3BV
HOHGHY - 3 EPROu (C.6)



APENDICE D

Calculemos o tensor de Bel em funcao das componentes
eletrica (EGB) e magné@ica.(HuB) do tensor de Weyl. A forma |
mais conveniente de escrever o tensor dé Belrcom esta finalida-

de €"dada.por
‘ *
HEVT _ % (wuavgwears . wuquﬁeaTB) (D..1)

Substituindo os produtos dentro dos parénteses por suas expres-
sbes .em térmos de Eas e Has dadas em (2.2.10) e (2.2.10') ,
obtemos, apds reagruparmos convenientemente todos os termos

as .seguintes parcelas:

12 parcela

= (" €EVT-uTu Vg EuCut gy Tausu T HV_ My VgeT

+1ZuuuvueuT—uTuvgue—ueuugvT+uTuugve -

—u%ﬁé”+aNuWFuﬁ(E2+}ﬂ

? =
- gusgvr(EZ +,H2) - (uEuTg“v+u"uv T,y TogVE &

g u-g

+u€uvg”T)(E2+H2)—Z(UvuTgug+u"uEgvT)(EZ+H2)+8uuueuvuT(E2H{5 -
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28 Parcela

_ PE, TRV, (T OV _  VT,p€p O, & Ol
=-g (EaE +IE 1 ) g (paE +H 1 ) o+

+ 2 (BSTEMV YY) ¢ 20Tu V@ E Mgty +
+ 2ufuM (BTE* V4 u““)+2u9uT(E“E““+H”n““) +
H oV o TROE, Tr0Ey _ ME oTpOV, T OV
+ 2uMuV(EEOSTHE) ~gM (B EOVH YY)
v 2BVEEM T VERMTY ¢ 20TV EEEMHHIHYY) 4

+ 2 B EOHHTHYY) + 2ufu¥ (B EMMHHIHYY)

VT pEROU €, s ST U ROV, €0V
‘g (E,E T +H H } + o u (B ET+H HTT)

- Zgue(EZEa“+H;Ha“) _ Zg”T(EZE““+HZHa“) +

" Z(ESTEUV+HETHuv) + Z(EEVETH+HevHTu) +

+ 0% T EPE VYY) ¢ 2uMuVETEOSHTHYE)  +
o o . . o [+4
+1Zueu“(E;Ea”+H;Ha”) + ZuTu“(EEE“V+H§H““)' +

+ 4uTu“(E§E““4H§Hu“) + 4uEuu(E§Euv+H;Hav)

Parcela

= + VP Ty NG -g"EE “H B+usuvﬁgﬂ P H”+HEEB =

- uCutHOE g M HIE o -utu SHEE o b“+E“u sruCuMESH

oCp g =

- vapo, T _oMEL By GUR E_p UL E u, €,B
+ 27 u up( g Hanso+”ano EQHU+2u u HaEBd)
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42 parcela

_ . QUpo € Vi B, T V. B 1 qVn T, 1 VeT”
=1 u ng “aBEq+u u EaBHU HQEG+HGEQ +

T VB _ VT, B,..T, V. BT VT _ T VB _
+ uu ”vLaB g LaBHo+u u EaBHo+Ea“o EoHa u'u EoHaB) =

- - Hapo, € VIBr VT VTl 5. T VB
2n u up(g H'E HaEg+EaII0 2uu HGE

o Bo Bo)

52 parcela

Lo GEPO UL VT T VLB Lo VT B TRV
n uup@&%ﬂluEJ%Jg,qJ%0H£0

e 0T VuBE gVeT_, T VgBr . VTLB, TV, T, VB _
uu HaEBo Han uu HaEBc g EaHBo +Ech+u u EuHBc) =

- €Qapo. | VT, By VT gV T_ o V. T,B .
2n u up(g HuEBO+EaH0 Han 2uu HaEsol

Parcela

_ _OTpO._V M €, € UpB ue, B R T
=7 u up(EaHo+u u EaHBc+g HaEBo HaE0

- uCuMuBE. _yMEEipEM o SuMyBr L MERB € M8 =
u-u HaEBc HaEUfEuH0 uTu HaEBU g! EaH30+u u EQHBU),

TapO

- - v oo ue,Bh T T P -
= 2n" "% (g H B g rEYHC-RREE - 2uMuHE L )

Reunindo todas essas parcelas cm (D.1), obtemos a expressdo  do

tensor de Bel em fungiio das componentes clétrica (EaB) e magné-
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tica (Ha8)~do tensor de Weyl, isto &:
THEVT % guegvT(E2+Hz) . 4uuu€u“uT(E2+H2) _
~ % (ﬁeurguV+uuuvg€T+uuuTng+uvu€g“T)(E2+HZ) _
- (uvuTgu€+uuuegvrj(EZ+H2) _
- guE(E:EaT+H:H°&T)' ~ g\)-c(EEEOLsJTHEHaE). +
. (EuvBaT;HuvHer) - (EEVEUT;HS“HUT) .
+ uuu\’(E;EaTH-IZHaT) + ufu T (EPEV+HEHYY) +
+ uu(ERETHHEHT) ¢ uMuTECETVHHIHTY) 4
. ZdvuT(EEEanﬁgHae) > Zuuue(E:EaT+H:HuT) .
, zn“p°(“u1)up(g?eﬂgﬁsolﬂzﬁi+ﬁgﬂz - 2aMu®HfE, ) +
+ 20200y (g HBE BTN - 20 AR ) (D.2)

Aqui, como rsempre, fizemos E2 = E%Eg e HZ E'H%HS
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