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RESUMO

Construimos um algoritmo tipo preditor-corretor para a
solugdo numérica da formulagdo variacional para um circuito RLC
disruptivo.

No capitulo I, apresentamos o problema, mostrando a ne
cessidade da formulagdo variacional, que & apresentada apSs a
introdugdo de alguns conceitos badsicos de andlise convexa.

No capitulo II, usamos a técnica de penalizacdo  para
mostrar a existéncia e a unicidade da solugdo. Tais proprieda-
des sd@o derivadas através do uso de estimativas a priori e rg
sultados de compacidade. ‘

Os capitulos III, IV e V dedicam-se @ construgio de um
algoritmo de discretizacdo e prova de convergéncia das solugdes
aproximadas, via estimativas a priori (capitulo III), estudo da
estabilidade do algoritmo e obtengdo de estimativas para o erro
na discretizagdo(capitulo IV), possibilidades de aceleragdo da
convergéncia para diminuigido do tempo de computagio(capitulo V).

Finalmente, o capitulo VI apresenta os resultados de
algumas experiéncias numéricas efetuadas para uma melhor avalia

¢do do comportamento do algoritmo.



SUMARIO

AGRADECIMENTOS . .v.vivnnvrcnnoenensnnans I II
RESUMO ........cc... Dt et ectrerereas et e aanann vt ITI
LISTA DE FIGURAS .....¢ceiiiuennnnnn ettt VI
I. UM CIRCUITO RLC NO LIMIAR DE DISRUPCAO DO CAPACITOR ... 1

1. Teoria linear dos circuitos RLC .......... .......;.. 1

2. Uma formulac@o levando em consideragdo o fendmeno de

rompimento de arco no capacitor ..... Ceeeeea PN 4

3. Conceitos bdsicos de Andlise convexa ....... RN . 6

4. Formulagdo Matematica do problema ........eeevene.n. 11
II.APROXIMACAO CONTINUA: PENALIZACAO ...... et e 13
1. Enunciado e pro&a de unicidade ......... . i, 13

2. Penalizagdo ........... et e 14

3. Estimativas a priori ........c.ceve... ettt 16

4. Convergéncia do processo de penalizacfo ..... RN 19
III.DISCRET;ZAQAO ............. Ceree e e 22
1. 0 algoritmo ..... Ceereeerie it Chre e 22

2. Convergéncia das iteragdes do corretor ......... e 25

3. Abordagem matricial do problema de convergdncia do

COTTELOT tiveninrninnerunsonneneansns heeerteenanees . 29

4. Um algoritmo alternativo ............. e 31

5. Convergéncia de discretizagdo ....... et I 33
IV.ESTABILIDADE E PRECISAO DO ALGORITMO .......ovnvevuenns 39
1. Os dois tipos de erro local e Ceveeaan 39

2. FOrmula eXata dO TTO0 «ueereernnenenerecnnnnennenens 41

3. Estimativas para o erro global ........ N 44



4., O erro no algoritmo alternativo ...... e e

5. Estimativas a priori e estabilidade ..... Ceeee e

V. ACELERACAO DA CONVERGENCIA .

1. Primeira modificacdo: Uso de I?;il)....... ........
2. Segunda modificacdo: Uso de VEE;+1).. ...... e
3. RelaxXacf@o cuieevvervennnneneen e e teiae e
4. Relaxagdo no algoritmo TII.1 .........cceeuuunnnn ..
5. Politica de escolha do método de aceleragdo ......

VI. EXEMPLOS NUMERICOS -

REFERENCIAS

46
48

50
51
53
55
57
59

61

68



I.1.1.-

I.1.2.~

I.2.1.-

1.2.2.-

Ir.2.1.-
I1.2.2.-

VI.1.

VI.Z.

VI.3.

VI.4.

LISTA DE FIGURAS

Diagrama de um circuito RLC classico ..... e

Grafico qp x Vg na teoria linear ............ v

0 circuito RLC modificado

Comportamento do "arco eleétrico’ ....veeveeeen..

Grafico de j e ju ceee

0 circuito aproximado

a) A corrente no circuito .....

b) A ddp no capacitor

. Resultados para o primeiro circuito

Resultados para o segundo circuito

a) A corrente no circuito

b) A ddp no capacitor

Resultados para o terceiro circuito

a) A corrente no circuito

b) A ddp no capacitor

Resultado experimental

15
15

62
63

64
65

66
66

67



I. UM CIRCUITO RLC NO LIMIAR DE DISRUPCAO DO CAPACITOR

1. Teoria linear dos circuitos RLC.

A teoria dos circuitos elétricos denomina RLC o circui
to formado por uma resisténcia R, uma indutiancia L, um ncapaci

tor L e submetido a uma tensao V fornecida por uma fonte ex

ext’

terna, usualmente uma pilha ou bateria (Cf.fig.I.1.1).

Vex#f) s

fig.I.1.1 - Diagrama de um circuito RLC clédssico

A descrigao deste circuito & feita atraveés 'das seguin-
tes equagodes:

a) Ledis de comportamenito

VR = RIR (Ohm) , (r.1.1)
dIL
Vﬁ =L I (Lenz), (1.1.2)
_q
VE = o= (1.1.3)

onde VR’ VL’ VC representam as tensGes nos elementos R,L el res



pectivamente. IR e IL sdo as correntes através dos elementos R
e L, enquanto q Tepresenta a carga acumulada no capacitor.

b) Leis de balanco [(Kirchogf)

v =V

ext = VRt VgtV (1.1.4)

IR = IE = IL =1 (1.1.5)

dq
_ T - . .
onde IE =gz ¢© I e chamada a corrente no circuito.

Isto significa que, para determinar o estado de um cir
cuito RLE , devemos resolver um problema matematico que pode ser

assim formulado: "determinar funcoes I e Vm derivaveis tais que:

av,
I =0C— em o, 7] (1.1.6)
dt
v .=V, + R+ 1% em 0,77 (1.1.7)
ext T at ’ '
1(0) = 0 (1.1.8)
Vg (0)= 0 O (1.1.9)

As solugbes deste problema sdo bastante conhecidas,sen
do possivel obté-las analiticamente através do uso de transfor-
madas integrais ou outros processos de resolugfo de sistemas 1i
neares (1,2,3)

Esta teoria, entretanto, admite comportamento . linear
para os trés elementos constituintes do circuito(equagdes(I.1L.1)-
(I.1.3)). Por exemplo, um ponto criticivel & a proporcionalidade
de agp © Vm » independentemente do valor desta ddp(fig.I.1.2).Es

te modelo ndo corresponde a realidade fisica de um capacitor, u



ma vez que uma ddp excessiva(ou seja, uma carga excessiva) pode
provocar a ionizag3o do dielétrico entre as placas. Parece claro
entdo que existem valores criticos da ddp e da carga armazenadd,
entre os quais deve ser mantido o comportamento linear e tais
que qualquer tentativa de ultrapassa-los provocaria uma descarga
elétricg. Caso a ddp atinja valores maiores que o critico, ocor
Te a destruigﬁoddo dielétrico.

Tais efeitos ndo tem lugar na teoria cldssica de circui
tos elétricos, que s0 descreve o circuito em seu dintervalo de
comportamento linear. Para descrever o estado do circuito mo 1i
miar de destruic@o do capacitor faz-se necessaria uma nova formu

lacao.

$Q (V)

<V

tga=C

fig.(I.1.2) - Grafico qp x Vg masteoria linear



2. Uma formulagdo levando_em consideragdo o fendmeno de rompi

mento de arco no capacitor.

A possibilidade de correntes de disrupgao no capacitor
deve ser representada por uma ndo linearidade a ser introduzida
na equagdo (I.1.6), o que, na linguagem da teoria dos circuitos,
significaria introduzir um novo elemento no circuito,um '"arco g
létrico" em paralelo com o capacitor, através do qual processam-
se as correntes de disrupgdo. Este "arco eldtrico" seria ativa-
do quando a tensidao a que estivesse submetido atingisse um valor
critico V4 - o potencial de disrupgdo.

Na transmissdo do comportamento linear para a destrui
¢do do dielétrico , surgiria entdo um arco elétrico que poderia
ser simulado por uma 'corrente de disrupgao' j.

Nos termos da teoria dos circuitos, a lei de balango
(I.1.5) seria modificada para:

dqm
I,=1I,  =1-= T j(Vm) (I1.2.10)

onde j(VE) deveria descrever o comportamento do elemento ' arco
eletrico". E fisicamente plausivel que uma fung@o caracteristi
ca do tipo apresentado na-fig. I.2.2 possa desempenhar ,tal pa
pel.

Esta idéia foi proposta por Balocchi e Raupp nas refe
réncias (4) e (5). Ali os autores mostram também que este com

portamento € melhor descrito por um grafico que por uma fungdo



em seu sentido usual, caracterizando o comportamento do elemen

to "arco eletrico” por uma fungdo "set-valued' dada por:

ave
{0}, Vm =—V—dea—t——>0
ave
R, Vg =g eg =0
jovg) = {0}y , Vgl < Vg (1.2.11)
de
R, » Vg =V egg =°
] avp
{0}’VE=Vdea't—<0
Usando esta nova notagio , o problema de determinar

o estado do circuito em wum intervalo de tempo I:O,Tj e for-

mulado como: ''determinar I e th: suficientemente regulares
tais que: .
ave
I-C g € J(VE) em [[0,T] (1.2.12)
V.=V, +RI+ L3 em [[0,T] (1.2.13)
ext T dt -0 '



“Vg < V() 2 vy em[_0,T] (I1.2.14)
I(0) =0 (1.2.15)
Vi (0)= 0 (I.2.16)

A compatibilidade destas equagles, a existéncia e uni-
cidade de suas solugdes foram estabelecidas na referéncia(4) ,
bem como uma formulagdoc mais precisa do ponto de vista matemati
co. Em fungao de tornar completo o presente trabalho, introdu-
ziremos alguns conceitos basicos de Andlise Convexa que nos per
mitirdo apresentar esta formulacfo. Isto servird de base para
o desenvolvimento da teoria matemidtica do problema que apresen-

taremos no capitulo II.

3. Conceitos basicos de Analise Convexa.

Apresentaremos inicialmente os conceitos de subgradien
te e subdiferencial de uma funcio real convexa. Suas proprieda
des nzo seréo aprofundadas aqui. Para os interessados a referén
cia (6) contém uma introdug@o e (7) e (8) apresentam tratamen -
tos mais avancados do assunto. A referéncia(9) dedica-se espe-
cialmente a fungdes em espacos de dimensio finita, enquanto(8)
dedica-se a dimens3o infinita. Em(7), na segdo 4 sdo apresenta-
dos conceitos e propriedades basicas de fungbBes convexas e na
segao 23, os conceitos e propriedades dos subgradientes e subdi
ferenciais. Na referéncia(8) tais assuntos encontram-se na par

te I, secbes 2 e 5 respectivamente.



R
Vs ¢ .,lf_‘ Vg
__gEmy
L

fig.(I.2.1) - O circuito RLC modificado

Ar itve)

V4

fig.I.2.2 - Comportamento do'arco elétrico'



DefinicBo I.3.1. Subgradiente de uma funcio Real Convexa.

Seja p: IR~ (—W,+w:] uma fungao convexa e xOG TR . Dize
mos que £ € IR & um subgradiente de p no ponto x, see somente
se:

p(x) > p(xo) + E(x—xo) , ¥x ER (1.3.17)
Se p € derivavel em X, seu Unico subgradiente em X € o valor
g = p'(xo), pois da definicao (I.3.17) resulta:

[}

p(x) =plx))

, ¥ x < x (1.3.18)
X - X - °
)
p(x) -plx))
—_—— >, ¥Xx>x (I.3.19)
X =X - °

para todo £ subgradiente de p em x, . Como p ¢ derivavel em X,

. p(x) —p(x))  p(x) -p(x)
lim, ————2= lim_ ———-9 = p'(x ) (I.3.20)
XX X - X XX X =X 0
o} (o} o o]
As equacdes. (1.3.18) -~ (I.3.19) levam a:

E>p'(x)) e <p'(x) =g =p"(x) (1.3.21)
Assim,” o Unico candidato a subgradiente & £, =p'(XO). Mas, da
convexidade devp:

p(x) -plx ) < o' (x ). (x-x) «(1.3.22)

e o Unico subgradiente de p em x e p'(xo).

O conceito de subgradiente €, porém, mais amplo que o
de derivada. FuncOes convexas podem possuir um ou mais subgra -
dientes em pontos onde n@o si@o derividveis. Alguns exemplos es

clarecerao melhor este conceito.



Exemplo 1.3.1 - Funcao convexa com_infinitos subgradientes na o
rigem.

Seja p: IR+ (-»,+o |dada por p(x) = |x| .
Da desigualdade triangular segue-se trivialmente a convexidade
de p. Além disso, £ & subgradiente de p em x,= 0 se e S0 se:
[x] >Ex , ¥x €ER (1.3.23)
A solucao desta inequagdo &:
Ve={g€ER|-1<E<1} (1.3.24)
E portanto qualquer nimero real no intervalo[ -1,1 ]& um subgra

diente de p em x = 0.

Exemplo 1.3.2 - Fungio convexa sem subgradiente x ¢[ -1,17]

Seja p: R+ (-w,+w jdada por:
o x f [-117]

p(x) = (1.3.23)
0, x€[-1,1]

p & conhecida como fungdo indicatriz do intervalo [-1,1].

Para x € (-1,1),p € derivavel e portanto o tinico subgradiente
de p nesse intervalo € £ = 0.

Para x = 1, £ & subgradiente de p se e somente se

p(x) > E(x-1) , ¥x ER (I.3.24)
desigualdade que tem como conjunto-solugdo V= {£€ RI§ >0}= R .
Se x0= -1, a inequag3o a resolver &

p(x) > g(x+1) , ¥ x € R ] (I.3.25)

cuja solugdo € V = {f € R|g < 0} = R _
Entretanto, se xo$[-1,1:]e ¢ & subgradiente de p em Xt

p(x) > p(xo) + g(x—xo) , ¥ X ER (1.3.26)
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Para x = 0, isto significa

E> + o (I.3.27)
E portanto nenhum £€ IR pode ser subgradiente de p em X

Estas consideragdes e o desejo de introduzir um elemen
to capaz de representar o papel atribuido a diferencial no cial-

culo tradicional motivam um novo conceito.

Definigao 1.3.2: Subdiferencial de uma fungfo real convexa.

Seja p: R+ (-w,+» Juma fungao convexa. Dado xoe R, definimos
o su?diferencial de p no ponto X, como o conjunto Bp(xo) defi
nido por
£ € ap(xo)<=> g & subgradiente de p no ponto X,
Contrariamente ao subgradiente, o subdiferencial sem

pre existe. Caso nao haja subgradiente de p em xo,temosapbﬂg=¢_

Exemplo 1.3.3 ~ Subdiferencial de uma funcao convexa.

Seja p: R~ (-w,+o "] dada por p(x) =|[x|. Do exemplo I.3.1, ve

mos que:

(-1}, x < 0

dp(x) =< [-1,17], x
{1} , X > 0

13
o

(1.3.28)

Propriedades anZlogas a da diferenciabilidade clissica
(expansdes de Taylor, continuidade, etc) sao, de certo modo ,man
tidas pelo sﬁbdiferencial. Tais temas estao, entretanto, além
dos objetivos a que nos propomos. A referéncia (7) pode ser con

sultada para um estudo sobre estes topicos.
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4. Formulacio matemdtica do problema.

Seja Iy = [—Vd ot Vd] e definamos J: R~ (-, +o |por:

0, x € Id

+oo xﬁId

J(x) = (I1.4.29)

J & entao a indicatriz de Iq- E entdo trivial obter(Cf.

exemplo I.3.2):

R_, x = -V

aJ(x) = {0}, —Vd < X < Vd (1.4.30)
R,, x= Vd
¢ , x> Vd

Aproximando entd@o j(x) ~ 8J(x)(Cf.eqs.(I.2.11)), a ex

pressao para (I.2.12) &:

Cio) - P07 easw (1.4.31)

o)
Usando a definigao (I.3.1), resulta
IV > IV + L1 - I 0v-vypT, v ve R(1.4.32)
Intrpduzindo a lei de comportamento do capacitor (eq.(I.1.3)):
avg

CC g - IJOLV-Ve()] >0 , ¥V ET, (I.4.33)

onde ja utilizamos a definigio de J para reduzir o problema ao
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intervalo Id'
O problema matematico a ser resolvido pode ser entao
formulado (5,6) da seguinte forma: Determinar funcdes I e Vi ta

is que:

(1) Vg(t)y €15 ¥ te [0,T] (I.4.34)

(1) V() = Lg—,lc(t) # RI(t) + Vp(t),¥ t €0,T] (I.4.35)

v

i _ . -

(iii) [:u:-gz I](t)[v Vm(t)] >0, ¥te[0,T]] (1.4.36)
¥V EI,

(iv) I(0) = Vg (0) =0 (1.4.37)

Deve-se observar que a determinagdo de Vm(t) implica
na obtengao de qm(t), tendo em vista a lei de comportamento do
capacitor. Por este motivo, eliminamos a equagdao corresponden-
te do problema. O uso de condigdes iniciais homogéneas visa
tao somente a simplificacdo dos calculos uma vez que os argumen
tos apresen}ados podem ser repetidos levando em consideracao

condicoes iniciais quaisquer.
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II - APROXIMAGAO CONTINUA: PENALIZAGAO

Neste capitulo iremos enunciar e demonstrar o resulta
do de (6) sobre existéncia e unicidade da solugdao do problema

(I.4.34) - (I.4.37). Tal prova sera efetuada em quatro etapas:

1 - Unicidade

2 - Penalizagio

3 - Estimativas a priori para as solugdes visando a pro
va de convergéncia do processo de penalizacdo

4 - Convergéncia da penalizagBo: existéncia de solugido

1. BEnunciado e Prova de Unicidade.

Teorema I171.1.1: Sejam T > 0 e Vex € L2(0,T) dados. Suponha tam

t
av
bém que —a%§£ € L2(0,T). Entdo existe um unico par de fungOes

(I, Vg) tais que:

I € L0, T)AL2(0,TIMNL’(0,T) (I1.1.1)
Vg € L¥(0,TYMNE(0,T) (I1.1.2)
dI o 2

IE € L7(0,TINL2(0,T) (11.1.3)
vy -

T € L7(0,T) (I1.1.4)

e s&o solugaes.de (I.4.34)~ (I.4.37)quase toda parte em(0,T_|.A

lem disso, existe uma constante K tal que:
I I vell S K FVexell, (I1.1.5)

e quando T + o, I(T) = 0.
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Para a prova deste resultado, comecemos com a etapa de unicida-
de: Sejam (I?, V& ), (12, Vé ) duas solugoes nas condigoOes do
teorema. Sejam entdo I = I!- I2 e Vg = V& - VE . Temos:

a1 _
L *RI +Vp =0 (I1.1.6)
vy ,
VeI - €55 20 (IT.1.7)
I(0) = Vg (0) =0 (II.1.8)

Multiplicando (II.1.6) por I, vem:

% g%z + RIZ + VH:I = (11.1.9)

E usando(II.1.7):

BN

2

!

L
2

01&
el
[SII]

+ RIZ + I < 0 (I1.1.10)

Integrando (I1.1.10) de 0 a t, vem:

Lreslvzan JtIZ(T)dT < 0 (I1.1.11)
[+

para todo t.> 0. Como o membro da esquerda & uma soma de ter
mos nao negativos, isto implica:

I =0 eV, =20 (IT.1.12)

o que estabelece a unicidade da solugido-

2. Penalizagao.

A penalizagdo consiste na aproximagao da fungdo "set-
valued" definida em(I.4.30) por uma fungZo a valores reais cu
jo grafico tende ao grafico da figura (I.2.2) quando um pardme
tro yu tende a zero. A fungdo de penalizagdo chamamos ju.
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i (Vg), iy (Ve d
d
Vd
V4 V;:;
d tgd= J .

Fig.II.2.1 - Graficos de j e jy

Assim como a introducdo de j nas equagoes pode ser in
terpretada como a alteragdo do circuito, introduzindo um dioéo
de potencial critico Vd em paralelo com o capacitor(6), aproxi-
magzo de j .por j, corresponde a introducao de uma resisténcia

# e um gerador em paralelo com o condensador (fig.II.2.2)

c | TMqtve)
Vext ty Tp
811
L

Fig.II1.2.2 ~ O circuito aproximado
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A diferenca de potencial fermnecida por esse gerador
€ o negativo da projegdo de vy no intervalo [:—Vd,Vd:] que & a

fungio My IR +Id, dada por

—Vd , X < —Vd
nd(x) = bl , X € Id (I1.2.13)
Vd , X > Vd

A funcao ju pode ser entao definida como:
j) =2 (x - (x)) (I1.2.14)
u M d

O problema a resolver € entdo: determinar fungdes (Iu,VE) tais

que:

di¥ u T

L= + RV + VR =V . (II.2.15)
dv&

M=T0— +j (VE) . (I1.2.16)
dt U

H(0) = VE(O) =0 (11.2.17)

Como ju obedece a uma condic@o de Lipschitz, & possi
vel construir uma sequéncia de solugdes aproximadas (I“,V%) e
espera-se que, para p+0, esta sequéncia seja convergente e este

limite seja uma solucao de (I.4.34) - (1.4.37).

3. Estimativas a priori.

Uma vez que a unicidade da solugdo ja esta estabeleci-

da (Secao 1), devemos estabelecer a existéncia. Nosso objetivo
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sera entdo estabelecer que a sequéncia (IV, V“) possue pontos
de acumulacdo e que estes pontos de acumulacd@o sao solugbes de
(1.4.34) - (1.4.37). Para isso, serdo necessarias as estimati-

vas obtidas nesta secao.

A primeira estimativa & obtida multiplicando-se(II.2.15)

por I¥, (I1.2.16) por VE :

2 2
Laam® e ram® o vl M - VI (I1.3.18)

Cd .
VE M= 23z (v“) + VR j (v“) (I1.3.19)
Substituindo a segunda na primeira e integrando de 0 até t:

t 2 t
Lamy®s By’ v JO(IM(T)) dr + JOVE(T)ju(VE(T))dT

t
= Jovext(T)I“(T)dT (II1.3.20)
Por outro lado
TR Requy?
Vore " < 7 Ve * 7(IM (I1.3.21)

Assim, usando o fato de que Iy (Vm).sz 0

T
%(Iu)2+ (Vm) + %jot}u(r)]sz <

1 (T 2
< 7§J;Vext(r)dT (11.3.22)

Isto nos permite concluir:

BT« JUVEN BTN < Jrll Vegel,  (11.5.23)
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Assim:
(1) I¥ pertence a um conjunto limitado de EN(O,T)OLZ(O,T)

(ii) V% pertence a um conjunto limitado de L*(0,T)

Por outro lado, tomando as derivadas em (II.Z.15) eu(II.Z.lG) e

L - at g
multiplicando as equagoes resultantes por =t ° Tt respecti-

vamente, obtemos:

Ld H =
7at @) " R@e) Yoo @@~ @ ax (324
p o dvh avh , dj = dvh
g% . a{g - % %{ (Hfg) R (II.3.25)
Mas
dj 3, (Ve(t+at)) - 3 (Vp(t))
TPt = lim M L e L (I1.3.26)
At+0

e este limite existe, pois(I“,VE) & solugio do problema(II.2.15)-
(11.2.17).

Assim, usando o fato de que ju & mondtona, temos:

dvi  dj
T U

E resulta, substituindo(II.3.24) em (II.3.25) e usando{II.3.27):

[dIL 12, L j J %%U(T)jsz <

t~dv TH
I [kt %%~:]dT + o (I1.3.28)

[¢]
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onde A = % Véxt(O) € uma constante de integracdo. De forma  in

teiramente anfloga 3 usada para obter (II.3.23) resulta:

vH 2
%' dI““ % E‘E” R|l dxull < lﬁ || ext“+
(11.3.29)
E portanto:
di#

(1) 37~ Pertence a um conjunto limitado de L¥(0,T)NL2(0,T)
avh

(ii) FT Dbertence a um conjunto limitado de L7(0,T)

Nao deve deixar de ser notado que (II.3.23) e (II.3.29)
levam, usando (II.2.16), & conclusdo de que ju(Vm(t)) esta em

um conjunto limitado de Lw(O,T), qualquer que seja u>0.

4. Convergéncia do processo de penalizacao.

Para estabelecer a existéncia de um limite para a se

quencia (Iu vH ) devemos notar inicialmente que:

tagru
HCe,) - TH(E,) ] = H 417 (oyde]< rty- t,] (11.4.30)
t)
. l t2dvh
[VE(t) - VRt |- Jt Teo(0dr|< Tty to| (I1.4.31)
2

onde usamos as desigualdades (II.3.23) e (II.3.29). BEstas rela
¢oes em conjunto com (I1.4.30) - (II.4.31) mostram que as fami
lias {IM} , {VE} sao limitadas e eqi{icontinuas. Assim, pelo
teorema de Arzeld-Ascoli(9,10), existem funcgtes I, Vi em €0,
que sao limites uniformes de subseqﬁéncias{Iv] ({Iu}e{VE}C{Vé}



Também de (I1.3.23) e (II.3.29) resulta, para v=0:

para v-»0.
(i) v converge fracamente (11,12,
(ii) 1V converge fraco-estrela(ll,
(iii) VE converge fraco-estrela para VE em Lw(O,T)
{(iv) gli converge fracamente para dI em LZ(O»T)
at g p a? )
a1V dI ™
) T converge fraco-estrela para I¢ em L(0,T)
v
dVE

(vi) I converge fraco-estrela para

3)para I em L2(0,T)
,13)para I em L7(0,T)

em L7(0,T)

Das equagdes (II.2.15)e (I1.2.16) obtemos entao(I.4.35)

e (1.4.37).

Seja agora:

} 2
J¥d(x) = %;[_X - wd(x) 7]

e seja

. 1 2
MG = F0x - 1g () ]

Entao:
W 3,60 =@y, )
(i1) M) # 0<=>x € Iy
(iii) M(x) = v J¥ (x)

d

Além disso, como:

J“ (x) = 33,0 Cx = mg(x) ]

(11.4.32)

(I1.4.33)

(I1.4.34)
(11.4.35)

(II.4.36)

(I1.4.37)
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Resulta:
v
il

Iy, 203,00 lvgll = Nmgevgll ) (11.4.38)

Disto, deduzimos que:
0 < M(Vp(t)) < Kv (II.4.39)
o que implica:

M(V(£)) = 0 (II.4.40)

Isto em conjunto com(II.4.35)estabelece(I.4.34). Por outro 1la

v - -
do, como JI (x) € convexa e derivavel, vem:
d

J}’d(VJ - J}’d(vm(t)) 2 G, (V) (V-VE(£)), ¥t>0, ¥ VER

(1I1.4.41)
Para v € Id, isto equivale a:
Lege - o] Lveo |
[y v v v v
L}u = - 1 v-vp(e) | > JId(Vm(t)) (IT.4.42)
Lembrando que Jf € nao negativa:
d -
avy ]
[y v v
[mw— T [V—Vm(t)] >0, ¥VeETy (II.4.43)
Tomando os limites para v=+0, resulta entdo(I-4.36) , o

que completa a prova do teorema (II.1.1).
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III. DISCRETIZAGAO

No capitulo anterior, vimos que o problema (I.4.34) -
(I.4.37), pode ser resolvido através de uma seqiiéncia de pares
de funcdes (IM, VE
lizado(IT.2.15) - (II.2.17). No limite para u-0, obteremos um

), cada um deles soluc@o de um problema pena

par (I,Vm) solugao do problema original. Passamos agora i dis
cretizacao do problema penalizado, visando & sua resolugao com
putacional. Apresentamos inicialmente a discretizacg3o utiliza
da e construimos um algoritmo tipo "preditor-corretor" para es
ta finalidade. Nas segBes 2,3 e 4 discutiremos as condigdes
para que o algoritmo esteja bem definido. Finalmente, apresen
taremos uma prova de que as solugdes do problema discretizado

.
convergem para as do problema continuo.

1. 0 algoritmo

Como o problema apresenta uma nao linearidade (equagdo
(I1.2.16)), torna~se conveniente usar um processo de discretiza
¢do por diferengas finitas, tipo "preditor-corretor'. Tal pro-
cesso sera localmente de 2% ordem (0(€*), uma vez que maiores
ordens exigiriam uma regularizagdo das fungBes envolvidas (14,

15).

’

A discretizag@o natural para (II.2.15) & entdo:

A+l _n

Vn+1/2 = L I

et + RITTV2, VEHIZ 11.1.1)

€

onde £ € o parametro de discretizacao e denotamos:



xt = x(t) MR E S X ksl (II1.1.2)

n+ip_ T T - n+1/2
I C. ——F* JU(Vm ) (111.1.3)

De (III.1.1) e (III.1.3) resultam entdo as equacdes:

n+l, 2L n+l _ . n+l n 2L_Ryq_yn
Ve Tt (E_ *ROI = Vext * Vext” (ET )1 V&
(II1.1.4)
n+1+ vn
ég Vg+l S LS . (N éE vh - 2%;—2——5——2) (III.1.5)

que devem ser satisfeitas simultaneamente. Assim, podemos escre

ver as relagdes de recorréncia:

In+1 - %_) {4&3 Vn+]/2+ 2 (Vn+1/2) + [ ZE(ZL R) 1]:[

€ ext
- 4yl (I11.1.6)
€ o
V$+1= % {% I +[2(1: ZL 1:!" . ZVE;}C/Z
—2(R+ )J (V“*”Q) } (II1.1.7)

onde

2L

p=1+2L (pell
€

- ) (111.1.8)

Aproximando ju(V$+V2) por ju(VE) podemos usar como preditor:
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2 4 +1/2
%{ ZE ( . Ry -1 - * em ng 23 (Vm)}
(III.1.9)
g+l _ 1/4L 2C 2L N i yRry2,
[ ﬁ{ I e & B 1_] ¢t PVext

- 2By v} Cam.iao

As equacdes (III.1.1) e (III.1.3) fornecem expressdes para o]

corretor:
o+l - n+1/2 n+1 n n+1
OIS I R T R I
(II1.1.11)
n+1
n+l - n+l . om (1) ]
. = I + + 2§ + V
VEGen - %l T 25y ( )
(I1I1.1.12)
onde o indice j refere-se a iteracdes partindo de I?;% n+1 e

V{E’Eé) it

0 algoritmo para determinacao da sequéncia(In,Vn) pode
T

ser entao esquematizado:

(1) I°«0 , V& «0 ,n«0

N n+l n+1l
(ii) Determinar I(O) , VE(O) por:

n+1

o), (B &-» - A2 "
D
VEto) % &9 Vo
n+l/2 = .
€
. EX%EE_ -2z i, (VD) (III.1.13)
1 2L, o



25

(iii) j <« 0

- . +1 +1
(iv) Determinar I?j+1) VE(j+l) por

1 R e n
il R I 1 +35—¢ =+ I
( (j+1) 316 = () 2% 2L
= +
n+l . [ n+l £ wi
VE(i+1) 7 O Yoy Tz Lo g
n n+l 0
Yot Vo)
+ ju _Z—J_ € (II1.1.14)
[
s} j+jo+ 1
(vi) Repetir(iv) e (v) até que o erro local seja menor que
um § dado.
. s n+l n+l n+l n+1
(vii) I “« I(j-l) , V(E <« Vﬂ:(j-l)

(viii) n +n + 1

(ix) se ne > T ent3o para

0 passo (ii) corresponde a predigdo e as iteragbes(iv)-

(v) a4 corregdo do valor previsto.

2. Convergéncia das iteracgboes do corretor.

Uma das primeiras questOes suscitadas pelo algoritmo 1i
ga-se aos passos (iv) e (v): Ha a convergéncia das iteracdes do
corretor?. A resposta a esta pergunta deve ser sim, pois em ca
so contririo o algoritmo ndo estd bem definido. Para garantir
esta convergéncia, entretanto, serd necessidrio restringir a es

colha dos parametros ¢ e, p, até aqui quaisquer.
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Para obter este resultado, devemos observar que as ite-

racoes (iv)-(v) podem ser escritas

n+l n+1 n+1
ey = e (Iggye V() (III.2.15)
n+l n+l n+1
VEgi+ny = 2 (Tesys m(;)) i (I11.2.16)

onde cada p; & uma funcio continua e derivavel. Assim se existem

In+1 Vn+l

» Vi tais que:
S CLAE SRS S (I11.2.17)
SeN Teh)
V$+1 = 1im VEE%) (I11.2.18)
FEN
entao
o et V$+1) (ITI1.2.19)
n+l
vp = 0, (I7*1 VE+1) (III1.2.20)
Assim:
n+1 n+l n+1 n+1 n+l n+l
[I(j‘*‘l)— I |= IPI(I(j) » (E(J)) - p1(X VE ) (I11.2.21)
n+1 B n+1 n+l1 n+l (n+l
lVE(J"'l) V !— ]pz(I(j), V[E(j)) - DZ(I ’V(B )I (III'Z'ZZ)

E uma aplica¢io da desigualdade do valor meédio resulta em:

n+1

€ n+1
* 7 Ve

|In+1 n+1| Re n+l
T

5 n+l
G+1)” = ITezy - 17

- vBR (111.2.23)
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n+l n+l n+l n+l n+l n+l
Ve 5+~ Ve r - I e Ay VT (I11.2.24)

b2 1) nE Yoy~ Vo

onde ja usamos o fato de que Ju obedece a uma condigado de Lips

chitz:
13,00 - ju(Yﬁlg % [ X-Y{ (III.2.25)
A métrica natural para medir a convergéncia € entdo:
ST T < g ey = v
(I11.2.26)
onde denotamos:
3 S
x?;§= , X - (I11.2.28)
g
E desta forma, fazendo:
Mi(e) = £ sup (F+ 2, L+ %E} (IT11.2.28)
obtemos:
I Xy - X s el X) - (I11.2.29)

E por indugdo sobre j € ficil ver que:

3 - @ < Do IR arnz.s0)
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E para a convergéncia & suficiente:

2
1,1
T

|

(II1.2.31)

M;(g) < l<=>¢ < inf

=
¥
5

A estimativa (III.2.30) pode ser modificada para elimi-

L. +1
narmos o limite X7'7:

k
M
?;% - XLy E;_ﬂﬁil;l:_ﬁ H-X?g§' x?;%||(111.2.32)

IR ,
1-M(e) ]

A semelhanca deste resultado com uma estimativa de pon

n+l

to fixo n8o & acidental, uma vez que X € exatamente um  pon

to fixo de F: R2? - R 2 dada por:

p1(X)
F(X) = (I11.2.33)

p2(X)
(p1e p, de (IXI.2.15) e (II1.2.16)), como vemos de(III.2.19) e
(II1.2.20). Além disso, a condig¢do (III.2.31) & suficiente pa
ra garantir a existéncia de um ponto fixo para a F dada por
(III.2.33).'(Teorema do ponto fixo de Banach(16,17)). Esse mes
mo teorema garante entdo a convergéncia da seqUéncia{Pk(X?a%n

para este ponto fixo e fornece a estimativa:

. —k
XL Ly LMo ]

(k) 1 - My (e)

||X?;%— X?;%][ (111.2.34)

A condigdo (III.2.31) € entdo suficiente para garantir

a convergéncia do corretor.

kEWN
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3. Abordagem matricial do problema de convergéncia do corre -

tor.

Um outro "approach" a questdao da secdo anterior pode ser

obtido se escrevermos:

C/'n+vn+1]
Lo+l n+l n . T "E(3)
. = AX, .7 + BX" + C I11.3.35
‘e = Mgy T B W2 ( )
onde A, B e L sao dados por (III.1.14).
Assim, o limite existe se e somente se
B Vn+vn+1
Ix™*L a1 que x*1= ax™*le pxMs mju(lzm— (III.3.36)
E: . Vn+vn+l
xn+l o anl = | Y+rll yntl + E[:' T T
L (3+1) [ X(5) Wz
n n+1
25 Yt Yo :‘ (1IT.3.37)
iy 5 .
Assim:
xo*+l Xn+1 MY n+l g+l 3.
i (j+1) Il < 1(€)|!X(J) X (III.3.38)
onde:
* 1
M;(e) = || A]l + Tu” cl| (III.3.39)

onde as normas de R 2 e das matrizes sdo quaisquer normas compa

tiveis (17, 18). Analogamente & Secdo 2, a condicdo:
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My(e) < 1<=> JJA]] + %ﬁ||c” <1 (III.3.40)
€ suficiente para garantir a existéncia do ponto fixo de (III.3.36)

(16, 19) e , em conseqléncia, do limite da seqUenc1a{XU) 36N

E possivel obter também as estimativas

EMI (e)] n+l_yn+l
(BT el 1B | (II1.3.41)
(®) EEEHER (0w
[M 3" n+l_yn+l
AR Gl | P T i (111.3.42)
I X1 1T (o) ) ¥
de forma inteiramente andloga a usada para obter(III.2.32) e
(III.2.34).

A vantagem desta formulagdo sobre a anterior & evidente:
agora podemos escolher a norma a usar tanto em R 2 quanto no es
paco das matrizes, observando apenas a compatibilidade de ambas
(17, 18).

Por exemplo:

| Al = Zsup{laij]} (I11.3.43)

& compativel com

XN = sup{|X; ]} (I11.3.44)
uma vez que
I Ax]l < (I11.3.45)

e Al .
sgp{glalj. 1X513 < 1FAl

Assim, a condigdo (III.3.40) nesta norma escreve-se:

R € € €
Zsup{ L Eﬁ} + &<l (II1.3.46)
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onde || L|| deve ser calculada como:

- fale

definicdo de motivacgio gvidente, considerando(III.1.14).

0 0

0 e/g

"

(III.3.47)

A mesma norma € compativel com:

Xl = 1%+ |X] (III.3.48)
pois
[l AX]} < § JlagstIXs ) < IPAY -1 X (I1I.3.49)
RS A

e também com:
X} =/ X% + X3 (III.3.50)
Assim, (III.3.46) garante a convergéncia nestas mormas.

4. Um algoritmo alternativo.

0 algoritmo apresentado na segdo 2 admite uma variagio,

trocando-se o passo(iv) por

n+l 2C 2L 4T n
T+ e Gt C !
. 1
(iv") = =
D
n+1 41 2C¢ ,2L n
Ve (1) T TR -V v
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ZVn+1fz € yn+l Vn
L Vext - ﬁ- [.EKQ)_____J (I111.4.51)
J u 2 2L

o que corresponde a iteracdes no preditor, aqui-usado também co
mo corretor.

Aqui também ocorre o fenomeno de convergéncia condicio-
nada a certas relagdes entre os parametros e,u, R ,L e L.

Numa abordagem semelhante & efetuada mna seg¢Zo 2, & pos
sivel estabelecer resultados andlogos aos ali obtidos com

) = s[4 + 2 1]

1 gg L2 (1+R+2L 2C ZL

5 = + £ -R)-1 J} (III.4.52)

E na abordagem matricial também podemos estabelecer resultados

andalogos aos da segdo 3, usando:
- - 1 -
My(e) = YAl + om el (I11.4.53)

com: A e L dados por(III.4.51):

2L (EL -R)-1 -4C
~ 1 € € €
A = 5 (III.4.54)
4L 282h by .y
€ € ‘€
~ 1 -1
T = 5 (III.4.55)
R + 2L
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A determinacdo de um & conveniente, dados p, R, L e T ,a par
tir destes resultados &, entretanto, mais trabalhosa que a par
tir das relagOes construidas para o algoritmo original. Por es
te motivo, daremos preferéncia ao algoritmo apresentado na se

gao 1.

5. Convergéncia da discretizagdo.

Consideremos IE, VEE: (0,T) » R dadas por:

~ m :

I_(t) = ‘kzo[xkﬁu sT¥M 2 (e-t,) T, (1) (ITI.5.56)

% = T Vk + 5Vk+1/‘Z -

re () = kZJ): T C (=) TJE (6) (II1.5.57)

onde:

k+1 _ k

exkrle X7 T - X7 (III.5.58)

€

me < T <(m+l)e (III.5.59)
0, t & (tyr tyuq ]

g (t) = (I11.5.60)
I, t € (ty, ty,q ]

t, = k-e (III.5.61)

Iee VEe s8o aproximagdes lineares por partes e continuas que,es
peramos, convirjam para a solucao ¥, VE.

Temos:
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Vg (0) = 0 (III.
Ie (0) =0 (III.
Te (ty,,,) = pk+iz (I1I.
- k12

Vee () = Vr (ITI.
vy -

T [tk+1/2)= SV(D (TII.
dle

& (tgerp) = TRt (I1I.

onde denotamos

que:

Sendo A, =

Tt Ty

tayp T (III.

2

Resulta entdo que Ie Vms sdo fungbes continuas
1 d1

de

I (thagp) = € qp—(tpap) *+ 3,0 (thayp)) (I

Por outro lado temos:

n+]1,2

0<n<m

1 2
'Z—Yz“ Vextx.;”

Pl = LBty )+ RI(tn 00 + Vg (t,00) (II1.

2
| 2% osup v Pan, (ot

5.62)
5.63)
5.64)

5.65)

5.66)

5.67)

5.68)

tais

5.69)

5.70)

5.71)

Para demonstrar este resultado, devemos multiplicar

(I11.1.1) por 1™ & (111.1.3) por VE+LQ. Somando as igualda-
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des obtidas e usando a desigualdade ju(VE)' Vm.i 0 resulta:

L,-n+1,2 L,.n,2 n+ 2 n+1
HIVN T Lt rep ™ T Bvat T Dyt
n+12 .n+12
< eVl (I1I.5.72)
Introduzindo:
n+1/2 -n+l/2 n+12,2 R n+LQ
Vi1 < SRIVeel + ST | (II1.5.73)

obtemos, somando de 0 a k:

k . k
L -k+1,2 R 1+12,2 k+1 1 i+
AT By el BvE e g T eV
i=0 i=0
(III.5.74)
E como V_ . € L2(0,T), & facil obter (III.5.71).

Uma segunda estimativa ainda & possivel. Se diferenciar

mos(III.1.1}:
5V2;%Q = Le(sT™ 2y 4 o™ V2 6VE+LQ (ITI.5.75)
E também (III.1.3)

sTOVI2 £s (sVp nl2y 63,; (V“*LQ) (111.5.76)

Multiplicando (IT1.5.75) por 6T™¥  (II1.5.76) por ev2™¥2
lembrando que <Sju(V$+m)<SVIE+]’/2 >0
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2
STNFV2gyn* 2 g g qq¥ 12y g1y gy g 127+
ext —

+ o5 (sVRt YAy sy I (1II.5.77)

Como:
T [oTB*V2) 7 _ oy M2gn-12 (117 5 g
€
Resulta:
Berm 2%y Ly evi ) s Loer™ 2 L e 2"y
RIsI™* 2%, %E(|6V8+La[2- levh= Y2 1% (III.5.79)
ou seja:
RISV > BT ey s Bepar
+ Loyt 2P v Y (III.5.80)

E € facil obter:

n+ 2 g W n+ 2 2
LQ[ + 7hzoe|61 LQ] +% sup]éVE+LQl < A,

0<n<m (I11.5.81)
As desigualdades (III.5.71) e (III.5.81) mostram entdo que:

(1) IE pertence a um conjunto limitado de L”(0,T)NL2(0,T)
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(ii) Vma pertence a um conjunto limitado de ﬁm(O,T)
ai .

(iii) H?g pertence a um conjunte limitado de L (0,t)nL? (0,T)
de

(iv) 3¥_§ pertence a um conjunto limitado de Lm(O,T).

Como {I } e {V } sdo familias equlcontlnuas, pelo teorema de
Arzela-Ascoli, ex1stem fungoes I Qm continuas que sdo limites
uniformes de subsequenc1as de’ {I } e {V } Denotando estas sub
seqli€ncias por {I } e {V } e usando a compac1dade fraca de sub
conjuntos limitados de Lp(O,T), obtemos além disso que:

converge fracamente para I em L2(0,T)

(1)
(ii)

[ I P I

converge fraco-estrela para I em L”(0,T)

(iii) V;  converge fraco-estrela para Vg em L”(0,T)
[

<1

jal
[aa I}

(iv) Efi converge fraco-estrela para %% em L”(0,T)
a1, di

(V) Hfg converge fracamente para gE em L2(0,T)
dvma av, )

(vi) gt~ converge fraco-estrela para 3T em L (0,T)

Por outro lado, dados t € (0,T) e 6 > 0, existe n tal

que t <t <t . Resulta entdo:

n+l
|10t = Tt 00| = 0(6)

dI6 dIS
IEE_(t) - af_(tn+LQ)[
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Vg (0 = Vg Ctpugp) | = 009)
av av
T - g () | =0

dt dt n+1/2

15,0 (9] = 5,0 (tpqp)) | = 0C8)

Usando agora (II1I1.5.69), (III.S5.70), vemos que o  par

(1, Vm) satisfaz a (IT1.2.15) ~ (I1.2.17). Assim I = Iu, \ =VE .

T
0 mesmo resultado pode ser obtido por outro caminho, se

observarmos que:
IT8e) - T | < (1) - TMCe g0 )
1T 1) 1= T () T+ T () - T(0) |
Usando agora:

IT¥(e) = 1Mt 1 = 0C8)

ITMCt ) = Tsltpagp) | = 008%)

T4 (tna1p) - I5(0) ] = 08)

n
-

& ficil ver que IM Um raciocinio andlogo mostra que VE=VU

T
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IV. ESTABILIDADE E PRECISAO DO ALGORITMO.

Construimos no capitulo anterior um esquema de diferen
cas finitas e provamos sua estabilidade e convergéncia. Apresen
tamos também um algoritmo para solucfo computacional, estabele-~
cendo condigdes para que estivesse bem definido. No presente ca
pitulo estudaremos o comportamento do erro global, resultante
do uso de aproximagdes finitas e do cdlculo aproximado de pon-

to fixo.

1. 0Os dois tipos de erro local.

0 esquema construido para a solug@o consiste de dois pas
sos basicos:

(i) Construir uma equagdo de diferencas que deve ser satis-

feita por Xn+1

(ii) Determinar a solugfo desta equacgdo.

A equagdo construida &(III.3.35):

n n+l

Vo + V
L (Iv.1.1)

L N S mju( T >

X

0 primeiro erro cometido & dado por:

v

Vo(t ) + Vo(t_ . .)
X(t 1) = AXCt ) + BX(t ) + L3 ( L n ~ L "n+l )+T_

(1V.1.2)

onde Tn € um erro introduzido pela substituigdo:
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X(t_ ) - X(t.)
%%(tn+La) n --llﬂkjg-__—-ﬁ— (IV.1.3)
Na verdade:
X(t_,.) - X(t.)
%(tnﬂﬂ) = o+l — 1" 4 o( (IV.1.4)
Assim:
Il Tl = 0(e?) (IV.1.5)
n+1

Por outro lado, o X € determinado nao ‘por um limite,

mas por um nimero finito de iteracGes do corretor. Assim, (IV.1.1)

ndo & satisfeita exatamente:

v, , Vit
¥ AL, pyn mju(_E_%__E__) -, (IV.1.6)
Este.erro & controlado pelo corretor. Se X"*1 & o limi-
te do corretor:
_ _ _ yR 4. g+l
3L Al o, pin Eju(_ELTT_JE__) (Iv.1.7)

Subtraindo (IV.1.6) de (IvV.1.7):

. ~ v, Vn+1
ny = (T-A) XM gty ﬂ?[iu(———m - )]-
o ovp e vt
-5, (IV.1.8)
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Hngll < A8 <o (IvV.1.9)
onde:
A= QiT-al o+ ey o+ LEL (IV.1.10)

u

As normas das matrizes devem ser entendidas como no capitulo an

terior.

2. Formula exata do erro.

Se subtrairmos (IV.1.6) de (IV.1l.2) obteremos:
n+l n+1 n .

= A + B + T + T+ Iv.2.11
e e e AJ,, a vy (v )

onde denotamos

¥ 2T x(ty) - X (IV.2.12)
1,1
Vo(t . ) + Vo(t) vty
N Gl A ! €' tn AL L
= - L. v.2.
83,7 3, " ) -3, (1v.2.13)
Notando que ju € linear por partes:
Aj = Ag(en+1+ en) 0 < A" <1 (%V 2.14)
Ju 7 s < < 2.
Assim:
n -~ n -~
. n+l A n
(I-A-%ﬁ e (B 4= De + T + (IV.2.14)
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P, n
agrupando os erros num Gnico erro § :

n+l Al A A gy ol
e = (I-A m Ty (B+ o e +
n -~ -1
+ (I-A- % Ty " (I1V.2.15)

onde £ & dada por(III.3.47). Introduzindo o operador de diferen

cas Ee" = en+1, esta expressdo pode ser escrita:
G(E)e™ = b"
onde
n ~ -1 An ~
G(E)=E-{I-A- %; ] (B+-7§ T) . (Iv.2.15)
n -~ -1
B = (I-A- é—u © 8 (IV.2.16)

0 estudo da ’estabilidade reduz-se entdo ao estudo dos autovalo-

res de:
An - -1 xn -
r = (I-A 7; €y (B+ o ) (Iv.2.17)
como:
R -e
. L-3re 7L
“A- Alg =
I-A zum (IV.2.18)
-e 1_,&2
2T 2u

resulta:
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n
R
1-300 3D+ 5y

4LC

Ty, = (IvV.2.19)
(1 - BE)(l -~ lﬁ) . e
2L 2u 4LT

AL e
(r - 73) 5T

Tyy = - (1V.2.20)
a-3a-b -
2L 2 4LE
Re €
(1 + 75 IC
IFyy = — - n —2 (IV.Z-ZI)
- Re Ay e
(1 -700 -39 - 31g
n
A Re g?
Too = 5 _
_ Re _ A _ g%

Uma vez que o erro §8° & limitado(IV.1.5) e (IV.1.9),se
garantirmos que os autovalores de T tem mdédulo no miaximo 1 ou

que || T|] < 1, o processo serd absolutamente estdvel(20). Caso

tal ndo seja possivel, entretanto, isso ndo significa que o es
quema possua uma instabilidade intrinseca. Pelo contrario, é

possivel garantir que o método sempre € relativamente estdvel

(20). Ndo deve ser esquecido que todo P €[:0,1:] deve ser ana
lisado .

Podemos ainda notar que:

trr = % ¢ e+ 2) (IV.2.23)
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y n n
det T = i _ =t . (1 + %f) R ed+ (l__ + A -
A?| 16L2L2 8uLl 4LT  8uLl
.2 2
2 3 2 Tt
RTLODR: 52y (g - Ql)} (IV.2.24)
4L2  16u2L? 4y2

E portanto os autovalores de T sdo as solugcles de
X2- (trr)X + det T = 0 (1V.2.25)

3. Estimativas para o erro global.

Como vimos na seg¢do anterior, a obtencdo da formula e
xata do erro & bastante dificil, envolvendo anilise dos auto-va

lores de uma matriz de elementos varidveis a cada passo. A  ob

-

tencdo de estimativas para o erro a partir de (IV.2.15) & tam
bém problemdtica, envolvendo uma andlise do mesmo tipo.
Em certos casos, entretanto, € possivel obter estimati-

vas para o erro a partir de (IV.2.11):
+ i 1
o-all e < rmp e« LBl pem e ey
+] 8™ (IV.3.26)

E como §" & limitado:

Clz-ag - LB ety qpap LSy eny+ u
(1V.3.27)

Se || I-Aj] > Izl resulta entfo a inequagdo de diferengas:
Zu
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N e™| < gl e + M (IV.3.28)

onde

-

e = Asll + Rl oD/ T-Al - gl ey (av.5.29)

E temos uma estimativa para o erro no passo n+l a partir do er

TO no passo n. Além disso como:
[le®]l =0
Resulta, por induglo:
I e™* L) < (g™ Le gMerpe)M (IV.3.30)

Sendo £>1, vem:

[[e™l< n g™ (1IV.3.31)

Num intervalo (0,T) € possivel escrever:

T/e
Il ™) < % £ M (IV.3.32)
E € conveniente recordar que £ = £(e) e M = M(e,¢§)onde M(e,$)
tendem a zero com e? e §(Veja eqs.(IV.1.5) e (IV.1.9))e & tende

alcomeg. B facil ver entdo que:

1im|] e™f] = 0 (IV.3.32a)
(e,8)~0
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0 mesmo resultado pode ser obtido se observarmos que:

¥ i,j , lim rij =0 (1V.3.32b)

>0

Estimativas semelhantes resultam no caso || I-Al < l%%iL com

L :
g = (Bl + Sl el )/ine (] 1= Jglli By (3V.53.33)
n
0<x <1

4. 0 erro no algoritmo alternativo.

Para o algoritmo alternativo, temos:

- Vm(tn)+.Vm(tn+1))

X(t ) = AX(t )+ B + €3, ( . + T,
(IV.4.34)
. . _ Vn+1+vn
+ .
L LA s B o+ Cip(—% ; Ly . n, (IV.4.35)
E podemos escrever:
n+l _ ,.n &An n n+l n
e = Ae + 7;—(e + e ) + 8 (IV.{.36)
onde o erro &' & limitado.
Temos entdo: '
n+l A -1T L AR
_ - n n
e = (I- T Y (A + 7ﬁ)e + 8 (IvV.4.37)

onde
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- 4 0 -1 .
C*= (IV.4.38)

D
k\o R+2L
€
E o problema agora & analisar os auto-valores

- -
(A+ ALYy (IV.4.39)

n -
A C*
rt = (1 - &A%
(1 - 2,04 -

0 que apresenta as mesmas dificuldades da analise dos auto-valo
res de . O mesmo & aplicdvel & norma de T*. Neste caso, tam

bém podemos obter estimativas para o erro:

n+l N n e n c LT
Fe™ 0 < fall e LRy ey o LB en 2y

(IV.4.40)

Assim:
e™ < l{e“ll + M (IV.4.41)

onde:
£ (LAl ”2%1” )/ - ﬂzﬁ”) (1v.4.42)

A estimativa €& valida para i%%“— < 1.

Em caso contrdrio, devemos tomar, analogamente a (IV.3.33):
E= (]| A+ -”%U—)/i’nf{n 1- 3% (IV.4.43)
0<a<l

Deve-se observar que neste caso, além de sempre ser re

lativamente estavel, se £ < 1 o processo & absolutamente esta
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vel (assintoticamente, se & < 1). Neste caso obtemos:

he'lc A, g<1 (IV.4.44)
S
o Iy £ = IV.4.45
“ e \If P : g =1 (IV.4.45)
TS~
e < § £ M, > 1 (1IV.4.46)

E novamente devemos usar a dependéncia de M e £ em ¢,pa

ra concluir que este erro € limitado.

5. Estimativas a priori e estabilidade.

A estabilidade do algoritmo pode ser obtida das estimati
vas dos capitulos II e III, uma vez que (II.3.23) e (III.5.71)

mostram que:

T 10100 | 2 ol Vel # =l Voge Il (1V25:47)
Vg Vgltnaap) | £ =l Ve 14 il Vg 1) (1V-5.48)
Além disso a construgdo do algoritmo garante:

|THVEL 2y (IV.5.49)
[VArVEL gl (IV.5.50)

E portanto os erros em I(tn+LQ) e Vm(tn+LQ) sdo limitados por
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1

L L
VS

6+ | R || e o algoritmo & estavel.
RL Xhe

v, ]+
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V. ACELERAGAO DA CONVERGENCIA.

Se admitirmos um erro midximo 8 no corretor, quantas ite

~ ~ P . n+l
ragOes serdo necessarias para determinar X 7.

Como desejamos:

H Xn+1_ Xn+1” <6, (v.1)

entdo devemos procurar k tal que

Il XIES XL <8 . (v.2)

Usando a estimativa(III.2.30):

1K= X (o) 35 K} X < s (v.3)
Assim:
) 5
o Mi(e). il X‘g;;l) X oo
Lembrando que ]]X?;% Xn+1][ = 0(g?)
Kool gn o " (v.5)
Ln Mi(e) ae? .

Por outro lado, para cobrir o intervalo(0,T) s3o neces-

sarios % passos no tempo. Assim, faremos aproximadamente

a)

usos do preditor

1 . 2n —2 usos do corretor.

b) —_—
en M, (e) ae?

@i
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Isto mostra que, fixado e, o algoritmo mais rapido serd
o que tiver o menor valor de Mi(s). Vemos também que a velocida
de do algoritmo estd estreitamente ligada 2 rapidez de conver -
géncia das iteracdes do corretor.

A questdo a responder & entdo: sera possivel acelerar a
convergéncia?. Em que casos?. Por qual método?.

1. Paimeinra modificacdo: Uso de I]E;}Ll)

Uma das primeiras possibilidades & o uso do valor de

n+l . = = n+l - S
I(j+1)’ ja calculado, para o calculo de Vm(j+1)' Teriamos entao:

ity - 0T D) 1.0
VEE§+1)= pz(ax?;il)+(1—a)l?;}, VE?;)),Oiail v.1.7)

Neste caso, temos:

TR0 - 1 < sl e s, VL - VR (v

(G+1) (i) T
IVEE%+1)' varh) < uT111?511)-1“;11+(1—a)T1|1?§%—In+1|
N Tzlvgz})- Vet (V.1.9)
para Si’ Ti convenientes. Logo: '
[VEZ§+1)—VE+1I <[aT181+ (1—a)T1:]|I?;%— ™
+ (08.Ty+ Tp) [VRFL yB*ly (V.1.10)

() 'e
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Assim:
My (e) = Sup{S;+ (L-a)Ti1+ aT181, S,+T,+aS,T;}
deve ser comparado com
M;(e) = Sup{S;+ T; , Sp+ T,}
Observa-se entdo que:
S1+ Ty < Sa+ T, =My (e) < My(¢)
Em caso contrario:
M;(g) = S1+ Ty> S,+ T,
e para que a modificagdo seja vantajosa:

.

Sy+ (1"(!)T1+ aT8, < §;+ T,

S,¥Ty+ 0S,T, < S;+ T,
Estas inequag¢Ges transformam-se em:

S; < 1
aS,Ty < (S3+ T1)-(Sa+ T3)

(V.1.11)

(V.1.12)

(V.1.13)

(v.1.14)

(V.1.15a)

(V.1.15b)

(V.1.16a)
(V.1.16b)

Considerando (V.1.14), vemos que sempre existe a>0 nas
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condigdes(V.1.16). Portanto esta alteragio & vantajosa se:S;< 1
e §;+ T, > 8,+ T,. 0 o deve ser escolhido de acordo com(VI.1l.16b).
Para o algoritmo apresentado em III.1, estas condigdes

se escrevem:

Re ¢1 (V.1.17a)
e gE D (V.1.17b)
witg =< | 7o - 3+ B e ozea (V.1.17¢)

Para o algoritmo alternativo, temos:

‘%Q(%E -R) - 1| < |D| (V.1.18a)
4L AT 1
= > * m (v.1.18b)
BE2L oy I 2B 2L gyqps (2L, ol
o 12 -y 2 - paye & + R
4L _ 4T, 1.
s - pIvl (V.1.18c)
c ~ . n+l
2. Segunda modificacdo: Uso de Vm(j+l)

Uma segunda possibilidade & a inversdo da ordem dos cal
n+1 = n+l
culos e o uso do valor de Vm(j+1)para o calculo de I(j+1)'

n+1 _ n+1 n+l
Yo+ = p2UI(5y » Vpesy) (V.2.19)
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n+1 - pl(Infl,aV

ey () +(1-a) Vg

L(3+1) 0<a<l (V.2.20)

m( )

Resulta entdo:

VR VR o e s, VR -V v (v.z.21)

C(j+1) (3 (HGD]
11?;11)“In+11 < Slll?;% In+1|+ aSzIQE(J+1) ‘n+1l
+(1—a)82]VEE%)— vp (V.2.22)
Assim:
11?;11)—1“+1| < (Sl+uT1$2)[I?;%— ™.
. (aTZSZ+(1-a)Sz)|VEE%)— vty (V.2.23)
E:

Ms(e) = Sup{S;+ Ty+aTiS2 , Sp+ To+aS,(T,-1)}  (V.2.24)

Neste caso:

Sp+ Ta< S1+ Ty =>M3(e) > My (¢) L (v.2.25)

Para que haja vantagem nesta modificacao entdo:

Si1+ Ty < S+ T, (V.2.26a)
S;+ T,;+0T18, < S,+ T, (V.2.26b)



55

Sy Ty taS, (To=1) < S+ Ty (V.2.26¢)

E facil ver que (V.2.27c) equivale a:

T, < 1 (V.2.264d)

Para o algoritmo III.1 estas condigdes se escrevem:

R+1 > 1
T =l + = V.2.27a
€
_Zﬂq_: < 1 (V.2.27b)
2
ogfp < Sp(i + -%) - B ¢ <ozt (V.2.27¢)

Para o algoritmo alternativo:

i€‘£_<i_m+% (V.2.28a)
IEEC% - R)-1] < D] (V.2.28b)
o[ 1B - oy J[IEEE - maaedieng |

< (i_‘E.J,%-%)[m . (V.2.28¢)

3. Relaxacdo.

Podemos combinar um dos processos acima com uma relaxa

¢ao da forma
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n+1l

xo+l wn+l o (l_a)x(j) . (v.3.29)

G+ T XGen

onde X1 § determinado por um dos-métodos apresentados. Entdo:
n+l n+l n+1 n+1
IIX(j+1)— X [!ﬁ l“]l]x(j+1)"x [+
+ + .
+ 1-a| ] x‘EJ.% - XLy (V.3.30)
resultando:

+
Xy e [ Habvgce) + -al g} - X2y

(j+1)~ (1
(V.3.31)

Para que este processo seja mais eficaz:

|a|(Mi(e)) + |l-a] < M. () (V.3.32)
Logo:

0<o<l =>(l—a)(1-Mi(e)) <0 (V.3.33)

o <0 =31 - ¢ <(1+a)Mi(s) (v.3.34)

a > 1 =>(u-1)(Mi(e)+l) <0 (V.3.35)

Esta Gltima équagio ndo tem solugdo pois:

(a—l)(Mi(g) + 1)< 0 =>ac<l (V.3.36)

Ja(v.3.34)sd admite solugdo para M;(e) > 1, pois:

0 <a<l=>(l-a) >0 (v.3.37)
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Vemos dai ‘também que o= 1 nio & solucdo para nenhum mé

todo. A equacdo (V.3.35)s0 admite solugdo se M;(e) <1, pois
Mi(g) <1 =>Mi(g) <'Mi(s) + aM;(e) = o >0 (v.3.38)

Assim, s6 ha solugdo para Mi(e) > 1, caso em que deve-

mos tomar o tal que:

< g < 0 ou O<ox<l. (V.3.39)
Entretanto, € possivel mostrar que:
M;(e) > 1 =>|alM;(e) + [1-a]> 1 (V.3.40)

Assim, esta analise € incapaz de garantir o sucesso da

relaxagao aplicada a um método genérico.

4. Relaxacdo mno_algoritmo ITI.1

No caso particular do algoritmo III.1, o processo de

relaxagdo resulta em:

n+l - R ~ n+l e_ yn+l

Ity - [aﬁs +1-a [IF5) + 5 Viggy*--r (Ve4.0D)
yR o4 yntl

n+1l _ g 0+l ~ n+l oag: L C(3)

YeGenT zm Ty Vet ) e

(V.4.42)

Assim, o processo final resulta com pardmetro de convergéncia:
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M, (g) = sup{%ﬁ + |a%fs+1—a|, %f+|1-a|+%%%5 }o(V.4.43)

que deve ser comparado com:

Mi(e) = suplSp * 5% + 57 * 7op) (V.4.44)

E claro que uma escolha conveniente de o & dada por

Re Re
|a2_L_ + - al < 5T (V.4-45)
2] [
|1-u|+ 2uEE < 2ul (V.4.46)

A primeira destas inequacdes apresenta solugéo:

. 1+ Re
&<1= 1 < < - ou
2L o Re -—
_‘RE 1"'2‘1—J
7L
1< o< —I (V.4.47)
- 2L
%% > 1 =>Bg—il <o <1 ou
2L
Re
1+—2-E ) .
- e <a < g (V.4.48)
71 71 7t 1
E a segunda apresenta solugdo
zﬁm <1 =>$<x (V.4.49)
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£ —
'Z—ETE->1_>0<0L<1
e/oup - 1
——]'l——'——-<(1<0
e/out + 1

Deve ser observado que

o
\
[

=> M(e) > 1

™
=
B3

e também:

My(e) > 1 + %r > 1

€ . - .
Mas, mesmo que ik < 1, se o e tal que:

R €
%ﬁ + |a7rs + 1-al > |l-al+ lﬁie + o5

AT

-

e vale (V.4.45), & vantagem usar a relaxagdo.

5. Politica de escolha do método de aceleracdo.

(V.4.50)

(V.4.51)

(V.4.52)

(V.4.53)

Podemos entdo esquematizar um processo de escolha para

o método de aceleracdo:

. R+1 1 1
i Se == > Z(1+ =
(1) = > gt

usaremos o processo da Segdo 1, com o« dado por(V.1l.18c).

(ii) Se R+l < l(1+1-]l), usaremos o processo da Segdo 2, com
L [y u

a dado por(V.2.28c)
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Observe que as condigdes %f e<l e 7§E < 1 estdo automati

camente satisfeitas pelo & escolhido em(i)

(iii} A relaxacdo sd serd vantajosa se pudermos encontrar o tal

que
Re Re
’aﬁ +1 -« < ﬁ
E_ Re _ _ 1o €
T oy al > |1 d|+2ume+7r

Para o algoritmo alternativo, o procedimento & inteiramen

te andlogo:

(i) determinar €

(ii) Se %L > %E + % , usar o método da Segdo 1.
(iii) Se %L < %E + % , usar o método da Segdo 2.

0 uso de relaxacdo ndo &, em geral, vantajoso neste ca

50.
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VI. EXEMPLOS NUMERICOS.

0 algoritmo definido na sec¢8o(III.1) foi implementado
sob a forma de um programa FORTRAN, no sistema 370/MTS do LCC/
CNPq. Alguns circuitos foram simulados para verificar o compor
tamento do modelo em certos exemplos académicos.

. O primeiro circuito simulado apresentava as seguintes

caracteristicas:
R = 100
L =1H
C =1F
Vd = 1.5V
10V, t €[ 0,17
_J-10v, te[1,27]
Vext(t)'
10V, t€e[2,37]

. -10v, t >3
Os paradmetros de aproximacdo foram:

u = 0.001

e =5x10"°s

Neste caso, temos:
Mi(e) ¥ 0.025

0 uso do algoritmo alternativo nZo & conveniente, pois:
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M, (e) ¥

[if
—

.05

Sendo

1
T

+

)
=
=]l

o processo de aceleragdo a usar €(IV.2). Entretanto:
Ms(e) ¥ M, (&)
Assim, ndo & vantajoso usar(IV.2).

0 comportamento das solugdes estd reproduzido nos grafi

cos apresentados na figura (VI.1).

1(a 4
o A
; ! ;
, ! .
| i |
| } : 1 g : 1 ? ! o
0 ! : ; . T (9)
1 I
i |
i |
B8 [0 ) N e = !

a) A corrente no circuito
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-1.5

= ————
o
u I —

b) A ddp no capacitor

fig.VI.1 - Resultados para o primeiro
circuito

Um segundo circuito simulado foi o de caracteristicas:
1

R = 3@

L = 0.5H

T = 0.5F

Vd = 1.5V

Vext(t) = 100 sen 2t (em Volts). .

Para a aproximacdo usamos:

0.001

=
1l

e =5x 10 s

Neste caso:
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My(e) ¥ 0.1
Sendo:

R+1,1 1

I ‘m't

o algoritmo de aceleragdo &€(IV.2). Mais uma vez, entretanto:

My (e) ¥ M, (e)

e ndo é vantagem usar este processo.

As solugbes deste circuito estfo reproduzidas na figura

(VI.2):
[
« 3l 1
:
|
0 * 119)
~ 31

a) A corrente no circuito
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-+

v

T(S)

1.5

b) A ddp no capacitor

fig.VI.2 - Resultados para o segundo
circuito.

Finalmente, foi simulado um circuito de caracteristdicas

(t) = 100 sen 2t(em Volts)

Os pardmetros de penalizagdo e discretizacdo foram

0.001

=
It

e =5 x10 s

Neste caso:

Mi(e) = 0.2
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Mais uma vez, O USO dos algoritmos de aceleragdo nao
produz modificagdo apreciével na rapidez de convergéncia. 0s T8

sultados podem SeT vistos na Fig.(VI.3)

sl ———
v

T19)

~ 22

b) A ddp no capacitor
fig.VI.3 - Resultados para © terceiro circuito
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Para permitir ao leitor uma avaliacdo qualitativa dos
resultados apresentados, mostramos na figura(VI.4), medidas efe
tuadas em um circuito semelhante ao da figura, com o elemento
"arco elétrico" simulado por um par de diodos Zenner. A fotogra
fia apresenta a imagem em osciloscOpio da voltagem no capacitor
(VE) - a curva superior - e da voltagem no resistor(VR=RI) - a
curva inferior. A escala vertical & de 5V para Vg e 20V para Vg.
A escala horizontal & de 2ms. No caso, a ddp aplicada Vext € u
ma onda quadrada de freqiléncia 200Hz e amplitude 20V. Os pard-
metros do circuito sio R = 9k9.L1= 1H, © = 1.0pF, V4= 5.2V. Po
de-se observar a concordincia entre a previsdo do modelo e os

resultados experimentais.

* foto cedida por M.A. Raupp.
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