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RESUMD

Construimos uma classe de modelos cosmoldgicos ani-
sotropicos, com segdes de homogeneidade espacial tipo Bianchi
YIII/IX, que s3o solugBes exatas das equagdes de Einstein com
Ltensor momentum-energia de fluido perfeito e campo eletromagné-
tico. 0 espago-tempo dos modelos tem, por construgZo, as estru-
turas R x K3 e R x $3, associadas aos modelos Bianchi tipo VITI
e IX respectivamente. Os modelos apresentam expansio e distor-
¢Fo (shear), e a presenca da amisotropia nao afeta a estrutura
de singularidades caracteristica dos tipos de Bfanchi: no caso
Bianchi VIII os modelos expandem-se continuamente a partir de
uma singularidade inicial; no caso IX, os modelos apresentam um
periodo de expansio seguido de um periodo de contragio entre du
as singularidades. 0 campo eletromagndtico afeta o perfodo dos
modelos Bianchi IX.



SmERI0

AGRADECTMENTOS
RESUMO
1ISTA DE PIGURAS [OTTOTOT
LISTA DE TABELAS .iusrasonsssrarsnonee

INTRODUGAOD wacansn

CAPTTULO 1 ~ ALGUNS CONCETTOS EM GEOMETRIA DIFERENCIAL vevvveesacnass

1.1 ~ INTRODUGAO .ueeus crenean
1.2 - VARIEDADE DIFERENCIAVEL .
1.3 = ESPACOS TANGENTRS E SEUS ESPAGOS DUALS ......
1.4 - TENSORES E FORMAS DIFERENCIATS ..
1.5 - DERIVADA DE LIE veveuvens
1.6 - DERIVADA COVARIANTE E BQUAGGES DE ESTRUTURA DE CARTAX.
1.7 - CALCULO COM FORMAS EM VARIEDADES RIEMANTANAS
1.8 = ISOMETRIAS tevnevasersaseassensansarsnsasas
1.9 ~ CAMPOS VETORIAIS E 1-FORMAS

o

CAPITULO 2 ~ CONSTRUGKC DE ELEMENTOS DE LINHA PARA O ESPAGO-TEMPO COM
ESTRUTURASRx §° E R x H™ ..

2.1 = INTRODUGEO +vvuses eresercnrrssesarne

2.2 - & KICEBRA DE QUATERNIOS: DESCRIGAC DE ISR H’ IMERSOS EM
E

2.3 - 57 E ¥ COMO GRUPCS DE LIE ...

2.4 ~ A METRICA DE UNA VARIEDADE M* COM ESTRUTURA R x §°

2.5 - A METRICA DE UMA VARIEDADE K' COM ESTRUIURA R x R

CAPITILO 3 ~ A CLASSIFICAGKD DE BIANCHI .

3.1 - INTRODUGAO ..
3.2 ~ A CLASSIFICAGRO DE BIANCHI-BEER ..

R

< o
g

B S B

<
5

41
45
48
56



AFICE A ~ O ELIPSOIDE 17 COMD DEPORMAGRO DE §° ......

REFERENCIAS +vsnennsnn

2.3 - CLASSIFICAGKO DaS SEGOES DE HOMOGENEIDADE DAS VARIEDA —
pes M m kxS m ot AR xw? .-
3.4 - TMA NOTA SOBRE OS TIPOS DE BIANCHI MAXDMALMENTE SIME ~
TRICOS avennn

4 + COSMOLOGIA RELATIVISTICA vesveunnsrncnnransenss

4.1 - ALGINS CONCEYTOS EM COSMOLOGIA RELATIVISTICA -vueeerens
4.2 - ESPACO DE REPOUSO LOCAL E QUANTIDADES CINEWATICAS .....
&.3 ~ REFERENCIAL DE LORENTZ LOCAL: A TECNICA DE  TETRADAS

TULO § - MODELOS COSMOLOGICOS ANISOTRGPICOS BIANCHI VIIL/IX COM

MATERTA E CAMPO ELETROMACKETICO wiaevenvincnsssnesenss
5.1 - INTRODUGEO
5.2 ~ O ELEMENTO DE LINGA .
5.3 ~ O TENSOR MOMENTUM-ENERGIA +vvenees
5.4 ~ AS EQUAGBES DE EINSIEIN E SUAS SOINGTES «rvaeseeesnenns
5.5 = O COMPORTAMENTO DA DENSIDADE E DA PRESSAC ¥ OS  PaRRE~

TROS CINEMATICOS

adhDICE 8 - 05 HODELOS DE FRIEDHANN FECHADOS +eevevncesnsnasessasae

u7r

1



LISTA DE FIGURAS

1.2.1 - Transformagao de coordenadas em M ..

1.2.2 - Coordenadas admissiveis em Uy sesestsontinsaioasacnnins

1.3.1 - Definigho de uma COrva m M aeuieusernrensarssrsarasansns

1.8.1 - ]:ki,kj:[ como medida da nio comutatividade do grupo de trans-
formagoes .

5.4.1 - Graficos das solugoes para modelos Bianchi IX sarevescssnences

5.4.2 - Grafico da solugao para modelos Biafchi VIIX .

~vii~




LISTA DE TABELAS

2.2.1 - Tabela de multiplicagio de qQuat@rnios s..eeseeevens

2.2.2 - Tabela de multiplicagdo dos quatErnios de GBdel

3.2.1 - PossIveis escolhas independentes para os sinais das constantes
de estrutura dos diferentes tipos de Bianchi ...

5.2.1 - Ceometrias contidas no elemento de limha umificado




INTRODUCAD

A Cosmolegia estuda as propriedades em Targa escala
do universo, A tarefa & complexa e algumas hipSteses simplifica
doras devem ser estabelecidas.

A ciéncia moderna nasceu com o Principfo de Cop@rni
co, isto &, cem a adogdo do ponto de vista de que ndo ocupames
uma posicio privilegiada no universo, e essa & a hipotese mais
simples que podemos fazer em Cosmologfa. Conseglientemente, as
leis fisicas locais devem ser as mesmas em qualquer outra pesi-
cdo no universo e a evolugao global do universo deve ser deter-
minada pelas lefs fisicas conhecidas. Como em larga escala 2
gravitagdo & a interacdo dominante, a Teoria da  Relatividade
Geral, como teoria da gravitacio, & a teoria adequada ap estudo
do universo.

Interpretado de outra formz, o Principio de Cepérnico
estabelece que temos uma visFo tipica do universo e qualquer oy
tro cbservador, em outro ponto, deve ter a mesma vis3o. Assumi-
mos ent3o que, exceto por inomogeneidades locais, o universo &
homog@neo, isto &, suas propriedades fisicas sdo independentes
da posigdo em que o cbservamos.

D conceito matematico de homogeneidade,isto &, a equi
valéncia de pontos num dado espago, & ay]icive1 a espaces de
qualquer dimens3do. Dentre todos os possiveis modelos cosmoldgi-
cos conhecidos, uma grande parte & constituida dos modelos espa
cialmente homogéneos. Nesses modelos, o conjunto de pontos equi

valentes constitui um subespago 3-dimensional do espago-tempo
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que & tipo espago em todos os pontes, isto &, o vetor tangente
a qualquer ponto da secio de homogeneidade & tipo espago em to-
do ponto.

Em modelos espacialmente homogéneos & possivel uma @ni
ca separacio do espago-tempo em espago e tempo cosmoldgicos ab-
solutos. O universo apresenta uma evolugio glebal e, para‘ um da
do valor do tempo cosmoldgice, as quantidades fisicas s3o as
mesmas em todos os pontos da se¢3o espacial, evoluindo no tempo
2 medida que passamos de uma segdo espacial a outra,

A hipStese de homogeneidade espacial & conhecida como
Principio Cosmoldgico Restrito, ao qual se pode incorporar a hi
potese de fsotropia em torno de nosse posigdo, isto &, os obser
vive1s_f¥s‘cos sao independentes de diregao em torno do  ponto
que ocupamos. Portante,se assumimos que o universo & {sotrbpico
em torno de nossa posigio,além da hipStese de homogeneidade, o
universo deve ser isotrdpico em todo ponto. Uma discussio com -
pleta das hipGteses apresentadas & encontrada em Bondi{l}

A decisdo quanto a que estruturas adotar para o espa-
¢o-tempo deve ser tomada com base em evidéncias experimentais .
MacCallum apresenta uma sintese dessas evidéncias e discute que
informagGes sobre a geometria do espago-tempo poderiam ser obti
das a partir delas(2). Relactonamos duas, que nos parecem mais
conclusivas:

a) 0 desvio para o vermelho do espectro de objetos

distantes, indica que estes se afastam de nds a uma velocidade

proporcional i distincia.
b) A descoberta da radiagio de fundo, correspondente
i temperatura de um corpo negro de aproximadamente 3°K, indica

que o universo expandiu-se a partir de uma fase muito densa e



quente.

Essas duas evidéacias apontam no sentido de que nosso
universo n3o & estitico, nem homogéneo no espago-tempo (a homo-
geneidade no espago-tempo & equivalente a dizer que o universo
sempre foi e serd o que observamos). Além disso.o 2lto graw de
{sotropia na radiag3o de fundo injcialmente observada aponta no
sentido de universos isotropicos.

As evidéncfas para a hipStese de homogeneidade espaci
a1, baseadas em contagens de galixias, s3o menos conclusivas.0s
dados ex{stentes s¥o compativeis com a 1d&ia de universos homo-
géneos e isotrdpicos em escals "suficientemente grande®, mas nio
se pode especificar quantitativamente o significado dessas pala
yrast2:3},

Por sua simplicidade e pelo fato de que nio h3 evidén
cias observacionais que definitivamente assequrem o contririo .
o medelo de Friedman & suposto ser o modelo adequado 3 deseri
¢do0 da fase atual do universo observado. Esse modelo & espacial
mente homogéneo e isotrdpico, mas existem, entretanto, algumas
evidéncias que, se conclusivas, forcam-nos a estudar modelos em
que abandonamos as hipBteses de homogeneidade espacial efou isp
tropia. Dentre as evidéncias para o abandono da hipdtese de isg
tropia, citamos duas que nao podem ser explicadas por modelos

de Friedman:

a) A anisotropia de dipolo observada na radiagac de
fundo. Tenta-se explicar esse efeito como origindrio de nosso
movimento no superaglomerado local e do movimento deste relati-
vamente a um sistema de referéncia hipot8tico em que a radiagio

de fundo & perfeitamente isotrdpica,” com velocidade estimada

da ordem de 600 kn/s(4). Existen entretanto alqumas dificulda -



des com esse resultado. Ha evidencias de que qualquer movimen-
to do grupo local nao pode exceder a velocidade de 300Xm/s.Al&m
disso, um movimento com velocidades maiores que essa deve envol
ver volumes maiores que a supergalaxia Tocattd), Qualquer evi -
déncia conclusiva quanto 3 anisotropia da radiagio de fundo for
¢a-nos a abandonar os modelos de Friedman.

b) ObservagGes do conteido de hélio em algumas estre-
1as sugerem que a visio convencional (tipo Friedman) de estd -
gios iniciais do universo deve ser modificada, de maneira a al-
terar as escalas de tempo para a expansio do unfverso durante a
fase de formagio de h&1io. Uma alternativa clissica & apelar pa
ra modelos cosmoldgicos anisotrbpicos. Em tais modelos a aniso-
tropia pode levar 3 alteragao necessiria da escala de tempo pa-

ra a expansio inicial do universo(3),

Nesse contexto, vamos discutir, no presente trabalho,
uma classe de solugBes cosmologicas das equagdes de Efnstein
que sio homogéneas e anisotrGpicas. As linhas gerais de desen -

volvimento do trabalho s3do descritas a seguir.

Introduzimos, no Capitwle 1, alguns conceitos em Geo-
metria Diferencial visando a obtengdo das equagoes de estrutura
de Cartan e o c3lcule com formas em variedades riemanianas. Es-
ses resultados s3o utilizados no CapTtulo 5 para descrevermos as
equagbes de Efnstein num referencial de Lorentz local. Tratamos
também os conceitos de grupos de isometrias, a serem utilizados
no CapTtulo 2, onde construimos modelos para o espago-tempo com
estrutura R x $° e R x #3. Com essas construgies, os concei-
tos de universos fechados e abertas est3o em conex3o com a topo

logfa das segbes de homogeneidade.



CAPITULD 1

ALGUNS CONCEITOS EM GEOMETRIA DIFLRENCIAL

1.1 - INTRODUGED

iste capitulc cont&m alguns resultados em Geometria
Diferencial, apresentados, em geral, sem demonstragdo € a par-
tir dos conceitos do cdlculo de fungdes de n varifveis e da 31-
gebra linear.

Procuramos definir todas as entidades geométricas de
forma invariante, fsto &, as compenentes de um dado objeto geo-
métrico, como descritas na base do espago vetorial 2 que perten
ce esse objeto, transformam-se com as matrizes inversas das ma-
trizes de transformagdo da base, de forma que todos os objetos
geom@tricos permanecem iralterados sob transformacSes de coorde
nadas. O uso de coordenadas & operacional e o formalisme apre -
sentado permite a escolhz de bases mais adequadas a um probdblema
especifico.

Nossos objetives principais s3e a discussio do cdlcu-
1o exterior diferencial, a obtencio das equagdes de  estrutura
de Cartan e o tratamento de grupos de isometrias.

As referéncias (6) a {10) constituiram fontes princi-
pais desse capitulo e s¥o fndicadas para detalhamento dos con -

ceitos abordados.



1.2 - VARIEDADE DIFERENCIAVEL

Un conjunto de pontos M constitui uma variedade dife-

rencidvel de dimensio n se os seguintes axiomas sio satisfeitos:

1) Existe uma cole¢do enumerdvel de  subcenjuntos

U, < B que cobre M

11) Existe uma colecde ¢, de aplicagoes biunTvocas
8+ do correspondente U, em um aberto de R". Se ¢ & ¢,
ye e e R

.y - p"
4,30, + D!
I11) Se U, N U, & um conjunto ndo vazio, as aplica

cies ¢ e 4, levam Uy [y Uy e diferentes abertos de R". As
splicagbes gl = ¢-0n) e of = 4,-071 sdo aplicagdes de R" em

®', continuas e diferenciaveis.
A cada par {¢,,U;) denominamos de uma carta em M e a

colegdo de tais cartas, que cobre M, forma um atlas em M. A fi-

gura 1.2.1 flustra os axiomas acima.

Fig. 1.2.1 - Cada aplicacio
4 leva p € U, em uma n-upla
de R, Na interseccio de du
a5 vizinhangas de  coordena-

Tacionan as diferentes coor-
denades de p € U, NV, en K",
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Pelo axioma I1 cada carta define um sistema de coorde
nadas nas vizinhangas de cada panto p ¢ M, no sentido de que s
cads ponto p € Uy» & associado un ponto ¢,(p) = (e ™ de
R". Cada U, € entdo denominado vizinhanga de coordenadas de p.
Como as fungSes coordemadas sio definidas por aplicacdes de R"
en !

B LS Y

Wi, = x
temos

1
U >R

(1.2.1)
Sy = ujk'@k(P) pely
Dessa forma.as n aplicacies compostas desecritas na
eq. (1), definem as fungdes coordenadas locais, ou coordenadas
admissTveis em Uy ¢ M, que denotaremos por {x'}. A fig. 1.2.2
1lustra as aplicagdes acima.

Fig. 1.2.2 - Cada  coordenada
@ uma aplicacio de R emR! ,
e para cada p £ M as aplica -
cies uSeg, (p) detinem a 3-5si
ma coordenada de p.

0 axfoma 111

pernite definir transfor-

magdes de coordenadas em

M. Sejam (& ,Up) e (4,.U;) duas cartas do atlas de M, com coor-
denadas admissiveis denotadas por (x‘) e 3} respectivamente .

Da eq. (1) e pelo axioma 111: .
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01 = @) = [t = ) - G

Aoy = 0™g)t0) = o™tk d]6) = FFale) « Tt
. .

onde £1M o pfk g o FK o yim gk

(1.2.2)

1.3 - ESPACOS TANGENTES E SEUS ESPACOS DUAIS

Uma curva em uma variedade M § uma aplicagio diferen-

ci3vel de um subconjunto aberto de R' na variedade H:

axl » M 1e §

sidel-afa) eM

ou, num sistems de coordenadas admissTvel em M

o[u(l)] - [x'eny.. .x“(x)) s (1.3.1)

como Alustra a figura 1.3.1070

Fig. 1.3.1 - Una curva o)

em M & um mape
amento diferencidvel de um
aberto de R’ em M.

Introduzimos

en H o concefto de ve-
tor tangente 2 uma cur

va de M, Seja F o con-

1

Ty o

& diferencii
vel

plicacio & diferenciivel se a composta u)(p+a): R* + R
em RE
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junto das fung¢des reafs, diferencifiveis em M. A derivada dire -
cional, a0 longo de uma curva em M, de uma fungao f e F, no pon
to pg = alg)s& uma aplicagio linear sobre os reafs
'
:F o» B!
DPO'F R
1.3.2)
af] L dx af L oyfoaf
01 -] -] a] et e
Yo 2 T -Pg Pg
0 operador sobre fun¢Bes reafs Dp . Xi —37 sugere a
seguinte definigdo: "um vetor tangente a um ponto de uma varie-
dade M & um operador da forms L = LY -2, sobre as fungées re-

x
ais diferenciivets em M, onde os L' sgo quaisquer constantes re
atsn(8),

Portanto,uma aplicagic qualquer L:F » R' & um vetor

tangente a um ponto de M,se e somente se:
1) LEf+bg] = alfJ + Lo 1.3.3)

Iy L34l = (LCf Dialvg) + flpgd{tCs ) (1.3.4)

Para que o conjunto de vetores tangentes em um ponto
Pp € M tenha estrutura de espago vetorial sobre os reais, defi-

nimos a combinagdo linear de dois vetores tangentes por

(aly + bLICFT = atyCET + 1,017 (1.3.5)

Tal espsgo vetorial & denominddo espago tangente,sen-
do denotado por Tp . A uniio de todos os espagos tangentes em

M, isto &, a colegdo de todos os vetores tangentes em cada pon-
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to p e M, forms o fibrado tangente, denotade por Ty. Um campo
vetorial & uma aplicacdo V:M ~ Tye isto &, uma colegio de veto-
res tangentes, um em cada pontc de M.

Em particular, das eqs. (3) e (4}, segue-se gue, se

¢ & qualquer funcio constante:

LEeI =0 (1.3.6)

Pode-se mostrar que, num sistema de coordenadas admis

sivel (x{), 0s vetores {a/ax‘} geram os elementos de Tp e cons-

tituem uma base, denominada base de coordenadas, para o espago

tangente{8M™) | pessa forma, todo L ¢ T, pode ser expresso  na
forma

Lst 2

3x

=L (1.3.7)

e o espago tangente tem a mesma dimens3do que a variedade M.
Sob transformagio das coordenadas locais, {x'}+{xX'} ,
a base de coordenadas associada transforma-se com o inverso da
matriz jacobiana da transformagdo de coordenadas, o que justifi
c2 o nome de vetores contravarfantes dado a0s elementos de T (Z)
Seja V um espaco vetorial arbitririo sobre os reais.
Uma formaz l1inear w sobre V & um mapeamento w:¥Y - R, tal que

para toda Ly, Ly, e V e a,b e R

wfaly + bly) = au(Ly) + bo(L,) e R (1.3.8)
Denotamos .o conjunto de todas as formas tineares so -

bre ¥ por V', e definimos 2 adigio e multiplicagdo por escala -

*
Tembm denominada base natural, base local ou base camonica.
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Yares em V¥ por:
(2 + bup)(L) = awy (L) + buy(L) (1.3.9)

onde wy, wy £ V¥ e a,b e R. Com essa definicdo V* & um espago
vetorial sobre os reafs, denominado espago dual de V. Simitar -
mente, podemos considerar L € V como forma linear sobre weV™,
isto &, L e {V*)* = V, o espago dual de V*.

Se {e;} € base para Vel = Lie‘ € V¥, o mapeamento
L> 15 & uma forms linear sobre V, e define o elemento ed cv*

tal que
Sy = — L= eJ'(L)eJ (1.3.10)

Particularmente, se L = e

ej(ei) =8y {1.3.11)

¢ os {el) assim definidos formam uma base para V*,denominada bz
se dual, unfcamente determinada pela eq. (11}.
Portanto todo w e V* pode ser escrito na forma w =

3

= wgel e valem as relacdes

uley) = vy —=> 0 = oleg)e’ (1.3.12)

Considerando V como espaco das formas lineares sobre

V', o mapeamento w > w; define o elemento e; de V tal qué
eifu) = uy > a o eg(ue! (1.3.13)

Particularmente, se feF e L €Ty, a apiicacio

L:F > BY & uma forma linear sobre T, que define o elemento
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df & T;, denominado diferencial em p ¢ M, pois

df(Ly = LCf] 1.3.12)

As coordenadas x' sio fungbes de valores reais em M

e portanto verifica-se que os elementos dx' formam uma base pa-

ra T, pots das eqs. (11) e {14}

e qualquer w e T3 pode ser escrito na forma u = wgdxt

Sob transformagio das coordenadas locais, {x1}+{%'}
a base {dx'} transforma-se com a matriz jacobiana da transforma
630 de coordenadas, o que sugere o nome de vetores covariantes
205 elementos de 1; .

A contracio usual de vetores covariantes e contravari

antes & diretamente obtida em

wll) = mjej(l) - mij (1.3.15)

1.4 - TENSORES E FORMAS DIFERENCIAIS

Un elemento w ¢ T3 define una fungio real w(l) sobre
L€ Tys que  bilinear no sentido de ser linesr em L pars w fi-
xo e linear em @ parz L fixo, como mostram as eqs. (3.8) e (3.9)

Consideremos o espago tangente em um pento p e Me o produto

cartesiano de ordem r /N, Tp s isto 8, o

ST xeexT
q p(}) (L ot Liy). 0
conjunto ordenado de r vetores L .y & T , senen . 0me
r [E2 (1) {r)
peamento f: T T
w=t Pm

- R & miltilinear (r-linear) se f(Lygy »
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crolpgyreanaliny} & linear em qualquer um de seus argumentos en

quante os (r-1) restantes sso fixos, isto &:

E(Lgyys-eestligy * Bligyseanslipy) =

= af(L(yyeeenabigyeeeasbiyy) # B L yaee by

(1.4.1)

onde 2,b e R e L(‘.).L“)e‘rp.

Um tensor covarfante de ordem r & definido como  uma
forma r-linear sobre mﬁ] Ty U eSO contravartante de of
dem s & definido como una forma s-linear sobre K i o
tensor misto, s-contravariante, r-covariante, & uma fungdo mel-

r
tilinear sobre T

T Ty . denominado tensor tipo (s,r]
n=1 P(m) m=1 Pqp) po (sar)

sobre T,
0 conjunto de todos os tensores tipo (s,r), denotado
por Isr(Tp), tem naturalmente a estrutura de espago vetorial se

definimos

(aT 4 58){Lgqyaeeeal el

- aT(L(l)....,L(r),m(‘),....m(s’) + .(1.4.2)

L (TR TR R S IS |

e portanto a soma de dois tensores tipo (s,r} e seu produto por
um escalar, & um tensor tipo {s.r).

seTel™V e scl? . seuproduto tensorfal, de
notado por T @ §, & um tensor tipo (sq+s,ur +r,) definido por

(1) (g4} (5145,)
1 1 1 12
T @s(Lm....,L(rz),L(,lm,...,L(rlﬂz),w( D Voo V0 Ve
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1
oy {5+ )...,m(s‘ﬁz))

)
1
Tyl 0 Wiy

Lirprgy®
(1.4.3)

0 produto tensorial & associativo, nio comutativo, e
1 2 S1*se
define o mapeamento I x I -1
! r2 LMY

Porticularnente, tomando ey )3 e {e ') cono ba-
ses para T, 1; respectivamente, ¢ wusando as egs.
(3.10}, (a 13), (1) e (3), podemos escrever:

T(Ln)....,L(r),m“)...-.u(s)) .

Jdm e, UG

e T S

i i
s J(r) (1} (s} m
D Oggey ey hriey oo

mt
i
ce )y 2
R IS U PR PO SR
[N O] m ()
(1.4.4)
As quantidades
RURRO) RO TRON (1.0.5)

. ST(ey  seees®y o
I T
definem as componentes do tensor relativamente 2 base (ej) e sua
base dual {e]]. 0s n"™* elementos
3 3
e(s)@...&e(r)®e1 -3 e
(s) (s)

- s
s¥o base para 1%, (1)) .



-16-

A contragfo de um tensor tipo (s.r} nos primeires Tn
dices covariante ¢ contravariante & definida como o tensor
€T, tipo (s-1,r-1), cujas gonponentes relativanente s bases
T AL A U NG S Soprenig, » fsto

(1) (r)

&

Tyyipgyeeed 3 i

1. m (2) (5) (2) {r}

=T s ellg...oeMge, @.pe
g i(”3(2).“1('\) 1(2) i

(s)
(1.4.6)

Unm campo tensorial tipo (s,r), definido em Ac M, &
uma colegdo de tensores, um em cada ponte p ¢ A. A uniio de to-
dos os Isr(Tp) obtidos fazendo-se p variar em M, mantendo-se s
e r fixos, forma o fibrado tensorial de tensores (s,r) sobre W,
denotado por 1° (M). Un campo tensorial & portanto uma aplica-
io T:A + 1° (M),

Uma classe de campos tensoriais particularmente impor
tantes s@o os canpos tensoriais totalmente antissimétricos, ti-
po {0.r). Un tensor tipo (O,r) & antissimdtrico ou alternddo se:
Tlhggyerenstpgyemsastgyeesssbiy) =

(1.4.7)

-T(L(]),‘..,LU).....l(i)---..L(r))

onde 1 < j, i <r.

Um tensor covariante antissimgtrico & denominade for-
ma exterior. Un campo tensorial tipo {0,r) & antissimétrice se
satisfaz 3 eq. {7) em cada ponto p ¢ M e & denominado forma ex-
terior de ordem r, ov simplesmente, r-forma.

Se Ty e T, sdo antissimétricos, a combinagio Tlinear
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(aT)+bT,) também € um tensor antissimEtrico e o conjunto
das formas exteriores & um sub-espago de lg(Tp) que denotaremos
por Ar(Tp).

)
Define-se un “operador de alternacio” Asobre 12(T,),

tal que:
A:lﬂ(rp) - AT,

(1.4.8)
AT(Lyaeanly) = 30 a0 (Sgueeead IT(Lyseensly)

I
(Jyeesdp)
onde a soma se faz sobre todas as possivels permutagdes (dqreen
caadpd e sgn(j1,..,,Jr) = 21 conforme (31.....jr) seja permutz
¢3o par ou Tmpar dos r argumentos de T. 0 operador A sssocia &
caga T ¢ 10T ) sua parte antissindtrics e pode-se mstrar que(®h:
a) A & um projetor: AZ A (1.4.9)
b) T § antissimitrico se T » AT {1.4.10)

seTe Ar(Tp) e Se AS(TP), seu produto exterfor &

definido como

TAS=A(T®S) (1.2.11)
que & um produto asseciative e distributivo(8)
Usando as eqs. {11), {8} e (3) verifica-se que
TAS=(-1)saT (1.4.12)
Particularmente, se T,5 ¢ A‘(Tp)
TAS=-SAT==TAT =0 (1.6.13)

Usando as eqs. (10}, (4} e (11), temos
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3 3
T-1 e pe(n) (1.2.14
- 3yl ; !
onde j(])j< g2) < +o+ < dpy < 4in K, e 05 {7} elementos e m
Ao he $5) c3o base pare AT,

0 cdlculo diferencial de r-formas & baseado no concej

to de derivada exterior,que &€ definida come um mapeamento
Ul r+]
ety - A )

expresso na base de das pela {r+1)-forma

iy g g oM dtry
ot = A1 dxk A dx A eea Adx
ax

- )) PPl BRI (1.4.15)
s

Ts
iy

Seguem-se as seguintes propriedades da derivada exte-

(a) Se a,b e R
d(aT + bS) = adT + bdS {1.4.16)
e portanto a derivada exterior & uma operacdo linear.

(b) Se £ & uma O-forma, isto &, uma funcio diferenci-

dvel em M, a 1-forma df & definida por
af = A g d (1.4.7)
e da eq. (15), segue-se que, se T & uma r-forma

4(fT) = df A T + £dT (1.4.18)

{c) Da eq. (15) e da comutatividade da derivada usual



-19-

d%T = d(dT) = 0 (1.4.19)
{d) se T e Ar(Tp) e Se AS(TP)

d{TAS) = dT A S+ (-1)" T A dS (1.4.20)

1.5 - DERIVADA DE LIE

Consideremos o aberto Uc M, com coordenadas admissi
veis (x'1, e uma transformacdo que Teva p ¢ U emq e U. Na vi-
2inhanga de p a transformagdo & descrita como fungdo das coorde

nadas locais

x; N fi(xp) (1.5.1)
e essa expressio descreve uma transformagdo de ponte, no senti-
do de que, no mesmo sistema de coordenadas, as coordenadas do
ponto terminal sde descritas como funcdes das coordenadas do pom
to infcial,

Seja uma curva T em M, determinada pelo sew campo ve-
torial tangente X = X'a.. Una transformagio infinitesimal de p

2 g tema forma

x = f‘(xp) - x; +e X‘(xp) S EX)IX;:} (1.5.2)

onde ¢ & suposto suficientemente pequeno (e << £) para que -as
transformages via eq. (1) se realizem n2 mesma vizinhanga de
coordenadas U,

A.eq. (1} também pode ser vista como uma transforma-
¢3o de coordenadas e messe caso,a matriz Jacobiana (ax;/axg) e

sua inversas,prestam-se como mecanjsmo para descrever o transpor
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te inalterado de um objeto geemdtrico R(p), com qualquer estru-
tura de Tndices, de um ponte 2 outro.

seja T{q) = 2(p) o objeto geqmétrico transportado
inslteradamente de p a q, e 2(q) o mesmo objeto em q. Definimos
a diferenga de Lie, com relagdo 3 transformacio de ponto, por
& = 2{q)-T(q). Se a transformacic & infinitesimal, a derivada
de Lie do objeto geomStrico R{x}, com relagio ao campo vetorial

X, & definida por

L o= tin 20)-T(0) (1.5.3)
X &0 =
que &, por construgio, uma medida da deformagio sofrida por um
objeto geométrico quando transportado de um ponte a outro a0 lon
go da curva determinada por um dado campo vetoriat{ll),

Se & & uma fungho em M, T(q) = f(a) e em primeirs or-
den em ¢, £(q) = £{p) +ex’ 3] - Usando (3), = derivada
de Lie de uma funcio reproduz 2 © eq. (3.2), pois I £ =

X
LN LS SR

aX; Seja um campo vetorial contravarfante Y = Y'(x)3;.Nes
se caso
. ax) .
Tiixg) = Yj(xp) ;;2 - v‘(xp) se Yj(xp)X1(xp)L

Y‘(xq) - Vi(xp) +e xjv’(xp)lj

onde consideramos termos 2té primeira ordem em ¢ na segunda

expressio e Xi/j - axT/axd. Usando (3) temos

[§ v}' SR TR L LN

Alternativamente, se X e Y s3o dois campos vetori -
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afs contravariantes e XY [f7] & suz composic3o sobre um campo
escalar de classe Cz em M, a derivada de Lie de um campo vetori

2l Y em relagio ac campo vetorial X pode ser definida por:

LYz PO EXY - v (1.5.5)

0 comutador [X.Y7| & um campo vetorial em M, pois sa -

tisfaz 3s eqs. (3.3) e (3.4), & bilinear, e tem as seguintes

propriedades:

(2) IxvJ=-[¥.3 (1.5.6)
) E('D’Zj]“ [z.[x,v]:i+ E.[z.x:[] -0 (1.5.7)

Numa base genérica {ej) . 0 comutador de dois veto-

res de base pode ser expresso na forma

Loy s [N c'“jh ey {1.5.8)
J

onde as fungBes C"yy 3o denominadas coeficientes de estrutura

da base {ej}. As eqs. {6) e (7) fmpdem as Gnicas condigdes que

essas fungdes devem satisfazer:

L .m

m
th»

eml\:crjr;l + ehErmj:[ + ej[crhm] -

s or S o .S c"
< [E5 s + €ty g wel 0

hi (1.5.9)

(1.5.10)

Usando (8}, podemos expandir (5) nume base genérica
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=[xt - yh J 2ohod
pve [xeth VehE(]-tXVclhej
Numa base de coordenadas ijn =0 ea Gltima equagdo
reproduz a eq. (4).
Para gue a derivada de Lie tenha a propriedade de pre
servar o tipo tensorial, define-se a derivada de Lie de 1-formas

como o elemento (L w) £ 1%, tal que:
X

[L m](V) - w(V):l - m[L v] (1.5.11)
X X X
Particularmente, numa base de coordenadas a eq. (1)
toma a2 forma
. n
[§ m]j = Xy 4 0 k" (1.5.12)

0 mesmo objetivo sugere a definigdo da derivada de
Lie de um campo tensorial T, tipo {r,s}, como o elemento
(L T) ¢ IL(M) L tal que
X

)

[ )y vy e

-5 E’[YU)"""(5)""“)""""m]]

- (1) ) -
T[ﬁ‘t“).v(z).....‘l“),u PERRST) ]

(1.5.13)

) (s)
e T ['(1)" Yisyow ek ]

onde ¥qyueena¥igy e 13m0 e ol ™ e Sy,

fia base do coordenadas, usando oy = -ty e gl -
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= 1", ax", temos, por exemplo, para un tensor tipo (1,2):
P LU LT L B S L P
A ST T Ot T Xy T Xy 0115

A derivada exterior de r-formas pode ser relacionadad
suz derivada de Lie. Consideremos o caso particular de uma 1-for
ma, Usando a eq. {11) e particularizando para a base de coorde-

nadas, temos:
o - o] - oo B -« ) -
. [wj/h - mw] v s 2 de(x,n)

e portanto

dulx,v) = § {XE:(V):[ - view)] - m{;. v]} (1.5.15)
3

A 2-forma de’ & de particular interesse. Nesse caso

ded s dediepueek n et oo J e, e a et 156

1.6 - DERIVADA COVARIANTE E EQUACOES DE ESTRUTURA DE CARTAN

Uma conex3o ¥ em um ponto p £ M associa a cada campo
vetorial X, um operador diferencial que leva um campo vetorial
arbitrério Y em outro campo vetorfal ¥,Y, denominado derivada

covarfante de Y na direcdo de X no ponto p, tal que:

(3) Tegygz ¥ = 1 0¥ 4 97, (1.6.1)
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Ainds das eqs. (1) e (2) segue-se que:
vy = X9 e + (o e =
sxedin » ay Pondey =

sIxedtry +udy @ et ()] o (1.6.6)

Particularmente se X = 3,, a j-8sima  componente de

] h
(v, 03 =vd, il v

3
z 3 i *)
que & a definigdo uswal de derivada covariante
Supomos no que se segue, que a variedade & munida de

uma conexdo e definimos o vetor

TXY) = vyY ~ OyX - [X,Y (1.6.7)

Das eqs. (1) e (2) seguem-se as propriedades

T{X.Y) = -T{¥,X)
(1.6.8)

T{FX,Y) = fT{X,Y)

0 mapeamento (X.Y,w) » w{T{X,¥}] & fungho multiline-
ar sobre T, x T, X 1; em cada ponto e define, portanto, um ten
sor tipo {1,2) deneminado tensor de torgdo.

Na base genérica (ej) e sua base dual, usando as eqs.

(*) No que se segue a dupla barra indica a derivada covariante na diregdode

mm vetor da base de coordensdas.
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{6), (5.15) e (4.11), as componentes do vetor T(X,Y) s3o

() = 2 e (x,1) + 28 E.éh@e"(x,\r)] -
.
i, GF
-2 [dej +ulpa el (%,Y)
Temos entdo a primeira equagdo de estrutura de Cartan

313 -ael sl neh (1.6.9)

Explicitamente,as componentes do tensor de torg3e sio

s eJlT(eh,em)] B (1.6.10)

Restringimos nosso estudo a variedades sem torcdo.Nes
se caso a primeira equacdo de estrutura de Cartan, eq. (9), to-

ma a forma

(1.6.11)

Usando as eqs. (4) e (5.16), podemos escrever 2 eq.

(11) nas formas

ged o i et em (1.6.12)

ged - -1l e e (1.6.13)
Z O

A eq. (7) estabelece a relagio entre derivadas covari

antes e derivadas de Lie, na forma:
XY = 7, - vy (1.6.14)
A eq. (10) permite escrever

R g
S = T ™ P (1.6.15)
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e portanto, numa base de coordenadas, as conexges sio simetri-
cas em seus Tndices inferiores.

Define-se o operador sobre campos vetoriais

R{X.Y) = Vy9y -

T TR (1.6.16)

e usando as eqs. (1) e {2), juntamente com FX.T] =f{X.YI - YT X,

encontramos as propriedades

R{X,¥) = - R(Y,X)
(1.6.17)
RUSX.YYEID = fg ROGLYOCZT
onde X,Y,Z sao campos vetoriais e f, g escalares,
mapeamento (X,¥,Z,0) » o(R(X.Y)[Z]) & uma forma
nultilinear sobre T, x T, x T, x T; em cada ponto e define um

» e
tensor tipo {1,3), denominado tensor de curvatura.

o

Usando as eqs. {6), (3}, (5.15) e (4.11) pode-se mog
trar que

R xal E,.,"’h + mmjijJ(X.V)eh(Z)em = 2" (xY)eP 2y,
(1.6.18)
que implica na segunda equagao de estrutura de Cartan
oM = 4y 4 d"y A uly (1.6.19)

onde o, & denominada 2-forms de curvatural2).
A eq. {18) permite estabelecer a relac3o entre as com
ponentes da 2-forma de curvatura e as componentes do tensor de

curvatura. Numa base arbitriria
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4 d
Tet (Rlepe )BT = o epeg) = 3R
e portanto
.
d 14
0y = e (eeg) emaef =R ors ehaeS  (1.6.20)

As simetrias do tensor de curvatura sie obtidas do
formalismo geral apresentado. Para detalhes recomendamos Love ~

Tock, Rund e Yano!2:12),

1.7 - CALCULO COM FORMAS EM VARIEDADES RIEMANIANAS

Uma variedade riemaniana & uma variedade diferencid -
vel, sem torgio, na qual estf definida uma forma bilinear e si-
métrica g(X,¥) = g{¥,X), sobre todo par de campos vetoriais em
M, denominada m&trica riemaniana, que & um campo tensorial tipo
{0,2), pois

30D = 94y el g edpa,y) = I x¥yd t.7.1

onde 945 = g(ei,ed).

A eq. {1) define um elemento de distdncia no sentido
de que, dada uma carta e dois pontos p e p+dp, infinitesimalmen
te préximos, conectados pelo vetor X = dx'a;, o elemento de dis

tincia & definido por

5% - gy it ad (1.7.2)

As componentes do tensor métrico sic  respostas tais

que g = det(gyy) # 0 e portanto existe a matriz fnversa o' tat
que 9;59%% = ok

Um vetor X & dito ser o equivalente contravariante do
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vetor covariante w se g(X,¥} = w(Y), para todo Y. Portanto

%] 3 3
9a XV = 0¥ g X =y = 1.7.3
1 3 igF ey =% (7.3
e a relagdo inverso & obtidas aplicando-se gkd
k. gk % (1.7.4)

Dessa forma os Tndices contravariantes e covariantes

sTo intercanbiados pelas motrizes gyy e g™, o as retacies (3)
.

e (8) estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre ’l‘p e 'lp

em cada ponto.
Uma conexio afim riemaniana & definids pelas eqs{6.1)

(6.2) e (6.14), com a seguinte condigdo adicional

X g(Y‘Z)] = olT,Y.2) + g(¥,%2) (1.7.5)

Numa base gen&rica, a eq. (5) toma a forma
r = I v e v, e =
eh,_g(ei‘ej)] = ’hl}ij] " 0T, epaty) +glegaTe £y) -

r v,
=93 i * 940 Tgh =

= gy 0"glep) + 95, 07yey) (1.7.8)

onde usamos a2 eq. (6.4). Na base de coordenadas a eq. {6} expres
sa o fato de que & nula a derivada covariante do tensor métrico,
permitindo resolver a conexdo em termos dos simbolos de Christo
ffel de primeire tipo.

Estaremos interessados na situagdo especial em que,
por uma escolha adequada de campos vetoriais na eq. (1),as com-

ponentes do tensor métrico sio constantes.
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Kesse caso, definindo g(srsjh = Tigp» 2 €9 (6) permi

te escrever

Fyih == Tygn
1.7.7)

bt L
e essas s3o simetrias particulares, existentes desde que se es-
cotha uma base de campos vetoriais que tornem constantes as com
ponentes do tensor métrico. Denominamos w; d€ 1-forma de rotz
680 ¢ os Ty sdo denominados de coeficientes de  rotagio de
Ricci. A eq. {6.15) permite determini-los unicamente em fungio

dos coeficientes de estrutura Cy
1 1
Tshm * = 7 Ejhm = Cngh * Chmg| (1.7.8)
A eq. (7} permite escrever

B (1.7.9)

e tomando as 2-formz de cufvatura da eq. {6.19), verifica-se que

sdo antissinftricas

fpg = ~Byp (1.7.10)

1.8 - ISOMETRIAS

0 conceito de derivada de Lie & wtilizado na determi-
nagdo das simetrias-existentes na variedade. Entendemos por si-
metria de um objeto geométrico swva invariancia sob um dado con-
Junto de transformacves(Z), Assim, se @ & um objeto geomGtrice

definido em M, com gqualquer estrutura de Indices,
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La=0 1.8.1
£ ( }

permite, por construgdo, como vimos na eq. {5.3), determinar as
direcSes em que podemos caminhar, partindo de um dado ponto , sem
alterarmos esse objeto., Mais precisamente, para um dado objeto
2, a eq. {1) determina os campos vetoriais X{x}, geradores das
transformagGes {nfinftesimais, sob as quais o objeto n3o & modi
ficado. O conjunto de pontos que podem ser alcangados por trans
formagGes geradas pelas solucBes da eq. (1) permite-nos constry
ir hipersuperficies em M, nas quais o objeto geométrico € inva-
riante,

Uma isometria & uma transformag3o que mantdm invarisn

te a métrica riemaniana -
Lg=0 (1.8.2)
k
onde os campos vetoriais k s3o denominados vetores de  Killing
ou geradores infinitesimafs do grupo de fsometrias.
Numa base srbitriria, usando as egs. {5.13) e (5.8)
a eq. (2) torna-se:
-1 P (S L,
EEggTl+ ayy e TP+ o4 ogIkPT- (Cqqq + Cppq) K 0
Na base de coordenadas, temos
Kigg * kgpy = © (1.8.3)
que € denominada equagdo de Killing. Numa base qualquer
- 2
'izkjj* Ej[“i—"’ (l‘uj + r”‘.) k* =0 {1.8.4)

onde €Tk = e} Ly
Note-se que se ky e ky s3o duas solugdes das equa -~
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¢Bes de Killing, sua combinagio Vinear {ak, + bk,) também & so-
lugdo, se a e b s3o constantes. Portanto, 0 conjunto das solu-
sBes das equagdes de Killing formem um espago vetorial linear.
Se obtemos p solugdes linearmente independentes  das
equagles de Killing, um gerador de jsometrias tem forma geral
«=1,.,n

- atk% (1.8.5)
[IENR TOUR I

isto &, combinagio linear a p parametros reais a', dos vetores
de base do espago vetorial das equagoes de Killing. As p-uplas
(815+.242,) 550 vetores de R, denominado espago paramétrico
do grupo de transformacdes.

Consideremos duas transformacbes infinitesimais suces
sivas de um ponto p, com coordenadas {x'} . de geradores k; =
=2k

;¢ ky =9 ks, aplicadas em diferente ordem, conforne

sugere a Fig. 1.8.1.

Temos

x. k. X, i

H 2 .2 Fa e ek NI g
i _—
. x .

* \ ik x' e (14 el gxd D

— .

= ky xy obtendo em 22 ordem

Fig. 1.8.1

' e x4 ek (0 + egey Kook, 500

Invertendo a ordem das transformagdes, temos:
K] i
x = (4 ekt X' ]

' 0 ek T T
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obtendo em 22 ordem:
R 1 1 j
=gt 4 egky () 4 ey T kY 500

i .
A diferenca xj - x}' & dade por, usando 2 eq. (5.4
B PR IR P R | SO0 o & S
Xp k' = Eyeglky” koyymka kyyg) = eqep Rk X D

e portanto o comutador de dois geradores de transformagdes infi
nitesimads mede a n3o comutatividade do grupo de transformagdes

e & o gerador que leva xj diretamente em x,
Se ky e k, sio dofs vetores de Killing, sev comutador

tamb&m & um vetor de Killing, como mostraremos a seguir.

De definfgdo de operador de curvatura, eq. {§.16) e

de suas propriedades, na base de coordenadas, temos

m = -
kafpis = Pollils = Kpllahs (1.8.6)

da equagio de Killing (3)

Kaps * Rgidpe * Capp * Sty ~ teglp * kopalys = 0

e usando a eq. (6)
m m U
. . = 0
2 kapgpp * KntRaps * Ritp + Ropy)
Portante, se k € o vetor de Killing, usando a identi-
dade cTelica do tensor de curvatura na eguagio anterior, temos:

n
Yepgie = Ko Rpgs (1.8.7)

Consideremos ky = Tky,k, T, onde Ky e k, sio vetores

de Killing:
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ed . LI |
kyg = 47 kogpg - kaqpg ke K7 kagp * kS kisns
Usando a eq. {7}
\

U Sy, o 3 e
Kaillp = < k' Kim Ripge * K17 Ram RUpgi * Ueqgpakapphonikipp)
Simetrizando obtemos

kasllp * Faplls " O

e portanto [ky.k, T & vetor de Killing.
Assim o conjunto das solugbes das equagdes de Killing
nio s3 -forma um espago vetorial, como constitui uma 3lgebra

sob operagio de comutagio. A condigio de lgebra & expressa por

LégokgT = €5 kp (1.8.8)

se {k;}, i = 1,...,p E base para o espago vetorial das  equa-
¢bes de Killing. As quantidades c"‘” s30 constantes-denominadas
constantes de estrutura da ilgebra.

Entretanto o conhecimento das constantes de estrutura
n3o determinz unicamente ¢ grupoe de transformagdes que atua so-
bre a variedade, pois nio hi correspondéncia biunTvoca entre gru
pos e d1gebras. Pode-se mostrar que entre todos os grupos  com
a mesma dlgebra, somente um & simplesmente conexo, o grupo  de
cobertura unfversal dessz S1gebra(13),

As Gnfcas condigBes impostas sobre as constantes de
estrutura sfo obtidas das eqs. (5.9) e (5.10):

c"‘U = - c“'” (1.8.9)

n o P

™ P = (1.8.10)
B3 Km
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Kuma variedade riemaniana de dimensio n, a eq. (7) &
uma equagio diferencial para k;{x), com n condighes iniciais
ki{xg) & n{n-1)/2 condigBes kylxplyy = -kjlxp)yq- Segue-seque
uma variedade n-dimensional admite um nimero mixime de n{n#1)/2
vetores de Killing linesrmente independentes.

Uma variedade M, de dimens3o n, & dita invariante sob
um grupo de isometrias de dimensSo p se hi p vetores de Killing
linearmente independentes que satisfazem a 3lgebra descrita na
eq. (8).

0 grupo de isometrias & dito simplesmente transitive
sobre M se p=n, e multiplamente transitivo se p > n. Se p<n
o grupo & simplesmente transitive sobre hipersuperficfes HC M.
H & denominado subespago homogéneo ou invariante.

A Srbita de um grupo de isometrias & o conjunto de
pontos equivalentes sob transformagio de grupo. Se a @rbita &

a prépria variedade o grupo & simplesmente transitivo sobre M.

1.9 - CAMPOS VETORIAIS INVARIANTES E 1-FORMAS INVARIANTES

A descrigdo de uma variedade M, com um dado grupo de»
isometrias transitivo sobre M, pede ser feita construindo-se
uma base de campos vetoriais invariantes sob o grupo de isome -
trias. Tal base & constituida de campos vetoriais que admitem
derivada de Lie nula em relagdo 2 qualquer um des vetores  de
Killing.

Assim se o grupo atus transitivamente sobre M e {k;},
§=1..... n = dim M, & base para o espago vetorial das solu -

¢fes das equagoes de Killing, uma base “J) de campos vetori
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ais invariantes em M & definido por:

ﬁ‘ Xj = ki’xj =0 2§ = Teeeaun {1.2.7})
A vantagem desse procedimento reside no fato de que

pela eq. (5.13)

(2 900Xy = 8 s(XeXy) = 92 XaXy) - 90K £Xy)
e se tomamos X‘.XJ como campos vetorjafis invariantes
LRSS E(xi.vj)] =k[g‘£l -0 (1.9.2)

e as componentes g,y do tensor mitrico s3o constantes sobre 2
Grbita do grupo de isometrias, e portanto sobre M.

Dados dois campos vetoriais invariantes, seu comuta -
dor tambEm € um campo vetorial invariante, pois, pela identida-

de de Jacobi, eq. (5.7}
I T
]_k,.@j.x,;j] + E(m,E{,xj]] . E‘J-Bm-“i]_[‘ 0

—= [kg Txgo%ad] = © (1.9.3)

Portanto, podemos expandi-1o, na base de campos veto-

riais invariantes, na forma

=P 9.
E‘J’Xm] i % (1.9.4)
i 530 constantes sobre a Grbita do grupo, pofs  das
egs. (3}, {4) e (1}

E‘i- Dj’xm:[:[ = Ei’Dpjm xp] =

onde os DP
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= i3 LI T
= Ky E}M:[xp * 0% (K%)= 0

kg EPJ,;[ =0

=>npm = constante {1.9.5}

Pars deterninar os coeficientes de estrutura D,
construimos os campos invariantes em M, partindo de n vetores
Tinearmente independentes X;; em um ponto fixo py, a transpor -
tando-o0s, via derivada de Lie em relagio aos geradores de isome
trias, aos outros pontos de M. Como o grupo & suposto simples -

mente transitivo, podemos escother

%o = kilog) Xy (6) = ad(x)kg(x)

onde a3(x) & matriz quadrade nio singular, sujeits 3 condigio
alteg) = &%,
Com essa escolha, da eq. (1), temos

B - Bl -
- {ki[a'"j]+ a"j c'",“_} ky =0

— E'“J] {pg) = -€";

(1.9.6)

Portante, usando (6}, no ponto py:



(1.9.7)

Como, pela eq. (5), os D'y

o s3o independentes de posi

¢30, temos

EJ"X"J T, (1.9.8)
e os campos invariantes sob um dado grupo de isometrias simples
mente transitivos geram uma dlgebra equivalente 2 dlgebra do gru
po de isometrias. 0 grupo associado a essa Flgebra & denominado
grupo reciproco do grupo de transformages isometricas.
A partir dos campos vetoriais fnvariantes, podemos
constryir as bases de 1-formas duais associadas, satisfazendo 3
eq. {3.11) e a eq. (5.16):

ad x - ol Wt e el W aut (1.9.9)

onde os cjkl s3o as constantes de estrutura da dlgebra do gru-
po de isometrias.

Assim, dado um conjunto de constantes satisfazendo 3s
eqs. {8.9) e (8.10), para encontrarmos uma geometria que tem es
se grupo como grupo de movimentos simplesmente transitivo, deve
mos encontrar 1-formas linearmente "independentes que satisfagam

3 eq. (9), sendo elemento de linha entdo descrito por

T a1 ool (1.9.10)
" o (16}

onde 945 & constante sobre a orbita do grupo'—’.
Mternativamente, com a base dual a base dos vetores

de Killing, podemos construir uma métrica que tem por vetores de

Xilling, os vetores da base invariante a eles associada.



CAPITULD 2

CONSTRUGAO DE ELEMENTOS DE LIKHA PARA O ESPACO-TEMPO
COM ESTRUTURAS R x §3 E R x 1’

2.1 ~ INTRODUGRO

0 espago-tempo da Teoria da Relatividade Geral tem es
trutura de variedade riemanians 4-dimensional e as equagdes de
campo, nessa teoria, s3o um conjunto de equagSes diferenciais
parciais ndo lineares. Como a solugio das equagdes de campo
apresenta inimeras dificuldades devide & n3o Tinearidade, te-
nos que impor que o modelo para o espago-tempo exiba alguma si
metria.

Como vimos no capTtulo anterior, entendemos por modg
1o simétrico ov homogdneo aquele em que a variedade, ou subvas-
riedade, & Brbita de um grupo de isometrias simplesmente trap
sitivo. A abordagem desse problema foi discutida no  capitulo

anterior e podemos sintetizi-la da seguinte forma:

{a) dado um elemento de linha, as solugBes das equa-
¢Bes de Killing permitem determinar os geradores do grupo de

transformagdes; a Algebra associada contém informagles sobre o

grupo de isometrias que atua em M ¢ podemos determinar sobre
que segoes o grupo & simplesmente transitive.
(b} Em sentido inverso, se & possivel encontrar uma

variedade que, sob alguma operagie, tenha estrutura de grupo
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de Lie de transformagdes, simplesmente transitivo, sebre si prg
pria, podemos construir os campos invariantes sobre o grupo-va-
riedade; as componentes do tensor métrico, descritas na base de
campos invariantes, serfo constantes, e o elemento de linha &
construido com as 1-formas duais aos campos finvariantes: os ge~
radores do grupo de transformagBes serdo, por construgdo, oscam
pos invariantes do grupo reciproco de transformagfes.

Particularmente, em Cosmologia & adotado, coms hipSte
se de trabalho, o principio de que ¢ universe & espacialmente
homog@neo, isto &, os observiveis fTsicos sio independentes de
posicio nas segBes espaciats dos modelos(™),

Esta equival@ncia fisica dos pontos das segBes espaci
ais & expressa, matematicamente, assumindo-se que o espago-tem-
po & uma variedade riemanfana 4-dimensional cuja  estrutura &
definida pelo produto topoldgico R x M3. onde, para um dade va-
Tor do pardmetro t ¢ R, H3(t) & superficie tridimensfonal que
& Grbita de un grupo de isometrias de dimensFo 3, isto &, sim -
plesmente transitivo sobre M3.

0 objetivo deste capitulo & a construgze de modelos
para o espago-tempo com estrutura de R x 5 e R x Y, isto
&, produto topoldgico de uma reta e uma 3-esfera, e reta e 3-hi
perboloide, respectivamente. Com essas construcSes os conceitos
de universos fechados e abertos estdo em conexdo direta com a
topologia de suas segies de homogeneidade espacial.

Para isso, seguimos a tEcnica apresentada por Schiic -

king e Ozsvath,para a estrutura R x $3, e repetidapor Ozsvath,

+ e s d
(Vzste @ parte do Principio CosmolBgico Restrito, que tambén admite a iso-
tropia das segoes espaciafs. Para uma discuss3o mais completa, ver Bon-
il
all,
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para a estrutura R x ' (H‘E).

2.2 - A ALGEBRA DE QUATERNIOS: DESCRICAO BE 5% E 13 IMERSOS EM
EA
Considerenos coordenadas cartesianas {a%}, u = 0,1,2,
3, de um espago euclidiano EY e denotemos por 18,1 0 conjunto
de vetores unitdrios na direc3e de cada eixo coordenado.

Convertemos o espago vetordal numa Flgebra, definindo

a tabela de multiplicagdo:

20 fator | NN
J z | & :

19 fator 0 LN R B
- 5 s 2z | =

o ‘0 1] %2 %

3 CREI RS

- - O I I

¢, C B IO
5 N 2=z | =

3 3 21

- Tabela de multiplicacho de quatdrnios.

ot
xa 2w 2 _
Eoeu = Eueo = eu w=0,1,2,3
33 < =g, i=1,2,3 {2.2.1)
B = eqnedy Ak

onde €430 € totalmente antissimdtrico com €123 = 1.

Essa 31gebra & a dlgebra de quatrnios e os vetores
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3. a"'é“ s¥o denominados quat&rnios, gque constituem um espago,
vetorial de dimensio quatro, com a adig3o e multiplicacio por
escalar definidas como usualmente:
(3 +8) = {a¥ + B¥) ‘eu
(2.2.2)
CTTR I
e ") E
Alem disso, um c3lculo direto mostra que os quat@rni-
os respeitam as propriedades associativa e distributiva com re-
laggo & operagdo de dlgebra:
GBRe=3037%
(3 + B)E = 32 + B2 (2.2.3)
TT +B) =8 + T
e a tabela de multiplicagao mostra que formam uma 3lgebra nio
comutativa.
Define-se o gquatérnio conjugado ao quatérnio 3:a°3° +
+ a'E‘ por

3= 2% - 73 (2.2.8)

e a norma do quat@rnio 3 por

N(3) = 3 3 (2.2.5)

Dessas definigdes, mostra-se, por cdlculo direto, que
valem as velagdes:
(3B)" = BAE*
(2.2.6)
(3B) (38)* = (F)(BB")
onde 2 #1tima equagio estabelece que a norma de um produto  de

quatérnios & o produte das normas dos fatores.
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Da definicdo de norma de um quitérnio temos

NE) e 33" = aYa¥E = oM (2.2.7)
i

onde 2 @1tima identificagio & vilida pois os miltiplos do gqua -

térnio & s¥o 1somorfos a0 campo dos nimeros reais.

& eq. (7) € 2 equago da esfera S° fmersa em E*
w3 = (@924 a2+ @42+ (23250 (2.2.8)
e se complexificarmos duas coordenadas, 32 - fa2, 33 = {a?, ob-
temos a equagio do hiperboloide H3 imerso em £V

8@y - 302+ @72 - 392 - @R >0 . (2.2.9)

Alternativamente, a descrigio de K pode  ser feita
definindo-se uma nova 31gebra para os vetores da base 35 = &g »

9y = & B = 185, §; = 125, descrita na tabela 2.2.2 que difi-

2 fator | L | . .
[ § [ [
10 fator ol 2 3
% Wl 6| & G

X &1 B i3 5,

3, G| 4 & &

- > | = - 5

8, [ § 3

TABELA 2.2,2 - Tabela de multiplicagdo dos quatérnios de Gddel.

ne a 3lgebra dos quatrnios de Gddel, para, similarmente, obter
mos a eq. (9)(E).

0 mapeamento de uma estrutura algébrica em outra es -
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trutura similar & isomorfico se & biunivoco e preserva todas as
combinagTes de operages associadas com a estrutura inicial. Se
o mapeamento se di sobre um comjunto de matrizes, estas consti-
tuem uma representagic da ilgebra.

Assim, uma representacio da dlgebra de quat@rnios,des

crita na Tabela 2.2.1, & dada pelas matrizes:

10 o 1
r(Zg) = T(E) -
-1 0
2.2.10)
(IR i0 {
T(E,) = (&) -
i 10 -i
E para os quatérnios de Gddel
1o o 1
r(3y) = () -
01y -1 0
(2.2.11)
I 0 -1 -1 0}
T(3,) {3y =
-1 0 lo 1

Sob essa representacdo, todo gquat@rnio 3 = Z"Eu & le-

vado na matriz

[ a%e%  al4ia? e B
r(Z) = A =

[-alstaZ 40443 -8t o

com a condigio deth = aa* + BR* = N(3).

£ todo quatérnio 3 « a¥§, & levado em



(2.2.13)

com a condigio deth = (a%)% + (a2 - (2232 - (a%)2 - W(3).
Dessa forma a operagio produto de quatérnios & levada
na operagio produto de matrizes,

2.3 - 53 E 1% COMO GRUPOS DE LIE

. Se expressarmos os pontos de 5% e #3 normelizando as
eqs. (B) e (9), isto &,
@, (2.3.1)

podemos mostrar que 5% e KO tém estrutura de grupo de Lie de
transformagdes, simplesmente transitivos sobre si préprios, on-
de a operagio de grupo & descrita pelo produto de quatérnios.
sejam P e 4§ dois quatérnios que satisfazem Pp* = 1
e 3% = 1. Una transformegHo arbitrirda de s> e Y & expresss

por

(2.3.2)

Usando 2 eq. (2.6)

3R - (BBENE <
e portanto a transformagio descrita na eq. (2) leva um ponte 3
de $3 ou H® em um outro ponto 3' de s3 ou B3,
Alén disso a distincia entre dois pontos vizinhos 3 e
3+d3 & preservads por essa transformacio pois de d3' = p(d3)d,

segue-se que di'di'* = didi* = daMdaV.
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Consideremos, separadamente as transformagdes obtidas
por translagdes I esquerda e 3 direita

[y
a' = pagy

(2.3.3)

Ambos tém estrutura de grupo pois

2) Se 33* = 1, entdo
ERE S e

b) A transformacio identidade & unicamente descrita

por By = qp = €

c)} A transformagio fnversa & definida por:
FU T IS 1 (- h v SR QS S R 4
FUI RS L & LI SN L 4

Portanto existe uma Gnica transformagio # esquerda

3 = 3'3%, e uma Gnice transformagio 3 direita, § = 3"3%, que lg
va un 3 de norms nio nula em um 3' de mesma norma.
Assin podenos identificar $> ¢ H3 como grupos de trans
3

fornagdes de 5 e H3, com sua atuagio em si priprios  definida

por translacdes I esquerda ou 3 direita. Além disso o grupo &
simplesmente transitivo,pois & @inica a transformagdo que 1iga
dois pontos quaisquer.

As coordenadas cartesianas de e prestam-se como Coor
denadas sobre o grupo, sujeitas ao vinculo a¥a¥ = 1. Conmstruire
mos nesse sistema de coordenadas os campos vetoriais invarian -
tes 3 esquerda e 3 direita, sobre $3 e HY.

Da teoria de grupos continuos sabe-se que tais cam -
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pos vetoriais sio obtidos por translagGes arbitririas do espago
tangente do grupo na identidade(12), portanto consideremos no

ponto & sobre 5%, ou 83, os trés vetores

Gy =8y 4 edy 1=1,2,3 (2.3.4)

onde supomos ¢ infinitesimal, isto &, €2

<< e, de tal forma que
33" = 1+ 0(c?). Assin os vetores descritos na eq. (4) 3o vi
zinhos 3 fdentidade e os vetores £é; sdo tangentes a 3 em
3.

Vamos propagi-los por transformagles 3 esquerda e 2

direita, gerando os vetores

(2.3.5)

0s vetores b = 33{ ep

;= &3 definem os campos ve-
torfafs invarfantes & esquerda e 3 direita, respectivamente,tan
gentes 2 5%, ou HY, em 3 e correspondentes s0s 3; no ponto 3.

Assim

By B - (0%, - % e afEE P Jegz,
(2.3.6)

LT = 2.y = 202 i3 2 §x
By e B = E(aME)) = aTEy v alEE 4 ch a’dE;

Descrevemos esses campos vetorfais invariantes na ba-

se 2 por meio de suas compomentes,u;™ e p;¥, na forms

(2.3.7)
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2.4 - A METRICA DE UMA VARIEDADE l‘l4 COM ESTRUTURA R x 53

Para 2 construgio da mtrica da variedade ' = R x §3

P precisamos encontrar a dlgebra dos campos invariantes 3 direi
ta ¢ 5 esquerda em $°. Levando em conta a tabels de multiplica-
¢fo de quatdrnfos (2.2.1) e as equacgdes (3.6) e (3.7), encontra

mos:

a) Componentes dos campos vetoriais invariantes i es-

querda sobre 5%

u]" = (-2l 20, 3, -ad)
ut = (ma% 2%, a0, )
"‘3” (-a3, 2%, -a', 20

b) Componentes dos campos vetoriais finvariantes I di-

reita sobre s

91“ = (-al, %, -, Y
pz" = (-2, a3, 20, -y
0¥ = -2, &, 20

Portanto, os campos vetoriais invariantes 3 esguerda
3 "
em 57, Ey = wy

2, tem a forma
as¥

2 _»
Epr -2’ A



E os campos vetordiais invariantes ¥ direita em s°

= oV L, sE
By =y a7 s3o descritos por

3= -

As 31gebras associadaes aos campos vetoriais invarian-

tes & esquerda e 1 direita s3o, respectivamente:
[::],:2:[‘ -2,
E3,51] -2, ou
EZ.E:’] - 2,
E“th[ = -2,
Ea"’x] =Wy ov [01’n.1:|[ =Zegg Dk
E’FDB:I - -2,

Vamos pertanto, por inspecdo direta, que translagdes

-Ej] = Zeqqy £

3 esquerda e 2 direita tem estrutura de grupos reciprocos de
transformagao.
Introduziremos, por cenveaidncia, noves campos vetori

ais invariantes & esquerda e 3 direita, definidos por:

_1 1 o1
Xy =3 E X E
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para obtermos

[%1'Xi] = a5k Xk
(2.4.1)
[E(-VJJ =eige Yk
Sabe-se que 5% tem estrutura de grupo de Lie de trams
fornages e que 53 & simplesmente conexo, isto &, toda curva fe
chada en 5% pode ser deformada continuamente a um ponto. Portan
to $3 & o grupo de cobertura universal da 3lgebra {1).
Usando a representacio da lgebra de guatdrnios des -
crita nas egs. (2.10) e (2.12), todo quat@rnic de morms units -

ria & representado pela matriz

%4103 aligq?
A= (2.4.2)

-aleia? a0-1a3

sujefta a0 vinculo aa® + g% = 1. Portanto 5% & isomorfo 20 gru
pe de matrizes complexas unimodulares de dimenszo 2, SU;,  com
a operagio de grupo em 53 levada mo produto de matrizes.

Usando o fato de que as rotagdes do espago tridimen -
sional, em torno de um ponto fixo, podem ser descritas por mefo
de matrizes complexas de dimensio 2, com & introdugio dos Sngu=

151: e Oixz,xa

(117)

Tos de Euler 0 < x < 2, as matrizes de ro-

tagdo sio descritas por

1 2.3
[ cos 5 expts x_;*_) 1 sen Xy expii 255
3 (2.4.3)

[ N
li sen 12- exp{-1 ol ] cos X exp(-i 23X P )J
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As transformagBes de coordenadas cartesfanas para co-
ordenadas sobre 53 $30 obtidas por comparacdo direta das matri
zes descritas nas eqs. (2) e (3}, tendo a forma: '

1 2.3 1 2_.3
a® = cos L. cos ZpX al s -sen % sen 230

(2.4.4)

1 2_3 1 2,3
a? = sen By cos K5 a¥ . cos Xpsen XpC

Num grupo de matrizes, as 1-formas w = A”'dA, onde A
& um elemento geral do grupo, sio 1-formas invarfantes 3 esquer
da, pois se X & uym elemento fixo do grupo, & translacio 3 esquer-

dz por X &

de tal forma que:
= AV dgxay = AT (xdny = ATVan =

Flanders mostra que todos o5 elementos da matriz w =
- 2714 sFo 1-formas invariantes 3 esquerdal18). similarmente
os elementos da matriz y = {dA}A™) sdo 1-formas invarientes &
direita.
Assinm o c3lculo de
wenlaa -l rEy
(2.4.5)
TS TR X
com i = 1,2,3, fornece-nos as 1-formas invariantes 3 esquerda
e § direfta sobre 53, descritas em coordenades sobre 2 esfera,

se A & a matriz (2.4.3) e T(&;) @ a base para a representacio
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da 3lgebra do grupo de matrizes.

Explicitamente

3 (cosxbaxPeax) Jzexp(-uJ)l__ x‘-kenx‘dx{l
w- .
i exp(|x3)de1dsenx1dxz] -4 cosx ey
iwd wlria?
SR
[ 3 dx2+cosxldx§J %exp(ixZ)dehsenx‘axz]]
Y= =
3 exp(-ixz)de‘-senx‘dxﬂ -3 Exzocnsx"dxz:[
N J
NE JO
-yleiy? -ty )

Portanto, trés possiveis 1-formss invariantes 3 es -

querda, linearmente independentes, s3o

Wl = ] (senx®ax! - senx'cosxax?)

= 3 teosx®ax  senx'senx®ex?)

1

= 3 cosxlan® 4 ax®y

e as possTveis 1-formas invarfantes 3 direfta sdo
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v =} (msenx®ax! + senx’cosxPax?)
¥% = % (cosxPdx + senxlsensZax’)
'
= 3 (ds? s+ cosx'n?)
Definindo
B - 20® - cosxdex’ + senxsensddx?
o2 20! =—senx®dx! + senx'cosxddx? (2.4.6)
B = 207 - cosx’ax? + ax®
¥ - 2v? = cosxPax! + senx'senxZex’
¥ = w2y < senx®ax} ~ senx'cosxPaxd (2.4.7)
43

332 293 . dx? 4 cosxlaxd

as novas -formas ipvariantes 3 esguerda e 3 direita satisfazem

ail - -

a2 .-y (2.4.8)
@l e -8 A

&R

2Py (2.4.9)
=y Ay

Nesse sistema de coordenadas, os campos vetoriais in-
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varfantes ¥ esquerda, construTdos por ¥(x;) = s}, tém o form

3
3.9, senx® 3 1 k]
Xy = cosX + - cotgx senx?
1  sens a0 ®
3
35 cosx” _3 1 2
X, = -semx + - cotgx'cosx® 2.4.10
2 axl senx! 2l a3 ¢ !
3
Xg =
L

e os campos vetoriais fnvariantes 3 direfta,  definidos por
Yo - &}s tén 2 forms

2

2

3 Veon? 2, senxl 3

Y, = cosx - cotgx senx’ +

1 m 2l senx' a0
v, = senx? 2o - cotgx'cosx? < - cosx? 3 (2.4.11)

' 3 senx! a0
2

A Rl 3

ax

0s campos descritos nas egs. (10) e (11), por cons -

trugo, satisfazen I Y; = - L X; =0, e tém sus dlgebra des
¥
crita na eq. (1), 1 3

Utilizaremos as 1-formas da eq. {6) para construir
o elemento de Tinha da varfedade R x S3. Este elemento de 1i-
nha ter os vetores descritos em (11) como vetores de Killing.
Introduzimos o campo vetorfal X; = = e sua 1-forma
dt. A Zlgebra associada 7 base (Xu)’ u=0,1,2,3 8

E"Xj] " Xk {2.4.12)
o] - "

dual &0 -
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e as 1-formas associadas satisfazem

LI BT R R S

LBy 53 .y g 32,

PRl ] da” = -3 A w

Entso ' = R x 53 @ grupo de cobertura universal des
s2 Blgebra, pois R x $° & simplesmente conexo, e definimos sew

elemento de ‘Tinha por
o = GO - RmE? - 2[4 (1D -

= at? - a2ty (cosxtax? + axd)? - BZ(L)[de])2¢senzx](dxz)21
de tal forma gue as segdes t=constante sio arbitas de s3.

Essa construgio & equivalente 2 escolhermos as compo-
nentes do tensor métrico, descritas na base dos campos vetori -
ais invariantes 5 esquerda, eq. (10), como
9o = 9{¥gaXp) = 1
aqq = alxy.xg) = -B2(t)

957 = 9{%,.%p) = -83(t)
833 = a(Xs.X;) = -A2(t)

sendo nulas as outras componentes do tensor métrico.

Essa escolha pode ser interpretada como uma deforma -
¢éo na algebra dos campos vetoriais invariantes 3 esquerda, eq.
(10}, de tal forma que a variedade 3 & deformada num elips5ide
3 medida que o pardmetro t evolui, como se pode ver no Apendi-

ce A,
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2.5 - A METRICA DE UMA VARIEDADL u COM ESTRUTURA R x H3

Levando em conta a tabela de multiplicagdo de quatér-
wios de GBdel, Tabela 2.2.2, e as equacdes (3.6) e {3.7), obte-
mos:

a) Companentes dos campes Vetoriais invarfantes & es-
querda sobre ¥

N CUNELAEN -a?)

@ o= a2 2% 0% ah

s - (23, -o%, -a', %

b) componentes dos campos vetoriais fnvariantes 7 di-
reita sobre w?
o (-a', a0, w23, 2%

Ty

F; FETUREN FLIN
e 2
(S AFCRN %)
Na base {3/9a™), os campos invariantes & esquerda sio
descritos por
T, = -2l 2 2 2 .
! Iy 2T 2 2
T, = a 3 + 2 3 + a 2 +a 3
2 2 2T 4 2%
T, = 3 3 3 3
3= ¥ TO T Pyt 4 -3

e os campos invariantes 3 direita ténm a forma



= T3 0 _3 3 3
By =-a Zpea -2’ day
! 22 EL) 38

2 3 3.0 L]
Dye ¥ fp -2’ Sr+a S5 -a
2 da % 2
5 32 2 _3 13
Dy = a + +a + 2
3 2l 2 22

As lgebras correspondentes
E"!Z;I = 2,
Fei] -
EZ'E3] = -2,
]

[am]
[5,5] - =&

= -20,

= -20,

e introduzimos novos campas nvariantes 3 esquerda e 3 direita,

definidos por:

pera obtermos
[YI’YZ:[ =3 [YZ‘Y:!] =% I:Ys'yxj\
(M]- % [Bn]-n [Wn]

ol
K

r—
ol

N

(2.5.1)
-,
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H3 tem estrutura de grupo de Lie de transformagies e
& simplesmente conexo, sende portanto o grupo de cobertura uni-
versal da T1gebra (1).

Introduzinos as coordenadas sobre #%, 0 < xVux® < 2m,

0g < =, pela seguinte transformagdo de coordenadas:

2 1,3
a0 < cos B cos X3
2 1,3
1 X Klax
a = cosh sen
z Z (2.5.2)
2 K3

XZ
a% =-senh S cos

2 3
= senh Xy sen XX

Todo quatérnio de G8del & representado pela matriz

(2.13)
a0-a?
-a1-a? %3
com ¢ condigio (222 + (a2« (B2 - (2% - 1.

Usando 2s transformagGes de coordenadas (2) construi-

mos as V1-formas invariantes do grupo de matrizes, obtendo

%= %'k« 20r(gy) = =
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-senx' dx?ssenhx®cosxtdx®

R (dxVscoshx?dxy (cosx) axsenx senhxlax?)
T2 1,2

_(a8 +coshxlax?y(cosx axPrsenx senhxlax’)

senx)dx?-senhxZeosx dx’

Portanto as 1-formas invariantes 3 esquerda sio

1

& =1 (ax) + coshx?ex®)

1,,2

- 3 tcoslad o senx'senhx?dx®)

F = ) (senxla? - sentxZeosxdx’)
Redefinindo
B - 252 = cosxldx? + senxsenhxlax’®
32 o 2% = -senx'ex? + cosx'senhxPax® (2.5.3)
3 et = ax! 4 coshxlax®
as novas 1-formas satisfazem
PRI I - R ¥ U - UL (L

0s campos vetoriafs invariantes & esquerda, obtidos

de m‘(xj) - s‘j <30 descritos por:

1 2 3 1 ' 2 3

¥, = -senx'cotghx + €OsX + senx cossechx

T - ax a? I

%, = ~cosx!cotghx? ;%T - senx! ;%z + cosx'cossechx’ ;%3 (2.5.5)

3
Xy -
3T
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e 0s correspondentes campos invarfantes 3 direita,solugces das
equagdes L VS = 0, s3o descritos, nesse sistema de coordena -
X
i

daf por:
2 3 _3 33 2 3_3
¥, = cossechx“senx + COsX - cotghx“senx
! m s a
¥, <-cossechxicosx’ B—QT + sem 25+ cotghaleosx® Ly (2.5.6)
x ax ax
3
Y, =
Pl

As Flgebras correspondentes aos campos acims sio des

eritas na eq. (1).
Introduzimos o campo vetorfal Xg = 3/2t e sua 1-for-
pa dual w® = dt. A lgebra associada 3 base o), v = 0,12,

3, torna-se:

E‘o'xi] =0 E‘l-xz:i =Xy E‘a”ﬁ] =% [Xz'xajl

onde as 1-formas associadas satisfazem

P T O W Ty g

A variedade MY = RxH? @ grupo de cobertura wniver -

sa) dessa algebra e definimos seu elemento de linha por
e, (uz)z] .

= dt? - A2(t)(dx +coshxlax3)? - az(t)[(<1x2)2+ser|h2xz(dx3 z_'!

as? « ()7 - A%y - 82t

de tal forma que as segies t = constante sio rbitas de HS.
0s campos finvariantes 3 direita, descritos na eq.

{2.5.6), s3o, por construgio, os geradores de 1isometrias em

We Rk nd,



CAPITULO 3

A CLASSIFICAGAC DE BIANCHI

3.1 - INTRODUCKO

Neste capTtulo discutiremos a classificacio de todas
as variedades 3-dimensionais que admitem um grupo de {sometri-
as simplesmente transitivo. Essa classificacio, devida a L.
Bianchi, & obtida por meio de um mstodo proposto por C.G. Behr
que consiste na obten¢do de todos os possiveis conjuntos de cons
tantes de estrutura nio equivaientes{12:22). por conjuntos de
constantes de estrutura nZec equivalentes entendemos conjuntos
que nZo podem ser levados uns nos outros por transformagBes 1i-
neares, a coeficientes constantes, da base para o espago vetori
21 das solugbes das equagdes de Killing.

0s elementos de 1inha construidos no capitule anterfi

or s¥o situados nessa classificagso.

3.2 - A CLASSIFICAGAO DE BIANCHI-BEHR

Um grupo de transformacbes & simplesmente transitivo
sobre uma variedade de dimensdo n, se & possivel encontrar n ve
tores de Killing, fk;, i = 1,...,n}, linearmente independentes,

satisfazendo
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o
Ei"(d] Oy kS $.dum = Teeeian (3.2.1)

a = T,.i0,n
onde det k% (x)) # 0, cono vines na secdo 1.5. As constantes de

estrutura €% satisfazen

c"‘ij = - c'““ (3.2.2)

e, portanto, para uma variedade 3-dimensional temos c"‘“ com no
ve componentes independentes.

Partindo deste fato, construimos a matriz
imk

s
M = e ok (3.2.3)

que tem o mesmo nifmero de componentes independentes que as cons
ing

tantes de estrutura, e onde €inj = & totalmente antissimé
trico com ey55 = 1.
Invertando a eq. (3) obtemos

J oo i
e M (3.2.4)

imk 1, mek_ km
onde usamos €ng4i€ = I“‘r“s'“rés)'

Além de antissimétricas nos Tndices inferiores, as
constantes de estrutura satisfazem 3 identidade de Jacobi, eq.

{1.8.10), e temos:
m . Ak L
" hsigm = T Py = 0
o que implica
WkmeP 2 0 (3.2.5)

A mateiz B definida na eq. (3) pode ser decomposta

em suas partes simétrica e antissimétrica, respectivamente ,

Wi o G4,
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whd o i3, 05 (3.2.6)

A parte antissimétrica tem trés componentes indepen -

dentes que podem ser expressas na forma do vetor

ay = gqy O (3.2.7)

onde as componentes do *vetor dual® s3o
wGd. E“kak (3.2.8)

Levando as eqs. (8) e (6} na eq. (&) temos

g e ey MY 3 (edag - ey (3.2.9)

¢ dessa maneira as nove componentes independentes das constan-
tes de estrutura ers sio descritas em termos das seis compo -
nentes independentes da matriz simstrica #{13} e das trés compo
nentes do vetor ay.

Entretanto as componentes da matriz n(1) ¢ do vetor
2y nio sio independentes entre si. Tendo em conta a eq. {8), 2

identidade de Jacabi, eq. (5), nos di

Jr, -
M AJ»O

onde usamos o fato de que ¢ H{K™) <0, pois Py = -eP 0
Usando a decomposigio descrita na eq. (6), apenas 2

parte simdtrica contribui nesse produto, e portanto
nied) a =0 (3.2.10)

Consideremos a transformagio da matriz M3, sob uma

transformagio da base do espago vetorial das solugdes das equa
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¢des de Killing,
¥

onde A3 & matriz real, nio singular, de coeficientes constan =

i A‘j % (3.2.11)

tes. As constantes de estrutura transformam-se com

] - e,
:

onde &' 4y @ determinado por

AT AP . Emij AP (3.2.12)

Multiplicando por 713
rpos aijcp  _ pamy P
ATAg SR - WA

e 2 seguir por A"V

v qijep
n C"S

= (aetA)e'Schrs = (detAyn'P «
- MMy Py v
- B P
pPortanto
B = qgetny (a7 (a7h”, WP (3.2.13)

Assim,uma transformagdc da base para o espago vetori~
al das solugBes da equagdo de Killing, como descrita na eq.(11),
permite escrever a eq. (10) nz forma

ntpd} ';J -0
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[
onde ¥; = AFa,.
Particularmente, a matriz AJ' pode ser escolhida de

modo 2 termos

i) o
utis) o diag(nysnging) N
ag = (2,0.0)
e 2 eq. (10) reduz-se a
npa=0 (3.2.15)

Usando as egs. (14) e {15) acima, na eq. (9), as pos-
sTveis relagBes de comutacdo para os vetores de Killing tém a

forma
e 2
[Fiokg] = - 3% ¢ ngky
[%Z,Ké] = niky (3.2.16)
B .
Es.KE[ sk, 3Ky

Assim, numa base para o espago vetorial das solugdes
das equag@es de Killing, que permita expressar H'J na forms de
eq. {14}, a escolha original de Bianchi pode ser apresentads na
Tabela 3.2,1.

0s sinais apresentados na Tab. 3.2.1 indicam os si-
nais das respectivas quantidades, que por meio de ,transforma -
goes do tipo descrito na eq. (11) podem ser feftos iguais  a
%1 e 0, exceto nos casos em que angny # 0 (Tipos III, VI e VII.
Nesses casos a existincia, ou ndo, de um subgrupo abelieno G,

depende de um dado valor dos pardmetros que representam o gru
pol2)
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Tio6 46
Bianchi

®
>

>

+ +++00+00 |N
>

I

j8i
m
w

v

vi
vi1
viir
I

Co++ ++ OO
++oo000 4+ 0

TABELA 3.2.1 - Possiveis escolhes independentes para os stnais das constan-
T tes de estrutura na eq. (16)-

3.3 - CLASSIFICAGRO DAS SEGOES DE HOMOGENEIDADE DAS VARIEDADES
Marxs® e M arxH

0 elemento de linha da variedade M® = R x §3
2. ge2-a2(t)(cos dx? 4 dxH)? - sz(t)de’)z + senzx‘(dxz)Z]

(3.3.1)
tem os vetares (Y;,Yp,¥,), dados na eq. (2.4.11), como vetores

de Xilling, cuja algebra & descrita por

o]

1, Ea-'x] =1, va,vﬂ (3.3.2)
ou equivalentemente
EI"‘Z] = K3 EK‘KI:I =K E‘z"‘s] (3.3.3)

onde Ky = =¥y, Kz ==Y, e K3« ~¥3.

Na classificagio de Bianchi essa & a dlgebra dos gera
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dores de transformagio do grupo de Bianchi tipo IX, como se po-
de ver da Tabela 3.2.1 com a escolha de a = 0, ny =n, = ny = 1
Tevada na eq. (2.16).

0 clemento de linha da varfedade W' = R x #°

4s? = dt2en?(t)(dx +eoshxPax®)? - az(z)de2)2+senh2x2(dx3)z ]

(3.3.4)
tem os campos vetoriafs dados na eq. (2.5.6) como vetores de

Killing, com a correspondente lgebra descrita por:

vl

ou equivalentemente

E(],sz[ - E‘Z'Ka] -k E(z.KZI Sk, (3.3.6)

onde fizemos K, = Yi» KZ =Yy Ky = .ya.

Ez"z] .Y, EB,YJ s e, (3.3.5)

Essa & algebra dos geradores de transformagio do gru-
po Bianchi tipo VIII, como se pode ver da Tab. 3.2.1 com a es-
colha a =0, ny =y = 1, ny =-1, Tevada na eq. (2.16).

Por esse motivo, no presente trabalho, modelos cosmo-~
I5gicos cujos elementos de linha tém estrutura R x §3 e R x K3
serfo denominados, respectivamente, por modelos  Bianchi tipo

IX, e Bfanchi tipo VIII.

3.4 - UMA NOTA SOBRE OS TIPOS DE BIANCHI MAXIMALMENTE SIMETRI =
cos

Como vimos na secdo 1.8,uma varfedade n-dimensional

admite um nimerc maximo de n(n+1)/2 vetores de Killing linear -
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mente independentes. Uma variedade que admite o niimero miximo

de geradores de isometrias € dita maximalmente sim@trica,ou isg

tropica, e pode-se mostrar que o tensor de curvatura nessas va-
|

riedades tem a forma

R
o
Rignk = w(n=17 (Otndsk = I5k94n? (3.4.1)

onde Ry = 0,41 & uma constante de curvatura que caracteriza
unicamente um espago maximalmente simStrice. A eq. (1) & condi
¢Fo necessaria e suficiente para que a curvatura gaussiana seja
independente de diregdo em'todo ponto(ZL-22),

Verifica-se diretamente que uma geometria cujo tensor
de curvatura tem 2 forma da eq. (1) & conformalmente plana.Exis
te, portanto, um sistema de coordenadas tal que, em particular
para n =3
Z)Z

2 wqldx)? & aylds 3y2

o7(x)

+ agdx
ag 3

(3.8.2)
onde
R, 3
0 k2
ao=tl e R=1+og kZI w22

Apenas os tipos de Bianchi I, ¥ e IX sdo maximalmen-
te simétricos, correspondendo a Ry igual a 0,-1 e +1, respecti-~
vamente, e & sempre possivel encontrar uma transformagio de co-
ordenadas que expressa o elemento de Tinha construido com as
respectivas bases invarfantes na forma da eq. (2). Discutimos
essa transformagio para o tipo Bianchi IX, que & estudada no
presente trabalho.

0 elemento de 1inha para a segio de homogeneidade da
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varfedade R x 7 & descrito usando-se as 1-formas (2.4.6)

a? = (B2 4 (3924 332 -
\

. (3.4.3)
= (dxhZ ¢ (@) + (%P + 2costax?axd

Entretanto, um elemento de linha para S5 pode ser ex-
presso, em dois sistemas de coordenadas distintos, usando-se as
sequintes expresses alternativas para as coordenadas a® do es-

pago 54. em que consideramos 5% dmerso(2l);

.,
o
g

o
o
g
.

senX sené cosd

1 3
1. x X - -
2 = -sen Syosen S = cosX
(3.4.4)
= sen & cos Lot senX cose
2 Fes T =

1 7,3
2% « cos & sen 23X - seny seng seny

Se utfilizamos a segunda fgualdade para descrever as
coordenadas cartesianas, o elemento de linha obtido para s° &:
-

a2? = (ax)? + sen®x L(de)z + sen (d@)z] (3.4.5)

Portanto a segunda igualdade na eq. (4) relacions dois
sistemas de coordenadas sobre 5° imerso em £9, e podemos deter-

minar a transformagao de as que leva di e o ele

mento de 1inha (3) no elemento de linha (5).

Definindo r = senX, o elemento de linha {5) tomz 2
formal22}

2
a? . 80) L2 Eds)z + senp (d¢)z] (3.4.6)
r
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Introduzindo uma nova coordenada

¥ = L
1 2
1+ b
e coordenadas cartesiamas por
1
X' = u cosé send
x2 - u sens seno
= v cose
obtemos
ag? - L% e ()2 s (ax®)?
O+l

que § a forma do elemento de Timha (2) para espages maximalmen-
te sindtricos, com Ry =+1, onde v2 = (x)2 4+ (x3)2 4+ (x%)2

A variedade s° &,portanto,maximalmente simdtrica, ad-
nitindo sefs vetores de Killing 1inearmente independentes. O
trés vetores de Killing construidos na eq. (2.4.11), correspon-
dentes aos campos vetoriafs invariantes 3 direits sobre 53, re-
presentam o fato de que a 3-esfera & vardedade homoginea, fsto
€, o temsor mEtrico & invariante em todos os pontos de S3.

0s outros trés vetores de Killing que S5 admite, re -
presentam uma simetria adicfonal, a isetropia, isto &, o fato
de que o tensor mEtrico & invariante sob rotagies em torno de
qualquer efxo em 5%, e correspondem, portanto, 3 existéncia de
um grupo de rotagBes local em cada ponto. Nesse sentido & que
se affrme que todo espago fsotrSpico em todo ponto & tambdm ho-
nogéneo.

A existéncis dessa simetrfa adicional depende crucial

mente da forma da mEtrica da segdo de homogeneidade, existindo
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apenas quando as componentes do tensor mEtrico $30 iguais,
945 = diag(+,+,+). A escolha 95 = diag(A,B,B) corresponde 3 de
formagio de 5% no elipsdide L3, como se discute no Apéndice A ,
e a simetria de rotagdo fica restrita a apenas um efxo. A curva
tura Tocal nio & mais constante mas L3 & homogéneo sob o mesmo
arupo de transformagies de S3. Estes conceitos serdo teis na
discussio do que se entende por anisotropia em modelos cosmolo-

gicos, apresentads no CapTtulo 4.



CAPITULD 4

COSMOLOGIA RELATIVISTICA

4.1 - ALGUNS CONCEITOS EM COSMOLOGIA RELATIVISTICA

A Cosmologia tem por objeto de estudo a estrutura em
larga escala do universo, isto &, sua natwreza e evelugio fno
espago-tempo.

Em escala suficientemente grande. envolvendo distdnci
as da ordem de 10% anos luz, o upiverso apresenta-se como  uma
distribuicdo uniforme de galdxias, ou a2glomerados de galidxias ,
31 o ren3(),

Come as interagGes nucleares sio de curto alcance e a

de densidade da ordem de 10

natéria em grandes agregados & eletricamente neutra, a gravita
¢¥o €, das quatro interagdes fundamentais, 2 interacido que go -
verna a evolugdo dos fendmenos em larga escala.

Para a const"rucio de modelos para o universo algumas
hipiteses simplificadoras s3o estabelecidas:

1) As leis fisicas locais conhecidas deverdo ser as
mesmas em qualquer ponto do universo e capazes de determinar 2
evolugado global do universo. Essa & uma forma de expressar o
Principio de Copérnico, segundo o qual ndo ocupamos uma posicio

privilegiada no espago-tempo.

41
Estimado para matéria luminesa no universo observado.
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I1) se a gravitacio governa os fendmenos em larga es-
cals, a Teorfa da Relatividade Geral, como ‘teoria de gravitacao,
deve ser a teoria adequada I descrigio do umiverso.

Hesta teoria o espaco-tempe & suposto uma variedade
rienaniana 4-dimensional em que as componentes do tensor mStri-
€0, 9,5(x"), so funges das coordenadas do espago-tempo. Local
smente, por uma escolha adequads de coordenadas nas vizinhangas
de un ponto, o tensor métrico pode sempre ser colocado na for-
ma da métrica de Minkowiski

Nag = 4120(+1,-1,-1,-1).

Ums dada estrutura para o espago-tempo, 2companhadada

escolha dos campos de mat@ria que s3o fontes de sua curvatura ,
constitui um modelo cosmoldgico, ou modelo para um universo, se
geometria e conteiido material, que se supde como  constituinte
desse universo, sio solugio das equacdes de campo na Teorfa da

Relatividade Geral.

1 -
RGB-TRQGB+A908>KTGB (4.1.1)

Nas equag¢des de Einstein Ruﬁ & o tensor de Ricci defi
nido por Ry = R°u°s, R = R"B & o escalar de curvatura, A & uma
constante, denominada constante cosmologica e Tos € o tensor mo
mentum energia dos campos de matéria presente: no modelo. Ou -
tras equagdes auxiliares poderfo estar presentes, pois , por
exemple, se Tae & tensor momentum energia de um campo eletro -
magnético, as equagbes de Maxwell devem ser satisfeitas, assim

como 2 estrutura das correntes que sio fontes de campo.

111} Supomos a existéncia de um substrato material que
se presta como suporte para os observadores fundamentais, rela-
tivamente aos quais se descreve a dinamica do modelo.

Em geral, o conteudo material dos modelos &  suposto
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ser un fluido de particulas de massa no nula, deserits por sua
densidade, pressdo, pressio anisotropica, e outiros parimetros
termodindmicos que caracterizam o fluido. Sendoftal fluido  a
fonte dominante de curvatura, po&emos sempre £6mar o Substrato
material coincidente com o contedido materiall*},

Introduzimos os observadores fundametais do Cmodelo
como aqueles ligados a, isto &, movendo-se collj um elemento de
volume do fluido. Tais observadores s¥o denomifiados observado-’
res comoventes, cujas Tinhas de universo sio determinadss pele
canpo de velocidades Y®(x) de um elemento deCVolume do fluido.
Esses observadores medem, localmente, os pardfletros que descre-
vem o conteiido material. do -

A hipGtese mais simples que se podeifazer acerca do
movimento da mat&ria no universo & que ela se™d3 ao longo de uma
congruéncia de Tinhas de universo tipo-tempo-Gue n3o se <4nter -
ceptan. Essa hipdtese Teva o nome de Principib de Wey1(24),

Construfmos o compo de vetores unitSkios tipe tempo

v%(x), tangente § 1inha de universo do fluide” em cada ponto
o
v, = (4.1.2)

Como por hipStese, as 1inhas de universo do conteiido

material ndo se cruzam, podemos sempre encontrar um sistema de
u

coordenadas {xH}, no qual, em qualquer ponta, @ 4-velocidade do

fluido & expressa por .8

Ve ) = 6% (4.1.3)

0 substrato material € sempre suposto existir, mesmo Juando o fluido &
constituido de particulas de massa nula, Nesse caso 6 substrato existe

apenas como suporte para os observadores fundamentais mas n3o contribui
para a curvatura.

[©Q]
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A existéncia desse sistema de coordenadas, denominado
sistema de coordenadas comovente, & uma hipStese particular usa
dz em cosmelogia, e define um sistema de coordenadas privilegia
do no sentido de que, nes;e sistema, as componentes espaciais
da quadrivelocidade de fluido galdtico sie nulas, isto &, os di
versos elementos de volume do fluido est3o em repouso relatfva-
mente a um observador ligado & essa rede de coordenadas.

R1Em disso, a existéncia de tal sistema de coordena -
das privilegiado representa ¢ abandono do tratamento completa -
mente covariante ac problema cosmoldgico, no sentido de que o
sistema de coordenadas & um sistema de coordenadas privilegiado
porque estd construido sobre o priprio universo. Isso se torna
mais evidente no estudo de universos espacialmente homogéneos ,
onde um “tempo cosmoldgico™ e "segdes espaciadis" absolutas po -
dem ser definidos.

Nesse sistema de coordenadas
" u R
Volx) = gg,lxe) {4.0.4)
e a condicdo de normalizacdo leva-nos a

%0 =1 - (4.1.5)

4.2 - ESPAGO DE REPOUSO LOCAL E QUAKTIDADES CINEMATICAS

Seja V®(x) um campo vetorial definido numa variedade
riemaniana. Em cada ponte da variedade o campo V*(x) determina
um subespago H do espago tangente nesse ponto, constituido pe-

los vetores ortogonais a ¥®. Sob certas condicles tais subespa-
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¢os poderdo constituir uma hipersuperficie imersa na variedade
se v%(x) & o campo de velocidade de elementos do flui

do galftico, H serd denominado espago de repowso local do obser

vador comovente com o fluide. Supomos V%(x) tipo-tempo, normali

zado e introduzimos o tensor

CIRC I
n% = 6% - ¥, (4.2.1)

que tem as seguintes propriedades:
o2 e o s
a) h%n%, = K%, e portanto h% & um projetor

b) h®¥* = 0 e portanto h%, projeta ortogonalmente a V*
A 3

Alén disso h%, = 3 e h“s pede ser interpretadoe como

a "mitricz" do espace de repouso local pois
2 _ @y o o2 Saxf
ds” = gop dxTdx = (V dxT)T 4 b dxdx (4.2.2)

e um observador com 4-velocidade ¥Y¥(x) no ponto x® associa ae

B e uma se

ponto x® + dx® uma separacio “espacial® dil= g dx®dx
paragho ~tempora1® (ax®)? = (v dx%)?. Sob certas condicFes. es-
sa separagio @ unfca e adquire uma interpretacdoe partfcular em
modelos cosmoldgicos espacialmente homog@necs, que  trataremos
adiante. B

Pode-se caracterizar o movimento do fluide galdtice
por parimetros cinemiticos associados ao campo de velocidades
de elementos do fluido. Para isto, mostrs-se que & possivel de-
compor a primeira derivada covarisnte da 4-velocidade do fluido

na forma

1
Vn)[ﬂ = ‘ave MR hus ] (8.2.3)

onde cada um dos termos dessa decomposi¢do sdo quantidades que
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determinam propriedades da cinemdtics do fluido e tém a inter -

pretagio que se segue{Z1:28)

a) 0 pardmetro de expansio .
=y,
o=V, (4.2.4)

representa uma expansio pura sem distorgio ou rotagdo. Seu efei
to sobre uma esfera de fluido & transformi-la em outra esfera
com a mesma orientacSo, relativamente & um sistema de eixos no
espago de repouse local, porém de volume modificado. Em mode -

los cuja expansio & anisotripica deve ser entendido como expan-

530 média sobre a esfera observacienal unitdria.

b) 0 vetor aceleracdo

v"“‘, ve (4.2.5)

representa o efeito de forgas ndo gravitacionais, anulando-se
quando apenas forgas inerciais e gravitacionais estio presentes.
Nesse caso, as trajetirias dos diversos elementos do fluido sio

geodesicas.

Investigamos a forma do elemente de linha adequado 3
descri¢do de um fluido de partTculas n3o aceleradas, num siste-
ma de coordenadas comoventes. Usando as egs. (1.3) e {1.5) te-

mos

a
0 s T% = 0
ou equivalentemente

90ylo = 0

que & identicamente satisfefta para ¥ = 0 e leva-nos a
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95 = S0g(xd) 13- 1,23
Portante
4s? = (d0)2 + 290, xhyaxart 4 gij(xu)dx1dxj {a.2.5)
c) 0 tensor de rotagio
Ogp = % Wapp™ vnﬂo)hquhpe - (8.2.7)

representa uma mudanga de orientagdo do fluido sem alterar sua
forma ou volume, no sentido de que swa ac3o sobre uma esfera de
fluido & transforni-1a em outra esfera de mesmo volume, girada
em relagio a um sistema de eixos no espaco de repouso local.

Sua intensidade & definida por

" (4.2.8)

Para que o tampo de velocidades ¥Y*(x) seja irrotacio-
nal devemos ter, usando a eq. (7)

weg = 0 = Vopg - vellu =0
Com a hipStese de existéncia de um sistema de coorde-
nadas comoventes, V* = 8%, V = g5 . e 2 equacfo 2cima tomd a

forma

%0als ~ Jo0pa = ©
que & fdenticamente satisfefta se a« = B = 0 e se reduz a
90113 ~-Yog11 = 0 §,d = 1,2,3

e portanto go; = ¢, isto €, gy; & o gradiente de um escalar .
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Assim as trajetdrias dos observadores V®'= §% sio ortogonais
3 superficie ¢ = constante.
Podemos encontrar uma transformacio de  coordenadas

'
que preserva o carater comovente do campo de velocidades e anu-

T2 gg;- Exigimos para sso que, se V¥ = &%, entdo,sob uma trans

formagdo de coordenzdas geral

Assim, yma transformacdo de coordenadas do tipe

x50 a0 ry
xt e w = nfd)

preserva a forma ¥® = 6%, Particularmente, se tomamos h'(x3)
< x', temos oy - 31 990 * 9pge Com0 9o = 1 e 9oy = dp4s €

3
) = ~s(x1) para termos Euj = 0.

1

3
suficiente tomar f{x
Portanto um fleido frrotacicnal serd descrito por uma

geometria cuje elemento de linhs tem a forma
ds? < 5, 0300 - (602 4 gij(xo;xk)d?i'ﬁj 14.2.9)

e a segdo X0 = constante & superficie de simultameidade para to
dos os observadores Y% = §%. Além disso o espago de repouso Tg
cal coincide globalmente com & hipersuperficie X0 = constante ,
pois usando vu = 60“ na eq. (1) temos

o | oy
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e portanto as Tinhas de universe do flutdo s5o ortogonais I hi-
persuperficie xO = constante em todos os pontos.

0 espago-tempo tem sempre a topologia R x M3(x%), on-
de M3(x) & vartedade 3-dimensional tipo espago em todo ponto

Podemos sempre doar @ varfedade M3(x0) a estrutura de
Srbita de um grupo Gy de transformecdes simplesmente transiti -
vo, que tomamos sempre como algum tipo da classificagdo de Bian
chi, como, por exemplo, os modelos construTdos no Capitulo 2.

Messe sentido & que afirmamos ser possTvel uma Gnica
separagdo do espago-tempo em “tempo cosmolSgico® e “"seges espa
cfais csmicas de homogeneidade® absolutos.

Essa separacdo fnica do espaco-tempo esti em refa -
¢%0 direto con o Principio Cosmoldgico Restrito: um dado campo
escalar S{t,x) = S(t,x'), caracteristico do conteido materisl
que se supde para o universo (por exemplo, pressio e densidade
do fluido) poderia se prestar como mecanismo de  sincronizagio

de relGgios para todos os observadores no wniverso.
4) 0 tensor de distargso {"shear")

- -1y LAY
oo B Uogo * Voo - 37, hop]h APy (48.2.10)

representa uma modificagio na forma, mantendo invariante o voly
me do fluido, Por exemplo, a deformagio de uma esfera de fluido
num el4pside.

Sua intensidade & definida por

(4.2.11)

Se o campo de velocidades V®(x) associado aos elemen-



-81-
tos do fluido & irrotacional, para que seja tambEm sem distor -
¢io devemos ter

1 - 27 Y, Y T =
7 (Vv[‘7 + vp[c k24 UDVV) 3 (v Iy +T P v )hup =0

Como ¥, = 60, e V%« 6% essa expressio toma a forma

- D000~ § (g5, = Vo¥p)(2n ¥B)yg = ©

Y o Yt 21 gre -
onde usamos IV = g Toesed= 39 Soelp * 9enlo ™ Jople T e
Y = =
Py = (n TE) L.
£ssa equagio § identicamente satisfeits se o = 0. Se

6,0 # 0 temos
2 - D
Srsfo = F s (I 79) g = 8y (20 TNy

Portanto g, pode ter 2 forma

8 = REO, 0 (4.212)

e o elemento de 1inha que descreve uma geometria em que a ., =
= ugg = 0, tem a forma

ds? = () - R2(xOyy, hyaxTes (4.2.12)

Ne realidede a escotha feita na eq. (11) nio & a mais
geral. PoderTamos ter escolhida RZ = RZ(x") e a condigio ay =
= 0 ainda seria satisfeita. Entretanto, pode-se mostrar que,mes
mo com essa escolha, as equacoes de Einstefn exigem que 2 eq.
(11) sefe a forma final de g, (22).

Na eq. (12). RE(x") atue como fator de escala pars to
das as distincias medidas na segio x° = constante. Assim,enquan

to os valores das coordenadas dos elementos do fluide sac fixas
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¢ independentes da coordenada xo, num sistema de coordenadas co
moventes, as distincfas entre esses elementos de flulde varjam
conforme R(xo) corresponda a um universo em expansio oy contra-
¢do. !

De posse da estrutura da métrica de um espago-tempo
espacfalmente homogéneo que tem distor¢do nula, eq. (12), e da
interpretacio do tensor de distorgdo, que em principio, repre-
senta uma deformagdo na estrutura da se¢do  de homogeneidade
K0 . constante ao longo da evolugio do modelo, introduzimos dots
possiveis conceitos de isotropia em modelos cosmoldgicos espaci

2Imente homogéneos.

a) Definfgio 1: Um universo & dito isotrbpico se s3o

nulas todas as componentes do tenser de distorgio.

Nesse sentido, se as segbes xn = constante sdo simples
mente transitivas sob algum grupo de transformagdes dentre os
tipos de Bianchi, entdo todos os modelos cosmoldgicos do tipo
de Bianchi podem ser fsotropicos. Seu elemento de 11nha pode ser

sempre colocado na forma
das? = (ax%)2 4 R2(x0) Eml)z + (0)? 4 (...3)2:[

onde os o' (x3) (1,5 = 1,2,3) sFo I-formas dueis aos campos veto
riafs invarientes de cada um dos nove diferentes tipos de Biap-
¢hi. Vamos denomind-1os de universos isotripicos relativamente

3 expanso.

b) Definicio 2: Un universo & dito isotrdpico se sdo
nules todas as componentes do tensor de distorgio e suas se -

¢des de homogeneidade sio maximalmente simétricas.
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Como discutimos no Capitulo 3, apenas os tipos de
Bianchi 1, Y e IX s&o maximalmente simétricos, isto & s além
dos trés vetores de Killing do tipo de Bianchi correspondente ,
adnitem trés vetores de Kﬂ!Iing adictonais associados 3 existen
ciz de um grupo de rotagies local, que mantém a mtrica invari-
ante sob a escolha de eixos locais arbitririos.

Portanto, de acordo com a definigdo 2, apenas os mode
los cosmoldgicos Bfanchi I, ¥ e IX podem ser considerados iso -

tropices.

c} Se o tensor de distorgio & n3e nule, o universo
& anisotrdpico, mesmo que o secdo de homogeneidade corresponda
aos tipos Bianchi I, V e IX, pois & suficiente introduzir uma
infca diregio privilegiada para restringirmos a simetria 3 ro -
tagGes em torno do eixo definido por essa direcdo, como se pode

verificar no problema discutido no Apéndice A.

4.3 - REFERENCIAL DE LORENTZ LOCAL: A TLCCNICA DE TETRADAS ORTO-
NORMAIS

Em cosmologia os observadores fundamentais s3o supos-
tos comoventes com um elemento de fiuido, cujs 4-velocidade &
o campo V%(x), e que medem localmente as propriedades do fluido.
Como, ma Teoria da Relatividade Geral, a métrica Tocal & a mé -
trica de Minkowski, podemos utflizar, como método de trabalho ,
2 sequinte construgio.

Selecionamos, no espago-tempo, quatro campos vetori -
ais linearmente independentes, {X, |A = 0,1,2,3}, e ortonormais,

satisfazendo
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8{XgsXs) = &pp

(4.3.1)
9(XpaXg) = =8pp AB = 1,2,3
isto &, Xo & vetor tipo-tempo e X;, Xp, Xy tipo espaco.
com essa escolha °
gix(A),x(B)] = g = diag(+1,-1,01,-1) (4.3.2)

Tal conjunto de campos vetoriais, ortonormal em cada
ponte, & denominado uma tetrada e podemos expandi-1o na base de

coordenadas

Xy = oay® 2 o2 = 2Py, (4.3.9)
onde cada elemento da matriz e(”" representa a componente do
vetor X, na direcio do vetor 3 . Reciprocamente tém papel idén-
tico os elementos da matriz inversa en(A) ™),

Tomando (6") como base de 1-formas duzis § base {X,}.
2 eq. (1.3.11) permite escrever

ehxg) = ofy = efA) e (4.3.4)

e simflarmente

()

dx“(as) = ‘ua - e°(A) ey {5.3.5)

0 elemento de Tinha pode ser escrito na forma

3 AB

as? = g pdxax® = g, %) e“(B) oho® = n,p ot

onde

Mo que se segue Indices latinos maifisculos, ou Indices de tetradas, rels
eionamse 3 base {xA) e Todices gregos 3 base de coordenadas (au) .
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e = %ap 2%(a) e“m (4.3.6)

Invertendo a eq. {6) pelo uso da eq. (5), temos

Sup = mp oMy (B (4.3.7)

As eqs. (6) e (7) permitem~nos a interpretagdo de uma
tetrada como uma transformagio de coordenadas para um sistema
de coordenadas Tocal x*, tal que, no ponto considerado, a mEtri
ca assume a forma "AE(’)'

Assim uma tetrada define um campo de referenciais de
Lorertz locais no sentido de que, nesses referenciats, a métri-
¢2 & a mEtrica de Minkowski.

Podemos sempre construfr um campo de tetradas ortonoy
mais de forma que o campo de velocidades Y¥(x) do fluido defina

2 tetrada tipo-tempo Xgs sto €
P
Vo
ov visto de outra forma
% L o8 () , .
R )
tomo v = ¥'x,, temos

VoL (4.3.8)

Caso & tetrada tipo tempo infcialmente escolhida nie
cofncida com v, VA nio tem 2 forma da eq. {8), mas podemos sem
pre fazer uma transformagdo de Lorentz local de modo 2 obtermos
A A .

LA

r .
) e for possivel encontrar 2% = x50 o A = 220, a5 terratas sio 4
tas integravels e o espago-temps & plancs
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A métrica npp  estabelece correspondéncia biunivoca
entre a base de tetradas e suss 1-formas duais, pois
- o, @ g . o .8 B _ ]
= eay % % B(a) %ap 90 = C(a) € () %ap © " Mag ©
(4.3.9)
e os Tndices de tetrades sdo elevadas e pela matriz ny, e sua
taversa n'B o g®8 em(A) es(B)
Ay -
et ngy =

3
o8 € (8) " o(p)

4.3.
&P A8 _ B . (B) _ .p(B) (8:3.100
(et e

Particularmente

- (8)

B
G(A)“ = "ABE e( )u -

- B
o 9yetT(n (o)
= %y V() 7 Carn)

e portanto a matriz e“(A) tem dez componentes independentes em
cada ponto, isto &, o mesmo nimero de componentes {independentes
que o tensor métrico. Dessa forma um campo de tetradas transpor
ta todas as infermagbes sobre a métrica do espagco-tempo.

A idéia de referenciais de Lorentz locais  constitui
um fnstrumento poderoso para o estudo da geometria do espago-tem
po. Particularmente, usando as equagges de estrutura de Cartan
discutidas no CapTtulo 1 podemos estabelecer uma tEcnica para
o cdlcuTo das componentes do tensor de curvatura que segue as

seguintes etapas:

2) Dado um elemento de linha ds? = g dx%dx®, esco -

3
themos 1-formas 8% = efA) ax* tais que ds? = myyefe®
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b} Tomamos a derivada exterior dessas T-formas
Ao el B dx® = oM o oBecyoB 4 of
de” = e o8 dx” A dx¥ = -e ollg © (B)e {C)s” A &

and; a substituicdo da derivada simples por derfvada covariante
€ possivel devido ao fato de que o produto exterior & antissimé
trico e as conmexdes, numa base de coordenadas, sdo  simétricas
nos indices inferiores (ver 2 eq. (1.6.15)). Comparando com a

eq. {1.6.2) definimos os coeficientes de rotagdoe de Ricci por

'y A
Tae = -+ Poge iy gy s

o que permite escrever

'3

T R (4.3.12)

Mge ®

onde fizemos uso das eqs. (1.6.4) e (1.6.11).
A primeira equagio de estrutura de Cartan, eq.(1.6.11)
permite portanto a leitura direta das 1-formas de ratagio o'y .
Entretanto essa leitura se torna particularmente dificil em mé-
tricas com termos ndo diagonais, Nesses casos fazemos wuso da

eq. {1.5.16)

aof o - Jchp of a el (1.3.13)

de onde determinamos diretamente os coeficientes de  estrutura
choe para 2 seguir determinarmos os coeficientes de rotago de
Ricei via eq. (1.7.8)

1 -
Tage = " % [cmzc Comp * CBCA] (4.3.12)
As 1-formas de rotacdo sio determinadas por mAB = TABCBC~

c) TYomamos a derivada exterior das 1-formas de rota-
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¢3o e construimos a 2-forma de curvatura da segunda equagdo de

estrutura de Cartan, eq. {1.6.19)

3 A
LA R (4.3.15)
e a eg. {1.6.20) permite a Jeitura direta das  componentes do

tensor de curvatura de
A _ 1A ¢, 0
L A A X {4.3.16)

As eqs. (3), (8), {5), {7} e (11) constitvem as fer-
ramentas pazra a descrigao de todas as quantidades e equacdes
fisicas no referencial de Lorentz Vocal. Um exemplo detalhado &
dado no CapTtulo 5, quando projetames as equagdes de Maxwell
no referencial de Lorentz local. Apresentamos, para uso posteri
or, a forma das equagdes da expansio e do tensor de dfistorcdo
projetadas na base de tetradas

AC BC A
LS T A (4.3.17)

1M ol
o = Z ba M E’MIN + Wypn * (Typn + TV | = 3 8hyg
(4.3.18)

«
onde vAIC = e vA[u -



CAPTTULO &

MODELOS COSMOLGGICOS ANISOTROPICOS BIANCHI VIII/IX
COM MATERIA E CAMPO ELETROMAGNETICO

5.1 - INTRODUCAO

Neste capTtule exibimos solugSes exatas das equagdes
de Efnstein para modelos cosmoldgicos espacialmente homogeneos,
fechados e abertos, com expansio anisotrgpica.

Designamos por universos abertos e fechados espagos
-tempo cujas secbes de homogeneidade espacial tém estrutura de
u? e 5%, respectivamente. 0s elementos de linha adequados i des
crigio dessas geometrias sio descritos nas eqs. (2.5.7) e
(2.4.13), correspendendo 20s tipos de Bianchi YIII e IX, como
foi visto no Capitulo 3. Apresentamos um elemeiito de linha Qque
unifica os dois casos, obtendo-se cada um deles pela escolha do
valor de um dado parimetro.

0 conteldo material dos modelos & suposto ser um flui
do perfeito e campo eletromagnético na diregdo de anisotropia.
Investigamos como a anisotropia e o campo eletromagnético afe -
tam a evoluglc dos modelos e apresentamos algumas de swas pro-
priedades. '

Estas sdo as primefras solugoes exatas para modelos
cosmoldgicos anisotrgpicos espacialmente homogéneos do tipo 81~

anchi VIII e IX. Alguns dos resultados aqui discutidos foram pu
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blicados em Physics Letterst3S).

5.2 - 0 ELEMENTO DE LINHA
Considerencs o elemento de linha
ds? - (at)? - a%(e) f_dx + 4m2(e)de_12 -

(5.2.1)
- B2(1)k%0) Ede)z + senze(dﬂz]

onde 0 < X, $ < 2Zm, 0 £ 6 < m, e as fungdes m(8) e K(p) satis -

fazem:
tn_ dn
Y 5.2.2
X sensE€ ' ¢ )
22 1 dKy2 X 3
SE -1 gK% + cotge SE - K= a X {5.2.3)

(;

Nas equagdes acima Xy e 2 s30 constantes, sendo 2

proporcional & curvatura da 2-esfera

do? = k2(o)(de? + sen?o do?) .

As coordenadas t, X, 6, ¢ prestam-se como coordena-
das comoventes e 2 estrutura das segoes t = const depende da
escolha do parimetro X. Consideremos separadamente a forma do
elemento de linha (1) quando tomamos solugdes da eq. {3)nos ca-

s0s A = =1, X = +1 e 2 = 0.

a)

=1, 3 £ 0

Nesse caso uma solugio particular da egq. (3) & K(6)=1
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e aeq. (2) tem 4n’ = -23) cose por solugfo. Portanto o elemen
to de 1inha (1) & descrito como

das?=(aty? - Az(t)Eix-zhcnsedb:lz-sz(t)lzde)z + sen?s (do)zj

befinindo ¥ "= 6, x2 = ¢, x3 = - e e Kn=-2aaace),
1
podemos escrever

das? = (at)? - R2(e) Ex3ecusx] dx2:| - Bz(t)deI)zfsenzx](dxzﬂ
aue & o elemento de 1inha da variedade R x S°. Portanto, no ca-
S04 = =1, A # 0, o elemento de 1inha (1) descreve un  modelo
Bianchi tipo IX.

bYA= 1,2 40

Una solugio particular da eq. (3) & K(8) = tgo, e nes

se caso a eq. (2) tem por solugio 4n? = 21, (ohss + coso).

asd =ty cosh
tgze sel\ie = 4 senhl xz

Introduzinde atnda x' = W2Ay, ¥ = 26 e X = 20A ob-
temos
asz-(d:)z-iz(t)Eﬂi‘ + coshx? dxﬂz-az(t)dez)z + senhzxz(dx3ﬁ
aue & o elenento de’ Vinha da vardedade R x H', e no caso A, #

# 0, %=1, 0elemento de 1inha (1) descreve um modelo Bianchi
tipo VIII.
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€y A =0, 40

Uma solugdo particular da eq. {3) & K(8) = cossect e
a eq. (2) ten por solugio 4&n? = 2), £r tg B/2.

Definindo x = £n tg 072, ~0 < x2 < 4m, x| = X2 2y ,
x3 =¢ e X = 2)\1A, temos
as? = (at)? - R2(1) ax! xzdx3:[2 - Bz(t)dez)z + (dx3)2] -

s (e - B’y - o [wh? s @]

onde w' = dx! ¢ xZaxd, of - ax?, o - axd.

Dessa forma,as se¢des t = const, no caso X = O, A E
# 0, constituen um modelo Bisnchi tipo 11, pois as 1-formas aci
e satisfazen do' = u? Aud, du? = do® = 0, e 2 finfca constante
de estrutura nio nuta & €'y, = 1, como se pode ver da eq.(3.2.16)
com a escolha 2 = my = ny =0, n; = 1. 0s modelos & =0, 3y #
# 0, foram discutidos na referdncia {26).

Ho caso Ay = A = O obtemos uma geometria Bianchi ti-
po T, & no caso A = 0, 1 7 0 obtemos modelos tipo  Kantowski-
-SBChS(ZZ')-

Podemos resumir-todes os casos na seguinte tabela:

T3095_ | Blanchi | Bianchi | Blanchi | Bianchi
Pa 1 1 VITE It Kantowski-Sachs

rametros
b ° o + -1 #0
X 0 £0 #0 #0 0

TABELA 5.2.1 ~ Geometrias contidas no elemento de linha (1).

Para que possamos estudar 2 dindmica dos modelos de -
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terninaremos suzs curvaturas. Introduzimos um veferencial

rentz Tocal em que o elemento de linha (1) assume a forma
2 A
as? < g oRoB 4 (0032 - (o) - (62)2 - (572

definido pela seguinte escolha de T-formas(™)

0 = gt
FLEYI Ex + amz(e)‘w]
2

8¢ = B{t)K(p)do

w

83 = B(t)x(8)senods

de Lo-

(5.2.4)

A matriz de transformacdo da base de 1-formas dx™ para

a base local o = e(“)u ax%, & portanto

1 o 0 o
o0 Alt) 0 2a{t)nd(e)
@ 0 0 B{t)KX(e) 0

0 0 0 B(t}R(8)sens

e a correspondente matriz jnversa, tem a forma

1 0 0 0
o 1 o -anZ(e
o T B{t)K({e)sene
ST, 0 1 0
1IK(E
]
0 o 0 BT |

(5.2.5)

(5.2.6)

* -
Mo que se segue, Tndices latinos mafisculos demotem Tadices de tetradas e

ser@o levantados e abaixados com a métrica “AB = diag(+,-,=,=).

fodices

#regos serio levantados e absixados com a idtrica go. Para qualquer £t -

o de Indice usamos a convengio de soma de Einstein.
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Derivando exteriormente, pelo uso da eq. (1.4.18), e

denotando por uym ponto 2 derivada em relacio s t & por uma 1i-

nha a derivada em relacdo a @, temos

=0

i .0 1 8Amm* 2 3
= € A DB 4+ 8% A8

X «Z8% sene (5.2.7)
= % Bu A GZ

:%50A83+F1K[:l+:ntge:[821\63

e 2 eq. (4.3.13), permite determinar os C'pc = -ch 0 ndo nulos

1. __A
Cor= bt
2 .. &
%02 = “Ca02 = " B
3. LB
5= "Cay = - B (5.2.8)
. 2,4
LU
23 12377 T
3

- - I A L4
23 % "C323 = T m |:K + “’t?{[

onde fizemos uso do 2q. (2). A eq. (4.3.14) permite 2 determina

¢3o dos coeficientes de rotagdo de Ricci Tage = “Feac®

Tout =%
Fozz = Fo33 = B
AA (5.2.9)
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As 1-formas de rotacio o = T o€« cu? S0
&y - % of uly - 2%; o
!
W, g o2 U f%; o2 (5.2.10)
“°3=%e3 ua..%e‘-.glk[é—'+cocg;ez

e a segunds equagido de estrutura de Cartan, eq. (4.3.15), deter

nina 25 2-formas de curvatura % = -a,* ndo nutas:

0 K0, 0, A 8] 2, 2

n]»xe A® +——2—B I-FBAB
. A T

B o0 2 1 A B 1 3

= 8" A g + = - 8 Ao
MA TR f

3 1 A B 1 4

87 - - 8" A @

-%]s“l\e3+{%§+[_;] ol A o2

A eq. (4.3.16) permite-nos a leftura direta das compo

nentes do tensor de curvatura:
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0 -
R = %

o ) _E
R2020 = R303 7§

R S Ll
1237 Ran * 7 (578
aA :
0 _.1 . Mg
Ri213 = Rigp3 = 2z [‘K n] 5.2.12)
RO /b L M8
312" R0 " " T E
3 A A2
1 _ A8 ™M
L SER 1 i e
: A M2
R IF I 1
323 = () ‘;2'3[—92)
Segue-se que as componentes do tensor de Ricci, RAB -
c co -
=Rce =" Reapp 530
A, 28
Roo ‘EY*T}
M A2
A AB 1
R11=K+2n*[—az-l (5.2.13)
R . a2
_B ., B2, A8 _ A 1
Raz "Ry =¥ 4B)" * 5 - 2 2[—82

Brag & dado por

S NEX
R--z{%+z[§+.§.§)+;‘z[éz-x-—;z—)} (5.2.14)

Consideremes a curvatura da hipersuperficie tridimen-
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sional de homogeneidade, num dado instante t fixo. Para isso ,
tomemos as fungdes de escala A(t) e B{t) como constantes, a mé-
trica da seqio come diag{+.+.+), e obtemos para o escalar de
'
curvatura
@ g
=32 e
B B

Analisamos seus sinais para os diversos tipos de Bian

hi contidos no elemento de linha wnificado.

a) Blanchi 1 (A= A = 0): (Jn a0 e o5 modelos

5o sempre planos, independentemente de serem ou ndo anisotrdpi

cos relativamente & expansdo.

b) Bianchi FI (A =0, 3, # 0): ()R <0, indepentente

mente da expans3o ser ou nio anisotropica.

c) Bianchi VIII (A = +1, 2y # 0): (*JR < 0 em nossos
modelos. Entretanto, Harvey(28), em trabalho recentemente publi
cado, apresenta estudo sistemftico das curvaturas das 3-superfi
cies de transitividade de todos os modelos de Bianchi, mostran-
do que esse resultado ' particular, ocorrendo apenas quando a
métrica da segio tem a forma diag{A,B,B). No caso mais geral

(3)p pode ter todos os possiveis sinais.

A #0): esse &0 caso mafs

d) Bianchi IX (A =

interessante pois

e portanto
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(oo se 87> 2 %2

(g oo se 8% =122
i

(3)R co se B2« A‘ZAZ

Assim fica claro que a curvatura das segBes de homoge
nefdade nesse caso & afetada pela dindmica do modelo, isto & ,
2 existéncia de direcGes espaciais privilegiadas afeta o card-
ter d2 curvatura 3 medida que o modelo evolui no tempo.

Harvey(gﬁ) tamb&m encontra esse resultado para ¢ caso
particular em que a métrica da secdo tem dois elementos {guais.

Consideremos tambEm o caso de expansio fsotropica (A=

=B}, onde temos

Gl - Ezz 0 - 132

e partanto
(gspmbctycl ou -1<i<0
()R 2 g sy =1 ou Ay = -1
Bpcommr;>1 = o 2y <o

o0 que mostra explicitamente que podemos ter, dependendo do si-
nal do pardmetro Ay, modelos Bianchi IX, isotrdpfcos com todos
os sinafs para a curvatura da se¢io de homogeneidade. Entretan~
to, nos modelos estudades nesse trabalho, as equag¢Bes de Efns -
tein somente permitem solugio para modelos fsotrdpices com fluj
do perfeito como contelido material se A = 1/2 e nesse  caso
Glp s o sempre. !

0 fato relevante nessa discussio & que o escalar de
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curvatura nio @ uma quantidade relacionada com 2s propriedades topo-
15gicas do modelo, isto &, o cariter de universo fechado ou aber
to njo estd associado ao sinal de (3')R. come sugerem os modelos
cosmoldgicos tradicionais. A mudanga do sinal de (3)R ocorre co
mo consequéncia da anfsotropia na expans3o dos modelos mas o vo-
lune das secBes de homogeneidade & sempre finito (V = 812AB2) em
qualquer instante de sua evolucio, pois a estrutura  topoldgica
R x 53 associada i 1-formas fnvariantes do tipo Bianchi IX &
sempre preservada.

Verifica-se ainda que, em nossos modelos, todas a quan
tidades fisicas e geométricas s3o regulares dyrante toda sua evg
Tugio. Mio podemos portanto assoctar a (3)R uma interpretagdo
fisica ou geométrica mais consistente.

Acredita-se que através da medidas do pardmetro de dea
celerag@o poderiamos definir o tipo de secdo de homogeneidade em
nosso universo atual(a). Uma questio se coloca para ser analisa
d» com mais atencdo: como a anisotropia afeta o valor desse pari
metro ? Ou alternativamente, seri possTvel associar o parimetro
de deaceleragio 3 (3)R 7 Em caso atirmativo, fica claro que num
universo anisotrdpico tal pardmetro nio permite definir qual & a

estrutura topoldgica das seg¢bes espaciais.

5.3 - O TENSOR MOMENTUM-ENERGIA

utilizamos em nassos modelos, como campos de matéria ,
fluido perfeito e campo eletromagnético. 0 tensor momentum-ener-
gia a ser usado nas equagdes de Einstein tem a forma
- 7 fluido e.m.
= TGB + Tcs

L (5.3.1)
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No referencial de Lorentz local definfdo pelas 1-for-
nes,(2.4), assumimos que um observador comovente com » matdria
ten quadri-velocidade VA « &%, 0 tensor momentun-nergis do f1y
ido perfeito tem, no referencial de Lorentz local, a forma des-
crita na teorfa da relatividade restrits

Tflusde

={o+79) VaVp = P ngp (5.3.2)

onde p e p sdo, respectivamente, a densidade e a pressio do flu
ido como medidas pelo observador VA. Swas componentes nio nutas

sio
Too™ ® Ty1 =Tpp =Tg3 = b {5.3.3)

Similarmente, o tensor momentum-energia para o campo

eletromagnetico tem a forma

e.m, _ 1 t_ oo
Tag - =7 s Feof - Facfep (5.3.4)
onde F® & o tensor do campo eletromagndtico
o T A
-E 0 - [
R 3 2 (5.3.5)
-, Wy D |
-y -H, W, o |
As equacBes de Maxwell, ma base de coordensdas, tém
2 ferma
FoB, = 5% 5.3.6
T ( )
Fraeral " O (5.3.7)

onde §® & o quadrivetor densidade de corrente.
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No referencial de Lorentz Tocal 3P = 3% e (A) ¢ ¢R% .

- FoB ea(A)ee(B)‘ © que permite escrever a eq. {6) na forma

.
£ b e, g0 - b

I
onde usanos e (BeP () < 88 .
Mas

A B B A B
L TR G

DR o (A) L (Bep  _ paB , (A, {B) b |
L PR L e PR )
AB A EB B AE

e F Ic + TP 4 Top F (5.3.8)

onde usamos a definig¢do dos coeficientes de rotagio de Riced

eq. (4.3.11. A eq. (6) torna-se:
FABIB o A8y B PE L g (5.3.9)

0 segundd par de equagdes de Maxwell, eq. (7), & des-

crito no referencial de Lorentz local na forma

Foslq * e ’Euj =0 (5.3.10)

ande usamos a eq. (8), Frg = ~Fpa © Tape = ~Tpace

Nossos modelos exibem uma diregio preferencial defini
42 pela 1-forms o). Intraduzimos campos el¥trico e magnitico pz
ralelos, Tocalmente ao Tongo da direcio determinada por o) , de
tal formz que nas secbes t = const n3o apenas a geometria, mas
tanbém o campo eletromagntico, distinguem tal direcfo de aniso

tropia.
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Se entendemos a homogeneidade espacial nc sentido de
que,nas segdes t = const, cada ponto pode ser levado em qual -
quer outro ponto dle maneira que a métrica e o campo sejam pre -
servados, devemos ter

For = Fyg = ELY)
F23 = —FBZ = H({t)

(5.3.1)

A 1-forma @' esti associada 3 1-forma invariente 3 es
guerda u3 mas secoes de homogeneidade. Os campos E e B tém a
direcdo do campo vetorial invariante associado, que & a dire -
¢#0 do vetor 3/3X, sendo portanto tangentes a circulos fechados
nas segbes de homogeneidade (veja as egs. (2.4.6) e (2.4.10},p2
ra 83, (2.5.3) e (2.5.5), para B e as transformagdes discuti
das para os casos A = 1 no incio desse capitulo).

Tomamos como nulas as componentes do quadrivetor den-

sidade de corrente, e as eqs. {9} e {10}, tornam-se
Eloy * Py ¢ T E = lpg - Tigd M= 0
Moy * !y, - e (1%, + Tga) B = 0
¢ usando o5 Typc definidos na eq. (2.9) podemos colocd-Tas na
forma
(E8%)° -2, A =0
(82 + 22 AE = 0

befinindo £ = EB%, # = HB? e introduzindo uma nova

coordenada temporal definida por df = E% dt, temos
o

-2 E=0
@& !
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Lo
it

cufas solugdes sio
'
B o= 5 cos 24y ¥+ 1y sen 2y ¥
(5.3.12)
B e -3y sen 22y ¥ 45, cos 21y ¥
Aqui I e £, sdo constantes de integragio relaciona-
das 3 densidade de energia eletromagnética medida no referenci-
al de Lorentz local. De fato, da eg. (4), as componentes nio ny
1as do tensor momentum-energia do campe eletromagnético sio
T,

2
- - N 2, _ &
00 = “T11 = Tpp = T3y = 3 (E° + K?) v (5.3.12)

onde 2% = 1.2

+ 5,2, Assin, para un dado valor de B, £ & pro -
porcional § intensidade do campo eletromagnitico. Vamos denomi-

ng-la pardmetro de intensidade do campo.

5.4 -~ AS EQUACOES DE EINSTEIN E SUAS SOLUGUES

As equagdes de Einstein no referencial de Lorentz lo-

cal definido na eq. (2.8},

1 fluido e.m.
Rag ~ 7 Romag * A mpp =k (Tyg + Tap ") (5.4.1)

pare THUI90 o 128 dados nas eas. (3.3) e (3.12) se redu-

2¢m 3s seguintes eguagdes independentes
el

Rog = % (o + 3p) + o s A (5.4.2)
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2

Ry =5 (o - p} -%A--A (5.4.3)
KIZ

Ry - Ry v g =0 (5.4.4)

Consideremos as equagaes (2) e (3) como equagdes que
definem p e p em nossos modelos. A eq. {4) torna-se uma dnica
equagdo diferencial para as duas fungles métricas A e B. Assim,
em vez de assumirmos uma dada equacdo de estado, vamos assumir

uma relagio entre A e B.

Esta & uma alternativa para o que usvalmente se faz
em Cosmologia, onde, em geral, se escolhe uma equacio de estado
da forma p = Xp, com A constante.

Ao assumirmos uma relagio entre A e B, podemos, em
principio, obter para todo instante csmico uma Unica equagio de es
tado p = p{p) caracteristica de fluidos isentrdpicos. Temos
afnda a liberdade na escolha da constante cosmoldgica A para ga

rantirmos que as solugbes s3o fisicamente aceitdveis.

Resolvendo as eqs. {2) e (3) para p ¢ p temos

2
Kp:%(ROU4JR11)¢%‘+A (5.4.5)
2

1 KL
0 = 5 (Rgg = Ryy) -—2—'3—4—-1\ (5.4.6)

¢ usando as eqs. (2.13), obtemos para as funghes A e B

S Ay, = s 2

LY. {_:;?}z'g' (%)2~E*74:—§—= 0 (5.4.7)
Para resolvermos a eq., (7) impomos wuma relagio entre

A e B. Tomando
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A =8, 872 (5.4.8)

2 eq. (7) torna-se

' . 2, 2

3 822 AT gl

3 (5 el el 0 (5.4.9)

LR

Introduzimos uma mova variivel temporal definida por

at = 8732 gt (5.4.10)

e com essa transformagdo a eq. (9) assume a forma

(5.4.11)
onde B’ = dB/dY.
Tomando ¥ = dB/dt, um2 integral da eq. (11) & .
(832 < 22 8% 4 &2 2 %Paaer?E 4 C (5.4.12)

onde C & uma constante de integragio suposta sempre mafor ov

igual 2 zero.

- Propriedades das SolugBes

Nossas solugdes sio definidas apemas para B(Y) > 0 pa
ra que a assinatura da mitrica permaneca inalterada devido 3
escolha (B) e para que a coordenada t, obtida da eq. (10}, assy
ma sempre valores reais.

Como se vE diretsmente ds eq. (12), podemos  esperar
que para A = +1 nossas solucdes serdo sempre crescentes  para
8(¥) > 0, pofs (8')% > 0 sempre. Parz A = -1 podemos esperar

a existéncia de solugoes sempre limftadas,pois existe um valor
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B(}) » 0 pars o qual (8°)%x 0, e 8(Y) ndo pode assumir valp
res majores que esse, pois B' torna-se complexo.

A eq. (12) pode sempre ser colocada na forms  padrio
que define as fungdes elipticas de Jacobi. As fungdes jacobfa -
nas elipticas sio funcBes periddfcas, de perfodo varidvel,e tém
as funcGes trigonomBtricas e hiperblicas como limite.

Um tratamento rigoroso das fungges e integrais (ou da
eq. (1)), assim como das fungdes e integrais elfpticas & dado
em Dav(s(ﬂ). Para um tratamento mais intuitivo das proprieda -
des de funges elTpticas indicamos Synge{31). Essas duas refe -
réncias cont@m todas as propriedades de funges elfpticas cita-
das no que se segue.

Obtivemos solugies explicitas para B() tomando C = 0

en (12). Consideremos suas solugoes nos casos A = 1.
a) Modelos Bianchi tipo IX ()..I £0, x=+~1,C =0}
Nesse caso 2 eq. (12) toma a forma
(512 = & I: 2+ 3x? |

e o rafzes de (8')% = 0 sTo By =0, 8, = o+ >0 e B, =
= o{i-&] < 0 , onde

+ 6X.

cond>1 se £2>0. ‘
Considerando 0 < B < o[1+4] como dominfo fisicamente

- " -
aceitdvel de B(t), o pardmetro de intensidade do campo eletro -
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nagngtico afeta a amplitude do modelo, pois B(Y) = o(1+4a) & mi-
xino de B(¥), como se pode ver diretamente da eq. {11).

Caso apenas o fluide perfeito esteja, presente, essa
amplitude tem seu velor minimo descrito por Brax = 20-

A eq. (12) § escrita ns forma

Iy
=-38

- a(m)]Es - o(1-8)]

Definindo b = o-B, -0A < b < o, temos

2 = § (b-a)(b2-0%?)

e introduzinde uma nova mudanca de variiveis

Lk el
temos
(z)2 - 28 (12
on

VoD -

0

que & 2 forma de Jacobi para fntegrafs elfpticas de primeira es

sEcie, onde o par¥metro
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& o wbdulo da integral eliptica e

Iy "~
Vareay - ‘"[1 e h“l

IS
Resolvendo para B{t) e usando as propriedades en{-x)=

= en(x), en®x + sn?x = 1, obtemos

-
B(T-Yo) = o(1+2) cn"’L /B k) (5.4.13)
4

FungGes jacobianas elfpticas satfsfazem sn {x + 4K) =
= sn(x), onde o perfodo & determinado pela fntegral elipticacom

pleta
1
| o
Jo V-0

que & obyiamente uma fungdo de k, o médulo da integral eliptica

(5.4.14)

de Jacobi, e seus valores sio encontrados tabelados em,por exem
plo, E. Jahnke e F. Ende(32).

A Figura 5.4.1 apresenta um esbogo do grifico da solg
¢io (13}, onde nos restringimos a0 intervalo

Y
Sk /B Ry ek,

pots B{T) = 0 correspande a singularidades em nossos modelos.

Quando apenas o fluido perfeito ests presente, T = 0,
A =1, k=1, a fungio cosseno eliptico tem como limite o fun-

¢fo secante hiperbdlica e nossa solugdo toma a forma

B(¥-¥) = 20 sech? IZ/L; (}’-?0):[ {5.4.15)
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Ser comportamento & mostrado na Figura 5.4.1.

U~ a0

- e fEE G

Figura 5.4.1 - Graficos das egs, {13) e {15): um campo eletromagngtico ndo
nulo reduz o perfodo dos modelos Bfanchi IX.

0s modelos Bianchi IX evoluem partindo de uma singulz
ridade, expandinde-se continuamente até meio perfodo do modelo
para contrajrem-se, evoluindo a outra singularidade. Como o pe-
riodo & determinado por integrais elipticas completas, o valor
dessas Bltimas depende crucialmente do valor do modulo da dnte-
gral elTptica. Dessa forma a introducio de campos eletromagnéti

cos afeta o perTodo dos modelos Bfanchi IX.

b) Bianchi VIII (A-l #0,A=141,¢=0}

Nesse caso a eq. (12) toma a forma

(82 -4 E 4 a(hs):[ra . 0(1—5)] (5.4.16)
[
onde o = 31,22 e
5 e KT
P

Para termos raizes reais na eq. (15), o parimetro de intensida-

de do campo eletromagnEtico nip pode ter valor arbitririo e te-
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nos que restringi-1o ao domindo 0 < k22 < 33, %ap%.
Introduzimos uma nova varfdvel, com a restrigio T # 0,

definida por

e s eq. (15) toma a forma
(z)? - k8] E - zz]E - kzzzj (5.4.17)

onde k2 = 25/1+8, 0 < k2 < 1, pois 0 < & < 1. Portanto

&%) = dz
o VEoge g

que € a forma padrio das integrais elipticas de Jacobi, e temos

Vo = o VIR (k)

Resolvendo para B(t) temos

o - oo sn? VEIUEER! (3%
1 = a1
. en (':“-"En)

A Fig. 5.3.2 ilustra o comportamento dessa solugdo, onde o pe =

(5.4.18)

riodo das fungBes elipticas & determinado pela eq. (14).

A solugao {18) & restrita &

05 (t—%o)il( .
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(128}

Tinha tracejada & o grafico de snx, e o linha pantilhada &
grafico de tnx.

Figura 5.4.2 - 0 grifico da eq. _(18) & spresentado em Tihas continuas. _ A

°

para T # 0, pois se £ = 0, temos & = 1 e a eq. {18) torna-se a
solugfo trivial B = 0.

Caso T = 0, obtemos solugBes na varidve) t, pois sua

interpretacio & mais simples. Usando a eq. (10) na eq. (12) e

tomando C = L = D, temos

dB\2 _ 4 |B+20
(@ =33

Integrando diretamente, 3 solugio pode ser escrita na

forma paramétrica
- 2
8{n} = 20 tg"n

t(n) = o/3 Eecn tgn - £n (secn + tgn):[

Enn=0,8=0,t=0 e sen~»nf2, B»ew, t+m
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5.5 ~ O COMPORTAMENTO DA DENSIDADE E DA PRESSAO E 05 PARAMETROS
CINEMATICOS

]

0 comportamento ds densidade e da pressio pode ser ip
teiramente descrito em termos da fungio B(E). Usando as  eqs
(2.3}, (8), (10}, (11) e (12), as eqs. (5) e (), que usamos

para definir p e p em nossos madelos, tomam & forma
o = [E} L N L Aa3] B3 (5.5.1)

kp = [:; B+ 3,282 + § ka2l 4 80872 - Aa3] I3 (5.5.2)

Por inspecio direta dessas expressoes, vemos que  em
B(¥) = 0 a densidade e a pressio divergem. Esses pontos corres
pondem portanto a singularidades em nossos modelos.

Para que as solugdes sejam fisicamente aceitiveis te-
mos que garantir que p > 0, para termos energia positivo defini
da, p/p < 1 e dp/dp < 1, para garantirmes que a velocidade do
som & sempre menor que a velocidade da luz, em todo o dominio
da coordenada . Discutimos essas condi¢oes para 05 modelos
Bianchi I11/VIII, para possTveis valores de C e I, separadamen -
te.

1) Bianchi IX (A = -1)

As solugdes possiveis da eq. (4.12), com 8 > 0 ¢ A=-1

30 sempre limitadas, apresentande dois zeros sucessivos, come
por exemplo, a eq. (4.19), e selecionamos apenas um perfodo en-
tre esses zeros sutessivos. Se C = I = 0, as singularidades es-

tio localizadas em ¥ = tw, como se pode ver da solugdo {4.15) .
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Consideramos as seguintes sitwagdes, para os diferentes valores

de Ce1:
ayt=c:=0 '
Nesse caso as eqs. {1) e (2) tomam a forma
«p = (~58 + 150 + 348%)
- {5.5.3)
vp = (B + 3a - 38%) 3
onde o = 31,28 % ¢ 0 B < 20, como mostrz a eq. (2.15). A

densidade comporta-se préoximo 3 singularidade (B(¥) = 0) com p=
« 50/8% e atinge seu menor valor em 8 = 20, quando p = =2y +A.
Quando B(Y) = 0, p = a/8%, e a pressio atinge seu menor e tor
em B = 2o, quando p = —52 - A. Para gque a pressdo seja positi-

vo-definida, escolhemos A < 5/24s% em Boaxe de forma a  termos
p 2 0 nesse ponto. Segue-se que p >0, p >0 e p/p < 1. A equz
¢80 de estado nas vizinhangas de singuloridade descrita por p =
=1 o. Segue-se tembén que dp/dp = g-z(gs_f%ﬂ <1 en todo o do-

"
minio da coordenada t.

by L=0,240
As eqs. (1) e (2) tomam 2 forma

p = % Es +30+ 3o p2nea g Bﬁ 53
(5.5.4)

wedforasgol i 57 07
onde 0 < B < o{1+A) como se v da ea. (4.13). A densidade com-
porta-se en B(Y) = 0 com p = § 2(a2-1)87% ¢ atinge sew menor

valor em B = o{1+4), quando «kp = g—zﬁz + A. Proxime 3 sin
o“(1+
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gularidade «kp = % uZ(Az-l)B'4. e a pressio atinge seu menor va
tor en B = o(1+4), quande «p = & ::A‘; - A Escolhemos A =
- o (148
18- para termos p = 0 em B «o B equagiq de estado
60°(1+8) na

nas vizinhangas da singularidade & p/p = 3/5. Temos ent3o p >0,
>0, p/fo<1 e dp/dp < 1 em todo o dominio da variivel ¥
Hote-se que nio podemos tomar A = 0 neste caso, pois p/p > 1 em
Bmax'

ey C#0, 240

Keste caso, quando B(¥) = 0, p = p = 868”5 e nas vizi
nhangas da singularidade p/p = 1. Os menores valores de p e D
ocorrem em B = Bmax e grandes valores de C e I poder3ao pernitir
p > b messe ponto, Escolhenos A de forma a termos p = 0 en B .

seguindo-se que dp/dp < 1.

11} Bianchi YIIT (r =1

Nesses modelos as solugdes B(%) sdo sempre monotonica
mente crescentes a partir de 8 = D, Verifica-se diretamente da
eq. (1) que p > O sempre. Da eq. {2) torna-se finevitdvel o sur-
gimento de valores negatives da pressfo, pols para grandes valp
res de B, p & =1/3 B2, Tomamos A = O e verifica-se |p] < p e

1dp/dp| < 1 em todo o dominio da varidvel Y.

- 0 Movimento da Matéria

Calculamos agora os parametros cinemdticos associados
& congrugncia de curvas V® = 5% comovente com o fluido.  Por
inspego direta do elemento de linha descrito na eq. {2.1) ve-

mos que as trajetdrias dos diversos elementos do fluido sio geo
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désicas e n3c apresentam rotagde, pois 99i = 0, como  vimos
ro CapTtulo 4.
No referencial inercial local definido pelas 1-formas

da eq. (2.4), temos, usando as eqs. (2.9) e (4.3.17

iz
A
e

ol

.0 0 0
o L A A (5.5.5)
onde tomemos ¥* = &R,

Podemos expressar a expansio em termos de B(t). Usan-
do as eqs. (4.8), (4.10) e {4.12), temos
62 < 28 (da s ma P2 a7t + 4?8724 c8Td)e"? (5.5.6)
A expansio & anfsotrpica e » anisotropia pode ser medida pela
distorcio ("shear®) da comgruincia. As componentes nio nulas do
tensor de distorcio sio

2

. A
m T3

-5

e

14 8
% 93373 %W
onde usamos a eq. (4.3.18) e as eqs. {2.9).

Sua fntensidade & descrita por

2 1 AB 1
e rgop 9 =3lp-q)

ou equivalentemente, na varidvel %, por

o =% (5.5.7)
onde fizemos wso da eq. (6).
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0 efeito da anisotropia na densidade de matéria e a
mudanga nas escalas de tempo quando comparadas com o¢s modelos
isotrdpicos correspondentes podem serlcalcu!adas usando-se  as
egs. (6} e (7).

Para a comparagdo de modelos isotrdpices e anisotrdpi
cos existem, entretanto, algumas dificuldades t&cnicas: as mé -
tricas dos modelos isotropicos e anisotrdpicos devem poder ser
igualadas em algum tempo cosmoldgico, e essa tarefa nio & de
simples realizacdo e interpretacio em modeTos que exibem compor
tamento cTclico como os modelos Bianchi IX. Neste sentido. con~
ferir o Apéndice B, onde integramos o modelo Bianchi IX isotrd-
pico, {Friedman fechado) para uma equacdo de estads arbitraria
P=Xp, 0<Acl.

Do ponto de vista observacional, uma questio que estd
sendo examinada em detalhe & o possivel efeito da  anisotropia

sobre o pardmetro de deaceleragio, ji citado meste capitulo.



APENDICE A

©0 ELIPSOIDE L3 COMO DEFORMAGAO DE §°

Consideremos um reescalonamento de trés dos vetores
da base do espago euclidiano ', fsto &, vamos tomar uma nova

base {fi,}, definida por

o = %
()
By = op 8

Fazendo uso da 31gebra de quatérnios descrita na eq.

(2.2.1}, os vetores {ﬁu} satisfazem

Rghy, = Ry = Ay we0,1,2,3

.o 24+ .

mymy = ~lag)® My i=1.2,3 (A.2)
- %40 >

By s R g By 1k

Descrevemos cada quatérnio 3 e sew conjugado por

3= am, - a0 ety
(2.3)
3= a%, -ty

de tal forma que

83 =33 = (924 (apP T2
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A equagdo do elipsdide L3 imerso em E4 & portanto

3302 "% 4 (epPah)2 e (A4}
.

e pode-se mostrar, da meswa forma que mo Captulo 2, que L% tem
estrutura de grupo de Lfe de transformagdes sobre si proprio

0s campos invariantes i esquerda sobre L3 tem a forma

- [T, 0 3, 2
By = wMR =3 - a%Ry - V(e ¢ T
§T ey i i 3 Mt 4
e suas componentes sFo:
a0 ayn
w¥ = [_alulz PLIR: o 5 SR 3 | )
o2 o3
g e,
R S N ] (A.6)
1 %3
a0 e,
2 ,2%% Bt 0 ]
“ %

Na base {3/3a"}, os campos vetoriais invariantes 7 es

querda satisfazem I 3lgebra

oo
= 172
e -2t s

«
[53,5{1 -2t (5.7)

Introduzindo X) = § Egu X, = = § E5, Xy = 4 €y, 2 31+

gebra (A.7) € colocada na forma
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[y - 223
- aqe
172

' I_Xz.x:i] - ﬂ3

oo
. %
[ - =5

(4.8)

Consideremos o elementp de 1inha para a  variedade
warxs?

as? < at? - B2ty ae?
onde

an? « ML ()2 + (w2 + ()2 (4.9)
B(L)
e as 1-formas {a'}, § = 1,2,3, sfo as 1-formas invarfantes so-
bre s descritas na eq. (2.4.6).
Podemos tomar d22 como o elemento de Tinha de  segio
espacial um dado instante t-fixo. Sua métrica & construida de -
formando-se, por um fator constante, num dado instante, os cam-

pos fnvariantes sobre $%, isto &
I P
st = el = 1

o R
oty :‘\?

onde defintmos Xy = Xy, %, = %pu ¥yr= § %50 05 campos X4}, 4 =

= 1,2,3, satisfazem 3 3lgebra descrita na eq. {2.4.1) ¢ os cam-
pos {X;) t2m como Flgebrs
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E('l -’iz] = % 'ia

E(s,“x"] -hy, (A.10)
- £,

Comparando as constantes de estrutura nas egs. {A.8)

e (A.10), resolvemos 2s constantes CH
A e
% °E % 3t
Assim, escolher pars a variedade $° a métrice descri-
ta na eq. (A.9), ov eq. (2.4.13) para ' = R x $%, significa de

formar a F1gebra dos campos invariantes sobre S° e, consequente

mente, levar s no elipsfide L3
0,2, A2 12 2,2 3,2
R P ARG RN L

ne mesmo sentido de que o reescalonamento dos vetores da base

3

de E* deforma 53 em L3, como se v da eq. (R.4).



APENDICE 8

0S MODELOS DE FRIEDMANN FECHADOS

Nos modelos de Friedmann a m&trica tem a forma

as? = dt-al(t) Exz + o2(x) (8% + sene d¢2):l (8.1)

Escolhemos
e - at
ol < ax
2 {8.2)
8’ = a o do
6% = 2 o sens dé

que nos permite escrever #s? = nyy oMeP,

As 1-formas de rotacdo nao nulas sdo

Wy - % o? (8.3)
As 2-formas de curvaturs nio nulas tem a forma
2y - Ee0n s n21=%-(%){[ ol A 0%
L Zg0 442 . [:7; . (é)z] ol a6 (8.4)

_i 3 .| 2ay L oa2] g2, e
A A Ez:z(a n (g)]e ne
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As componentes n3o nulas do temsor de curvatura sic
portanto

R R Ji
Rav01 = Rozo2 = Rozos = 3

“ M 2—.
Riz12 = Ry =l§7: - (§’J (B.5)

® ] 2 L i3y2
2323 [:2?“’ n (a)]

e as componentes do tensor de Ricci s3o descritas por

- :217 (oo + o*2 - 1)
o

As equagBes de Einstein Ry ~ 3 ngg R = x Ty,  para
um tensor momentum-energia de fluido perfeito permitem escrever
2s seguintes equagdes independentes

Rgg * Ryq # 2Ryp = 2 xp
Rop * Ryp = 2Ry = 2 kp (8.7)
Rog = Ryy = 2 xp

As duss G1timas equacBes em (7) permitem escrever Ry
=Ry, e, usando (6), temos

seny
" ‘2+1=o=»u(x)=x

senhy
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Tomamos (X} = senX para universos de Friedmann fechy

dos e introduzimos uma equagio de estado

onde Ay

(10)

ou

totg =

p = ap 0<ac< (8.8}

As duzs primeiras equacies em (7) tornam-se

o =y [E + é{[ (8.9)
a

af + 43l e a2 0 (8.10)
o o

3as1 1
23 Y
i

Definindo x = i temos uma primeira integral da  eq.

2
0
da 0 -®
Y YO 252y
2 0
a
(t-tg) = da &<,
0
w2 2yt
Definindo y = (a_o- temos
[ S |
TG T2 172
y {1-y) dy 22, {B.1)

que & yma fungdo beta incompleta e pode ser expressa por fun -

¢es hipergeométricas de Gauss

(33.30)
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A eq. (11) pode ser colocada na forma

20 \(a ]""‘o

t-ty = ["'*A_o [ﬁ r[ oA an; @ 2A°] L1 (sa2)

0

onde A = (]—;—2%) e F(a,bicsx)e & fungdo hipergeomdtrica de Gauss.
Em nosso caso, o argumento e os coeficientes de F{a,bicsx) sa -
tisfazem as condi¢Bes para convergéncia absojuta da série.

Ainda & objeto de investigacdo a possibilidade de re-
duzir-se 2 eq. {12) a funges elementares. Caso nio se alcance
esse objetivo, 2 eq. (12) permite ainda o tratamento numSrico de
modelos de Friedmann com qualquer equagio de estado.

As solugdes existentes na literatura podem ser recupe
radas dz eq. {12). Por exemplo, se a equacic de estado & p=} o,

Ko = 1, e podemos definir
2 = 2, senn
para termos
a
t-ty = —20— senzn F (’11' 13 25 senzn)
comof34}
-2a
Fe, Joas1a2a32) = 2% E»n-z)”z] s

verifica-se diretamente que as solugdes para modelos de Fried -

mann com p = —15 p sio

a = ay senn
t-ty = ag {1 - cosn)

A eq. (12) permite ainda a determinagio dos perfodos

dos modelos de Friedmann, pois
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.

20 1
3 a) F G ks A1)

e usando

temos

1,
Tigks + 7
T s 20 F e — (8.13)
Tizkg)
onde T representa 2 fungio gama.

Tomando a formula de duplicagio de Legendre'3),a eq.
(13) pode ser escrita como:

1 1
2- 4L L)
o %o

agn —_ZEQ}—D):[

Te2 (8.14)
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