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RESUMO.

Apresenta-se, nesta tese, a teoria gravitacio

nal de Einstein-Cartan, a qual utiliza variedades espa
go-temporais dotadas de métrica e torgao. Discutem-se,
neste contexto, o comportamento de trajetdrias de par-
ticulas livres (em especial, a equagao do desvio das
curvas autoparalelas), o eletromagnetismo e a evolugéo
da expansao, deformagao e rotagao de um fluido perfei-
to com spin.Além disso, sao construidos dois modelos es
telares com simetria esférica, para uma distribuicao de
fluido perfeito com spin: o primeiro & estatico, enquan
to que o segundo evolul no tempo e inclui radiagao ele
tromagnética. As equagbes de campo sao resolvidas de a
cordo com o método de Prasanna e sao discutidos os pro

blemas e as caracteristicas das solugoes obtidas.



NOTACAO E CONVENCOES .

Indices gregos assumem valores de 0 a 3.

Indices latinos assumem valores de 1 a 3.

Indices repetidos sao somados sobre todo o espectro de valo
res.

A assinatura da métrica e diag (+ - - -).

A conexdo riemanniana (simbolos de Christoffel) & denotada
¢
By*®
Utilizam-se indistintamente as seguintes notagoes para equa

Por {a,}, engquanto que a conexao de Riemann-Cartan por T
By q P

goes diferenciais:

diferenciacao parcial: 29 3 6 = ¢ .

diferenciagao covariante em espago de Riemann:

{}

VA = A .
TR VI

M

diferenciagao covariante em espago de Riemann-Cartan:

VA = A .
TR

Vil
Simetrizagao de tensores: A =2 +a ).
{(uv) 27 pv Vi
Antissimetrizagao de tensores: A Y ).
[qu 2 uv v
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Introducao.

Apds o surgimento da teoria da Relatividade Ge
ral de Einstein em 1915, vdrias propostas de modificé-la fo
ram apresentadas de forma a incluir a interacao de outros
campos fisicos. Assim, numerosas tentativas de sé alterar
a geometria do espaco-tempo e as leis din3micas gque regem
a interagao gravitacional foram introduzidas. Surgiram '
deste modo, por exemplo, as teorias de unificacgao da gravi
tagao e o eletromagnetismo (ver Tonnelat 1965).

Atualmente, acredita-se gue uma teoria alter-
nativa para a gravitagao deve satisfazer alguns requisitos

sintetizados por Camenzind (1978):

- apresentar acordo com todos os testes experimentais conhe
cidos na década de 1970, além das observag¢les a nivel cos

mologico (expansao do universo):;

— oferecer um "melhor" resultado para o estade final de um

colapso;
- possuir simplicidade estrutural.

Entre estas, uma das mais estudadas nos Qlti-
mos anos € a teoria gravitacional de Einstein-Cartan, gue
€ tratada neste trabalho juntamente com algumas aplicacgoes
na construgao de modelos estelares. Esta teoria caracteriza
~se, sobretudo, por descrever o espago-tempo através de uma

variedade dotada de torgao.



Historicamente, a torgao foi introduzida em
geometria diferencial como a parte antissimétrica de uma co
nexao afim assimétrica por Elie Cartan (1922, 1923, 1924 ,
1925), que sugeriu seu possivel contelido fisico ao  supor
sua correspondéncia com o momentum angular de spin. £ im-
portante observar que esta sugestao € anterior ao trabalho
de Uhlenbeck e Goudsmit, realizado em 1926.

Esta idéia, entretanto, nao foi desenvolvida
nos anos subsequentes até gue Sciama (1962) e Kibble (1961),
em abordagem do assunto através de teorias de gauge, chega
ram a duas equagoes de campo: a primeira, relacionando os
aspectos metricos da variedade espagco~temporal com a ener-
gia-momentum, e a segunda, explicitando as propriedades de
tor¢ao desta variedade como conseqliéncia da presenca de uma
distribuigao de momentum angular de spin.

Posteriormente, Hehl (1973, 1974) estabeleceu
a teoria em sua forma geométrica, deduzindo as equacgdes de
Sciama-Kibble através do formalismo lagrangiano, pelo méto
do variacional de Palatini-Hilbert. Também foram deduzidas
as expressoes para as leis de conservagao da energia-momen
tum e do momentum angular, baseado nos trabalhos de simetri
zagao do tensor candnico de energia-momentum por Belinfante
(1939) e Rosenfeld (1940). Também foi explicitada a existén
cia da interagac repulsiva de contato spin-spin, caracteris
tica da teorisa.

Independentemente, Trautman (1972a, b, <, 19733)

formulou a teoria de Einstein-Cartan em termos do formalis-



mo da geometria diferencial moderna, utilizando o calculo
exterior e formas diferenciais.

O grande interesse pela teoria ocorreu devido & pos
sibilidade de que a interagao de contato spin-spin poderia
conter © colapso gravitacional, evitando singularidades no
espago~tempo. Trautman (1973b) foi o primeiro a chamar a
atengao para este fato. Além disso, a teoria prevé a exis
téncia de torgao somente no interior das distribuigbes de
matéria, de modo que € experimentalmente indistingiiivel da
relatividade geral, peloc menos em relagac a medidas possi
velis de serem realizadas atualmente.

A teoria de Einstein-Cartan tornou-se, desta
forma, uma das teorias mais pesquisadas comc uma alterna-
tiva viavel perante a relatividade geral comoc teoria da
gravitagao, provocando o surgimento de vArios desenvolvi-
mentos tedricos, em amplas direcgdes.

No Capitulo I desta tese, descreve-se com bas
tante detalhe a variedade espago-temporal dotada de torgao
e deduzem-se as equagoOes de campo e as leis de conservagao
da energia-momentum e do momentum angular.

O Capitulo II mostra come esta geometria in
flui no comportamento de sistemas fisicos: trajetdrias de
particulas, eletromagnetismo, teoria do fluide perfeito com
spin.

Os resultados destes capitulos saoc utilizados
ncs modelos de estrelas esféricas com spin que constituem

o Capitulo III. Duas espécies de estrelas sac consideradas:



a primeira, estatica e a sequnda, evolutiva no tempo, con-

tendo, também, radiagao eletromagndtica,
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I.1 Breve descrigcao da teoria.
INTRODUCAC A EINSTEIN-CARTAN.

Acredita-se, atualmente, que a melhor descrigao da in-
teragdo gravitacional e de suas consequéncias & feita através
da Teoria da Relatividade Geral, tal como formulada pox Albert
Einstein em 1915. Nesta teoria, as propriedades da gravitagdo re
sultam da influéncia da matéria sobre a geometria do espago-tem-—
po e os efeitos por ela previstos vém sendo confirmados experi -
nentalmente com grande precisdo nas Gltimas décadas.

Entretanto, a relatividade geral fol concebida para
grandes quantidades de matéria. Afinal, dentre as interacdes fun
damentais, a gravitacional &€ a mais fraca; seus efeitos ficam
mais evidentes quando as massas envolvidas atingem ordens de
grandeza elevadas, tais como as gue sdo encontradas em planetas,
estrelas, galaxias, etc. Assim, a relatividade geral de Einstein
descreve acuradamente a gravitagao de corpos macroscépicos.

Em niveis microscOpicos, a obtencdo de dados experimen
tais sobre a interacao gravitacional & extremamente dificil, de-
vido & sua fraca intensidade. A tentativa de se usar os metodos de
guantizagdo de campos em relatividade geral ndo forneceu resulta
dos completamente satisfatdrios. Um enfoque diferente torna-se,
portanto, necessario.

A teoria de Einstein-Cartan & proposta como uma alter-
nativa no sentido exposto acima. Ela procura dar uma desérigao
coerente da dgravitacao no mundo microscdpico, reduzindo-se & re-
latividade geral no limite macroscOpico. Entretanto, trata-se de
uma teoria classica, na qual ndo foram introduzidos métodos de
quantizagao de campos.

Em relatividade geral, diz-se gue a matéria transporta
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energia-momentum; a energia-momentum estd relacionada com as pro
priedades dinamicas da matéria no que se refere a translagdes no
espago-tempo. A teoria de Einstein-Cartan, mais geral, inclui o
momentum angular de spin como uma propriedade dindmica adicional
da matéria, associada a rotagdes no espago-tempo.

Através das experiéncias realizadas sobre a fisica das
particulas elementares, sabe-se que estas obedecem as leis da Me
canica Quantica e da Relatividade Especial. O grupo de covaridn-
cia da Relatividade Especial & o grupo de Poincaré, cuja lei de

transformacao deixa invariante a métrica plana n Suas repre -

v’
sentacoes unitarias irredutiveis sao caracterizadas por nimeros
reais m e s, sendo m um humero positivo e s um nimero inteiro,ou
semi-inteiro positivo,ou nulo. Na fisica das particulas elementa
res, as representagdoes unitarias do grupo de Poincaré sdo usadas
para classificar estas particulas, pois os espacgos de representa
cdo deste grupo possuem a estrutura de espacos de Hilbert e sao
interpretados como os espagos de Hilbert de uma particula relati
vista com massa m e spin s. As quantidades m e s estao relaciona
das com as partes de translagdo e de rotagdo do grupo de Poincaré,
respectivamente.

Com isto em mente, a hipOtese que se faz & que tanto a
massa quanto o spin sao capazes de influenciar a geometria do es
paco-tempo; passa-se a considerar também o spin como fonte de
campo gravitacional. Nao haveria nisto contradigdao alguma com os
dados observacionais que apdiam a relatividade geral, pois, como
ja foi dito, estes dados foram obtidos para distribuigOes macros
copicas de matéria, em gque o spin, devido a seu carater dipolar,
se cancelaria em média, tornando seus efeitos despreziveis ou nu

los. Restariam apenas os efeitos gravitacionais provocados pela
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massa da distribuigao, ja descritos pela teoria de Einstein. En-
tretanto, numa distribuigac de matéria polarizada, com uma densi
dade média de spin nac nula e significativa, as Observagoes pode
riam divergir da relatividade geral.

A analogia pode ser resumida da seguinte maneira:

massa - translagfes no espago-tempo - " eneraglia-momentum

spin - rotagdes no espago-tempo - momentum angular intrinseco.

Como se supde gque & a energla-momentum guem provoca a
deformagao do intervalo entre eventos do espago-tempo {intervalo
medido pela métrica) gerando, assim, uma curvatura no espago-tem
po, diz-se que a energia-momentum & acoplada 3 métrica. Esta de-
formagdo & do tipo translacional (isto &, conseqUéncia de varia-
¢Oes na métrica). No sentido da analogia desenvolvida acima, pro
cura-se descrever a possivel influéncia do spin sobre a curvatu-
ra do espago-tempo através de uma quantidade geométrica associa-
da a graus de liberdade rotacionais do espago-tempo.

Assim sendo, matematicamente, nac se pode mais conside
rar O espago-tempo como uma variedade riemanniana Ry pois esta
e insuficiente para descrever este tipo de grau de liberdade. E-
se levado, desta forma, a uma variedade mais geral, a de Riemann

Cartan U4.

CONEXAO AFIM, TORCAO, CONTORGCAO E CURVATURA.

A maneira de se comparar, entre dois eventos ' proximos
no espago-tempo, os valores de campos vetoriais e tensoriais e
realizar o transporte paralelo destes campos entre 0s eventos.Is
to leva a definigdo do operador derivada covariante ou conexao

afim V.
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Como se sabe, ao se fazer o transporte paralelo de
duas réguas (sobre qualquer curva do espago-tempo), os comprimen
tos das réguas e o dngulo entre elas ndo sdo alterados. Matemati
camente, isto significa que a métrica %ﬂ) € covariantemente cons

tante (conexao "métrica" ou "rigida"):

f g/uv - . (L.1)

No sistema de coordenadas usado para escrever a equagao (l1.1),os

coeficientes da conexdo V sobre uma base {e, } do espago dos veto

res tangentes sao dados por:

V., s = Vien = [ip Cu . (1.2)
Em termos dos coeficientes de conexao I', a derivada covariante

de um campo vetorial U = U e, fica escrita como:
A #
Vi (Uﬁe/.s) (9. U” + /"ﬁ-/u, v )eﬁ, (1.3a)

.4 €s . (1.3b)

Se, além disso, se supOe que Os coeficientes de conexao sdo simé

ft

tricos:

[ep = [ga (1.4)

2

eles tomam a forma dos coeficientes de conexao do espago-: tempo
riemanniano Ryr totalmente determinados pela métrica g, a partir

de (1.1):

Phpz{lud =4 95 gos + B gur P gup) , 09
e 830 os simbolos de Christoffel de seqgunda espécie. Isto define
a derivada covariante nas variedades riemannianas utilizadas em
relatividade geral.

Entretanto, se se descartar a condicao de simetria(l.4),

obtem~se 0s coeficientes para o espago-tempo mals geral de Riemann



11

Cartan U4:

ap = {4af - Kap” . (1.6)

fj possui carater tensorial, contrariamente a {uB},
J (I

&
e & chamado de contorgao.

O objeto Ka

Cartan definiu a torgao deste espago-tempo como sendo

a parte antissimétrica dos coeficientes T:

Gup = F/I:M , (1.7)

1% . A ~
de modo que, como consequéncia de (l.1), a contorgao pode ser

escrita em termos da torgao como:

Ku(fb = gu/s 4'3 go(/\ Z'/sa' g 3},\ Gau °
Pela definigao (1.7), a torgao € antissimétrica nos dois primei

ros Indices e, por (1.8), vé-se que a contorgdo possui a mesma

propriedade nos dois dltimos:

Buph == G (1.9)

K,(-/,/‘ - K«f‘_,-, _ (1.10)

A curvatura do espacgo-témpo Uy através do tensor de

Riemann, fica definida aoc se tomar a diferenca entre segundas de
rivadas covariantes de um campo vetorial arbitrario com compo -

nentes Aa :

Ad:/dl)_AN.‘f)/L = R/uﬂxPAf 'fza/u,vs)Ag;S’ . (1.11)

J
onde o tensor de Riemann %ﬂ o

0

(em termos dos coeficientes T , se

escreves

£ ¥ Bl T (1.12)

E/,wd =2 ’()[}‘tr))]d 12 ’[/,»ia‘-r']ﬂl"‘ .
Observe-se, em (1.1l1), que, além da curvatura, a torgéo influi
na nao-comutatividade da operacgdo de derivagdo covariante, isto

€, a dependéncia do transporte paralelo na trajetdria & determi
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nada por estes dois objetos.

AS EQUACOES DE CAMPO.

Segundo Einstein, um referencial inercial em queda li-
vre num campo gravitacional & indistinguivel de um outro gue so-
fre uma aceleragao relativa a um referencial inercial. Baseado
neste "principio de equivaléncia”, Einstein construiu a teoria
da Relatividade Geral a partir da Relatividade Especial, culmi -
nando com a obtencdo das equagoOes para o campo gravitacional ("e

guagdes de campo de Einstein"):

= LG T, (1.13)
G%uv __EZ__ va 3
onde Guu , © tensor de Einstein, é uma guantidade relacionada

com a estrutura geométrica do espago-tempo, G é a constante gra-
vitacional de Newton, ¢ & a velocidade da luz no vacuo e Tuv re
presenta © tensor de energia-momentum da matéria fonte do cam
po gravitacional.

Para se chegar &s equacgoes de campo ha teoria de Einstein-
Cartan, entretanto, esta abordagem do assunto naoc €& conveniente.
Ha, porém, uma outra maneira.de se chegar as equacgoes de campo,
imaginada por Hilbert e Palatini, gue emprega métodos variacio -
nais. E & adaptando-os gue se obtem as equagbes de campo no espa
go-tempo Ujg.

Embora sendo uma teoria valida em limites microscopi -
cos e 0 spin um conceito essencialmente quantico, deve-se ressal
tar que a teoria de Einstein-Cartan & uma teoria classica,em que
os métodos de quantizacao de campos ainda ndo foram introduzi -
dos. Assim, uma distribuigéo de matéria serad descrita por um cam

- u . o s - ~ o
po classico ¥(x ), cujos indices tensoriais estao omitidos.
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A transig&o da relatividade especial para a teoria de
Einstein-Cartan & igualmente realizada atraves do principio de
equivaléncia mencionado acima, formalmente descrito pelo "acopla
mento minimo entre a matéria e a gravitagao": passa-se de uma va
riedade plana com métrica de Minkowski Ny para uma variedade de
Riemann~Cartan com metrica guv e conexao afimV , fazendo-se as
substituigoes de uma métrica pela outra e das derivadas parciais

pelas covariantes segundo a conexao V :

n - d
a >V .
Assim, partindo da densidade lagrangiana de matéria

tal como & encontrada em relatividade especial,

b=, 2v,9)

onde Y representa o conjunto das componentes do campo de mate-
ria e 3¢¥ o conjunto de todas as suas derivadas primeiras com re
lagao 4 posigdo no espago-tempo, constroi-se a densidade lagran-

giana em espago-tempo de Riemann-Cartan, escrevendo:

$==%(W,74ﬁ?) , (1.14)
em que VY representa as derivadas covariantes do campo ¥ com
relagdo & conexdo afimV, cujos coeficientes sdo dados por (1.6).

De acordo com Hilbert, define-se dinamicamente o ten-
sor (métrico) de energia-momentum como:

V? T_}n’ =2 _g%)_ (1.15)

§ Gpv
(Em relatividade geral, usa-se a mesma definig¢do acima, embora,

para esta teoria, o acoplamento minimo impligue numa densidade
lagrangiana diferente, gue depende das derivadas covariantes rie

mannianas dos campos Y).

Na teoria de Binstein-Cartan, como se trata a massa e
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o spin em condi¢des de igualdade, é-se levado a procurar uma de-
finigao dindmica para o spin, semelhante & (1.15).

Dentre as propriedades do tensor de momentum angular
intrinseco ("tensor de spin“)[ver » por exemplo, Soper (1976),Cap.
9] em espagos planos (onde a relatividade especial & vélida),sg
be~-se que o0 tensor de spin, como um tensor de momentum angular,
possui trés indices. Sera denotado, pois, por Suvp . Se este
tensor estiver relacionado com algum outro tensor de carater geo
métrico, este tambem deverid ser de ordem 3. Assim, um ‘possivel

P (e um outro o ten-

candidato seria o tensor de contorgao L
sor de torgao Eguvp }, pois sao objetos geométricos relacionados
com os graus de liberdade rotacionais do espago-tempo.

Sciama (1962) e Kibble (1961) propuseram a definigdo

do tensor momentum angular de spin como:

‘/'E %7 = ?{KiF : (1.16)
FV

Deve-se notar que, como & contorgdo € antissimétrica nos dois 4l
timos Indices e o spin nos dois primeiros, a ordem dos indices
de S estd consistente.

Em termos da densidade lagrangiana (1.14}, o funcional

de agao da matéria se escreve

Tu = [%(‘P, VY, %)d4x = f%(‘l’,)‘}’,g,ag,é)d—"x , (17
onde d4x & o elemento de volume do espago-tempo. Tal como em re-
latividade geral, a agao do campo gravitacional se escreve em
termos da densidade escalar de curvatura ®& . Entretanto, em U4,5{
também contém uma nova variavel independente: a torgao e suas de

rivadas primeiras. Assim sendo, a agdo total é&:

L~ [180,3%,9,09.8) + LR (g,07,299,2, 98)]d%. (119
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O principio variacional de Hamilton impde que:
$I=0, (1.19)
quando 0s campos dos guais dependem as lagrangianas sofrem uma
pequena varlagao. Devem ser variados, independentemente, o campo
de matéria, a métrica e a torgao. Isto leva 3s seguintes "equa -

goes do movimento":

¢ _ o (1.20)
sV

e

- 0 . (1.21)

(4 + 4 §B -0 . (1.22)

(1.20) & a equagao de Euler-Lagrange usual para os cam
pos ¥ . Esta equagdo inclui todos os campos de natureza nao-gra-
vitacional presentes no sistema.

Do estudo da variagao da densidade escalar de curvatu-
ra em relagdo 3 métrica e & torgao, (1.21) e (1.22) transformam-

se nas "equagOes de campo da teoria de Einstein-Cartan":
R')./wx -_%..g/wR) = G/.-v = &I t/av A (1.23)
Z v? + Jﬁ Z”Vu’( -~ Jf’)g}u“d = T/u.vf = FITS‘/«.VF . (1.24)

(1.23) possui a forma da equagdao de campo de Einstein

(1.13) da relatividade geral (com c¢=G=1), em que:

TENSOR DE EINSTEIN = 8m. ENERGIA~-MOMENTUM .

Entretanto, agqui, o tensor Guv & calculado a partir da conexao V
definida na variedade de Riemann-Cartan e, portanto, contém ter-

mos dependentes da torgac. Além disso, a energia-momentum  esta
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representada em (1.23), n3o pelo tensor métrico de energia-mo -
mentum Tuv , mas pelo tensor canbnico de energia-momentum t vﬁ

(1.24) & uma nova equagdo de campo, nao existente em
relatividade geral. Seu lado esquerdo forma o tensor de torgao
modificado G'Mvp, gue difere do tensor de torgéo em seu tracgo.

Fica, assim, estabelecida uma nova relagdo entre entidades geo-

métricas e fisicas:

TENSOR DE TORCAO MODIFICADO = 8m. SPIN .

Observe-se que esta segunda equacao de campo possui
carater algébrico, em contraste com a primeira, que & uma equa-
cao diferencial. Fisicamente, isto significa que, neste esque-
ma, o espago-tempo possui torgao somente onde houver spin.

As duas equacgOes de campo (1.23) e (1.24) podem  ser

combinadas numa so:

GF(11)> 2n6T"% (1Y [-4S" T $77-2 5477 e +S77 Spo” 4
& c

i 2_1; g"“’ (4S, e S’“}] + SAWSAW)] , (1.25)
onde G U\)( {}) representa o tensor de Einstein calculado a par-
tir da conexao riemanniana. O lado direito de (1.25) contém, co
mo primeiro termo, o que se deduz da teoria de Einstein, de mo-
do que os termos dentro dos colchetes podem ser interpretados
como uma "corregao" 3 relatividade geral, mesmo porgue, © pri-
meiro termo vem precedido pela constante gravitacional G, en-

2

guanto que o segundo & proporcional a G“, indicando uma ordem

de grandeza muito menor.

*330 considerados "canOnicos" os tensores obtldos como quantida

des conservadas, de acordo com O teorema de Noether.
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LEIS DE CONSERVACAO.

As leis de conservagao em Einstein-Cartan s3o obtidas
de maneira usual em teoria de campos, isto &, a partir do teore-

ma de Noether. A conservagao da energia-momentum & expressa por:
VR R T (1.26)
XZ’ e = ve AT .
Também & obtida uma outra identidade, gue vem a ser interpretada
como. a lei de conservagdao do momentum angular:
2 ¢ (1.27)
[Nestas formulas, fez-se uso das seguintes convengdes simplifica

doras para derivadas (Hehl 1973)

\%f = Vy + zéf«rr )

+

; v o X v ¢ ¥

K79 tp =W tﬁ + 2 Zbg# tf ‘]

Uma importante caracteristica da teoria de Einstein -

Cartan e o fato de que sua lagrangiana difere da lagrangiana da
relatividade geral, em primeira ordem, pela guantidade:
LS Kl = Sne (-4 »Y vk v CHF (1.28)
indicando a presenca de uma interagao de contato spin-spin uni -
versal. Note-se que ela & proporcional a constante gravitacional

e, portanto, muito fraca. Esta interagao tem alcance nulo,isto &

somente ocorre via contato da matéria.

I.2 A Variedade de Riemann-Cartan U4.

Nao se pretende fazer agui uma descrigao completa e de
talhada de todos os aspectos da geometria U4. Isto ja foi ampla-
mente discutido, por exemplo, por Galvao (1975, 1976)e em referén

cias citadas nestes trabalhos . Serdo fornecidos simplesmente os
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resultadeos principais para referéncias futuras e estabelecimento

de notag@o.

TQPOLOGIA DIFERENCIAL.

Considera-se o espaco-tempo dotado de uma estrutura de
"variedade diferencidvel" V 4-dimensional: um conjunto de pon-
tos ("eventos") ligados continua e diferenciavelmente entre si .
Em cada vizinhanga em torno de cada um destes pontos, atribui-se
um sistema de coordenadas {x "} , u = 0,1,2,3, do gual a varieda
de nao & dependente. Uma fung@o definida sobre a variedade V se-
ra dita diferencidvel se for diferenciavel nas coordenadas  dos
pontos de V [Ver Schouten (1954) , Caps. II e III] .

Nesta variedade diferenciavel V podem ser definidos"ob
jetos geométricos": vetores, formas diferenciais, tensores,...Da
da uma curva C sobre ! , cujos pontos sdo caracterizados por um
parametro A, define-se um vetor U, tangente a C () ) no ponto

P=C ( AO), como 0 operador derivada direcional ao longo desta

curva.

(2.1)

V= [T:%]mo)

O conjunto dos operadores derivadas direcionals definidos no pon

to P formam um espago vetorial abstrato chamado espaco tangente

* »
a variedade em P . O conjunto de quatro vetores linearmente in-
dependentes {ea }  deste espago tangente forma uma base sobre a
gual podem ser expandidos todos os outros vetores em P (no siste

ma de coordenadas {x” } introduzido na vizinhanga de P):
U= Ue.
V = vd €«

*7or Hicks (1965) ou Lovelock & Rund (1975).

#
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0 conjunto de vetores {mia} = {80} €& uma base para o espago tan-
ax ’

gente induzida pelo sistema de coordenadas; serd denominado ba

se de coordenadas ou base candOnica.

Uma troca na escolha de coordenadas n3oc afeta a varieda

de nem seus vetores. Se se passar a novas coordenadas 1%} . de

finindo uwma nova base candnica {3.} , somente se alteram as com-
o)

ponentes do vetor:
3 -4
U:UKB« = U 2z
Fazendo U atuar em x° , Obtém-se:

LJx)& = tJ“ Bu,rﬁ' = lJﬂ o et

= U« St = Ud ar#

donde:

U* - )% pk
ur = U ——%)t - (2.2)

o]
3]

Devido & regra de transformagao (2.2), observa-se que Os vetores

do espago tangente em P se identificam com os vetores contravari-

antes definidos neste ponto.
Uma l-forma (ou forma diferencial de primeiro grau)é de

finida como um operador linear 0 gue atua sobre vetores do espago

tangente em P, produzindo um niimeroc real:

gL = ¢ @ , U > = nimero real . (2.3)

0 conjunto das’ 1-formas ¢ definidas em P também formam um espaco

vetorial, chamado espag¢o dual do espago tangente em P.
no espacgo

Dado um conjunto de vetores de base {q}}

tangente em P, pode-se construlr univocamente uma base de l-formas

{mB} com a condicgao
) A
4 wﬁ,ea7= go& (2.4)

By e e u} sac chamadas de

=

Relacionadas por (2.4), as bases lw
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“duais. Num sistema de coordenadas, a aplicacgao de l-formao so-

bre o campo vetorial U & dada como um "produto escalar":

CT,UY = <@ we, UPes> = 6 UPCw, ep>

i

T UP&a = au UT . (2.5)

A base dual da base canonica {Bu} sera denotada por {dxs} :

<d1:‘6) du > = Ji ) (2.6)
Nesta base,
T = (G« dxr*
As l-formas ¢ também ndo se alteram sob uma transformagao de

coordenadas {x“}_para {xH1 .

G = Gz de* = Qs dx®

donde segue que:

Tz = Ga ’ax,’j , (2.7)
I

isto @, as componentes das l-formas transformam-se como as com-
ponentes covariantes de um campo vetorial.

Dados dois vetores U e V, define-se o0 tensor de segun

da ordem U@V como uma aplicagao bilinear sobre um par de 1-

formas 0 e A

(Ue V) (,)) = <q,U><N V> . (2.8)

A operagao & é denominada produto tensorial. As componentes de

T= U @ V sao os produtos das componentes de U e V:

T = UvP . (2.9)
Podem ser criados tensores de varias ordens co e con-

travariantes, estendendo-se a definigao acima. Por exemplo:

(UeVegqge W) p, s, ¥)=<e,U><B,V><T, K>y W>  (2-10)
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e este tensor possui componentes:

S’W?A - U/"V”q} wh (2.11)

DIFERENCIACAO COVARIANTE EM VARIEDADES DE RIEMANN-CARTAN .

A necessidade de se saber como um dado tensor S varia
de evento a evento sobre o espago-tempo leva & procura de um mé-
todo de comparagao entre os valores do tensor em eventos proxi-
mos. Este método € o do transporte paralelo destes valores a um
mesmo evento e da& origem ao gradiente do campo tensorial em ques
tao,V S.

Em vista disso, define-se a derivada covariante‘VUS do

tensor S ao longo de uma certa curva C ( ) ), cujo vetor tangente

5 4

e U = por:
d x

(Vu S)eu - lim &S[C (€) Jtragsporiade — S [C (o)]% . (2.12)

Clo) €E>0 =

Em linguagem abstrata, diz-se gque o operadorvlﬂ chama

do de conexao afim, possui as seguintes propriedades:

v Vwspry = « Vo + p Vo (2.13)
onde 0,B sao fungdes e U,V sao campos vetoriais.

(2) Para uma funcgao f:

W =uf : (2.14)

(3) A atuagao de V sobre produtos tensoriais &:

Vo (vez) = (WV)ez +V @ (WuZ) (2.15)

Estabelecendo uma base {ea} e sua base dual {ws}, se S

for, por exemplo, um tensor de uma ordem contravariante e uma or
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dem covariante, ele se escrevera nestas bases como:

S = Sn(fb ex‘ ® bUb

de modo que, a¢ se calcular sua derivada covariante:

V5=V ( Sw/b Cu ® UJF’) ) (2.16)

encontra-se O problema de expressar'Vea ei?wB . A partei?Sa

2

B
sai de (2.14):

VS = S“p,/,, wt (2.17)

A operacaoc de V sobre os vetores da base definem os coeficientes

~ o4
de conexao T :

BY
.
V/.ev = r',uv Cx (2.18a)
. - o ; :
isto &, P/H, = W V/‘eu> , (2.18b)
€ prova-se que:
Viw = - Mo w” (2.19)

Substituindo (2.,17,18,19) em (2.16), obtem—se as componentes do

gradiente de S, denotadas por SaB'u

of - o s ¥ v o (2.20)
S{“):}.L—'Spij‘,"‘!,u,v ﬁ—FNJSy

Para tensores de ordens co e contravariantes mais ele-

vadas e nao especificadas, suas derivadas covariantes serao es-

critas 3 maneira de Hehl (1974). Sendo Y2 um campoe tensorial, em

que A representa o conjunto de todos os indices de VY, tem-se:

AL L wh “ PR AR (2.21)
q’;/x.-LP)/L-{-P/LF«l-o{BLP ,
em que os f's dependem somente de deltas de Kronecker, de acordo
com o carater de ¥ . Assim, por exemplo, para um campo vetorial

Wé :

! ;.
{;k”é = ga é? (2.22)
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para um tensor de duas ordens covariantes Wkp:

. pes In . .
‘{:a’ Af’ =“S:Si5? “54(‘:5? 5 (2.23)

a
para um outro tensor ?uv :

p¥d T Y @ ep S Y S T ¥ S
'%« Epv = 7 gu cSe cg/ugv - S«cgecgfugVﬁchrx de J/u S,) (2.24)
Para evitar um acimulo de Indices, serao omitidos os de letras
latinas maiusculas de (2.21) :

K f | (2.25)

LP?/,L“-:W,/u.‘l'P/»ﬁ‘le?u .
Se V vier a ser uma densidade tensorial, entao tem-se:
B W (2.26)

LP/;, q)}/&“i'r’/up‘}'«q) F},L))LP

No caso de derivacdo covariante em diregao diferente
das direcdes dos eixos coordenados, designada por um vetor U,faz

se uma proje¢ao ao longo deste vetor:
Wy = w U8 (2.27)

Se U for tangente a uma curva parametrizada C (X ), tem-se:
Y-y UM e ciu:/“' (2.28)
a7 la )

com ?_u dado por (2.25}).

TORCEO.

Dados dois campos vetoriais U e V, define-se a torgao

associada 3 conexioc V como o campo vetorial resultante de:

2Tuv) =WV-Wu- Luvl . (2.29)
A partir desta definigdo, v@-se que a torgao possul as seguintes

propriedades:

(1) TWVv) =-TWVU) q (2.30a)
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(2) TWw+w,z) =Tw,z) +TWw,z2) (2.30b)
(3) T(fuv) =4TwW,v) , (2.30c)
onde U,V,Z sao campos vetoriais e £ uma funcgao.

Numa base ccordenada:
of »
U': U eu s V—"-‘ V e’a, ;
T(U,V) = éxﬁ,y (jnd V',sey

Assim:

Vu V = Vr;u U«eg , (2.31a)
VoU = Uliw View (2.31)
[UFV‘] = (U“‘ Vr'x "V«Uv,u) Ep . (2.31c)

Substituindo (2.31) em (2.29), vem:

2 CdﬁvU“Vﬁ:- VM:«‘U“"UX‘;K‘ V"—U“V’:u ’V‘(Ur,d.
= (VB‘J« + F:/A Vﬁ)uu"-’ (Ur’d + P:p U(b) V"’,_
- U“V%x + V“Urﬂ

i ¥ Ry
= (Pa@" Ppu )(J V .
Portanto, as componentes da tor¢do sdo dadas pela parte antissi-
métrica dos coeficientes da conexao:
Z; ¥
o(/b =

v
= {7 (4 4] (2.32)

Em relatividade geral, considera-se sempre T(U,V) =0

e, nesse caso, por (2.29):

vuV“Vv U = [U,VJ .

{2.33)
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CURVATURA.

Uma outra regra pode vir a ser definida na variedade a-

través da conexdo V : & o operador de curvatura K (U,V), Llinear

em seus argumentos, e gue age sobre vetores; & dado por:

Rov) = [Vo, VW] = Viw,vz . (2.34)

Da expressao acima, vé-se que possui as propriedades:

(1) Ruwz =- Rz (2.35a)

(2) R(FU,V)Z= fFRw,wz ; (2.35b)

(3) R(U V) = [ RW,vZ , (2.35¢)

sendo U,V,Z campos vetoriais. Ele esta relacionado com o tensor
" de curvatura de Riemann R(U,V,2) pela expressao:

R(UVZ) = RlUwWZ | (2.36a)

isto é; R(U‘VJZ)G-) = <(T , R(U,V)Z > ) (2.36b)

ondeo & uma l-forma.

Em termos de componentes em relagao a uma base coordena

da { ea} com dual {mB} , tem-se:

P«m‘s z Rie ep, ey, W)= <w5) Riec,eperd>
Se esta base coordenada for a base candnica {aa}, as componen
tes do tensor de Riemann ficam escritas em termos dos coeficien -
tes de conexao como:

I 5 (2.37)
R«pxgzz i Fp]x' +2 l"[uyﬂgm :

A NAO COMUTATIVIDADE DAS DERIVADAS COVARIANTES.

Tanto a torgao como a curvatura foram definidas abstra-

tamente, sem se apresentar uma motivag¢ao para tais definigoes.Es
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sa motivagao fica aparente no cadlculo do comutador das derivadas
covariantes segundas das componentes covariantes de um campo ve-

torial A. Num calculo direto com coordenadas, tem-se:

Ao(:/.n) = A«:_/A.,)’ - F:d Aa-:/u - Ffz‘/‘, Ao(rﬁ‘
':-Au',/w - P;:D(,VAF“Fﬁd Af,vur'f:m Acr,_/a_"P
+ Pid r,;q‘ A? - S/u Aa(t(i‘
Donde:

-Aa:v/& = “Au,/av t l"fj.x-,/&Aﬁ Ff:oiAf',/d—"'F;b( Aq',))'{"

-—f‘;« rgq- A? + F;;v A e

0 comutador das deriwvadas covariantes de Au fica, entao:

¥ § T P
%(Ao{:/wvA«:v/;)r:é’_{ ‘a/l.r'Vu("Ey F/“( +!}‘f¢ v - Ve F;«}Af-i-

4 (M -T)Axce
Ao«:[/w] = {-()E/a Fg.lu’ + P‘[;io- 5P } A;:'"i- r[;.v;'l Ax:o

Asgsim, por (2.37) e (2.31):

: ¥ T (2.38)
A«:[ v]:‘—' _1_ R Vo A ~+ G Vv Ao(:ﬁ“ . °
po)= o R gk
Logo, R e G medem a dependéncia de transporte paralelo de um ve-

tor sobre a trajetoria.

SIMETRIAS DO TENSOR DE CURVATURA.

De sua definigdo (2.37), podem ser extraidas .identida-
des para o tensor de curvatura de Riemann que mostram as varias

simetrias deste tensor:

I) Nota-se, imediatamente, a antissimetria nos dois primeiros ig

dices :

$
E(“AN = O _ (2.39)
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II) Uma permutagdo ciclica dos indices inferiores oafBy resultam

que:

§ : 4 S - s § $
= _é_.(RocM&‘* R/:w +E’yqp —Rﬁ,«'h - E)"lﬂm’ - Pwv,s)

Rex v

Por (2.39): ; ' $ ) :
Rups1” = _%_(P-:/w +Rave '+ owss)

Usando agora a definigao (2.37):
' §
Ptaa_far:lsz %% A1 r;]r + 9[{5 F;]a + Ly Fg]p +
§on S ~ --
+ Piulfpi};]w} F[pi?ﬂzj;u + Mire ﬂf:]/as
: § s . 4 5
e 413 (Pha=Top)s UMM )+ Al M - T
§ § §
+ r'xy(r';m" FE{&)+P(59(P§M~P5¥)*frary“?j/s'-(—'/fx)}
- &
= % ('aoz Gﬂ,rgi-alaéw + éxfsg—l’
Y § e né
+ réféfw?-’r PMEWS-r Prf erg,?) .
A férmula acima pode ser escrita em termos da derivada covarian

te da torgao:
5 . & . § §
R:apr] = %%éo{(b -y + 6,‘:3‘ 'u + Gy :[5+ ,

. o - & 5
-3 Gaﬁs évyg - 2 Eﬁb?éd? - 2630(?6{’;3’ f .
A antissimetria do tensor de torgdoc permite compactar a equagio

anterior, resultando:

s § . ’
RE'«(b"'?S = 2 Grup vl -4 émpf 63’35;‘5 ] (2.40)
III) Tem-se, ainda, a expressao em U4 para as ldentidades de Bi

anchi [ver Schouten (1954), Cap. III § 5]:

E[«ﬁl?w:!ﬁ] - 259&«0{)}2/5:],\?? (2.41)

METRICA.

A teoria da relatividade especial impoe restrigles ao

espaco-tempo. Dados quaisquer dois eventos proximos, pode ser
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definido o intervalo entre eles, independentemente das coordena
das e do referencial usados, sem o qual medidas locais de angu-
los e distancias nao seriam possiveis.

Em termos. de coordenadas, define-se como métrica do
espago-tempo o conjunto de dez fungoes da posigdo guv (xP )tais
gue o intervalo entre o evento x¥ e o evento x% + dx¥ vem da-

do por:
ds® = cgﬂv(rf) de*dx? (2.42)

Em linguagem abstrata, a métrica g & uma aplicagao bilinear e
simétrica sobre pares de campos vetoriais, que produz um nimero

real ("produto escalar entre dois vetores tangentes”):

g(U}V) = U.V . (2.43)
Numa base {w"} , dual de{ev} , expressa-se a métri

ca por:

g = G w’ e w” ) (2.44)

sendo os coeficientes guv ("componentes covariantes da métrica")

calculados por:
f oV
?(ﬁ‘y,&\) < jﬁv<w/’*,es.-><w*’,e,\>= 9,/“ Sf £ = gpa - (2.45)

Ou seja, as componentes da métrica sao obtidas tomando o produ-
+to escalar entre dois vetores da base.

A métrica fornece uma correspondéncia entre as l-for-
mas e og vetores do espago tangente, atraves do produto escalar.
Este foli definido em (2.5) como uma aplicagac de uma l-forma o

sobre um vetor U:
V> = G Ve (2.46)

Denotando por U a l-forma correspondente ao vetor U ("imagem co
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variante de U"), faz-se a identificacao:

CO,v) = g (U V) (2.47)

Assim, as componentes de U, definidas por U = UBwB , ficamdadas

por:
.- _ N o « - o
L&,:{Lﬁ€ﬁ>:: g(bhﬂg-?(L’Qg)eﬁ)-Z}(em)eﬁ)tj
:g«PU“ . (2.48)
Na pratica, diz-se que o Indice contravariante do vetor U foi
"abaixado" pelas componentes covariantes da métrica. Indices de

tensores de ordens mals elevadas também podem ser abalxados des

ta maneira. Seja:

5(U, ¢ V) =5(U,q,V)

i

Sy = S(ew WP &) =S uleg)=S (ar w? W eyg)

i

ey Sy, (2.49)

Também define-se o tensor métrico contravariante, cu-
jas componentes g“vsﬁo as componentes da matriz:hnersackaﬁgud‘.
Desta forma,

guv 47 = &
/
Pode-se usar estas componentes para se "levantar" Indices tenso
riais:
S ?M S, s (2.50)
H3, ainda, o tensor metrico misto, cujas componentes

sao idénticas as da matriz unidade:

3«{5 = 2 (¥, es) = w*, ep) = £ s . (2.51)
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CARATER LORENTZTIANO LOCAL.

A § L3 L] -~ 3 *
Deve ser exigido, via Principio de Equivaléncia , que,

em cada evento do espago-tempo, pode ser definido um conjunto or
tonormal de vetores (“tetrada")-[ea}, tais que a métrica assume
a forma da métrica de Minkowski do espago plano da relatividade

especial:
ﬁAA = €y ,RF = 759 = diag (+1,-1,-~1,-1) , (2.52)

Além disso, deve ser garantida a invariancia de compri
mentos e dngulos por transporte paralelo, tornando invariante o
intervalo ds. Para isso, impoe-se que a métrica seja covariante-
mente constante em todo o espago-tempo ("compatibilidade da cone

x3ao com a metrica").

vg = 0. {2.53)
COEFICIENTES DE CONEXEO EM TERMOS DA METRICA.

Num sistema de coordenadas arbitrario, esta  condigao
de compatibilidade se escreve:

- . 2.54
gd@:m = 0 ( a)

ou

a«{si\c - r"‘;a g/“ﬁ - r'/;,g, 9«/&. = 0 , (2.54b)

ou ainda,

jn({!,,yt = Prd/g, + r‘rpn( = 2 Fa'(ez,rs)

Assim,
Gpr = 2 Dogum
-~ l'?.
Guvsp = 2 T per)
TG =T pipn)

*o principio da equivaléncia,tal como formulado por Einstein(1956),
permanece valido na teoria de Einstein-Cartan.Ver von der Heyde
(1975), von der Heyde e Hehl (1977).
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De modo que:

i (?}*ﬁn*" * ‘(’Vw,fs jfsr,#)— 4 ( r/tﬁpmf fo/w*' V}“Cs,w‘/;yf.)
:‘P "I-i[r '+f[ ]s"'i'fns]
o 2l s

Explicitando T vem:

Byu f

: 3
rf.bx* = ?H’W t 9/"‘" i + gﬂk’/-u {F[r;qﬁ”jwdy + fLw/g]/u, } . (2.55)

Por (2.31), a parte antissimetrica dos coeficientes de conexao &

definida como a torcdo do espago-tempo:
. ¥ ,_ Y
GJF - rl Expl J
de modo gue as componentes totalmente covariantes da torgao vém

dadas por:

Cupy = Pw/ij . (2.56)

Substituindo (2.56) em (2.55), chega-se a:

rfwf" = %}"(?)’-P,Y’ + ‘3}&3‘.;@ B 8‘;&3‘,/u. ) + é/w/u,_ y/uﬁ, + G

Contraindo com gOHJ
PTM ;}z, 3“#(?/“?'“3/”‘{/5“’3&!,/1) + @wd - Férb(p + é?v (2.57a)

2.57
W - Kai® ‘ (2.57b)

Esta &€ a expressao para os coeficientes de conexdao numa base co-

i

Hi

ordenada. Observa-se que sao obtidos os simbolos de Christoffel
{EY} , que fornecem os coeficientes de conexao em relatividade

geral, subtraldos do tensor de contorcgao KBYG

. Este tensor, por
ser antissimétrico nos dois tltimos Indices, possui 24 componen-
tes independentes e & dependente da métrica e da torgac. Ele compoe
a parte n3o-riemanniana da conexdo afim. No caso da torgao  ser
zero, a contorcdo também se anula e & obtida a conexao rieman-—

niana da relatividade geral.
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NOVAS SIMETRIAS DO TENSOR DE RIEMANN.
Além das propriedades de simetria (2.39,40,41), a exis
téncia da metrica do espaco-tempo permite que o tensor de Riemann
tenha, ainda, antissimetria no segundo par de indices:

Entretanto, em U,, o tensor de Riemann perde a sime -

tria sob troca de pares de Indices gque possula em R4:

Ruprs  # Rusu : (2.59)
p p
CONTRACOES DO TENSOR DE RIEMANN.

Com a metrica g, pode-se definir outros tensores de
curvatura no espago-tempo a partir do tensor de Riemann. Alguns
8a0:

(1) Tensor de curvatura de Ricci:

Rq{s = Reup’ _ (2.60)

(2) Escalar de curvatura:

R = R« _ (2.61)

(3) Tensor de curvatura de Einstein:
G""f” = P«_{a ‘%?“P R . (2.62)

Devido a (2.59), tanto o tensor de Ricci como o de
Einstein perdem a simetrla gue possuliam em relatividade geral e
sao assimetricos em geral.

A antissimetrizacgao do tensor de Einstein vem dada pe
la identidade:

G[uf,] = Ta{s?;g +-és=a~¢’j:'/5? (2.63)
onde'f&ﬁyé o tensor de torgao modificado, gque difere do tensor

de torgao em seu trago:

: 3 ] ; ¥
‘Y«‘F‘I = G«pv + 2 g[.{ é,g_]iaf (2.64)
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I.3- Obtencdo das equagOes de campo.

Tendo sido estabelecida a gecmetria diferencial de um
espago-tenpo provido de torgao, deve-se procurar as causas fisi
cas para que tal espago-tempo venha a ter realidade.

Ha duas maneiras principais de se abordar o assunto:
(1) atraves da analise tensorial, tal como desenvolvido por
Hehl (1973,1974) ou (2) aplicando os métodos da geometria dife-
rencial moderna, expostos por Trautman (1972a). Ambos os méto -
dos sao inteiramente equivalentes, no sentido de que as equa-
¢oes de campo obtidas s3o 'as mesmas nos dois formalismos,bem co
me as leis de couservagﬁo. Estes dois formalismos, que utilizam
processos variacionais seraoc descritos a seguir com todo o de-

talhe.

A. O METODO TENSORIAL.

A idéia basica é utilizar o principio variacional co-
mo formulado por Hilbert para se chegar as equagdes de

campo. Seja, portanto, o escalar ("funcional de acao"):

I=%;J L e dtc (3.1)

onde ¢ € a velocidade da luz no vacuo e v=g a%x & o elemento de
volume invariante do espago-tempo, sendo g o determinante da né
trica. L é a funcao lagrangiana, de modo queéﬁ-= L v=-g é uma

densidade lagrangiana, a ser integrada em toda a variedade:

T - %[:6 dfr - _é_ Jdt’" f:ﬁ dxt de* de® . (3.2)

A guantidade £ deve ser construida a partir de tenso-
res diretamente relacionados com a gecometria apenas, guando se

procura descrever o campo gravitacional em espago vazio. Entre-
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tanto, no caso de haver a presenca de outros campos, que também
contribuem para a lagrangiana, separa-se a densidade lagrangia-
na em duas partes: uma descreve o campo gravitacional e a outra
inclui as contribuigdes de quaisquer outros campos em interagdo

com o gravitacional:

efzﬁé«r Lo . (3.3)

A DENSIDADE LAGRANGIANA DE CAMPOS.

Para evitar uma particularizagao desnecessaria da teo
ria, nao serao especificados quais os campos a serem incluidos
enxﬂc. A distribuicao de matéria e/ou de campos serd descrita -
por um campo clissico V¥ (x "), funcao da posicao. Em principio ,
Y (xu) podera ser um tensor (de ordem também ndo especificada )
ou um espinor. Entretanto, campos espinoriais nao seraoc levados
em conta neste trabalho.

Pele principio de equivaléncia, as equacgoes de movi -
mento para OS campos ¥ (x") s3o de natureza covariante geral, re
duzindo-se, em cada ponto, as expressdes destas equagdes obti -
das em relatividade especial. Assim, na lagrangiana de campos
ﬁﬁ , que depende, na auséncia de gravidade, doscampos ¥ e de suas
derivadas parciais %Y, além da métrica do espag¢o plano nuv’SUbE
tituimos esta métrica por guv (xp) e as derivadas parcials por

derivadas covariantes, de acordo com o acoplamentco minimo:
) . . ~ .
bo=be (V27 q) =~ e - (¥,VV,9) . .0

Pelo que foi deduzido no item anterior, a expressao das deriva-
das covariantes dos campos VY deverd incluir as derivadas par-

ciais destes campos 3Y, além de derivadas parciais da métrica 9g
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e da tor¢ao i>. Isto &, a integral de agdo para os campos,

: , | -
:r*c:*irj%(l(kpﬁaw;?)a?:@)dt ) (3.5)
C
depende ndo s6 de¥ , como das 10 componentes da métrica T e

das 24 componentes independentes da torgio éu\)p

VARIACOES DA DENSIDADE LAGRANGIANA DE CAMPOS.

H3 trés variaveis independentes: o campoV , a métrica
g e a torgao 46 . Ao se tomar a variagao da integral de agdo dos

campos 8T , encontra-se:

:_ésp.g d‘&:i](é%a

:%H%ﬁﬁf_ﬂ Wy a%__c_ (‘l’ﬁ:{) ( aucfs + 9% Sgap,r)-at

3 3% ?%g{{, 980({:,'!‘
i pEdS S%MF,y] d4m . (3.6)
26"
Realizando uma integragao por partes, tem-se:
e v, 2% (¥, )d'e . (28 (2% 75 d .
RW # 3y ) de < 138 - (3%, ] $¥ 4= - 7e)
e

B gy o Sa, )% . [ 24e (e 59,0, de
{(D%“ﬁ Dﬂ"‘ v ﬁvﬂ(&, L 'E)‘ad(s agiﬁ, 1") YI] j»o((b i (3.7b)
Introduzindo a notagéo de derivada funcional, escreve-se:

$4%e

11

Ve (’a&&,)

S 0w dW« {3.8a)
g JE = B%{; . ( 2 (£¢' )
‘ax'(s al%rﬁf) D%«fs,\‘ 0 (3.8b)

e, Ccomo fc nao depende das derivadas parciais da torgéo,

3% . % . (3.9)

§ Gt 26,
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Em sua formulag¢do da teoria da relatividade geral por
este processo de variagao, Hilbert foi levado a definir
dinamicamente o tensor de energia~momentum como conseqﬁéncia da
variagao da métrica:

J:%'T"‘f" -2 S& ‘ (3.10)
| § Gup
Uma variagao da métrica significa uma pequena alteracdo na dis-
tancia mitua entre os eventos do espago-tenpo. Isto mostra, por-
tanto, a relacao entre energia-momentum e translagoes no espago-
tempo, através da definigao (3.10).

Na teoria de Einstein—-Cartan, exige-se, de uma maneira
analoga, uma relagdo entre alguma quantidade fisica, caracteris-
tica da matéria, e uma quantidade geométrica, associada a rotacoes
no espaco—tempo. No contexto da relatividade especial, observa -
se gque o momentum angular total & uma quantidade a ser conserva-
da sob invariancia da ag¢ao sob rotagGes*: separa-se 0 ‘moméntum
angular total em duas partes: orbital e intrinseca. O momenﬁum
angular orbital aparece escrito emtermos do tensor de energia-mo
mentum. Assim, o tensor de momentum angular intrinseco (ou"spin")}
surge como a quantidade relacionada a rotagoes no espago-tempo ,
independentemente da posigao, apropriada para uma definig¢aoc dina
mica nos moldes de (3.10).

Embora tenha sido escrito em (3.5) que a lagrangiana -
de camposfﬁc & dependente da tor¢ao, nao & em termos de uma va-
riagéioﬁ?&uBY que serd definido dinamicamente o momentum angular
de spin. Pode-se considerar, ao inves da torg&o, uma dependéncia
sobre a contorgdo, pois estas quantidades geométricas se relacio

nam por (1.8):

*
Ver Soper (1976), § 9.3
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L. =% (¥,9%, 9,29,K) (3.11)
pois, na realidade, ao se fazer o acoplamento minimo, & K guen
aparece explicitamente.

Assim, a definic3o dindmica do tensor momentum angular
de spin, proposta por Sciama (1962), é:
L%‘ S - $%c ) (3.12)

§ Kup®

engquanto que a variacao da lagranglana devido a uma variagao da
torgcao possui o sentido de uma "energia potencial" de spin(Belin

fante 1939, Rosenfeld 1940):

3 /ur = Tgc__ . (3.13)
~p

O tensor SYBOL possui a antissimetria:
i ®
Sp = - S ) (3.14)
¥
pois K Y= -k g . Ele se relaciona com a energia potencial de
o B [6

gpin da seguinte maneira:

géu’/b\" gKch? 269&/&;3‘
como: K/AV g = - (g/w‘so 4+ évr/u. - 6?/4.1) )

entao:

Q!éh v h.-gf,gpéf 1‘&££;fgd é/ 5 'Sﬁ
'9&<@y

Assim: 3/4/ g%r + g EEE
SKupy  SKpan  §Kyun

= \Fgﬁ (__ a‘faof_i_sew(s__sﬁxr) .
Isto &: /‘wa: L GARY oA qiepw
= 4 S“P”_Ss‘nl/%.i_s,@aw )

onde foi usada a propriedade (3.14). De forma que:

/ué\(ﬁ /Lxﬁm > S 7%
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ou: S"(/”’ :/LfﬁKJ ﬁ . (3.15)

A partir do tensor métrico de energia-momentum e do
tensor de momentum angular de spin, pode ser definido o gque sera

chamado tensor de energia-momentum total:
* _ .
tu’ﬁ = TV/b-f Vx' (Sw/w_ S_fsw_i_smf{b) (3.16a)
* )
-+ wh 3.16b
T A V&/L ( )

i

onde ¥ A
O = Ve t28m" . (3.17

- o o
No item 1.4, mais adiante, ser& mostrado dque t B e 8 By formam

os tensores canonicos de energia-momentum e de momentum angular
de spin, respectivamente, isto &, os tensores que sao obtidos co
mo identidades da densidade lagrangiana de campos através do teo

rema de Nocther para a teoria de Einstein~Cartan.

VARIACAO DA ACAO TOTAL.

Para se chegar 3s equagoes de campo da teoria, aplica-
se o principio variacional de Hamilton & integral de agao total,

ou seja:
§T - g[%f(ﬁe +§£3)0L4x:]:=0 ‘, (3.18)

Resta especificar a lagrangiana para o campo gravitacional %;g'
O mais natural seria adaptar para o U, a escolha feita por Hilbert
a0 usar este método para deduzir as equagoes de campo da
relatividade geral (j& gue, no caso de torgao nula, sao estas as
equagdes a serem obtidas):

b= & fFR=z & ® (3.19)

lemG lewe
onde definimos a densidade de curvatura escalar &= v-g R. Devido

i sua construcao, & depende da métrica, de suas derivadas primei

ras e segundas, da torcao e de suas derivadas primeiras:
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(- @(3,93, ’393,6, 28 ) . (3.20)
Adotemos a convengac de unidades em que c=G=l.
Assim, por (3.5) e (3.20), a agao total se escreve:
1= f%c @, JU)% 29, %) dix I_J"@ (j, 33)'399,@;, D& )d%p (3.21)
A geometria de um Uy & descrita pelas 10+24 variaveis
g e &. Portanto, na agdo (3.21) acima, ¥, g e & sao variaveis in

dependentes. Fazendo a variacdo desta agao de acordo com (3.18)

obtem=-se:

SI f_ﬁ. SLP +,;&, S‘Pw-}_ﬂzgguﬁ rg_&_%up 3'1- 9&% %Mp*")df‘x_ +

« iy OB $B4 7 d?
i iéTi" Jagu’rb gg + 9»{,&.? 3{“*3%%;— '%:gadﬁ )) <

A ¢
:j[g_%gwﬁ%%ﬁ%)sj#w(u ‘Zm )Jaﬂ.]ci;)o_

Como as mniaiﬁs‘éw,égag eGE&&Y sao independentes, seus coefici-
entes se anulam separadamente:
. .0 |
Y
$6 ., 4 @ .0 ; (3.23b)
&%&ﬁ LTAY S%u{{b

§%e L4 4B .0 . (3.23c)
§B8 6T 5847

(3.23a)

A primeira das equag¢oes de movimento resultantes do
principio variacional, (3.23a), traduz a lei dinamica de movimen
to para os campos ¥ em interacdo com o campo gravitacional ("equa
cbes de Euler-Lagrange"). As equagdes restantes (3.23b,c) virao
a formar as equagOes de campo da teoria de Einstein-Cartan.

De acordo com a definicado dindmica (3.10) do tensor mé

trico de energia-momentum, (3.23b) torna-se:
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1 & . _§%

AL g T
isto &,
-&%— == ¥ ‘/-(7}1 T (3.24)
gam
Quanto a (2.23¢), usando (3.13):
B . $% g 10"
16T (Zup” - $2q" - g/u‘h
ou seja, ' __lem - b . (3.25)
e Vg s
Em termos dos tensores candnicos éﬁ% e SBOC , reescrevem-se as
equacgoes de campo (3,24,25) como:
(1) Primeira equacao de cammo (3.24):
«*.
556% 8T E T g g (£ 4 Ve )
g"f"’ L[nor (3.l6b)]
=emibg [ E Vx«(
5 [‘ Iérrﬂ‘"’ ggM 7
[_por (3.25))
_ *
=¥mVF [t . 4 g $®
3" _ el u?g Ve ggm}] ’
pois: \ \ R
VQ" 2 :_jl._v.‘!‘ «A-i- “VVa'_i-u:, « Vi'_._.__._..
iRttt T
_ gt i Py 4
= § )+ )
,_?I“[.- (Vg),¥ _i,_(kr—)xl]_c
Portanto: S n* V_* f "
- 97V, & __gr
8?’« 5= Ve S@vp ? (3.26)

(2) segunda equacac de campo (3.25):

P ST i
I sep— 1S
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Isto implica:

—jéﬂl)_g' (’/uév\* /‘Lxﬁr) 3 ggﬁr
- der g /uff’“”z 3”" &

A S @
? §2uv’

isto &:

§Gprp 2
ou, usando (3.15):
o o h X
P (R -;_?TT\% S , (3.27)
2 QQQ%A

0 estudo das varlagoes da densidade de escalar de cur-
vatura devido a variagoes da métrica e da torgao, expressas em
termos de objetos geomé&tricos conhecidos, tornara (3.26) e(3.27)

nas equagOes de campo procuradas.

A DENSIDADE DE ESCALAR DE CURVATURA.
Pela definigao (2.37) do tensor de curvatura de Riemamn:

‘R“'Pr)‘ -:‘23[»(!—';13‘1'2[1[’:!]?“%]3‘ J

obtam-se, por contragao, o tensor de Ricci 3195 I&QBA

Rg(b'-'-' 23[)\ Pijf,-+2f’[j\\;§,ﬂ§jﬁ . (3.28)

Portanto:

= VG g R
= V3 ?‘ﬁ@ﬂ‘r:&“9“F§A+F§¢r“;‘F:? a) . (329

As parcelas de (3.29) que envolvem derivadas dos coeficientes de

conexao podem ser escritas como:
3«3 aar'«p d«r,\p) 9)\(4_5 ﬂ*ﬁr’“’s) - ( 33‘3)1-1«/6
- u(fg g A p)t ol g O

Sendo v-g gOLB uma densidade tensorlal, o postulado métrico
e =0
implica gue

DA(U% g%}.‘. lj% g?ﬁ/ﬂ:ff +l/_§3.,¢9/-7f>f_v_g 30{PFA§’T:O
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Entao:
éx(\% g“”)"\: geﬁﬂr V_fff’;\f +|,33f°{",{'§3 (3.31a)
o (Vg 3""5)* 9 3”!"@- 39 e +Vg gl . G20
Substituindo (3.31) em (3.30), venm:
-4 9"‘!‘“‘ (2 f'ozp ot Fx/s)"'
g 74" e g TR
*i'\% 3"@(1}« Pffs fﬂaprn- P{a\;\ {’fwl’fﬁé;_r’«,gf’nm

(3.32)

Levando agora (3.32) em (3.29):
® -G + Baq(\f:g 9”'(";,\ - r—g 3’\“P£,x>
= @ + I (2 V% gArPPZSJ\ , (3.33)

onde

3 8‘PLFS’°‘F"F’ Fpl’xﬁn-(ﬁ.x Fx)«)r'
= 2 VE gﬁ(f‘g,[ﬂpxj/%rrrﬂ G{,&.A'\)

VARIAGAO DE R.

(3.34)

A integragao em todo o volume da variedade do segundo
termo de (3.33), por ser uma divergéncia, & igual a integracgao
sobre uma hiper superficie infinitamente distante da variagao da
quantidade entre paréenteses. Como se toma, nesta hipersuperfi-

cie, variagao nula,

R, | “fo (3.35)
§R=I® = Rup $(7g g*) + g g7 dRes . -

Aplica-se, aqui, o processo variacional proposto por

Palatini , em que sdc tomadas come variaveis independentes

da mesma lagrangiana as componentes da métrica gaB e da conexao

v
aB
variacao de (3.28), neste contexto, =

afim I ao invés de considerar os I''s como fungoes dos g's. A
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SR»:P = J-(Bz Fz/a) - (o« F,ep) + 5(”5,\ r',?,s)'* S(Ffa Féﬁ)
- Dy ST B St s S0 e TS T - PSP - Toa ST o
Como *

Vi $Tap
A SF?\/&

‘())«Sri[s*r’;s’ Sfffrf’fd SF?ﬁ*Ffﬁ F:r (3.37a)
ST Tg SN - M ETp - P S
P 8F§/5 - PSF, gf’i? (3.37b)

3

i

(3.36) fica reescrita da seguinte maneira:

ngfb = \7/\ SP:[g“ Vi EP:/'»; +(P§o<“'{7£a\) SP%/_J,
= 2 \7['/\ gri]_ﬁ}, + 2 é,\u(g) Sf’ij\ﬂ, . (3.38)
Assim,
V'E j“ﬁém/‘b = 2Vy fﬂ(vﬁ ST4p +ZA¢?<§P$@)‘ (3.39)

De acordo com a relagao (Hehl 1974):

PVSQ =-(VP)SQ (3.40)

)

onde ?/{ s30 campos tensoriais arbitrarios, a primeira parcela de
(3.39) se escreve:
— y o 8 A
‘!‘}?a(ﬁ!vg(ﬂ!g,‘ f,\/:,) ‘/—5‘[(%9/3)5[1&/5 Va{jd )JFA/S]
.-2,1{33“‘/5(6‘\¢5_ng/5 qu- gr’)‘/}‘)
Substituindo esta expressac em (3.39), vem:

\Fé 3"‘/5 QRNP =2 gﬁ'(&m +5¢x¢ 5,\ ~ Gagq tgu )SPf/b
:zuﬁ’ %ﬂ% '335) SPN{% {3.41)

7

onde foi introduzido o tensor de torgao modificado, dado em(2.64).

Desta forma , (3.35) se transforma em:

J(R: =P¢[e, 5(\% ?"m’) + Z V'—:ggﬁf Tj\g& SFQF) . (3.42)
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Como: (3.43)

éWFé :u%:%E 23% gg«p

7

TR A R AN B

Além disso, usando a definigao do tensor de Einstein (2162LtGW€e:
P-(,/-s S(\/-E g“f”) Rep lf;a; (.;12.: g”‘ﬁ’ g*f’~§°’f?"p) 53,\30

VG (R L4 RE) §g 0

_\)ﬁ ** ggdﬁ, ) (3.44)

i}

i

]

Ou seja:
§® =- V56" §gup +2 g 3*-"5’3?"31‘?‘,3, O 3.as)
onde foi usado o postulado métrico Vi (V—g 3“A): O.

Uma variacdo na métrica leva a uma variagao na conexao,
tal que o postulado métrico assume a forma:

r'%s;; (%x/g, + ng) = 0

Desenvolvendo isto, tem—-se:

(3&(54' gﬁuﬂ.)]r -—(l‘}‘.« ‘i‘SF;«)('}\pf ng)—(l“é‘mgl“?,b)(ga,\ + S'gvb\) = 5

o que, desprezando os termos quadraticos nas variagﬁes,reduz—se a:

V? 3“{5 + Vf gd“ﬂ auﬁg[’;«' "99()\ gr;ﬁ =0 -

Sendo o primeiro termo nulo e permutando ciclicamente os indices

papf, obtém-se:
Ve Sfém «35,55&“ +Ge0s §Ps
Ve SQPY = ‘3)\?9’«@ +3ﬂ,,\ Slag
< Vp 8954 == G Slpp 9r £ T3
cuja soma membro a membro resulta em:
e Srs - 4% ngp +U Sg,e.r -Va 950 ) - 3»,@55 M e B+ 3,\‘,‘5@ "
= A?«f, (___ gaucr 3;« Sé/w
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Vo
onde se definiu o tensor de permutagado AEGB:
pyT V o . .
Do =55 S &+ 85 §s JF—&’; §p 85 (3. 46)
Portanto,
A MVT _
Sup = g™ Dpeg (& Vo goe = gorGur™) (.47

Assim, por (3.45) e (3.46):
iFg §B- - 6™ Sgup +2 L Srip
= - G P dgup +2 (T TPy T AT (£ % %pwgm !5,:) (3.48)
Usando em (3.48) a relagaoc (3.40), vem:
- X X of o |
L S®R=-C"dG - Vi (TH4 T #7707 ) g +
"3
=2 (T P T+ T % ) §Bup ¥ . (3.49)
Arrumando os Indices da seguinte forma:
*
- % (jﬁra+:}'x,sr_ 3»1“/5«) gadﬂr -
# .
= Vo (TP TR T S
tem-se;
b . s .
LI® =[G4 By (T T T ) Sgep -
d -2 (5P TR - 7P ) §Bu " (3.50)

Portanto, as derivadas funciocnais da densidade da esca-

lar de curvatura saoc:

%
—v-i_— SR 2 LGP G (TN A YR 5 51y
'g Sgu{_fs
AR - -2( WP T T (3.52)

i
W $Cu

Observe-se, ainda, que, em (3.50):
(T T4 T ) = Tt f (8"~ B 4 B ")
N s‘Kn(/g,Y‘ | (3.53)

Fd
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e entao:

S e 2 Tt _ (3.54)

i
G
AS EQUACOES DE CAMPO.

A primeira equagdc de campo obtida foi dada por (3.26):

i - §T V- il ‘ (3.55)
+ 3 g i \;?i
@Aa’

S_ubstitulndo (3.51) e (3.52), vem:
Fg G V(T T T 4
e G RGP T) ] = e L 050

"
Como tem—-se VY = VY +Z§Ypp, o lado esquerdo de (3.56) se trans =7

forma em:

J;i G*<P \’r_—a' V4 (/}a#ﬁk‘ AV TIR) g

bV [T (700 T 7] =

) ‘% G - ‘ﬁ}- Vi (T0¥— AT 4 TV48) 4
+ () (TR 77l - 709
t V-%—V( AN S L
- T'f:g \}%(T“ﬁﬁ R 2

;\/—g(;“f"" ).

pois Fﬁ? - _{:?% :.\[.éln_g(\{%),m :
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Assim, chega-se & primeira equacgao de campo da teoria de Einstein-

Cartan:
G** = gm bt | (3.57)
Usando, agora, (3.52) em (3.27), vem:
A g SR L 4gh SB . semig ST
2 rted o T Kij
Szﬁiﬂ A Sfcx\'
ou:

(AT TR ) g (B - T T )= e ST

Logo, .
el L L e R A

rj-nffsk‘_ »3.—31{5& + 3—&'«/5 + J-Hfsa"_/fmt(b__ T-ﬂ_/b“

i

2 Tn((bm = ié.ﬂsw{bx‘

e tem-se, enfim, a segunda equacgao de campo da teoria:
T - em ST (3.58)

(3.57) e (3.58) foram obtidas primeiramente por Kibble
(1961) e formam o conjunto de equagbes que vém a substituir a
equagao de Einstein (1.13) na descrigao do campo gravitacional
gquando se permite que o momentum angular de spin tenha influén-
cia sobre a geometria do espago-tempo. Deve-se notar que, embora
(3.57) seja semelhante a (1.13), trata-se, na verdade, de uma ge
neralizag¢ao da equacgao da relatividade geral, onde o tensor B
foi construldo a partir de coeficientes de conexdo idénticos aos
sImbolos de Christoffel. Além disso, a equacgao (3.58), inexisten
te na teoria einsteiniana, mostra claramente a relagao entre
spin e geometria. Observe-se que (3.58) ndo é uma equagao dife -

rencial como (3.57) e sim algébrica. Algumas de suas implicagoes

serao mostradas no capitulo II.



43

B. O METODO DAS FORMAS DIFERENCIAIS

Um outro formalismo, que produz os mesmos resultados do
tratamento tensorial mostrado anteriormente, & o gue aplica o
calculo exterior de formas diferenciais, desenvolvido para a teo
ria de Einstein-Cartan por Trautman (1972a,b,c,1973a), Estes ar-
tigos, embora elegantes, sao bastante compactos, merecendo uma
exposicdo mais detalhada. Apesar de isto ja ter sido realizado
[Galvéo (1975,1976)], este formalismo serd aqui incluido por ra-
zdes de completeza, pois os cidlculos de aplicagao da teoria em
astrofisica do capitulo IIIserao realizados a partir de suas e-

quagdes fundamentais.

*
CALCULO EXTERIOR .

No item I.2 foram definidas as l-formas {(ou formas dife
renciais de primeiro grau) como objetos do espago dual ao espago
tangente a cada ponto da variedade, formado pelos chamados veto-
res tangentes. A aplicacdo de uma l-forma sobre um vetor tangen-
te resulta no produto escalar destes dois objetos.

Para se construir formas diferenciais de graus superio-
res (2-formas, 3-formas, etc.), necessita-se da definigao do pro

duto exterior de duas l-formas o e 8 como o produto tensorial an

tigsimetrizado. O resultado & uma 2-forma a A B:

o(Aﬂ,:é_(o(@ﬂ:-ﬁ@u) (3.59)

Este produto possui a propriedade de ser anticomutativo:

XAp = = pAX (3.60)

*Varias obras recentes de relatividade vém desenvolvendo o formalismo do cal-
culo exterior de formas diferenciais e suas aplicagoes em fisica. Flanders
(1963) ,embora nido sendo um livro de relatividade,possui a virtude de ser es—
crito com grande clareza, além de conter miltiplos exemplos e aplicagoes. No
ocontexto relativista, ver Misner,Thome & Wheeler (1973), Hawking & Ellis
(1973) ,Ryan & Shepley (1975) ,Soares (1978) ou Galvao(1975) ,este Gltimo incluin
do os dbjetos da variedade de Riemann—-Cartan.
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Em termos de coordenadas relacionadas a uma base de l—formas{wa}:
o(nf_%: o&"’ﬁ”} w‘#ﬂw‘)

= A (« - v w,u./‘ w’) . (3.61)
(% A Y,

¢ao acima:

K= iy ip WA WRALA WS Ldda< iy . (3.62)
Observe-se que, numa variedade de dimensao n, somente pode-se de
finir, através do produto exterior, p-formas tais que p < n, de-
vido 3 completa antissimetria do tensor que se obtém a cada pro-
duto.

0 produto exterior de uma p-forma o por uma g-forma B

possul a propriedade:

O('A/:b = (-4)P3 HA R (3.63)
Um operador diferencial sobre formas, chamado diferen-

ciacac exterior, denotado por d, € uma aplicagdo linear que pro-

duz uma (pt+l) ~forma a partir de uma p-forma. A atuagaoc de d so-
bre 0-formas f (fun¢gdes) resulta na 1-forma df. Esta 1-forma des
creve a derivada de f numa dire¢do nao especificada. Para se ob-
ter a derivada de f na diregdo de um vetor U, usa-se (2.3), defi

nindo:

Cdf, U> = Wl o, (3.64)

Isto justifica a notagio de {dx"} para a base dual da base cand-

nica‘{av}, pois, colocandoc em (3.64), f =xM e U = aﬁ:

: ~ (3.65
<Ay, =t =85 (3.65)
As componentes de df na base {dx"} s3c dadas por:

poo o
df =%f—,;dr = ﬁ/« dx (3.66)
("diferencial® ou "gradiente" da funcgao f).
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Uma propriedade da diferenciagao exterior & que a segun

da diferenciacgao é nula, para qualquer p-forma w:

d°w = ddw-=0 (3.67)

A derivada exterior de um produto exterior de formas vem dada pe

la expressao:

dwrn) = dwa2 + 1) wade (3.68)

2
sendo w uma p-forma.
A atuagdo do operador d sobre p-formas leva a determina
¢ao de algumas f8rmulas que virdo a ser usadas mais adiante. 0
efeito da derivagao exterior sobre uma 0-forma f ja foi dado em
{(3.66). Para uma l-forma w atuando sobre o par arbitrario de ve-

tores U e V, tem-se:

dw(UV) « A[U<w,V> -V<w,U> -<w, [U,v]>] . (3.69
2
Também pode-se considerar a derivada covariante de um
vetor V numa diregdo ndo especificada. Serd a atuagao do opera -

dor derivada exterior covariante sobre V: BV, Assim, a derivada

covariante de V na diregao de um outro vetor U & definida como:

KDV,U> = WV | (3.70)

Ao objeto DV dia-se o nome de "l-formas com valor vetorial". Nes-
ta nomenclatura, df, dado por (3.64), & chamado "l-forma com va-
lor escalar". Para um tensor de ordem contravariante arbitraria
S ("0-forma de valor tensorial®), tem-se, numa base {wv}, dual

de {ev}:

DS = w’vs . (3.71)

A derivada exterior covariante aplicada a um produto de

formas também segue a regra {(3.68):

Dwa)=Duwr+(-1f wabDn (3.72)

J



51

onde w & uma p-forma. Esta formula também & valida para p-formas

com valor tensorial.
As componentes da derivada exterior covariante de um

campo vetorial V numa base coordenada vem dada da seguinte manei

ra. Se V = Vaea,

DV = D(Vea)

1
i

(Dv*) e« + VA Dea
(dV¥) ev + VA whua &
= (dV"%Vﬁ’Aw“ﬁ)ew

n

y (3.73)

. e T e o
onde se definem as 1-formas de conexao w g ("componentes" da ex-

pansao de meB). A relagao destas l-formas com os coeficientes de
conexao I' & obtida a partir de (3.70), usando (2.18):
A
‘(I)ep,6%¢> = Vi Cs = G%\ruxp

ou:

A
Ci f"«p w

i

IDef,, = Cu w"‘@
= Co Fj/zs OU)
Portanto
W s = By w' . (3.74)
Enfim, a generalizacao para o caso de derivada exterior
covariante de p-formas, cujos coeficientes 530 tensores n vezes

contravariantes e p vezes covariantes & imediata. Por exemplo,se

ja a 2-forma QGB. Entéo*:
A =
EQ“/&: A" o + WirA AL, -»az“ﬂ./\.Q N (3.75)

2 - FORMA DE TORCAO - PRIMEIRA EQUACAC DE ESTRUTURA.

Numa base arbitraria {ea}, com dual {wB}, define-se a

2-forma de torcdo (com valor vetorial) ®% como:

*
Ver Lovelock & Rund (1975), pag. 140.
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T(UY) = ® (UV)e. (3.76)
Por (2.29), portanto:
2 @ (uvye. = Wv-%U - vyl . (3.77)
Nesta base, tem-se:
U=U'ex = WY, U>ex
V=Viex = <w*, V>ex
Lu,vi = (w*  [LVI>e. |

de modo que:

Vo V=% (Cwivdes )= (o <w,vi)ew+ <w¥, V> Vi ex

e Ccomo:
Vi eu = Uﬁ% Cx = Ukrgu €,
Y
= <r(50( w5JU>G)\=<w"«,U>e;\ 5 (3.78)
Vo V= (U< V> )ea+ wh Vo <w s, Usex

2

Vo U = (Vw* U>)ex + <l U <w"s , V > e

onde foram usadas as propriedades da derivada covariante. Assim,

por (3.76):
@ (U,V) = 1 [U<w™, V3= V<w* U> ~<w” [U,v]>] +

4 P .4 - A . o -

+.§[<w V(W p, U> = W U Kw s V> . (3.79)
A primeira parcela entre colchetes de (3.79) da a derivada exte-
rior da l-forma de base dw” [compare com (3.69ﬂ, enquanto que a
segunda parcela pode ser escrita como:
”;%,‘Bw"s,\/) (W p,U> - CwhU><wsp, V> ] =

v o f £ 1 - wﬁ ! L

4 e (V)P (V) w™ 5(V)]

i

(QﬂﬁAiUﬁ)(U,V) a
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Assim, obtém-se a relagao:

®" = dw* + wd/g Awh J (3.80a)

chamada primeira eguacdo de est

da derivada exterior covariante, se escreve:
@ = D w* , (3.80b)
2 - FORMA DE CURVATURA - SEGUNDA EQUAQRO DE ESTRUTURA

De uma maneira analoga, pode ser definida uma 2-forma -

de curvatura relacionada com o tensor de Riemann através do ope-

rador de curvatura ® (U,V):

o o
RV e = %Q s W V)Yes | (3.81)
que foi definido em termos da derivada covariante em (2.34). Des
te modo:
2;_()_“/‘3 (UiV) Cx = [VU va]eﬁ - V[U,V,] eﬁ' ) {3.82)
Por (3.78):
Vo €p = <w*p,U> e
V., ep = <w¥, vy e
Assim,

VoW €p = W [Kwp,V>eu]
= (Vo CW*p V> )Cux + s V> Y
= {U (WX Vo4 < U> <whp, V> L ex . (3.83)

Trocando U com V em (3.83), vem:

VV%8(5 ={v<w«ﬁ,u>+<w)p,u><w“m V}} s . (3.84)
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e, consequentemente,
[Vo,Wlep = VoVoen - Vo W 4
= {U(w"’,;,,V)-— V<w s, U> +
HWS, Us<wis, vy =<whs, U KW'y V> ey (3.85)

E como ainda tem-se:

Vv € = <w*s, [UVI> ey | (3.86)
a expressao para (3.82) se torna:
—(2.‘{‘5 (U,V)eu' = 1!_{ U<¢U“ﬂ.,v>” V{‘w#ﬁJU) - <w“,_»,, [0, v+

% . ; : 3.87

W, U><wha, VI -Kwta, Uy <w*s Vo ew . P08

As trés primeiras parcelas do lado direito de (3.87) formam, de-
vido a (3.69), a derivada exterior da l-forma de conexao, enquan

to que as parcelas restantes fornecem ¢ produto exterior entre

w®
.

curvatura sS¢ escreve:

e wRB [ver equacoes (2.8) e (3.59ﬂ . Assim, a 2-forma de

—(1«/4. = dw“‘,@ + W5 A w’\ﬂ, (3.88a)

e esta expressido & denominada segunda equacac de estrutura de

Cartan. Tal como a primeira equagao de estrutura, esta também po

de ser escrita em termos da derivada exterior covariante:
‘ ] X
0 = Dws + W A wa . (3.88b)
IDENTIDADES DE BIANCHI.

A0 se tomar a derivada exterior das equagoes de estrutu

ra (3.80) e (3.88), sdo extraldas as chamadas identidades de Bian-

" chi. Para (3.80), obtém-se:

de*= &2 +dw'pawt - ws ado?

éféo, por (3.67)]
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e, usando (3.88) na segunda parcela e (3.80) na terceira, vem:
‘){'@x = (Qwﬂ; —w“x»\w“ﬁ)/\w”‘ -~
- W A (B~ WA w)
= Qﬁ/sf\wﬁ-w“@ A ®F
e como
d @ + wWpa A @ = DO

chega-se a primeira identidade de Bianchi:

D = (2, A w® | (3.89)
Quanto a (3.88), sua derivada exterior é&:
Cil?./a = Ci w A 4—CﬂCUdA A ujw&‘-LUdA AciCUAfﬁ
e substituindo, analogamente 3 dedugao anterior, as equagdes de

estrutura originais, tem-se:

4"

fi

(2% - W s AWHYAWhs = W A(R%6- W n w¥p)
= 0¥, AWt s - W AP
Ou seja:

DR“s = 0 (3.90)

Ao expressar as 2-formas de torgao e curvatura numa ba-

° [0 N - ~
se {w AwB}, obtem-se uma relagao com as componentes dos tensores

de torgao e curvatura:

o 4 A ”
®° = G/w w® A w (3.91)

..D:wfb: %Rygg (,fjv/\([,u5 . (3.92)

Assim, em termos de componentes, as identidades (3.89,90) resul-

tam nas formulas apresentadas anteriormente em (2.40,41).
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CARACTERISTICAS DA VARIEDADE DE RIEMANN~CARTAN EM TERMOS DE FORMAS

DIFERENCIAIS E CALCULO EXTERIOR.

Evidentemente, as caracteristicas da variedade de Riemann
Cartan, que @ considerada para descrever o espago-tempo, ja fo-
ram desenvolvidas no item I.2. Entretanto, para se chegar ao for
malismo lagrangiano em termos de formas diferenciais, alguns pon
tos deste tOpico devem ser reescritos nesta outra linguagem.

Como ja exposto, o espago~tempo deve ser dotado de uma
métrica g, de assinatura hiperbdlica. Em termos de um conjunto
de 1-formas linearmente independentes {w®*}, definido localmente,

a métrica fica decomposta em componentes

}: jd/b w¥ wﬁ‘ , (3.93)
Aos coeficientes g impoe-se o chamado "postulado métrico", ago
ap -

ra descrito pela derivada exterior covariante:

]Dg«ﬁ = w7, Gup = O, (3.94)

permitindo a preservacdo do produto escalar por transporte para-

lelo.

Uma base geral para formas diferenciais pode ser cons -

truida a partir de {w%}:

{ﬂ)w“, WAWP , wa wha w W whawis w? } (3-95)

cuja base dual é:

{ 7 )'7“, 7dpr ,7uﬁ¥§§ 5 (3.96)

onde se define:
/'ZO(/‘:»YS = @ E-W/‘N'S (3.97a)
?D\’/b!' wS ’7“’/‘5"8 (3.97b)

A ¥,
?“f* '%‘w/\%ﬁw_é *‘/\wn?«prs (3.97¢)



- . *
7« é%_a) A 7&&
o ¥ S
= %.!w"-”/xw AW 4?0(/53"5 (3.974)
= ,'_i__ wd/\
- A bl ,§ (3.97e)
=.a4TwAwAw AW ”prrs R

cnde © 4By & o simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita,

para o qual adota-se a convengao:

Cosza = + A (3.97£)
Observe~-se que 7 fornece o elemento de 4-veolume do espago-tempo.

Pela definicao do siubolo de Levi-Civita, sdo validas as

seguintes relagoes:

w?‘z“_ﬁ"g’ Jf‘zw@r -5 fuep + S;tzm -8 Yprs (3.98a)
w?ﬁ7dhr‘ gr ’79(/5 s S/}, ”(yog + S 47/_-5&. (3.98b)
w¥a 1?,1(5 = SP Ya ?f-‘ (3.98¢)
wha M = § . (3.984)

Voltando ac pestulado métrico (3.94), em termos de obje-

tos do calculo exterior, esta relacao de compatibilidade entre a

métrica € a conexao afim se escreve:
"11)3«/5 = 0 0 |
U.)) (3}\ 3'«(5 - PA(& g«g) - Pia 9% )
= ngxf, - woi/:‘)“' w{?;u’ "{3.99)

i

Assim,

dau/?, = wp(/)_, + w(bo{ _ (3.100)
onde foi usada a definicdo da l-forma de conexao (3.74).

Seja, agora, a derivada exterior covariante da equagao
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(3.99):

0O = b ('ﬂ)j#p)

i

d(]l)g«,s) - W A ID(?;\,& - wp /\]Dj»:',\
Acontece que:

0= D(Dgen) = d(dgup - w¥y Guy - w 9sp) ¢
- Wy A (dg;,g, - Wi - W) +

- (,U)[b A (C{gm‘; —- W) - a),w)

=~ Aux de’s + W adau - das dtet wrendgs
3 A A P 3.;; 2 A o w g,\/% t
- dgap + Wha AW+ e A Was +

- w'pa gt We A Wwa + W p 4 Wax
= ~ (dw¥p + w5 A w",a,)gqf +
(A ¥+ WA w"«)gﬂ@
= - 05, Gug = 0, Ise

= - =-(2.o¢’(5 - Q/‘_.e{'

onde foi usada a segunda equacgao de estrutura (3.88a) para intro-

dutir a 2-forma de curvatura Qas. Entao:

—(?-N[b 4 Qﬁ:“’ = O (3.101)

numa variedade de Riemann-Cartan.
Como foi visto no item I.2, a conexao afim da variedade
de Riemann-Cartan pode ser separada empartes riemanniana e nao

riemanniana. Seus coeficientes se escrevem:

Mip = {apt - Kap”
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. -~ o - .
Assim sendo, as l1-formas de conexao w 8 tambem EFicam separadas:

Mﬂﬂ = rip Qﬁ

i

{:P i LUX - I<,\/=“‘ (‘U'\
¥p o X

hii

, (3.102)

onde definiu-se a l-forma de conexao riemanniana YaB e a l-forma

. ~ 63 . ~
de "correcao”™ A relacionada com o tensor de torcgao.
B r

Substituinde (3.102) em (3.100), wvem:

. 3.103
dﬁa{ﬂ = K‘d/b + )}A/Q,a‘fa,(/_g *FA/q,m : ( )
Numa variedade riemanniana, & valida a conexao métrica e, portan-
to,
d?*/b - bdn(/?, + lebd ‘ (3.104)
Assim, (3.103) implica que:
. 3.105
XnQG + JApa = 0O . ( )
Por outro lado, a primeira equacao de estrutura em varie

dade riemanniana se escreve:

dw* + X"“,b AP = 0O (3.106)

de modo gue, ao substituir (3.102) em (3.80a), encontra-se:
O = duw + wpAwh

= dwt ¥ AP 4 N A wh

ou seja,
@ = X(ﬁ. At (3.107)
Finalmente, serad descrita a atuagao da derivada exterior
covariante sobre os objetos dados em (3.96). Como EuBYGSaByG=h4:’

tem-se, por (3.97a),

E(‘quﬁ 4?075345 ) = 0 (3.108)
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O que implica:
]DV(oa/ws = O : (3.109)
Por (3.97b), vem:

]D(?n[bt‘ + D (w? ‘Zoe_fws)

A

UDLU‘S) ‘7&{53 'S
== @S 7%” (3.110)

A
onde foi usada a primeira equagao de estrutura (3.80b). Aplican-

- do, agora, D & equagao (3.97c¢c), tem-se:

. . ‘8
]])"’int;a. = % DIwh w "Z«pvc j
= %[ (Dw?) A w? Yopos = W AD (w 7«,5”)]
=L (@ AYuay — ®° AW Yusys
z L 1 (G ] (3.111)
Tomando a seguinte contragao da relacao (3.98a):
u)?i?q = - ‘ps
prgs 47“!‘*’ J
(3.111) fica escrita:
]D ?d/!' = @F A "Zu/a.? . (3.112)

Introduzindo, na fbrmula acima, a expanséo em componentes da 2-

forma de torcao, dada em (3.91), vem:

ID'?«F = @lu? U).-’u'/\ w"./\ 71*[4,5.‘ .

Substituindo a relagao (3.98b) no Gltimo produto exterior da £for

(3.113)

mula acima, esta torna-se:
ﬂ)azul(s = E/»V wﬂ/\(rSf 70{/&"‘(&5 ?Pu -i-S 7ﬂ)"
= (S w A‘7¢Ibi—cg/sw A?r¢+§w/«7ﬁf)

e, usando, agora, (3.98c):
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]Di?“'('a = (G*’far“ Gde)”{e t (G/:rr‘ Eff,?)‘fo( + (ancf'- Gu-ff) ‘?ﬂ.

= 2(Tpf +§5 80 - Sl B0t g

ou:

D/‘/(u{f) = 2 Tq/’a?"?)a (3.114)
' ~ e
expressando em termos da torcgao modificada’:\-;B . Tomando agora

Dn,, tem-se, por (3.97d,98b,112):
- ‘6 . .
ﬂ)114 :.%_(H>CU A 7ﬁ5 + EJ?ﬁﬂ A Q)ﬁ)

- %(@&_A 1?.1,1, + @P_/\ 7[;((4)5-’/\ wb) .

Como:

1

. b o cf b
WA ?a’{,jb S? ‘?d/& + Sp 'ﬁu + Sv( 77,6;:

7a§: +47§>=< '+7a<§> = -4 ‘7«}3 ,

il

tem-se:

]Df?v( :é (@b/\ 7.,{(5 + 2 @?;\ V{aff-’)

= @Y A Nes (3.115)
Introduzindo em (3.115) as componentes do tensor de torgao, es-

creve-se:
]DVZPA = G/Wf’ CO'MA Uf“)/\ 7“?

; G/«LVP (Sl} wa "?,g - Si w™ A 17?)
Lpor (3.98c)]

F
= (Z“'? -Zf":f’)b( 2
(por (3.98a)]
isto &,

]Di’zp{ = zéxf? 1’Z

(3.116)
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4- FORMA LAGRANGIANA.

Para se chegar as equagGes de campo usando o formalis
mo das formas diferenciais, usa-se tal como na parte A, o princi

pio variacional de Hamilton, em que a variag¢ao da ag¢ao se anula:

Sf[L = 0 (3.117)

P

sendo que agora se agrega a densidade lagrangiana o elemento de
4-volume no espag¢o-tempo, surgindo a 4-forma lagrangiana .. ([L=
in). Da mesma maneira com que foi tratado este problema anterior
mente, separa-se —em duas partes: uma descrevendo as proprieda -
des geométricas do espacgo-tempo (lLg), que & a lagrangiana do cam
po gravitacional, e outra descrevendo um dado campo classico Yo
(de ordem tensorial nao especificada e onde a letra A indica o
conjunto de indices tensoriais de ¥) em interagdo com o campo
gravitacional. Esta lagrangiana sera denotada Le. n lagrangiana

totalll se escreve, entdo:

Lo« Lq+ Lo . (3.118)

0O campo WA interage com o campo gravitacional via o)
acoplamento minimo, que & feito agora através da derivada exte-
rior covariante. Assim, a 4-forma lagrangiana de campo Ec depen-

de (localmente) dos campos ¥, e suas derivadas]])‘i’A além da mé-

r

trica g e das l-formas de base w®:
R

Lo < Lo (%, 0%, gup ), 0009

. - = = TS o
0 gque permite variagoes de &b com relagao as variaveis WAxw 8
I

¥
N A SR

Jap " w*. Observe-se que as variagoes GgaB e 6w~ nao sac independen

tes, pela propria definigao de métrica. Portanto, é equivalente

calcular (3.117) fazendo a variagao de 4-forma L com relagao

. . e o o
aos seguintes conjuntos de variaveis: (WAfJ 5 L ou My w Bg el

I
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. o . A
Considerando o primeiro grupo acima e designando por (L. a

4-forma decorrente da variagdo de Lc com relagdo a ¥, tem—se:
r

SEC = [LAA g% = ita(/\ giwd +$dﬁ, A SLU“/&, 5 (3.120)

onde se definem as 3-formas &a e $a8. Estas quantidades serao
interpretadas mais tarde.
Por outro lado, a lagrangiana gravitacional ﬁg’deve ser

a expressao em termos de formas diferenciais equivalente & la-

grangiana de Hilbert (3.19). Assim, escreve-se:

H A ap A ok (3.121)

pois, usando (3.92,98c¢,d), vem:

lemr 2

Ly = L p n (& Ro™ whaw?)

justificando a escolha da 4-forma lagrangiana (3.121).

Eg & dependente da l-forma de conexdao e da métrica. As

sim, suas variacoes com rela¢do a estas varidveis resultam em:

(1) Com relagdo a waB:

lem Sﬂ_a = g[?x{s/\ (dwﬁ’-} W, A w‘/b)]
(')
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= V{d'& A de"‘ﬁ + 17“(’3 A gwd,\ z\w’\,«g-i“z“”’/\w‘(,\ /\SwAp
- qubz\d&w“/& ~ Vl.x’“/\ LUAF./\SUJ“’\-P?O(ﬁA W A Sw;\/s
;Wdhndgwﬁ({a +(qd”/\w°‘,\-7x°‘z\w”’«)/\ Sw"ﬁ

Mas:

p

il

Dy, dn® - WA WP

civz,\u Pawhy + %A why
Donde:

7“‘“ W = <A wha = = (D" i)
e portanto:

16T Sﬂ_c% V( A dSwy - (Dy,” - d9,%)A fwhs

:.*ID% /\Swﬁ,.{-d(m ASw/a) .
(3.122)
O ultimo termo da equagao acima & o que se chama uma forma exata.
Ao se tomar a integragéo deste termo, pelo teorema de Gauss , ©
resultado dependerid das variagdes da conexao na hipersuperficie
fronteira do 4-volume onde se calcula a agao. Nesta hipersuper-
ficie, as variagOes sdo consideradas nulas e, portanto, o Gltimo
termo n3o contribui para a integral de agdo e serad omitido nos

cidlculos que se seguirdco. Assim,

{ W
(2) com relagio a w”

of
167 SIL?) * rdws . (3.123)
o
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fem S L L Swta i s A 2 s d " Swin e A
5 = 1 / 1 :
(w Z
2= Yupr A DA dw? ‘ (3.124)
Portanto, a variacao total de lg se escreve:
lem Sﬂ_a = (E.,(f".z\ SLL)“F - & €y A J‘(JJ"( , (3.125)
onde se definem as formas
A A
c.® =-D Y (3.125a)
fa ¥ (3.125b)
- 1 .
® « ol V(«’/J.V A -(1 N

EQUACOES DE CAMPO.

A variacdo da ag¢ao total &, entao:

Ozjlﬂ_A/\ S% -~ (;‘-ﬁ @m+ ﬂ:x)/\ Swﬂ_l_(fg*ﬂ +I(_,:? (Le([#)/\ Swd/bjj(:g_lze;)

conduzindo as equagoes:

1* =0 (3.127a)
€y = ~ 9T L« (3.127b)
([‘_"{b = - oW $°"{5 , (3.127¢)

que formam as equagoes de campo em termos de formas diferenciais.

A guantidade SPB foi relacionada com a variagao da la
grangiana de campos devido a uma variacao na conexao afim do es-
pago-tempo. Desta forma, identifica-se $a8 como a densidade de
spin. Por outro lado, a 3-forma &a foi introduzida de modo a dar
conta da variacdo de Lle¢ com relagio a variagao da métrica. Assim
ta representa uma 3-forma com valor vetorial de energia-momentum
canOnica.

$a8 2 antissimdtrica, pois por (3.125a, 127c):

]D'Vlel[b = leT $u’(b
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logo,
H)Vl(gﬁ) = AT $(e</5)
Por (3.114) e a propriedade de antissimetria de torgac modifica-
da, Dn(aB)I 0 e entao
$Supy = 0O (3.128)

as equacoes de campo de Einstein- Cartan

Para se obter
(3.127) , basta usar

na forma de componentes tensoriais a partir de
(3.125) e a notagao
(3.129)

&x = 7ﬁ tuﬁ
(3.130)

Bxp = ‘?? Sec/e?

(1) Primeira equagao de campo:
v - .
£ Ve NP gty oo, b
usando (3.92):

ou,
-¥m V({s ta(ﬁ = if;'— ??G_W& I/er[ﬁy A w?/\ w{r

17"‘(”‘ rwia wcr____[gi (SO/; ‘%*Sg 7/5)"‘"5-; (55 V]r—- Sf: V)d)"f'
L 888 -]

vems:
3 a
I - L (Ree - Reu " 4 Rp Ty, - Ree ™ 4 +

+ Rae 1 - Ruc "0y )

- (R - £ Rix )

ou seja, R,®_ _%_RS,,("’: g £,°
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gue & exatamente a equacao (3.57).

(2) Segunda equacao de campo.

TDV(cqb = leT 33.,4/5

ou

T N5 = 41 Seg

isto e,

To{/g? = ¥T S“f"?

e recdbranos a equagao (3.58).

I.4 - Leis de Conservagao em Einstein-Cartan.

Em teorias de campo deduzidas a partir de principios va
riacionais, um dos principais problemas que se enfrenta € o de co
mo se definir energia. Normalmente, sob este ponto de vista, in-
troduz-se o chamado tensor canOnico de energia-momentum, através
do teorema de Noether, como uma quantidade a ser globalmente con-
servada*. O nome "canonico", neste contexto, significa que a defi
nigao do tensor ndo envolve o tensor métrico. Este nao é o caso

GB, introduzido em (3.10),

do tensor simétrico de energia-momentum T
ao se variar a lagrangiana com relagao a métrica.
O objetivo deste paragrafo & definir, na teoria de Eins

tein-Cartan,quais as quantidades a serem conservadas e estabele -

cer suas leis de conservacgao.
TECREMA DE NOETHER E IDENTIDADES DE ROSENFELD.

Voltando a usar o formalismo tensorial de I.3.A, consi-

dere-se a integral de acao para os campos (3.5):

Te = [%e(@,9@)d'e | (4.1)

*Ver, p.ex., Galvao (1977).
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onde Q € qualquer uma das variaveis ¥, g, & .ImpSe-se que esta in
tegral seja invariante segundo transformacoes gerais de coordena
das. Seja, portanto, uma transformagao infinitesimal de coordena
das inversivel:
r* — x'“ - x4 fxX (4.2)
Seja esta transformacao descrita em termos deum vetor &:

Sx*= X' - x* = %“(r) . (4.3)

A variacao local das variaveis Q (isto &, tanto em forma funcio-

nal gquanto em argumentos) sera denotada por:

fR=Q'(x) ~@x) = 2, £."Q (4.4)

2

com faB definidos em (2.21). Por outro lado, uma variagao somen-—

te na forma funcional de Q sera:

§8 = 8'(x) - Qx)

QUx) - Qx) - [Q'(x)~- Q' ()]

6 -5% Q,«

= 2, PP - %“@,m _ (4.5)

A invari3ncia da integral de agao impoe que:

i

fi

§$Ic = 0 (4.6)

-

Por outro lado,

§I. = 11Q ']~ T1Lqg, ] (4.7)

2

onde 2 & a regiao de integragao. Reescrevendo (4.7), vem:

§T. - TI0@1-T1lq,0')+

+1]6,0')-TL6, 2]
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< [ (88 d [ 6 (Quen)d'er - [ (Qee))d'x

eyl

(4.8)

Sendo Jo jacobiano da transformagdo de coordenadas, is
to e,
dqz‘,i = jd4t )
por (4.3), pode-se escreverjl em primeira ordem, como:
= F
J =1 +§ , §
de modo que-
4 § 4
d T = (.1.1‘-‘% )f) C! y &
Assim, a primeira integral de (4.8) passa a ser escrita:
[(58) dber = (68 (4457 g) s = [ (£8) d'e (4.9)
Nel L2 :

_QI
Quanto 3 segunda integral de (4.8), tem-se:

jbﬁc(@w)) dc' = f:g (@) (145%,5) d*x
0! £

2 % (Qx57)) (1+%%,5) d'x
£

2 [[%e Qo)+ 2 5] (%7 ) d's

4
i

oy

2 (% (@) + (% 37) ]

de modo que (4.8) se torna:

-

§Tc = ([§%e ¢ (£ 55 )e1de = O (4.10)
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devido a (4.6}.

Além disso, como:

$%e - Bﬁéc §@ + 24 0 (4.11)
36)9

por (4.6), tem-se:

E-I B P [ of
cuﬂ-ﬁfﬁ,pﬁx __8.5&;] Q«Jrgg%(gﬁ?),f ¥

Qe
C ot % + %%. ,d ] d*x
e o A ' o o A ' o
:f[g—g‘?jp f« Q—g_gQ% Qd+%§¢;% ,pf)ra Q4 %g-c;% 2/ ('P,('SQ),S)-,.

- 9_&3&’{“.? @, - %%d Q, g +5§c’n< %“-4— Y %d,d ] d*xe

0

E necessario supor que seja valida a equagao de Euler-Lagrange

para Q:

2%, 28

Q- Df(‘acpc}) : (4.12)
Entao,

SICHJS[MC]M@“F = (£ "Q)p - gc O + b §°]5 ",
@ S F_ 2% Qu)o5 4 (e £ P, 24 LEVQEY ol A=
+(£L‘S agj";@a );f’% +2;(?Q,_§=‘F“ -+D—£'C;”¥'p< )Q% ;ﬁ?ldt O
Como Eu e suas derivadas sao arbitrarias, seus coeficlentes anu-

lam—gse separadamente:

(';gc SKP = %é&’? Qi“):f = 0 ) (4.13a)

% F«AQ + %—%\;(F«&ng» -—%Z%_%. Qu« + B Edﬁgo (4.13b)
) A d PO - (65 _ (4.13c)
%}-‘Fﬂ Q + TC%; ‘Puz Q = ‘Z(o( = O )

onde se definiu:



Tu™ 2 24 £.°Q (4.14)
= 555

e de onde vé-se que:

. AP i @ A
f w - Db.ec A } 9 : :
m{ JS:-— g—ép—(gq Q)f? t QP(W,?—) ‘F“

iy

?

ou seja:

? p B S J A
s (Rfa)s = BTy - % (35) RGO

de maneira que {(4.13b) torna-se:

: p AP A &
%%%Lﬁx Q 4 T '§ %’(gg%J £°6 - 2 Qu 4 e Sz 0

DQP

ou:
&4 -F«/bQ +m<6ﬁ? - 9% Qu + &b gdﬁ‘:": c . (4.15)
Q PR

Esta equagdo serd chamada de Primeira identidade de Rosenfeld,

enquanto que (4.13c) serd a Segunda identidade de Rosenfeld (Rosen

- i

feld 1940):
7uae({b§))- O (4.16)
Quanto a (4.13a), esta equagdao ndo traz nenhuma infor-
magdo adicional sobre os campos em questao, pois seu lado esquer

do & identicamente nulo:

f gc A = Col“"i’)-—-c-— o
(B &7 3 @) = Bei - (B Qo)

sendo
fo o« 2% Qu + 2% Q. ) (4.17)
9Q AQ, ¢
(’a@sg« Quc)iv = Y(’aeg)Q“ MoTaps Qg

entao (4. 13a) fica escrita na forma:

%_‘%.Q,« ?f __.Q_)Q«+5—(Q£:?Q§>a(——%@°(f O

}
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pois os dois Tltimos termos cancelam-se trivialmente e os dois
primeiros s3o anulados,ja que se considera valida a equagao de
movimento (4.12).

Pode~se obter, ainda, uma terceira identidade ao se di

ferenciar (4.15):

( %%f {;6C9,ﬁ .{7&Q’M:ﬁﬁ —-%s(ggg_J Q,« +

0,
- 2% Q. b $e. o . (4.18)
365ﬁ A+ Cp O =
Ocorre que:
72(« PP :é_ (Taq  £p +\Z£fo,g>/s)

: J
= \mm(’bﬁ)ﬁﬁ) = O

por (4.16). Além disso, por (4.17), tem-se:

% - 9 ag& o - D&fc 4 -
i P 5e) O - sa S

e Qu + 2% Qav-2% (2& )8« -
2Q © +9@,/5 = 2 ('30:/5)@’“ ?_—Qg/% O

[ asﬁc)J@d _-.%Q,x :

Substituindo estes resultados em (4.18), vem:

li

it

7

(%ﬁ £.°0),p + %ﬁ. Qu« = O (4.19)

sendo assim obtida a terceira identidade de Rosenfeld.

Pela maneira como foram deduzidas,as trés i1dentidades
de Rosenfeld sdo validas para gqualguer variedade diferenciavel.
No espago-tempo descrito em I.2, podem ser definidas derivadas -
covariantes e estas serao introduzidas nas identidades de Rosen-

feld. Para a primeira, tem—se:
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We Q, - 9 @/5 v Q- _afc; N P

- 3% VQ o TI T , (420

-

Alem disso, comojt}'Bp e uma densidade tensorial,

L)

A A |4 A
\7§> mgﬁ? = ‘Z{Z« m::fa - Ff"( T((,\ e¥ + FF,\ ‘&IQI\P"I' r’?,\ wgﬁ’\w FP,\ uﬁ?(4-21)
donde, juntando (4.20,21):

3% O,,(_Tél be _ ::))gc I“ qum V,:Z’L( - F;\a TQAM N
I&p o

A P, pA A r3
.i_Ff:Am,(?..\.PP;\udb-FPA\-[axfz

:%%ZQ~%E«W-(F£‘&JFM+ Fé\e(m).ﬁy)‘ (P,:,\ %ﬁ?- /’5\7@ (»)4 Fﬁf\ Z(foc’\?~(4-22)

Mas

F.i,a. Mﬁ"*”".,‘u P?’« uxﬁ?m mf ma?-'r Pw wxﬁff F;x IUAM‘ Pi me\ gl =

= (F;« - r’if)m;ﬁ?* 2 Gﬁe'\ Ta,\ﬁ? ; (4.23)
N .
r;)\ wd[ar“ F;\\ﬁ{xﬁ)\= F;}‘\‘[ao{{b?-—- r’)?\m,{ﬁ?=
= (P;»\ - Ff\ﬁ’)m«xm =3 'gs,,"“&,(d i 5 (4.24)

Mo o™ o o (T P W) = 4 T TP T ™)

b7, FA £, PA
- E,\g} Zz(.,( = - E?A 22{0( (4.25)

Levando (4.23,24,25) em (4.22), tem-se:
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e QuTolhy - 2 W6 (B2 0 ) 280 IS

— éfAﬁTH“ f’\
= 9% Vg - (ﬁ? Tl 42 gwxm/\ﬁ?)— &’f\ﬂm“ a
ke (4.26)

2% %G - Ve U™ - B T, P

onde usou-se a no%agao

Pl

*
V? = V? + 2 G?XA (4.27)
e
; pp X A N
VP@« P: \7;: j“»( P-l- ZCF“ TUAMT . (4.28)
Portanto, a primeira identidade de Rosenfeld fica reescrita na
forma:
. A + ’ P
%"— £Q - %%Q e ST Ve T PT - Zer" W (4.29)
1t

A segunda identidade permanece inalterada:

L9 - o

E, para a terceira identidade, tem-se:
(4 £50) < (L 1.59) - L&F,M,\QJ,

¢S b 00 - TR L .30

e tambem:

P
S 02 5800l 0.P0). S Quy S, £.56 a3
L Qs (0 Tupde @) e Que i lip e 6
Assim, por (4.19), usando (4.30,31):

(ﬁgg #Lﬁaa e ~+-&£§ Qu =
T (£ £.40). S&(pﬁa{_rff&)ﬂf@ +,%(F§f¥ "’-Fﬁ?&")@%\LQ
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p P ‘ ¥ A
:%(% [.°8) ¢ 2 Ba & 1" 1 2 Baa %‘ﬂ, G+ & VQ

1]

(8 £50) v 23 fhe £50 4 e g

il

Yﬁ(é—gh{;m) + .fg_ga ZQ = O : (4.32)

Em resumo, as trés identidades de Rosenfeld, em termos

das derivadas covariantes dos campos Q se tornam:

& ¥q /JQ = :g_gc_ %Q - gc S-,(ﬁ.. V::u ﬂfdﬁ?_ %f,\ﬁw,(}? (4.33a)

R b) ”
1&«{ d = O (4.33b)
V. $SEL%Q) . $% V0= . (4.33c)
ﬁ?( 50 £< ) + o Q}_ O c

IDENTIDADES PARA A DENSIDADE LAGRANGIANA DE CAMPOS.

A partir das identidades de Rosenfeld escritas na forma
(4.33) acima, serao obtidas expressoes,envolvendo a densidade la-
grangiana de campos Z;’ que, segundo o teorema de Noether, repre-
sentam quantidades a serem conservadas no espago-tempo da teoria
de Einstein-Cartan. Para isso, Q & substituldo nas equagoes (4.33)
por ¥, g e  sucessivamente. Deve ser lembrado que estes campoes
estao sujeitos as seguintes condigoes:
$8 | o (4.34a)
5 .
V? = 0 (4.32Db)
2% . o | (4.34c)
2(8)
(4.34a) representa, como se sabe, a equagao de movimento ("Euler-

Lagrange") para os campos ¥, enquanto que (4.34b) é a condigao pa
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ra espago-tempo métrico. (4.34c) surge devido ao fato de que,atra
vés do acoplamento minimo, x; dependera da conexac afim de uma va
riedade de Riemann-Cartan, que inclui termos de torgéo, mas nao

de suas derivadas.

Seja a primeira identidade (4.33a):
SSL% e g_g: NQ .- L 5PVl T2 e B
ou, pela definicio deﬂzasp, (4.14),
et %4 - A (2% £."0) __zaf,x(%?ﬁ%%
- GS’A&(%-%: { ?Q) : (4.35)

SubstituindoQpor ¥, g e &, obtém-se, usando as condigoes (4.34):

A SRRAL (G 17)- 250 G 17Y)- B (B £7)

(4.36a)
SN AP R A AN
sg_?;_gg_ % § _vf(%;%f“ 5)-25 %} "4)- B %igc;& )
(4.36b)
§% [*0.- % 81
§% (4.36¢)

Acontece que

sgec{; = L8 4 e G = - 407 TH(SE 8L 47 4 808655 ) G

T A
:,[/%‘ | « (4.37)

S AR CR 1 S M 1 T (O PR e N

_ 1/__3’ (z/u,rm’éj,“r +/ux?féf¢‘ﬁ’) : (4.38)
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Levando (4.37,38) em (4.36), vem:

A
0= £ L 35’3 %t VT 333 ‘fr)ﬂ??r-ﬂ f ‘F)J;Cp Tj,__w!; ?q!')

(4.3%a)
VI T8 L8 7 (2% £ ) 4280 (28 £ P ) s Bos’
3 MOV G )G (B g ) 1 B (B Tg)
(4.39Db)
N3 r T
\/_—3-(2/43, éfa“ 4/[,{,,; G?G‘A) = f‘{1)’(: Sa(ﬁ . (4.39c)

~ Somando membro a membro as equagoes (4.39), encontra-se:

ﬁ ( .T,( ﬁ'l“ Z/L‘r'ﬁ?éfa “'4_/1"“ P Efd‘ﬁ) =

- b %2 v oA B
= 4 ‘BT%VMHHVM%% LoV %%‘3;4, g)+

+ 28, (a&w%wqtg) chww;_ﬂu“’g) (4.40)

e isto implica gue:

\/fg_T; A &&V‘KVF( “‘fra-lf&? 9) (4.41a)

V;é/% é’,d 1‘-6?“ (W-? .ﬁ L}r+%g%.{;\9) (4.41Db)
@ o 1Y - L 5.y

\[%/M’ Goc” = Tpa (%%C; ¥“Fq)+_§a% fx g) . (4.41c)

(4.41) pode ser reescrita como:

wéj-T;&== QQ.SQA-s aé%L 9’4.V_F V}/ﬁ%{

bu seja
V- T.}‘A«ﬁ YL Gtk vy (4.42)
9( P ) Y, i

Observe-se gue o lado direito da expressao acima reproduz uma ge-

neralizacdo da definigdo dinadmica do tensor candnico de energia -
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momentum via teorema de Noether em relatividade especial. Isto
justifica, portanto, a definigao introduzida em (3.16b) e escre-

ve-se;

\/?é., txﬁ = %c Se{ﬂ) - %% Vu ¥ - (4.43)
2

Além disso, (4.41b,c¢) levam ambas 3 expressao seguinte:

j‘/“u _ﬁ&;.F f'?’~+h_2£_'F 9 : (4.44)

Como os dois termos do lado dlrelto de (4.44) szdo da forma

2% {M?Q 7&(, pA

BC?x

a segunda identidade de Rosenfeld;ﬁLa(pA)= 0, indica antissime -
. BA
tria nos Indices superiores de Hy , tambén requerida por sua dis

sde

finigao dinamica
‘Séxp

(pois ?5 (Ap) a= 0).

A formula (3.15) relaciona o tensor de momentum angular  de

P2
spin com "o

el

S .
Assim, por (4.44),
g S*F . /u["’ ¥ _ e [y, 2L (T . (4.45)
2 g - QVf 'Ba’f ?
Desenvolvendo o Ultimo termo, tem-se:

% ity &_M/"’m Guv=- 2 (508045 4 8065 55) 9.,

=

x _gL x« )= -2 2% g,
Y ) 93/%‘;?9¢

2% -22% ¢ -2 26
93&*# / Gpas ) G e

('agm-s, 3

Portanto:
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2% g - 2 D&
G,

Logo,

'Dg@ » LAw] _
A

pela simetria de Iug Usando este resultado em (4.45), vem:
a1l Lo
‘L? ST 26 (Y ‘ (4.46)
QWP

CONSERVACAO DO MOMENTUM ANGULAR.

Como foi visto,

v P
t«/b = Tn{[b ~ g»/u-u/s
Tomando a parte antissimétrica desta equagao, pode-se introduzir

o0 tensor de momentum angular de spin:

tL«/ﬂ = - VY /-L[«/LJP
5 _ *
= - Vf S/’)w' ? = V? Se{fj ?

resultando a lei de conservagao do momentum angular na teoria de

Einstein—-Cartan:

2 P
V? S%A — tﬁﬁéj = C) ; (4.47)
CONSERVAGCAO DA ENERGIA-MOMENTUM.

Manipulando a terceira identidade de Rosenfeld, (4.33c),
chega-se a nova lei de conservagao, para a energia-momentum. Nova

mente, substitui-se Q por v, g e b, com as condigdes (4.34).

A substituicdo por y é identicamente nula e nao fornece

informagoes. Substituindo por g e 6 e somando membro a membro, ob
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tém~-se:
+
Vo (84 £.0a 4 $% £ %B) 4 § G
i (}E?‘¥“ 3 + (% *& ) +-§%i;x g& i%ﬁ - O
Usando as expressoes (4.37,38), vem:
v i q A .
%(T“I+2/.Lrﬂ’f6ra¥%/£“? émﬁ)—/“,\%vu %;\: o

. *
V/& (t,,""‘.;_ Vf/u“ﬁf’ n zl/uAﬁf wa,\_i/id?xéﬂﬁ)_ AP/*»-\Z @3?)= 0
+ .

e, enfim,

+

, +
Lt T R P
Desenvolvendo o Ultimo termo de (4.48), tem-se, primeiramente,
+ 4 + _
Vol = Vo [ o™ 44 B0 )]
=V Vé/a«ﬁf-.t 4 'é/swl)%l#,\)ﬁr +
+ 2 [VA 5)’-‘-‘0{ j‘/'{,\(bf'i- 4 gﬁ(ﬂ(’)@'@f Ia‘))/u)« Fe +
. A i -
}+ 2 [% zf,x /Lt«ﬁ? +4Z?% (] Ef,\’\/“@)F?J
i Ty A o
= Vip Vf"]/*ef + 2 O %/“)M-LZ %sx'\ Vf-‘/a“ﬁf +
12% 8 1, 12% B P 4B B 1
by )
14 E/wq_é 4/11,\"”5’4.4 éﬁféﬂ '\/«L¢’5§,4 éf!""@g?/\)\/'{p( 1 [(4.49)
e, também,
+
A & Ly
\Z‘?:/'Lu;? Gfb\ - Vb/uqm éj:)ﬂ’+4 6/5(’«‘!/4-10“)?1\ Bf;,\ﬂ:

; Pz b 28, TPy TG’ ™
= Vo jui’ " Gp, +ZZ?’"‘ Z”I’*‘_/"“f +2 Gar Gy ./u“‘? "(4.50)
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Substituindo (4.49,50) em (4.48), vem:

b2 2 G By - 2.Ge G - 2T
-% Vﬁ Epo( ;UAﬁ? 4 V/’& Q,\ A/uﬂﬁfﬁ 4 Cﬁugéfs X/‘-,\M— 4 Z}wﬁ‘gf»u ‘\/‘i,\ﬁfﬁ-
4 éﬁdm f,\}‘/lx.qﬁf_ 4'6/5¢TGFA'\/,u,(ﬁF_ Vs/»ia £A GFA/b . .

- Gpo G,
26 G /U"’ - 2 G /u"‘ (4.51)

Usando a relagao:
V[“ Vﬁ] LP- = .%:. 'Ro(/%f’}\"[:,\ d LP- - éaﬁ_ﬁ;?vp q}- (4.52)

(generalizagao da equagac (2.38) para um tensor de ordem arbitra-

ria}, calcula-se o segundo termc do lado direito de (4.51):

& Y oX A S Aewr 4 A
v[f’vﬂ/&"‘ ?:%‘_“Rﬁ?)\ ‘Fv ¢U‘XM f{/bﬁfr ‘”éﬂ'? V;\/LLF{ F . (4.53)
Como:
e p (Y PP oA T A A
NFV YXo ?-:—c(:ju ga‘ x +<rvt(pcgd!xf +£f<fk J:_Jr, (4.54)
tem-se:

4 RM,\ A /ug = L (- Rap ;u,\f*?+ Rp%rjuo{z\f'+ Ropa f}a“/s;)

N, AP A
:f% P/—”?*/"A + RM?‘F/L“‘& (4.55)

e assim, a equagaoc (4.53) fica escrita:

f XA B A S
Vi Vo1 A ?:-%Rﬂ?d ™ 4 Rops ™ B W s P wse)
Outros termos de (4.51) podem ser desenvolvidos da seguinte manei

ra:



Ve B it o Bea " T b R B
Ve pu” N N B is - S N
Mas
@W/\%/‘Hw_ @,,,‘)V,;/a,\ :_‘G/g,“'\\??/u/\ ¢
GY’A)V/':/U«M _ Zf“) Vf//—x?ﬁ— _ /5)*\7?/(‘“/6?

de modo que:
%Eﬁe/u /Q,\ GF“‘ — G/‘m [7‘:,/“,\
% G e - /w% Gs — Gu'
Y " = fP 60" 4 G Vo

e, enfim, substituindo em (4.51}) e simplificando, tem-se:

T
A f )
% tn( = :i ﬂf’o( /a,\ - /%f’,\ /ro A +

*/a?fb\gg 2, \%Z;fﬁq_ % Gpa e
- 4Gy é\ocr _4§, @/ Y 45, @59:,\/%/49

- 4%«: Q’A/f-« - 2@%«'656;’)/1-0' - 25/54‘ 65>.\/avc £

E as seguintes expressdes podem ainda ser desenvolvidas:

/‘Aﬁ& % E‘/se} - Z/LL;M% gg’“h-— Z/Q ’gﬁ% Ef’AA-/ix P'\\% éﬁhﬁ.—_—.

.(4.57)
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..(/‘—x Ge +/U.d%75;,; +/a i Cap )

=—/<,x (% Gas” 4 3 G +% f*ﬂ)"f

,./Q‘, ( éf\ .}.\/;:Z,\fg, 24 é(bf,) (4.58)

467 8s " 14 Goo Cr T 4 460 TT0n T 4
Jr‘ié/""'"o~ gy,,\"‘/a“’“’_*za/,,, éﬁ’* /‘o' +26 il éf"\/“ PR
= ol (4G G 4 s B 4 4Gk  Bpo T4 2 Bon Gar ) 4
(48 8" 1 2 BT G
2o 2 (G  Gpr o+ Bpu B 4 Gay  Bus ) 4
_ z/af"(éﬁ,?‘rém* PO Gae 4 Capt Bpe ) L (459)
Levando (4.58, 59) em (4.57), chega-se a: |
i "~ L Reap« J\/“AM) - EMAP/L«A
- [% B+ Gyt U G2 (G Gy s Ere"Bus )]+

"/u'ff[% Ef'; + V?G‘F V 6{6? -2( C,\cr + Gf‘i\ é/sc + 6,\,@.) éf:rqh)] :

(4.60)

Observando—se que:

A . . M
Rl’_u{{bff] =2 V[u 6/4,9] ' -4 C[a-cfa Q_G pla )
onde

3! R[“Mlhz 2 (?xp?A + E/&fo(}‘ -+ P;’x/e, A)
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3! VuBpsr® = 2 (% Bap” + Vi Gpu" +VF G ™)

. & N o
31 é’_’u(._v, éﬁ]q* = 2 (éo(ﬁ,q‘éf;q—) + Gﬁsp crGam“)‘--i- Gf,x Té/e,cr’\)

encontra-se:

A A . . A
Rof/ér + Rapa Pf’o{fb;\:: 2(% Gap™+ Vi Gf«'\+ WV Gup )+

4 (BT et Bpp e+ By TG )
e, enfim, obtém-se:
+ A I3 AA
Vﬁ, to(/b::..:j_: P/e.g»o( /LL,\ . P{éy,\f/ux +
A . - Ay -
*ﬁAﬁP[%‘( Kipp + P;e-fdk + Reap )] +
A A A
- AT (Rew "+ Ragg )]
L A /o A 'y BF A R, °
L (" Rypp ™ ja " Russ )= L0 Res " R )
3
_/(, R“’,\[ér
I$A1A
= T R ’

]
5

I
i
x
i
-
7o
>
\do
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II.1 - A interagao de contato spin-spin.
A NAO PROPAGACAO DA TORCAO.
As equagoes de campo da teoria gravitacional de

Einstein-Cartan foram calculadas no capitulo ;anterior

EEqs. (I.3.57, 58)], obtendo-se:

GF _ e gt (1.1)
q.
[ d
1. B
T _ me 4P (1.2)
C&

Ha um grande contraste, ja assinalado, na estru
tura destas formulas. (1.1) & uma equagao diferencial de
segunda ordem para O tensor métrico, pela definigaoc do ten
sor de Einstein. Entretanto, (1.2) relaciona algebricamen
te a torgdo (modificada) do espago-tempo com o tensor cand
nico de spin. Conseglientemente, © espago-tempo possuira tor
cao somente no interior da distribuigao de matéria, pois ,
fora desta distribuicgao, sBY = g e (1.2) implbmagmBY = 0.

Portanto, a torgac nac pode se propagar pelo va
cuo. Seus efeitos, no exterior da distribuigao de matéria,
55 se fazem sentir através de sua influéncia sobre o  ten-
sor métrico. Isto fica aparente ao se escrever a "equagao
de campo combinada® (Hehl et al 1976), que pode ser obtida
separando, em (1.1), o tensor de Einstein em partes rieman

N [ ~ . N . - .
niana G B({}) e nao-riemanniana, onde, por intermedio de
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(1.2), & introduzido o tensor de spin. O resultado & o se

guinte:

CPGY) . 3nG e rrc,) [ 48 P25 S er

e_‘(- ot
4 ] . e AT AT C
+5€¢ sSk;o- +%?x§(45A€[6‘5 fj +5 e ‘-Sr\(‘(?) (1.33)

36 T =6 ) (1.3b)
&

—
—

onde foi definido o tensor de energia-momentum combihado
EGB*. Observe-se, no entanto, que os termos de influéncia
do spin sao proporcionais a G2, enguanto gue o termo de
influéncia da massa € proporcional a G. Isto mostra que o
segundo termo do lado dlreito de (1.3a) pode ser considera

do como uma corregac de segunda ordem nas equagoes de

Einstein.

COMPARACAO ENTRE AS DENSIDADES LAGRANGIANAS DE EINSTEIN E

BEINSTEIN-CARTAN.

No capitulo I, as equagoes de campo da teoriade
Einsteln-Cartan foram obtidas a partir da densidade lagran
giana de campos &c, definida por acoplamento minimo en

{(I.3.4):

* Como se tem, no lado esquerdo de (1.3), o tensor de Einstein

N . - . - : . - a s}
riemanniano, dque € simétrico e com divergencia nula, T B

também possul estas propriedades.
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L, = L (¥,Y,4) = ﬁL(W,gq/'gaaqu)) (1.4)
onde passa-se a considerar a contorgao K como varidvel in-
pendente. Decompondo (1.4) em partes riemanniana e nao-rie
manniana, pode-se escrever, levando em conta a definigéo

(I.3,.12):
I& _f;(ﬁ) FSWK +rz:-(q’?r‘{’993 )15)

onde 7Z & uma fungzo desconhecida tal que fornega o limite
'ﬁc ='£c({}) para K = 0.

A variacgao de (1.5) ¢ dada por:

& 7
4:3‘5;3 ;élgc, =4:§_¢SS£ ¢ 4:-?‘}“5 px <= 22 ‘SZ‘
I ke

{5 Kot .

Jk<15 gKﬁﬁf

Como as fungoes S e Z nao dependem de derivadas da contor

0 =

cao, tem-se a seguinte equagao diferencial para Z:

oL 25,7t ¢
= —— {} Kr.v ’ (1.6)

PKeg’ I K

que estd sujeita & condigao de contorno Z(K = 0) = 0.

Por outro lado, usando (I.3.33, 54), a decompo-

sicac da densidade de escalar de curvatura se escreve:

R-&ap - & T," KMP{ e % (@GR e
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Portanto, a agao total se escreve:

RAY) g g P 2k B A4
7&“(?3 v o *';;;;9“( 3K )] %

—
i

IR KTy A PUN

s RGDT 44 pr y
(o) RO a  [G((sF X L)) 7]t

1(—;1?

S TG (s ___)K T L) A s

(L.2) ,

Introduzindo em (1.8) a segunda equagao de campos

vem que:

S Bt s

e

e, portanto,

T-1@Y) .tf\;:%(.}zsf“}(#f (Z)de . 19

Usando, agora, a expressac (Galvao 1976, p. 14):

¥ 3 5 ¥ Te (X
KK@ - 8w (- S"‘f’? +S(J“-S“¢«J¢\SPQ *3&(,5 ¢ ),(1.10)

obtém—se:
Loty 8 o [ fo bk ¢ sB 0 BcR B Cap( ¢
.%:; F<¢P ::4“(}5% S f + < S y ~£;5\S y " Sé j;f £

¥

. sxf,“S“f,()
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e como:

5o f - px
_Sd'ﬁ‘sgl:_\SV\S

Kp 5 p)
tem-se, finalmente:
i P 3;31‘)’#“__'1 pu
35-, Kep 1(5 s S5 59% ALY

Este € o termo de contribuigao nao-riemanniana & lagrangia

Asle
ﬂ,j E),(1.11)

na total para 2 = 0.

Desta forma, através de (1.11), a teoria de
Einstein-Cartan prevé, além das interagoes gravitacionais
conhecidas em relatividade geral (provenientes de I{({})) ,
a existéncia de uma outra interagao universal de contato
spin-spin muito fraca (pois (1.11) & proporcional & cons-

tante gravitacional, o que nao ocorre com I({{}))*.

* Uma interacao de contato spin-spin de tipo semelhante o-
corre numa versao quantica da teoria de Einstein (ver 0O'

Connell 1974, 1976 e suas referéncias).
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I1.2 - Trajetbérias em Uy-

O problema do movimento de uma particula-teste
na teoria de Einstein-Cartan € um pouco mais sutil do que
em relatividade geral.

Do ponto de vista geométrico, podem-se distin-
guir, numa variedade de Riemann-Cartan, dois tipos de cur
vas sobre as quais uma particula-teste livre num campo
gravitacional poderia vir a se deslocar. Estas curvas sao
denominadas autoparalelas e extremais e sac descritas por
equagoes semelhantes & conhecida equagao da geodésica das
variedades sem torgao.

Num espago-tempo desprovido de torgao, em gque
€ valida a relatividade geral, suas leis de conservagao e
as equacgoes de campo de Einstein implicam que a equagao de
movimento de uma particula-teste livre & dada pela equa-
cao da geodesica da variedade riemanniana a qual a parti-
cula estd vinculada®*.

Entretanto, uma dificuldade surge ac se esco-
lher uma particula-teste capaz de sofrer os efeitos da
torgao do espago-tempo. Devido a densidade lagrangiana de
camposj&z, dada pela eqg.(I.3.4}, ser dependente do campo
v e suas derivadas V¢, a torgao aﬁ:ﬁ somente sobre campos
nac escalares. Isto implica gue a matéria descrita por i,

a qual inclui a particula-teste, possui momentum angular

* Ver discussaoc em Misner, Thorne & Wheeler (1973), §20.6,

ou a exposicdo mais completa de Infeld & Plebanski (1960).
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de spin, para que venha a sentir ou produzir torgdo. (No en
tanto, como serd visto em § IT.3, fotons nio sao afetados
pela torgao em suas trajetdrias).

De qualquer forma, a equag¢ao de movimento procu
rada deverd ser obtida por integragaoc das leis de conserva
¢ao em U4. Mesmo em relatividade geral, a exigéncia de que
a particula-teste possua spin resulta em que sua trajeto-
ria seja desviada do caminho geodésico (Papapetrou 1951 ,
Corinaldesi e Papapetrou 1951). A generalizacao deste méto
do para variedades de Riemann-Cartan foi conseguida por
Hehl (1971) e Trautman (1972¢), sendo obtido um termo em
que se acopla a tor¢ac ao momentum total e & velocidade da
particula-teste. Assim, a trajetdria desta particula-teste
nao serd, em geral, nem uma autoparalela nem uma curva ex-
tremal. (Ver, também, Hojman 1978).

Uma outra dificuldade estd no fato de que, co-
mo foi visto, a torgao somente existe no interior da maté-
ria, onde se perde a nogao de particula-teste. Apesar de
tudo, o estudo das curvas mencionadas se justifica em seun

possivel conteldo f£isico, como trajetdrias de neutrinos no

interior de uma distribuicao de matéria com spin.
AUTOPARALELAS E EXTREMAIS.
Em espacgo-tempo riemannianc, ha dois modos de

se chegar a equagao da geodésica:

(1) definindo-se como geodésica a curva em que
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um Qetor tangente a ela em algum evento, ao ser transporta
do paralelamente até outro evento desta curva, Permanece
tangente a ela e com o mesmo mbédulo; ou,

(2} como se trabalha numa variedade métricé, on
de sao definidos os coeficientes 9ug COM OS quais se escre
vem elementos de linha, a geodésica também pode ser consi-
derada como a curva resultante das equagoes de Euler-Lagran
ge, para as quais a lagrangiana & dependente de 9y © das
derivadas da posicao em relagao a algum parametro definido
sobre a curva.

Verifica-se que, num espago-tempo riemanniano
R4, ambos ©s pontos de vista resultam na mesma equagéo de
movimento (cf., por exemplo, Misner, Thorne & Wheeler 1973
cap. 10 e § 13.4). Entretanto, este nao € o caso num espa-
¢o-tempo de Riemann-Cartan U,.

As curvas extremais de U, sao aquelas deduzidas

seqgundo © ponto de vista (2) acima. O problema & colocado

como a solugao do problema variacional

b | ya
(g & &% 00 e
Do AN 4A

Dal, obtém-se as equagodes

‘szrta-{ﬁ}-‘wc af 0. (2.2)

dar F o

AN dA
Este resultado e identico ao obtido em relatividade geral,

j& que a torgdao nao comparece em qualquer passo do cilculo
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feito.

Assim, as curvas extremais tipo tempo sao as
trajetorias de particulas-teste com massa e sem spin, cal-
culadas por intermédio das leis de conservacgao em U, (como,
por exemplo, no contexto de Einstein, Infeld e Hoffman 1938;
ver Goldberg 1962).

No entanto, ao se realizar os cdlculos da eqgua-
¢ao de movimento sob o ponto de vista (1), os efeitos da
torgéo tornam—-se aparentes, criando uma outra classe de

curvas privilegiadas no espago-tempo: as autoparalelas.

Desta forma, considere-se, num espagco-tempo de
Einstein-Cartan, uma curva C, parametrizada de acordo com
0s valores tomados por uma guantidade X ("parametro afim").
Isto &, C = C(Ax). Estabelecendo um sistema de coordenadas
nesta variedade e um conjunto canonico de vetores de base
{au}, escreve—se O vetor tangente a curva C(A), ("vetor ve

locidade"), denotado por u, como:

W (A) A=y (2.3a)
= —_— & .
A
—_ A 3 _ A (2.3b)
AN onX AN\

Sendo V um campo vetorial definido sobre o espa
Go—tempo em questao, deseja~se conhecer a taxa de variacao
de V sobre C(A), i.e. aderivada covariante direcional de

V ao longo de u(x). No sistema de coordenadas estabelecido,

tem—-se:
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onde

‘DV“ IERVASS Wt o= v (2.5a)

PSRN
29

Como se sabe, uma derivada covariante definida desta forma

significa que se comparam comprimento e direcao de vetores
do campo V (tomados em eventos diferentes) no mesmo eventg,

para onde foram levados por transparente paralelc scbre a

curva C(A).

Diz-se, entao, que V & transportado paralelamen
te ao longo de C(}) quando ele sempre coincide com o0s veto

res V de outros eventos desta curva:
v,V -0,

Assim, a curva chamada autoparalela satisfara a condigao
| = 2.6
V.ou =0 (2.6)

ou, num dado sistema de coordenadas {xu},

uy D ( )

AN A\
I ) BRERS
AN* Ax A

A equagac (2.7) acima é denominada "equagao da
autoparalela", semelhante & equagao da geodésica da relati
vidade geral. Ela difere da equacao para as curvas extre-

mais (2.2) nos coeficientes de conexao, que aparecem em
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(2.7) incluindo os termos de torgao. E claro que, no limi-
te de torgao nula, os coeficientes T recaem nos simbolos

de Christoffel e & recuperada a equagac da geodésica das
variedades riemannianas. Pode ser provado (Spivak 1970 ,
Cap. 6, Addendum 1) gue uma familia de autoparalelas & uni
vocamente determinada pela torgao e pela métrica.. Este
teorema impede, portanto, que uma mesma familia de autopa

ralelas seja descrita por conexoes afins diferentes.

CONEXOES REGULARES.

Pode-se notar, em (2.7), que a equacaoc da auto-

parela @ simétrica nos indices a e B:

&ZXF +'{~f Ax% Axf 0

e <e) o= T T ’
isto e,
(A : ] S & b
L R RO g R

Se a variedade U4 for tal que

CFLKP) = D ) (2.9)

a equagéo {2.8) assume a forma (2.2), havendo colincidéncia
entre as autoparalelas e as curvas extremais desta varieda
de. Com a antissimetria ja existente nos dois primeiros in
dices, a condicao (2.9) implica num tensor de torgao total

mente antissimétrico.
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Ca(.(!-?[ = Z[«@a] (2.10)

e o0 numero de componentes independentes deste tensor reduz
-se a de 24 a 4,

Uma conexao Vv que gere uma torgac do tipo (2.10)
€& denominada regular.

A condigao (2.10) implica, ainda, antissimetria

total do tensor de contorgao:

K“F"’ = K["‘F’V] = - C"‘E“‘ ) (2.11)

A expressao (2.5) para o transporte paralelo de
um campo vetorial V pode, ainda, ser escrita, explicitando

os termos de torgao:

vt t . -
dx AN f~
Tomando a projecac do termo que envolve a contorgac na e-

quagao (2.12) acima com vetor u,

4

8 «
Koo Vu Wy = - K%WV whult (2.13)

observa-se gue o tensor simétrico wPuH

estd contraido com
os dois primeiros Indices da contorgao, gue possuem a pro-
priedade de antissimetria guando a conexao & regular. Por-
tanto, (2.13) anula-se:

K Vet 2 O, (2.14)
ppx
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Isto mostra que a parte gqgue envolve a contorgao {i.e.,ator
¢ao) na equagao (2.12) para a derivada covariante direcional
de um campo vetorial ac longo de uma linha de universo ar-
bitraria & ortogonal & direg¢ao desta linha (indicada pelo
vetor unitario tangente & linha em cada evento). Entretan-
to, este resultado somente & valido se a conexac for regu-

lar.

DESVIQO DAS AUTOPARALELAS.

Sendo as autoparalelas curvas gue nao sao encon
tradas em relatividade geral, € de interesse que se estude
© desvio entre duas autoparalelas de uma mesma congruéncia,
0 que vem evidenciar os efeitos da torgao sobre o espago-
-tempo.

Seja uma familia de autoparalelas (figura 1).

FTIGURA 1
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Uma autoparalela fica distinguida de uma outra nesta fami
lia pelo valor do parametro s ("parametro de selegao") a-
tribuido a ela; em cada autoparalela, cada um de seus pon-
tos fica caracterizado por um valor A("parametro afim").

Assim, o vetor tangente as autoparalelas ficaes

crito como:

w2 , (2.15)
A
que sempre coincide com o comprimento e diregao de u em

todos os pontos da autoparalela, comparagao esta realizada
através de transporte paralelo.

Define-se, também, o vetor de desvio como

n - ji_ . (2.16)
2s
Ele mede a separagaoc entre a autoparalela s e uma autopara
lela vizinha s + §s. és & suposto suficientemente pequeno

9

e tal que s n = &8s 35"

Pela equagao (I.2.29), a torgac associada & co-

nexac Vv foi definida como:

2, T(()}\() = V,V - VVU - foV] o (2.17)
onde U e V sac campos vetoriais arbitrarios. Assim,

Z T{um) = U - Vﬂu - fu ,ﬂ] . (2.18)

Acontece que:
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e = 505

e, poxrtanto, (2.18) reduz-se a:

ZTum) = Vn- VnUL . (2.19)

Esta relagao fica evidente num referencial com base {e } e

<P
coordenadas {x“ }, para as guais tem-se n® = ii; e uB = _TT.
x
&M. 3
w Ay = Y ¢
2 = — 9 QJL
- (;9 x l 5 )‘ex ‘
s I t B‘s 9 )
DuX* A X
(7 w = € . = ) . f:)
n As o N + (9 L M € x
% £ 9 v 9xf
x
_ —_ % -
= L5 rP“’ P as> i
Logo,
E"_Lf _» 2 _qaio] ffi 2
A ds 25 2A
— o 4
= Z Q»lw uy"n (2.20)

que & a expressao (2.19), escrita numa base coordenada

A propbsito da equagac (2.20), pode-se observar
que seu lado direito, ao ser projetado ao longo de u e de

n, respectivamente, resulta em:

% --LZ ’VLULMLL=O;(2.21a)
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x

2, ZHM Wl n* = 0 ) (2.21b)

o LG
~ . Dn D
De modo que, no caso de uma conexac afim regular, rrule 5;

& ortogonal ao vetor de desvio e a autoparalela.
Uma familia de autoparalelas & denominada "rela-

cionada afim" quando

V

nu_ = 0O , (2.22)

i.e., quando u for transportado paralelamente & A-ésima cur
va de desvio em cada s. Para uma familia deste tipo, (2.20) se

escreve:

IS _ 27 Tuban’ (2.23)
AN ¢
e, por (2.21), resulta que a taxa de variagéo covariante do
vetor de desvio & ortogonal tanto ao proprio vetor de des-
vio como também & autoparalela.

A expressao para o desvio das autoparalelas se
obtém partindo da prépria equacgao de definigao de autopara-
lela:

- 2.24
V%'UL_D . (2.24)

Tomando a diferenca entre autoparalelas vizinhas s e s+és; di
vidindo por §s e tomando o limite &s+0, obtém~se a derivada
covariante da equagdo (2.24) acima na diregac 4o vetor de

desvio:



102

V“[V“Uu} = 0. (2.25)
Esta equagao pode ser reescrita sob a forma:

VWVUL‘UL = VMV%UL + VVL\—]‘AUL _-— VULV%UL = O

}
ou

vaﬂ_w + [Vw,vu]u =0 (2.26)

("equagao do desvio"). Tomando a derivada covariante de

(2.19) na diregcao de u, vem:
VM\']u% - vuvnu = 29, Tuwm) | «@on

Substituindo (2.27) na equagao do desvio (2.26), resulta:

VLLVLL’VL = [VW)V%]u + 2 VULTU.L,YL) . (2.28)

Desta forma, fica explicitada, no lado esquerdo de (2.28)

r

a segunda derivada covariante do vetor de desvio ("acelera-
gao relativa das autoparalelas").
Sendo V um campo vetorial definido sobre a fami-

lia de autoparalelas, tem-se gue, de acordo com (I.2.38):
EZL§77L\J — VZW_<Z&)/ = [‘3&4 six] v

- R(wm,V) . (2.29)

Deste modo, fazendo V = u,

[Vw,vn W= R (e, w) . (2.30)
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Substituindo (2.30) em (2.28), vem:

V, V. " = Q.QA,TL,M,)JN?_V“T(&'%) . (2.31)

[

Esta equagao generaliza, para o espago-tempo de Riemann-Car
tan, a equagao do desvio geodésico. Serd chamada, pois, e-
quagac do desvio das autoparalelas.

Numa base coordenada, (2.31) fica expressa como:

2 o ;
,D_ff = % x u”n” u,e + ZLZZ QK utrn’))_ ue. (2.32)
¥ te 3 «

IT1.3~ Eletrodinamica e Otica Geométrica.
FOTONS NAQ SENTEM TORCAO.

A equagao do movimento de uma particula com
carga q e 4-momentum p, em relatividade especial, define o
"tensor intensidade de campo eletromagnético" F, através da

expressao para a forga de Lorentz. Isto &,

— o
_ ‘IF uﬁ (3.1)
d<
onde T & o tempo proprio do referencial de repouso da parti

cula e u & sua 4-velocidade. Assim, F & dado por:
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O -Ep ——Ea - Eg
| Ex O bz ‘—63
“ F;?“ = Eﬂ -B O B (3.2)

em termos das compohentes xyz dos campos elétrico e magné-

tico. Observe-se a antissimetria deste tensor:

Fo. - FP« (3.3)

As componentes F_. com que foram escritas as

B
formulas acima resultam da expansao do tensor F em termos

do produto tensorial de 1-formas de base:

F o= Fxf, w e wh (3.4)

A propriedade (3.3) sugere a introdugao do produto exterior

entre estas l-formas. Assim, por (I.3.59), escreve-se:
— o
Fot F"‘E” w* A wfo (3.5)
2

O potencial vetor A da teoria eletromagnéticage
ra o tensor F através da equagao

F = - (parte antissimétrica de VA),

ou

F = 4A (3.6)

p)

gue, scbh a forma de componentes, se escreve:

e _ A« (3.7)
Bxx 2P
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Também & em termos de FaB que se define a densi
dade lagrangiana para o campo eletromagnético, com a qual
obtem-se o tensor de energia-momentum (Landau & Lifshitz

1975, § 33):

bow ooy 7

lbu

T"< A (et ) = oqz .
({: F¥ - Fr ) (3.9)

As equagoes de Maxwell se escrevem, entao (Mis-

ner, Thorne & Wheeler 1973, Cap. 3):

aF = O (3.10a)

ou
F.,({, s +Fppa+Faig =0 . (3.10p)
’J\*F = 4u™*J (3.11a)

ou

Fip ol ZH"J“ (3.11b)

—
ol S rknt’“’“f’ w* A wf (3.12)
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usando (3.97a, d, f). A equagao (3.1lla) implica na lei de

conservagao da carga:

A*] - O (3.14a)

Ve . =0 (3.14b)

Aplicando o acoplamento minimo para passar ao
Uyr observa-se que (3.7) induz um tensor intensidade de can

pc dependente do potencial A:

Fo(p = 2 V(;ocAfa] 2219[94Ap,] ’2(&€]Ar

{l

FKF’ —ZZ;:;(FP Ala. , (3.15)

que & uma expressdo dependente de uma transformagio de gau

ge do tipo

A‘w — Af" + QPyﬂ (3.16)

Assim sendo*, o mals apropriado parece ser proi
bir a aplicagao do acoplamento minimo ao campo eletromagné

tico, de modo que serd mantida a expressao do tensor Foa

em termos do potencial A, (3.7), bem como as equagdes de

* 0 acoplamento minimo aplicado a A, como em (3.15), tam-
bém implicaria na perda da validade do principio de con-

servagao da carga. Ver Raychaudhuri (1975).
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Maxwell (3.10, 1l1). Desta forma, a torgao do espago-tempo

nao afeta a trajetoria de um foton.
EQUACGES DE MAXWELL EM U4.

Entretanto, & de interesse expressar as equa-
¢oes de Maxwell sob forma covariante na variedade de Rie-
mann-Cartan. Estes calculos podem ser realizados no forma-
lismo de formas diferenciais, como o fez Prasanna (1975c).
O ponto de partida &, portanto, as egs. (3.10a, lla, l4a).

Aplicando a operagao de derivagao exterior a eq.
(3.5), vem, por (I.3.68):

aF - dp“? W A w? & P dw®A w?f 3.17)

Y/
- «
2 p

Introduzindo, agora, a derivagéo covariante exterior, e a
2-forma de torgao, por intermédio de (I.3.75, 80a) escreve

~se:
at = %([DF“F’ + wk“ A F,\% + wAF, A F,,U\)w“f\ wf 4
+ F"‘F (@i— u)"(k/\ LOA) A wh . (3.18)

ora, por (I.3.71, 74, 91), tem-se:

AF = {% (v} E(f: + l";“ pr + (‘fF E,d) + FTF (-&2—’ (Z,\:' rz“)lwxﬁ W w?

:%(VA\;?*’@?}ZAJ} wa wiAawf - O .19
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A permutagao ciclica dos indices iop em (3.19), implica em

VAFxg, Tv;sFM fvﬁFpA = ZM"@.O,«»CP;’F@ ¢ JF1(3 20)

ou, levando em conta a antissimetria de FaB e de GQBY,

3
VD\ F"‘F’] = Z’L\u« FPW , (3.21)

obtendo, assim, a expressao em U, equivalente a dF = 0.
Da mesma forma, aplica-se a derivagao exterior a

*F, que, por (3.12), implica em:
LI} AFP . Y S f(3.22)
4 z( A Y\Y“’“F’+F AYI&LM ) nwf+ F 7?5” FAN AR,

Por (I.3.97a), tem-se que:

~ - A= 2 ¢ 2
&{1*’“9"(? = Af—a el""’“f’ = iqwdﬁ? &g@  (3.23)
por (I.3.100):

_ A
INpoxp = Mg @y

Assim, substituindo (3.23) em (3.22) e usando, ainda ,

(L.3.75, 80a), vem:

B M \e '\0{ 3F ;
( l er re»\ (.\)1’1\JL Pbb AR AW+

v == o
+ FP (‘;’_é{,\x - fl\)ql‘d"(? (,Uef\ UO}‘!\ L‘UP . (3.24)
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As expressoes (I.3.97, 98) implicam que:

V\H*"f» N WA b = Z (CSSY\F - AEY]‘,) (3.25a)

Y]r“’“?”" notawf 20 e 5 Y\ ‘V@ | Ao ’]r)*
BN o
e, portanto, (3.24) torna-se, simplificando:
A¥E = (ZUFY 4 FOZ 1 v aF? Gon MM
RIS A SN Sy Ry g T U
= (29, - L,,"‘F“")% - Jf“mu , (3.26)

Sendo nﬁ uma base para 3-formas, de (3.26) resulta a ax-

pressac covariante em U, equivalente a d*F = *J:
t}& ™ » - Xy j(’\
LV, P+, = (3.27)

Finalmente, para a lei de conservagao da carga

(3.14), obtém-se:
€ A ¢
0= 4a%] = &l Mp + J Amw

c (Vtﬂh l";PJ'*)‘T% %Jr‘(&w)l\’]p‘w‘}f\&qv‘)g3 .28)
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onde ainda calcula-se, analogamente:
A’ A =~ G (3.29)
oo =~ @ '
WA, = 26> -3 (3.30)
e = Lop e '
De modo que, juntando (3.28, 29, 30), vem:

A*] = U?t,\:fp * EFQ‘J"‘) = 0 (3.31)

ou
t > 7h
= 3.32
Vrj +@N:T,_O. ( )
No tratamento einstein-cartaniano de um prcohle-
ma fisico envolvendo eletromagnetismo, as equacoes de

Maxwell devem ser utilizadas sob a forma das equagoes (3.21,
27, 32), por estarem escritas covariantemente para este con
texto. Entretanto, estas equagoes nao apresentam, devido &
propria maneira com que foram cbtidas, qualguer consegiién-

cia além das ja conhecidas em relatividade geral.
OTICA GEOMETRICA.

Nos limites da Otica geométrica (ondas planas em
espago-tempo com curvatura desprezivel¥*), considera-se, pa

ra as equagoes de Maxwell desprovidas de fontes,

* Ver Misnexr, Thorne & Wheeler (1973), § 22.5.
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| .
ULXFﬂ(ﬁ] - ZD% t_b:{?' (3.23a)
2 VﬂFw " Twr Sl Ye (2.33b)

uma solugao do tipo:

A = Re A e'LgS_‘( (3.34)

onde_ﬁné a amplitude (complexa), da onda e ¢ sua fase. Es-

ta solugao deverd estar sujeita ao gauge de Lorentz:

it
VA = VA 20 A = O,

4

ou
Ve A* = O, (3.35)

Com estes elementos, introduzem—-se o vetor de

onda k, definido como

(3.36a)

s 5‘5»1&
= ¢3t‘“ = ﬂt):r (3.36b)

e a amplitude escalar:

o= (A A"

onde‘,é;U sao as componentes do conjugado complexo da ampli-

tude )b( .



112

De acordo com Ellis (1971) e Misner (1969), a

equagao (3.33b) implica, no limite em que-;{11 e k_ s3o cons

tantes, usando-se (3.35):

t& :D
lalr_.t\

) (3.38)

© que expressa a condig¢ao de vetor nulo para ku' {3.35) ain

da prove as relagoes:

kh A-r = 0 (3.3%a)
X

V€ AL _ D . (3.39b)

Diferenciando (3.38), tem—-se:
i Y ‘ o - A
D = :2-: (LC ‘l;]))l F‘ = k#ltl):l,\— = le_\)(lf—‘);\,,*' KB“) I”-—a()

< k"’}\” = k 'ﬂ»w ) (3.40)

pois ko;f* = ¢, T k-rxll?u)‘f = ¢)[~W '_lLK)]S(P'} = hi”'ﬁ?

Logo, {3.40) da a equagao de propagacdo do vetor de onda:

lﬁtl/,) Ll.? = O

{3.41a)
ou
[
Ukk = 0 . (3.41D)
Observa-se, portanto, que a trajetdoria de um
raio de luz & uma curva extremal nula da variedade de

Riemann-Cartan, sobre a qual a torgao do espago-tempo nao
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exerce qualquer influencia. Este fato faz com que seja man
tida a estrutura causal do espago-tempo, isto &, sendo es-
ta completamente determinada pela métrica. (ver Hehl, von
der Heyde & Kerlick 1974 e Kerlick 1976).

Na aproximagao de Otica geométrica, o tensor de
energia-momentum para o campo eletromagnético (3.9) assume
uma forma particularmente simples. A expressao para FaB P

nesse caso, & obtida de (3.6), usando (3.34):

FK? = Ke{ie;'s(kp{)%%—;&uhﬁ)} . (3.42)

Assim, substituindo (3.42) em (3.9) e tomando a média so-

bre um comprimento de onda*, a expressao para TuB torna-se:

EM
T‘xp = lﬁ a? k, k (3.43)
_ g P )
EM Ix
usando, ainda, (3.38, 39a). Isto implica numa densidade
{local) de energia
——y 2 2
{OQ — é_ af (kf) {3.44a)
EM B
] 2’
=1 a8 é’é_) -4 c(zaf“, (3.44b)
P A5¢ S

onde w = éﬁg & a fregliencia angular da onda, e © fluxo de

energia ao longo da direc3o de propagagdo da onda (K /k°)é:

799 _ b 20l , (3.45)

en 8w

* Ver Landau & Lifshltz (1975), § 48.
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IT1.4 - Hidrodinamica. Evolugao dos parametros cinemiticos.

Neste trabalho, serda considerado que a matéria
que ocupa uma regiao do espago-tempo forma um "fluido per-
feito", i.e.,um fluido cuja pressao & isotrdpica e no qual
nao had transferéncia de calor nem viscosidade. Pretende-seg
neste paragrafo, fazer um estudo de como se comporta, no
contexto de Einstein-Cartan, a evolugao temporal dos para-
metros cinematicos que caracterizam tal fluido: expanséo .

deformagao e rotagao.
FLUIDO PERFEITO COM SPIN.

Seja uma nuvem de particulas com spin fluindo pe

lo espacgo-tempo, com 4-velocidade u®, tal que:

w*uw, = 1 . (4.1)

Nao havendo uma lagrangiana para a descrigac de uma distri
buicaoc deste tipo, os tensores candonicos fontes das egua-
¢Oes de campo devem ser introduzidos através de definigoes
baseadas em suposigoes fisicamente aceitéveis.

Assim, sendo, a distribuicao de spin através de

nuvem de particulas em questao & descrita pelo tensor de

p
B

sica" (Halbwachs 1960):

spin S_,° , para a qual utiliza-se a chamada "descricaoclas

S
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onde SuB €& o tensor antissimétrico de densidade de spin .
Também serd considerada, para este tensor, a condigao au

xiliar de Frenkel:

S"‘F’ wb _ 0 ) (4.3)

definindo, assim, as propriedades de um "fluido de Weyssenhoff"
{(Weyssenhoff e Raabe 1947).

Segundo Kopczyhski (1972), o tensor candnico de
energia-momentum para esta distribuicao de matéria pode

ser tomado sob a forma:

toag. = -&xuﬁ - l’?i«p } (4.4)

onde p & a pressao (isotropica) e ha € o vetor "densidade
de entalpia", cuja expressao pode ser obtida usando-se a

lei de conservacao do momentum angular (I.4.47):

t[«g,j _ ‘{7( S”‘Fe | (4.5)

Como a densidade de massa-energia esta relacionada com a

energia-momentum atraves de

e = tD(F, ULD( LLF) = t'(ot@} u'x U—P , (4.6)

tem—se, por (4.4):
€= (&Mup - \7?]:&?,) w* uf
= o ow . ¢
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&xu“ = f+ [7 I (4.7)

Entao, de (4.5) tira-se, usando (4.3,7), que:

R < 1 (e, = ) = Lepug - 4

+
:H“VQSMFQ = {A.VS%

ou seja,
(54
{’Lﬁ = ({fr)uﬁ - 4w V(,So(pe . (4.8)
Assim, O tensor de energia-momentum se escreve:
_ . -
= [((ff)%( - Vf (S)\a“e)lu{a, "f?mp' (4.9)

PARAMETROS CINEMATICOS.

Sendo u® a 4-velocidade do fluido, define-se sua

A-aceleracao poOr:

o« ., . o
Q& = Py _ “.F_ TLV. = & ,  (4.10)
As

onde s & um parametro ao longo das linhas de universo das

e
—

particulas que compdem o fluido, linhas &s quais u® & tan
gente.
Seja, também, o tensor h cujas componentes sao

dadas por:
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&O‘P = 8%(3 - u, k.f’ (4.11)

A contragao de um vetor gualquer com h projeta este vetor
sobre a 3-superficie ortogonal & 4-velocidade u. Dai © no-

me "tensor de projegao" para h. Ele possui as seguintes pro

priedades:

(4.12a)

LR LS A

KA
&9{?, -L&F’ =0 (4.12b)
e""‘f"’ ?“P _ 3 , (1.12¢)

A velocidade relativa vu entre duas linhas de

B
universo de particulas no fluido & definida como sendo a

parte espacial da taxa de variagao da posicao relativa, o

dque resulta em:

A ¢
(s S M T (4.13)
« « "o Targ

Separando a velocidade relativa em partes simé-
trica e antissimétrica,

v - A (4.14)

'\-
“p @) Ve

define-se o tensor de dilatagao 9,q COmo sendo a parte si-

B

metrica de v _:
o B
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engquanto gue a parte antissimétrica & identificada com o

tensor de rotacao Wy gt

u)o(% = WDXF’J , (4.15b)

Desta forma,*

U“F’ = B,, + w@ . (4.16)

P

A dilatagao 6, Pode ser decomposta em  termos

do tensor de deformacao** 9B (de trago nulo) e de seu tra

¢co O:

Oup = Tup + %_ 0 &"‘P' (4.17)

Assim sendo, a derivada covariante do 4-vetor ve

locidade fica escrita:

Ugep = 6‘¢P+3©€L&€>+w%+&xup . (4.18)
com

@K% - &: P'”P? u(r\iQ’ (4.19a)

wxp _ %Aﬁpe“wq] | (4.19b)

* Estas definigaes foram dadas, pela primeira vez, por Ehlers
(1961) , embora utilizando a derivada covariante riemannia
na. Ver, também, Ellis (1971) e Novello (1978 a,b).

** Em ingles, "shear".
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Estes tensores, portanto, possuem as seguintes

propriedades:

eo(gs = Q(xgp) (4.20a)

w«xp = LO[‘*FJ (4.20b)
QKP W= 0 - UL)G(P wf (4.20¢)
O*x,x = 0 (4.204)
Txp = T(xe) (4.20e)
G;Lg, wf o O ., (4.20f)
Além disso, pode-se verificar que:
0 - W, ) (4.209)

Justificando o nome de eannsEo das linhas de universo do
fluido para 0. (No caso de contragéo do fluido, define-se

a convergéncia K = -0).

Finalmente, a derivada de (4.1) implica que:

2w o O (4.20h)

isto &, a 4-aceleracao também & tipo espago.
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EQUACAOQ DE EVOLUGCAO DA EXPANSZAO.

A identidade de Ricei (I.2.38) em Einstein-Car
tan possui a seguinte expressao, aplicada ao 4-vetor velo-

cidade:

AL A

u‘*’:?ﬁ h uo(:z;p = prk U, 2 @NA wu, . {(4.21)

Multiplicando (4.21) por u', vem:

? 3 ¥ A ¥
— w o AL ? ¢ )
uo{;fg;u u"‘"’sf?b = Kr,-w O LCF”’ ux:au' (4.22)

Observe-se, em (4.22):

u‘o(;pz’uﬁ = Q’Lm:p)o (4.23a)

L g 3 3
uoa”,’tk = (Wepu ):fs - Usg ‘e

€ )’
= - 4 w . (4.23b)
Lkmdﬁ t&x;x w P -

Agssim, (4.22) se escreve:

, S A f A
um:(s*"%(;y“ - R T +°Z<’:pr

QLKZF) S pfo

ou, por (4.18},

& . . 'ﬂ ) .
Bup Wy 4 Bty + 20, w, e w2 Ay, W

K xp o [ [’~ ®:5  f

AT (4.24)
- Fl%m’.\u e )
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Por outro lado,

¢ . { 2 " . ) e .
. = U - = ; (4.25)
; v o 7 i 9
ULD(: ( 7[-4‘-(;\10(\:5+ o\o(«,\j)(gpw F+a uﬁ)(4-26)

Substituindo (4.25, 26) em (4.24), obtém-se:

: 0 ; Yok ta <18 LAY
9Kg?+£um€)+ &“up+aﬁa.é.-ux% K(’m. ¢x€+(‘upﬁfwm,+ " 5)

’ (Qﬁﬁ*wjf"w?“fw) -y 1C[-”A W= RPE@AUA“ (427
Contraindo o com f na equagao acima, tem-se
éd‘,* = 0 - P w” (4.28a)
u'f(x = 0 (4.28b)
(ig( wt o &, 0% - (a"mx\)' = O (4.28¢c)
T.Lx.‘,& = ’l'/L‘}o( - KMQK wt
= " - &'C» (4.284)
”‘a{;i W - %M Q?’%-f wﬂwm+&xuﬁ(-}w+axu.?ui“+& up,aj T
< (iTad-; ._‘_9 by ) (0 _;: b 0f) - o, W
= 13-9 + 0;“0““‘6 - Wy w (4.28¢)
A % £ a7 _ @muf oA (4. 288)

o
K‘ﬁgLALLV\:'RKX)\ A A =
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e chega-se 3 expressao
o wW-w"_ +4C o""Jr
L A P fac a-f 9 « 0 - WaW o+
5. A 7 A
AW LT e — Ry W w2

A torgac expressa-se em termos do tensor de spin

como (Galvao 1976, p.23):

C"‘P?‘ = Xﬂ(g,,((b; “?VIDCSPWQ) _ (4.30)

As restrico 4.2, 3) impli P
s re coes { , 3) implicam que os termos gY[ﬁ Séjo se

anulam; portanto,

Copy = TSy . (4.31)

Entretanto, ao ser contralda, esta expressao se anula:
. -K m
Gem - ihrSe,,( -0 (4.32)

Alem disso,

3
Con Uy = BT Sulut= 0 (4.33)

de modo gue os termos onde ocorre explicitamente a torgao

desaparecem. Portanto, (4.29) torna-se:

3
. ¥ {
@;xux * % ) ux}oi + 0 7 wo(sz“ = "R"f’uuuﬁ' (4-34)
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O lado direito de (4.34) pode ser reescritc em
termos do tensor candnico de energia-momentum, através da

primeira equagao de campo:

4 ¢ S
; - = = St . (4.35)
Kxg, ;,?"‘F'K ¢ b
Contraindo (4.35), vem:
¥, oL
R o = - Bﬂt o’
Logo,

. ¢
R"‘E” = Sw(kdp_i?dpt () . (4.36)

Com a expressao do tensor candnico de energia-m

mentum para o fluido perfeito (4.9), vé-se que seu trago &

v = lgrpwt - 248 vt*("““‘gf‘p(ﬂu“" Tot

{1

£~ 3 - 2 M’(VP U"hjf\x)

= ¢- 5% (4.37)

B

-~ o .
Desta forma, a expressao Ra uu fica, usando

B
(4.6):

Ro(p""p( w? o o (chpwtw{é "ji mg;ux”‘?a che)

- (e 3)
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Portanto, a equagac de evolucao da expansao (ge
neralizagao da chamada "equagao de Raychaudhuri") se torna:

2 _ s
QMUL"(+ %__ u"‘}p( e % wa“ +4n(€+ak)= 0.(4.39)

3]

Assim escrita, esta equa¢ao possui a mesma for-
ma de sua equagao analoga obtida no contexto da relativida
de geral (Raychaudhuri 1955; ver, também, Ryan & Shepley
1975) . Observe-se, no entanto, que a diferenca esta nas
e w , heste caso em termos da conexao

B af
de Riemann-Cartan. Entretanto,

definigoes de ©
o

i A IR _
QKP = ﬁdv {5, U-— :ﬁ.p{ “&.& {M(A;()fK((N) RUI.M 40)
Ora,

Cfxﬂa t Zg-ewc

~N
—
-

R
“aap”
<

i

e, portanto,

K(%K)ﬁ'u_e = EW'(XKQULP’ULQ* .(keuxue) = 0O )
de modo que

9"?’ . BKP(ﬁ‘r)‘ (4.41)

onde o _g({}) € a dilatagao dependente da conexao riemannia

na. Devido a (4.41), nao se alteram os termos de (4.37) de



125

pendentes de 0 e de Guﬁ:

Por outro lado,

P A _ ¥
w.,q, = &oé R'F)( &D*'-f] = ﬁ,&x &Pe UA[:\‘,’@] + K[e—\] ub,)}(4.42)

1 3 -
thﬂ (,{i = - Z(A U\D, = - BWSCA )
de modo que
- ¢)
KQ&PQ K[@] U, == BWSF’“ - 8= 5"((!’ (4.43)
e entao
W = wxP(ﬁ&) + S (4.44)

em gque wug({}) significa a rotagao definida em termos da
conexao sen torgao.

Finalmente, a equagao de evolugao da expansao 0
na teoria de Einstein-Cartan (Stewart & Hajidek 1973 ;

Tafel (1973):

Bm*"‘“ t % el- {.)f',x « 462 (wc(@(’l\')fgﬂjm )(wxm‘l)f%\'sxﬁ)
« hT(p+5p)= O, (4.45)

definindo-se

L
67 = " 0“"9’0’% . (4.46)

Fica, assim, explicitada a influ@ncia do spin a expansao do

fluido.
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EQUACAO DE EVOLUCAO DO TENSOR DE DEFORMACZO.

Definindo o vetor de rotacgao 0" associado ao

sor maB como (Ellis 1971):

S Y. S G
wWhe T B

ou

)

ten

Q (4.476)

Wy, = Yl"‘ﬂ“’ whr W (4.47b)

com LI dado por (I.3. 97a,f), tem-se que,

)
wl w :riujﬁwdp.:lﬂ , (4.48)

oo

Retornando a (4.27), simetrizando, vem:

Pup + Pate) ¥ Rt = i~ Kep @+ 05 07y

] ? 7 7
-¥LDU@JD?) -+ a.1k(%e“)f-+ a_LHFbox)j :‘2(% x)ku}lkd

(4.49)
onde foi usado (4.33).

Usando (4.17) e projetando, tem-se:
e VI Ve N LEd, (4.502)
&PAKJP é‘(,xup') - D (4.50b)

o
€¥F' &thz

. = (4.50c)
S T N

)
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«
ﬁv 'B»,\,% K(f"’oe Ay = Yo K(A“&ﬁf”’(jxfuw ‘(Ff M“)&e:a4.50d)

A 2

Ry o 88 = b R f [ B £ 0% ]
= T3 0 f_?;eo‘w +_%.elar,) (4.50e)

L) Py T | 3 .
E\T‘ f\._) LOJ('ALUF) = w?"(l"w"’) (4.50f)
ﬂu Bu b = © (4.50q)

(a oc)r
BT

‘& ﬁ & M(F gy = 0 ) (4.50h)

de forma que (4.49) vem a ser escrita como:

ok : i ¢

9\ vt B of [ } )Y
go‘im)“’?qge"r,g*’w.-ﬂrw” :&F 2.9’ R(p %)X“yu .(4.51)

Usando (4.47), tem-se que:

P
g+ 0
¢

NN T [N ., W
= érw a(u. uo'_&("w wru Uy - Wy V\r 4

- 3 ) o J b
W w - w W, W A
~+ W 1&0_ wwkw We™ 3 =

)] o
¢ - Y v
= Wew —ww, n, n - Iy (4.52)
JP ¢ e r &ﬁ

e, por (4.48),
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donde

I} .
Wiy Dy~ = w? ﬂl“. T W Wy

e, portanto,

Wy Wad - P lipy - w. (4.53)
y(}k y) = oy tu) wt,_ NI

O segundo termo de (4.51) pode ser substituido

pela equagao de expansdo da dilatacao (4.39):

e,ﬁff = R"([s u"‘ue'_,_%%z_{ W, - Lot o 2w (a5

]

e, levando em conta (4.53), (4.51) torna-se:

t &B" Po— wp * 3 &tﬂ‘fa 9\;+-—-P»tm> (w* .25"’) f\(f('&‘) % _M*r
* ‘Vx,«""v + 3 9"' TWpuy = & “b,F P\L@» x)x‘*';‘* “&WR‘& uéSt;J‘

Devido a (4.41), como o spin nao afeta a dilata

cao, a deformag’éoaa8 também possui o mesmo significado que

em relatividade geral:

Od“ﬁ = T (39) (4.56)

0 produto aa, também nao é afetado pelo spin, pois
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_ » €

= apm)_p l(o?rSPA MeuAue = &l" (’A'a); (4.57)

devido a (4.3). Entretanto, quanto ac termo wuwv , efeitos
provocados pelo spin fornecem um desvio em relagac aos re-
sultados da relatividade geral. Usando (4.47) e as proprieda

des do tenscor de Levi-Civita, vem que:

i
ww;:,—_w

* 7 Ve w," - ;‘_(wvd(iﬂ( 8 )(w, (i)« 910 §,%) (4. 58)

por {4.44), e também,

e

EQUAGCAC DE EVOLUGAO DO TENSOR DE ROTAGAO.

wF o wh =3 Wi . é(wwthﬂﬂw fkd)(ww(‘n‘;)ic?w (Pd),(4.59')

Retornando, novamente, a (4.27), +toma-se, ago-

ra,sua antissimetrizacao, resultando:

. U
W * Bpihg - “w,m g @ Oty 11 045

4 cg(‘—}ﬂp(u R ﬁpq,\ g (4.60)

y
817 & PrixMpy ©

Observe-se, na equagao acima, que:
A ¢ ¢

por (4.20h) e também,
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s 3 J
Opets ' 13+ Wiy g = L B ypy . (4062

Substituindo (4.61, 62) em (4.60) e projetando,

vem:

ol » : !
E.r, 'e»ﬁ U\)”(P - ‘E\FO(VP\)}F,M{,O‘.)(.‘)J -+ o e['r\\)*wfh)] =

= &P‘D‘ Lf R[rf‘x]’\ ® % (4.63)

y

Usando (4.17), esta equagéo torna—-se:
Lp b, « y J 2 -

= 'E/\tt&{\‘)% R[F}&]A Mk‘b\a- i (4.64)



CAPITULO IIT

ESTRELAS RELATIVISTAS COM SPIN E TORCAQ.

1. ESTRELAS ESFERICAS E SPIN. 132
Elemento de linha. 133
Descricao da matéria no interior estelar. 134
Métrica exteriof. 136

2. ESTRELA ESTATICA. 136

EquagOes de campo e leis de conservagao no caso estdtico.136

Solugoes de Prasanna. 141
Nova solugao analitica. 142
3. ESTRELA RADIANTE DE VAIDYA. 145
Elemento de linha de Vaidya. 145

Equacoes de campo e leis de conservacdo na regiao interior. 146

Solugao de Vaidya. 154
A densidade de spin. 154
4. DISCUSSOES. 167
O principio de correspondéncia. 167
A massa-enerxrgia total. 168
O problema das condig¢des de contorno. 170

0 problema da determinagao da fungao densidade de spin.171
SolugOes com campO magnético. 172
O problema da descrigao classica do spin. - 173

SolugOes com simetria cilindrica. 175



132

III.1l - Estrelas esféricas e spin.

O objetivo deste caplitulo & estudar a aplicabi-
lidade das equagoes de campo da teoria de Einstein-Cartan
no caso de um problema especifico: obter solugdes (e discu
tir suas caracteristicas e consequéncias) para o campo gra
vitacional de esferas de fluido perfeito com spin. Preten-
de-se, desta forma, estudar a viabllidade de gue estas so-
lugoes venham a ser usadas em modelos de objetos astrofisi
cos que apresentem simetria esférica e densidade de spin
nao nula.

A discussao serd limitada ao caso de simetriaes
ferica, tanto na distribuigac de matéria como na distribui
cao de spin, ja que esta simetria & considerada suficiente
para a descrigac de varios objetos celestes: estrelas (com
pequena rotacgao), planétas, aglomerados globulares de es-
trelas, galaxias tipo EO e aglomerados esféricos de galixias.

Neste trabalho, serao consideradas duas espécias
de "estrelas" com spin: (1) estrela estatica (solucgdo ti-
po Schwarzschild interior) e (2) estrela dindmica (solugao
tipo Vaidya). A primeira espécie corresponde a uma digtri-
buigao de matéria com raio definido e constante, enquanto
que, na segunda espécie, o raio da distribuicaoc & uma fun-
gao do tempo e envolta numa camada de radiagdo eletromagng

tica pura irradlada para fora da distribuicao.
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ELEMENTO DE LINHA.

Pelo tipo de simetria que serid tratado, o siste
ma de coordenadas a ser utilizado no 3-espago serid o esfé-
rico (r,0,¢), em que r &€ o raio de uma esfera concéntrica
com a estrela e (0,¢) sao as coordenadas angularesg sObre
esta esfera. A coordenada temporal t sera tal que, a uma
distéancia muito grande da estrela (i.e., quando r-«), seja
idéntica ao tempo prdprio de um cbservador em repousc com
relagao & estrela. Assim, no limite r-+«, onde os efeitos
gravitacionais sao despreziveis, o espago-tempo sera plano
com metrica de Minkowski . Nestas coordenadas, o elemento
de linha assumira, portanto, a forma:

As® = At - et - rtABT - rrant e A9t . (1.1)

—_—

Entretanto, nas regioes do espago-tempo que po-
derao sofrer a influéncia do campo gravitacional da distri
buigao, o elemento de linha deverid assumir uma expressio

do tipo* ("coordenadas de Schwarzschild"):
2 U 2 A AP ¥ BF 4 dowt z 1.2)
As® - e " - e AS 7 (A, + dut B g4y )) (

onde, em geral, v e ) sao fungoes de t e r. O problema con
siste em determinar estes "potenciais gravitacionais" em
termos das grandezas fisicas que caracterizam a distribui-

cao de matéria.

* Ver Tolman (1934) ..
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No caso de distribuicao estadtica, as componentes
da matéria serao independentes da coordenada temporal :
dgag/ot = 0. Desta forma, os potenciais v e A serao fun~-
¢oes somente da coordenada radial.

Observe-se, também, que, para distribuictes nio-
-estaticas, se se escolhe um referencial comdvel com o flui
do, o elemento de linha com simetria esférica nao  podera

ter a forma (1.2), devendo ser incluido mais um potencial:

ds* - & ALt wehdfi_-r'(d614uﬂM?G A9*),  (1.3)

3=k, A= A(gn), =&,

DESCRIGAO DA MATERIA NO INTERIOR ESTELAR.

Sendo R o raio da distribuicao, o material em
seu interior (i.e., r<R) serd idealizado como um fluido per-
feito com polarizacao esfericamente simétrica, de modo gque
os parametros mais relevantes serao:

p : densidade de massa-energia,

: pressao hidrostitica (isotropica),
uw’: 4-velocidade do fluido,
SuS: densidade de spin,

todos medidos no referencial de repouso do fluido. Portan-
to, sao considerados validos os seguintes resultados do pa
ragrafo II.4:

(1) O tensor densidade de spin S&é & antissimé-

P

trico e relaciona-se ao tensor de spin Sas por:
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SKF,e = Spgp U-e (l.4a)
Sx.(s Uf’ =0 . (1.4b)

(2) O tensor de energia~momentum do fluido e

dado por (II.4.9):

txp = [(g+puy --mﬁvk(sc.x v?)]uﬁ - %P . (L.5)

(3) Normalizagao da 4-velocidade:

TORTCY (1.6)

O referencial @ ser utilizado sera sempre o de re
pouso para o fluido. Neste referencial, as componentes da 4-

-velocidade sao:

VI FA Y
'Uko = € / ML = 0 (1.7)

7 -

Alem disso, se se supOe que 0s spins das particulas indivi
duais que compoem o fluido estao todos alinhados na dire-
gcao radial, tem-se que o 4-vetor densidade de momentum an-
dular intrinseco* SB(r) sera da forma (0,3;,0,0) e como sua

relagdo com o tensor densidade de spin & dada por:
Py o r‘-*)
A Uy Sg € f (1.8a)

)
- 1Lb 54 694r (1.8b)

* Ver Misner, Thorne e Wheeler (1973), p.l1l58 e Kuchowicz (1978).
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23 32 e .
somente as componentes S = =8 assumiraoc valores diferen

tes de zero. Conseguentemente, por (l.4a), as componentes

P

nao nulas de 8 sao:
afb
i o > [a] o]
—_ - - 1.9
METRICA EXTERIOR.
Foi mostrado no paragrafo II.l que a segunda
equacgdo de campo de Einstein-Cartan, ﬁ' ® = gns ° . sen—

v pv
do algébrica, somente influencia a geometria do espago-tem

po no interior da distribuigac de matéria, nao se propagan
do fora dela. Devido ao teorema de Birkhoff, pode-se afir-
mar, entao, que, no vacuo exterior & estrela, a métrica as

sume a conhecida forma obtida por Schwarzschild:

A
2z ] K2 N
bs - (A_LE)M_ (- 20) A eH(40% ¢ aiu” & A¢) 1.100)
f C
r> R,
onde M &€ uma constante gue expressa a massa-energia total

da distribuigac de matéria.
IIT.2 - Estrela egtltica.
EQUAGCOES DE CAMPO E LEIS DE CONSERVACAO NO CASO ESTATICO.

Como ja& foi discutido no paragrafo anterior ’

o elemento de linha a ser utilizado sera:

4% - SV a4t M qrl et (48t e sint 6 A7) L (2.1
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Neste sistema de coordenadas, as tetradas ortonormais car-~
regadas pelos elementos do fluido podem ser escolhidas co-

mo:

..1)/7- 9

€8= e 2. . A 2__ (2.2)

y A
— " A * e“:-—-— =
pes 1 e’ r39’e?’ roin & 29

cujas l-formas duais sio:
6 2 i > 3 .
W = Q:V (i‘t ) w1: Q«Al?_ Olr ) w) =T d\e p {}\)5:7‘ nw & AP)(2-3)

em termos das quais o elemento de linha (2.1) assume a for

ma minkowskiana
. A 2 - 2
ds? o (WY () - (W) - (&) . (2.4)
Nesta base de tetradas,a 4-velocidade do fluido se torna:

u& = J (2.5)

o R

No capitulo II, mostrou-se que, para um  flui-
do de Weyssenhoff, a relagado entre os tensores de torgido e
de densidade de spin (segunda equag¢ao de campo) & dada

por (IT.4.31):

7 1 ; (
- 2.6)
wp = B S‘K% X
Assim, devido a (1.9), as Gnicas componentes nao nulas do
tensor G . ! sio:

a8

° _ _ o ° ) (2.7)
Cl& = Z’a;., - ¥ w £(e)



138

Levando-se isto em conta, realiza-se, na base
de tetradas (2.2), o calculo do tensor de Ricci (ver Apén-

dice 1), encontrando-se hao nulas as compohentes:

‘D“ “)’x ‘Qll \3‘ - A 2
Rao = (Z--220 2, L)e 287 S (2.8a)
] f 2 ! _
Kﬁ_—.(_.i_.‘.“ﬂ_)“.*)’_t_‘_i_)ex , (2.8b)
2 b b Y
! '
Ras = Rs3 = _"l.-_t:__"n_)?:),*_«_ (2.8¢)
24 2x r* re )

onde as linhas significam derivagao parcial com relagao a
coordenada r.
seraomanipula-

As equagodes de campo G, = 8t

B B
das como no Capitulo 14 de Adler, Bazin e Schiffer (1975).

Primeiramente, serao reescritas gob a forma:

R&?, = 81’( (%&E’ - LLYI&EL b) ' {2.9)

onde t = p-3p & o trago do tensor de energia-momentum (ver

eqg. (II.4.37)). Como tem-se

tﬁn,i AAJ(, = e 3k (2.10&)
a0 24\00 *Z‘* 2 ?
‘ = ! ! Yan — e %’
R AR Y R PR S L AR Pl

resulta um sistema de trés equagoes de campo a ser resolvi

do:
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tl N Iy _
LA « 2 i',)e"+113n’~$2 3w (._* _,) (2.11a)

2 Y 4 '

L.l’i.fl}i_{'*il* .:\_’_')éh _.:E?rr(ﬁ_ﬂ 1>)(2 .11b)
2 e 4 Y
P Y T NG e b

(_h____)e, “ — __;S’T((___(Z.llc)
VE S X ke r /e

Somando-se membro a membro (2.l1la, b), encontra

—Be:

by L ]
.,"_if_.é‘)e’\ o 3Tt o Rm (pep) L 2a12)
1§

Resolvendo (2.12), primeiramente para p e em seguida para
P, e substituindo em (2.1l¢), obtem-se, respectivamente, as

equagoes para a densidade de massa—energia e pressaoc:

‘ST(Q LI S i):{)‘+ Glir> §% , (2.13a)
2 r ¢

p o= oL (4 ﬁ)e‘* AR LI (2.13b)
? 'S r

Eliminando p e p de (2.11b, c¢), obtem-se:

A 2
L T A A S Y (2.13c)
cr ot L 2 4 2x

Observe-se que se redefinirmos a densidade e a pressao de

acordo com:

¢ = Q' It S (2.14a)
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F = b- g S* (2.14b)

as equacoes (2.13) tornam-se:

Ing = LIS A _*_) (2.15a)
v rofF
v oA ~A (Qf 4
‘r - , (2.15b)

isto &, assumem a forma do problema correspondente em rela
tividade geral, enquanto gue (2.13c) permanece inalterada
(comparar com Adler, Bazin e Schiffer 1975, pag. 465).

As funcoes a serem determinadas deverao, ainda,
estar relacionadas pela lei de conservagao da energiaénomql
tum, eq. (I.4.61):

.
o P
Vb o ST Ry,

Com as consideragoes de fluido perfeito, esta expressao tor

na—-se, na base de tetradas (2.2):
a 3
WA v ' (2.16)
Por outro lado,

T : :
vg‘; ‘t&(" = UL& w v?;(-t'('\') -+ (ﬁ"’\?)&k vp 1,\&-\-((4(?)&9‘7@ i~ ..v;( P

A
: o
A =-(*pTsx - ba
onde Yoéa & um dos coeficientes de rotagéo de Ricci paraa

metrica (2.1), de modo gue:
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ba +lexp)d0sy = 2SRy, . @

Esta expressaoc serd uma identidade, exceto para 6=1, e ,

nesse caso (ver Apéndice 1):

V! TV
Poa ety = o= densS({e 225) (2.18)
Z v
As equagOes (2.13c, 2.15a, b), aldm de (2.18)
formam um sistema completamente determinado, desde que se-

jam especificadas uma equagao de estado p=p(p) e condicgdes

de contorno.
SOLUCOES DE PRASANNA.

Um método de resolugao do sistema de  egquagdes
obtido foi determinado por Prasanna (1975a). Em primeiro lu
gar, resolve-se a eq. (2.18), supondo que seja valida a e-
quagao de equilibrio hidrostdtico, tal como encontrada em

relatividade geral (Misner, Thorne e Wheeler 1973, pag.601):

t
i |
b + (g+p) oo, (2.19)
Z
O que implica:
N ‘
A
Desta eguagao resulta uma expressdo para a densidade de

spin em termos do potencial gravitacional v:

S - AgV? (2.21)
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onde A € uma constante de integracaoc a ser determinada.
Impoe~se, como condicdo de contorno, a continui-

dade das fungoes v(r) e A(r) sobre a superficie da estrela.

Sendo a métrica, para r»>R, dada pela solucac exterior de

Schwarzschild (1.10), tem-se que:

]
i
(b
i

Y -A 1. fiﬂ (2.22)
(= R r=R 3

Sendo © sistema a resolver formalmente o mesmo
que em relatividade geral, as solugoes analiticas j& conhe-
cidas nesta teoria podem ser imediatamente adaptadas para
Einstein-Cartan, bastando substitulr p por o e P por 5 .

As solugOes de Prasanna foram obtidas desta for-
ma, utilizando os resultados de Tolman {1939). Este método
de resclugao das equagOes de campo nac faz uso de uma equa-
cao de estado pré-estabelecida, ja que isto provoca uma
grande dificuldade na integracao das equac¢Oes do sistema .
Tolman sugere introduzir uma equagac adicional, envolvendo
algum dos potenciais A e v, ou ambos, em fungéo de r. Somen
te apds a determinagac das expressdes para p e p seria cong
truida a equacac de estado e suas propriedades fisicas se-

riam discutidas.
NOVA SOLUCAO ANALITICA.
Uma outra solugac estatica com simetria esférica

pode ser construida aplicando os wmétodos de Prasanna a solu

cao cbtida por Adler (1974). O sistema formado pelas equa-
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goes (2.13¢), (2.15a, b) & integrado da seguinte maneira

Primeiramente, com as definicdes:

: V2

7 - e (2.23a)
-\

T=: £ (2.23b)

a equagao (2.13c) passa a ser escrita como:

! h
Tt 2% -
o _ 2(F+ 3-8 23 (2.24)
r(f+f‘5') ‘f('f-{-f"b")
Esta equagao tem como solugao geral:
SFO [ [T Loy At o« O
T} € € ?U) (2.25)
sendo
FC = [Tferae (2262
~2 (B rrg") (2.26D)

r (F«r3')

; (( = - ALY
% ) Y (34 ')

e C uma constante. Uma solugao especifica de (2.25) & obti-

(2.26¢)

da se se toma £f=g. Nesse caso,

<A
{1
®
iy

-
(4— fz_-e “ —:: e»&"’) (1-2.@) & (2.27a)

~242
I- zeva’”U- t—::)ﬂ"/3 C& -%e +%eﬁl) ad (2.27b)

t
]
i

onde
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M r
€ = — - (2.28)
R’ 1 _.

As equagoes (2.15) implicam nas seguintes expressdes para

{ = S (t- é)z;lz(‘_ PR e? ) 2[%(_ . )2.2951)

5
I-ie-e 63

[y ' \ .29b)
[,_;[_f‘—_g?— [él\(ﬂ(‘{'_ié*%e“b?')‘{" (i*%)us((“‘£€+%’éﬁ1’)] | (2.2

Por (2.27a), tira-se que:

- A (1_ _*‘;E(, " .?.—'..e\a")" (L-ze)'/" (2.30)

e, portanto,
¢ - B A" U_ l‘;e— " —;:eudt)'z(l- e 4

z T3l 24 ) s
Q(‘C) 3(1-_e+ ég) (3 _;-33)(231)

Y P
b= Ira” (1-5e e?) * (-2
+fﬁﬂ.}‘ f\(a_ Cx— euﬁ —G 6)45(,HC+ » )] (2.31b)

Neste modelo, pode-se relacionar a constante A com a densi-

dade central P, da distribuigcao. Obtém-se:

=~

A" - Qc(,k-?,e‘)'q(l—{ )L ((,e U 26) (-——C) (2.32)
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ITT.3 - Estrela Radiante de Vaidya.
ELEMENTOS DE LINHA DE VAIDYA.

Neste paradgrafo, serd apresentado um modelo este
lar, nao-estitico, esfericamente simétrico, com spin e tor
¢ao, baseado no trabalho de Vaidya (1951). A principal ca-
racteristica deste modelo consiste em supor que a distribui
¢ao nao-estadtica de matéria estd irradiando energia, isto &,
trata~se de uma esfera radiante de fluido de Weyssenhoff ,
com raio varidvel, e gue estad envolvida numa camada expan-
dente de radiacao pura. Além desta camada, o espaco-tempo &
vazio e sua métrica dada pela solugao de Schwarzschild.

Desta forma, com as coordenadas de Schwarzschild
definidas no elemento de linha (1.2), definem-se trés re-
gices sobre o espago-tempo: (1) r<R;(t), uma "mistura" de
matéria com spin e radiagao; (2) para Rj(t)<r<R,(t), a cama
da de radiagao pura irradiada para fora; e (3) para >Ry (),
0 espaco-tempo vazio com métrica.dada por (1.10).

| Como a radiagao eletromagnética nao gera nem so
fre os efeitos da torcao (ver §II.1),a geometria da regido
(2) & riemanniana. Portanto, permaneceram validas as solu-
¢Oes obtidas em relatividade geral para o problema do cam—
po gravitacional de radiacao eletromagnética nao-estatica
com simetria esférica, tratado por Vaildya (Vaidya (1943) ;
ver também Vaidya (1955)). Assim, na regido (2), o elemento

de linha possui a forma:



146

pA
N ) -1
dsz _ Pu/ot) (4._%&*)-&"_(;, f_“.*) Ac® - r*(db%esate d)(3.1)
%Z r T

onde m = m(t,r) e £ = £(m) & uma fungao arbitraria de m da-

da por:

S N .
ter = 5 (%)

Esta solugac & continua na fronteira entre as regides (2) e
(3} e £(m) deverd ser determinada com as condicoes de con-
torno na fronteira entre as regioes (1) e (2).

Resta, ainda, determinar o elemento de linha na
regiao (1), i.e., no interior da distribuicao de matéria pro
priamente dita. Sera utilizado, neste caso, © referencial co
movel com a estrela. Entretanto, como ji foi mostrado na e-
quagao (1.3), deve ser utilizado um outro sistema de coorde
nadas, (t,r,0,9) por ser a distribuic3o n3o-estdtica. Seri
tomado um novo potencial gravitacional, fazendo-se r'=e8/2§,

assumindo o elemento de linha a forma:

f ,
dsd. e Atz" - eocML - ef §? (&671 St B ol“?z) , (3.3)

com: T={t.0), w=x(t 7)), p=¢{,7), (3.4)
EQUAQGES DE CAMPO E LEIS DE CONSERVAQEO NA REGIAC INTERIOR.
Para o elemento de linha (3.3} tomar a forma min

kowskiana , as tetradas ortonormais carregadas pelos compo-

nentes do fluido sac (suprimindo as barras):
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~ K /2 .
gze L e-e i)ei:e_._g,‘eg___e 2(3.5)
ot Y v ob vyiind »¢’
cujas l-formas duais se escrevem:
Rz 3 2 lz NN
w? - / J»t w1 e Ar bOZ':\r‘CF’ AQ,UG:HW. Ge 49.3.6)

Como o referencial & de repouso para o fluido, tem-se, ain

da:

wWu, =1 (3.7a)

=
i
a-

(3.7b)

oy R*>

A densidade de spin da distribuig¢ido passa a ser
considerada, nao s com simetria esférica, mas também de-
pendente do tempo. Isto &, a segunda equagao de ‘ campo
GQBY = 8ws__' implica que as Gnicas componentes nao-nulas

opB
do tensor de torgao GEBY s380:

o o

i Fe) )
z _ - - Swtw S(ty¢) .
Yy = 32 = (E,r) (3.8)
O tensor de Einstein, calculado nas coordenadas
comdveis e na base de tetrada (3.5), possui as seguintes com

ponentes nao-nulas (ver apéndice 2):

" 2 et 387 ' gl 2 e\ % g 2 &
’\A:—-(F_‘,__ ‘{+_rﬁimﬁ+i- e +(%+iﬁ)e+ié 'S

L L N SV PP O I |
6:1\'{\-_-, f—-.{-.@.,_ﬁ_,fl__*.—;’)e‘x_(f).‘.i?i_ El)e — ———-_,(.. 641—25
o S V¥ (3.9n)



L A L LN L R Y A LR AR
Cop = Gy - (£, 2, B0, 30 e 0 a1 ! € Byex,
TN 2 & 43 & L g 2¢ 20
X s « ‘2 2 PR .t - * ,__‘J 2
+(o X P o= - ¥ o =¥ L4rESE (3.9¢)
( 2 o § 4i‘ d * EF'*- 4 )2.4
¢ 2al a¥ Al ] oy~ (x+B)/ 2
2 2 2 rr
. - : ; " -3/
@Ag :__C::éiz ""&‘it[._S.‘»(%.,.E)S-Xe {3.9%e)

onde as linhas significam 3/3r e og pontos 3/5t.

O tensor candnico de energia-momentum a ser uti

lizado na primeira equagac de campo GuB = BWtGB &, neste
caso, separado em duas partes:
t = L (3.10)

= p w6 *'EE“P

onde tas € a parte correspondente d energia-momentum da ma
M
téria que compoe o fluido, dada por (1.5), e gue, com a

hipotese de descrigao cldssica de spin reduz-se a:

:xp = 3130\3 SER IR IR (3.11)

Por outro lado, tae, gue corresponde a parte eletromagnéti

EM _ _ - N
ca presente na regiac (1), podera, devido as conclusces do
paragrafo II.3, ter a mesma expressdo do tensor simétrico

de energia-momentum, eq. (IT.3.43):

t = O“k“__la (2.12)
Eﬂ‘x% f
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onde ¢ & interpretado como a densidade de radiagao e ka ("ve .
tor de onda") indica a diregao do fluxo de energia radiante.
Como foi mostrado nas equagles (II.3.38, 41), ka estd sujei

to as condigoes:

) (3.13)

f"‘ -
k Lt" =0
l’—H.)J K - 0. (2.14)

Com a hipoOtese de E Ser um vetor dirigido radialmente para
fora da distribuig¢ao, somente as componentes k° e kr1 possui
rao valores diferentes de zero.

Assim, na base de tetrada (3.5), as componentes

de tag nao-nulas sao:

AN~
Lo = ¢« o {1°) , (3.15a)
)
thn = F - 0‘(\3) , (3.15b)
typ = £33 - b ) (3.15¢)
ton = big - ekl (3.154)

Estas equagoes podem ser manipuladas de forma a obter-se:
b= bty (3.16a)

(3.16b)
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A eg. (3.13) implica que:
(3 - (KT - o
e como considera-se ki positivo, tem-se:
kS . (ﬁ (3.16¢)

de modo que, por (3.15d):

O A (3.16d)

o1

Finalmente, subtraindce (3.15b) e (3.15c¢c), vem:

~a ‘ " 3.16e)
Lit - €33 = — tar - ‘

Uma relagac entre as derivadas de k! & fornecida

pela equacac (3.14):

A A - ] _ . -2
e a 2 T2 |

As equagOes de campo sao, portanto, deduzidas de
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" " iz 1z el for | 1y i / f e
N =LA A SR - 1 N LA - TEAL
Z « Y 78 4 ¢ © 2¢  2r
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.-.(_‘iL\LEz.Jr__.WLﬁ_f TN LA AR 7S N
2 g & &« & o 2

Yo

il

|
.
5
=,
~

o

O

(9}

N

1
x
\‘;

N
‘m--.
+
&
{
=
i
o
4
P
%
~—
®,
T
+
o
>

Sendo nula a componente (23) de t&é' obtém~se, ainda, uma

condigac para a densidade de spin:

S +(€_ 4})5 = O, (3.184)

que pode ser imediatamente integrada, resultando:

S(tlf) = 4 () exp [~ (% + %)1 , (3.19)

sendo Z uma fungao somente de r a ser determinada. Enfim

r

(3.16c¢) fornece a seguinte relagdo entre as fungBes v, A,8:

‘6{/ B/l le &f_'é' ﬁrﬁi x,);l o 7! 1 . ep(_.F,

— —— i = A -
—_— ———

—+

f\Z

4§
: o 1 -

_pr ke, ﬁ_‘f‘_‘_)e(“'m/z = O. .20
2 r r
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A equagao que expressa, na base de tetradas
(3.5), a conservagac da energia-mcmentum € dada por (2.16).

De acordo com os resultados mostrados no Apéndice 2, tem-se
qgue:

A
A

~Afe
Vgt;f '-iSR;“S?*_ ~—-’16TKS(S+-Z )t’, (3.21a)
V. En?a = V., EAE = V3 kl‘-ﬁ‘ = O . {3.21b)
I b2 e

Por outro lado, de acordo com (3.15), pode-se escrever gue:
5 ' 7 y o B/2
V?}t,éf’ = (g h)s + (prp) (Ra,5- 165 )+ Cpep) (& <) €
- b+ & Ty (o)

4

Co+ (o p) (S e+ 100 (o) 220

<
-
P
—p>

*((*%)fs{ b - W Vg (sif)

-~
1

i _ /L A A
= - (( \") Lot 13? -k Vf';("“kﬁ) (3.22b)

50 = %f’ = 0. (3.22¢)

v-&@_v,
[ b e

Eliminando ¢ de (3.22a) e {(3.22b) resulta:
3
e gt 8'5) (3.23)
s L [ e (§ <) TS (1 2):
Ou, usando (3.16c),

(-3)/2

F +({+‘;),§ - e [é + (Q{-F)(%*%)] = AGTLS (Sl_‘_i;_i\.() (3.24)
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Observe-se que, se se introduz a redefinigéo
de densidade e pressao (2.14), as equagdes de campo (3.18a,

b) se transformam em:

- 12 i ] ;
S)T‘ o -_kf..__a_:’ ...3_ fz‘_—?.. ._i’i’t ﬁ}‘ oﬁ"pﬁﬁ-‘f—’-—(—i',@— '-“
t 2,2,\L4”6 4*%T‘f o2 2r
(72

e <L (3.25a)

4
o
MR

12 x4 | f..! It
2 Zz 4 & & % + r 2r 2r
- -a .z- .« = - . --
_(ﬁ+é+i+ﬁ_+“ _p_x3 e'?)’, (3.25b)
Z 2, 7 ¢ % ¢ o

enquanto que (3.18c, d) permanecem inalteradas. Quanto 3 e-

guagao (3.24), ela se reescreve sob a forma

— Sy (xFW2e - W _
[v +Qg+r)_,_2 [f+((+1v)(:+f>)]._o , (3.26)

Z
onde se utilizou (3.18d).

Assim sendo, as equagoes diferenciais obtidas
acima para p e 5 possuem a mesma forma das equagoes diferen
ciais para p e p resolvidas por Vaidya (1951). Além disso ,
a eq. (3.26) & a mesma gue expressa a conservagao de ener-
gia-momentum no artigo citado para as incdgnitas p e p. Por
tanto, as solugoes obtidas por Vaidya podem ser imediatamen

te adaptadas para o problema aqui desenvolvido.
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SOLUCOES DE VAIDYA.

Vaidya propoe a solug¢ao da equagido (3.20), es-
colhendo as seguintes formas paras as fungaes o, B,y no in-

terior da distribuicao:

- Zn
e _ A2 ezb.t r.:Ls, (B+r%) , (3.272)
2
e b _ D 2kt ~H (sz‘f) , (3.27b)
3 et - 2¢
& - opter ST Y (B, rzﬁ*) (3.27¢)

em que A, B, C, D, k, &, m, n, p, q, s, Vv sao constantes
Levando as equagoes (3.27) em (3.20), sao impostas sete res
trigdes sobre os doze pardmetros acima introduzidos, resul
tanto em 39 solugoes diferentes de (3.20). Entretanto, va
rias destas solugbes podem ser transformadas mutuamente ,
mediante transformagoes da coordenada radial. Tem~se, afi-
nal, nove solugaes mutuamente independentes de (3.20), as
quais podem ser separadas em qguatro grupos, de acordo com
o conteliddo fisico que cada solugao implica. Vaidya apresen
ta uma solugao caracteristica de cada grupo.

Entretanto, das solugoes apresentadas, somen-
te um grupo fornece uma situagao de interesse para esta te
se e gue corresponde a solugao IIT de Vaidya, para a gual
a eq. (3.20) fornece as seguintes condig¢des para as cons-

tantes introduzidas em (3.27):
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P =25, V s + 1,
ms=mn, &£ =mn-1,

resultando:

—2kt
X e r'zs

e .
M (B 1)

em que:

'8 2
e,P _ e 3 eﬁ:rZ(Bw‘Z‘%) _‘°:,.,(3.28)
D ¢

sed. 3@ 4) , UezdngB o D* . 2{ (a-.Zn‘).(3.29)

YL

Pcortanto:

8“6 _ %42 (1+ln®)B + (A-ln)r*% (3.308)
fl'V\.z B o« (2‘%
gﬁ“{; _ e:xcagz' ({-2n) _ (U420 ) B+ (1-2n) {2'?‘ (3.30b)
rEn* &+ %
%“ ,tO{ _ Hal e‘d—xi‘z‘_ (2_%2—1)5+(2h—4)f2% (3.30¢)
r (P+r2a)3
4 — p))
k' - E ¢ (272 ) (3.304)

onde E & uma constante arbitraria.

Por se estar realizando estes calculos em re-
ferencial comdvel com a distribuicao, a solugao acima pode
fornecer um raio constante finito (rx=a) para a fronteira
entre a regiao (1) e a regiao (2) quando a pressao torna-
-se nula.

Deve-se requerer, ainda, que a solugéo obede-

¢a as seguintes condicoes de contorno:
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p=0  para Y=a ; (3.31a)
P > 0 para r<a (3.31b)
¢ » 0 para Fg o (3.31c)

Isto fornece relagaes entre as constantes que aparecem nas
equagoes (3.30) e que sao as mesmas relacOes encontradas

por Vaidya. De (3.31la}, resulta:

B = _ azo‘L -2 . (3.32)
L+ 2n

(3.31b) impoe que o expoente ¢ seja negativo:

4%< o (3.33)

enquanto que (3.31¢c, 32, 33) definem um intervalo de vali-

“dade para n:

O <%<L. (3.34)
2

Um caso particular de especial interesse & a-

quele no qual se escolhe n = %. Nesse caso, tem—se:

~Zlt -7e
e~ - € O % (3.35a)
At % (B« FZ‘U(/Z‘
[
eF’ _ e (3.35Db)
2
L85

2
eﬁ _ fz(Bi—rZi) e (3.35¢)

&
C.Zz
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24
B:_é, QL:_L, (3.354)

3
we - 46“‘5:. 91524 ) (3.35e)
r? 3vM _ "%
_ —
S - Qe st ’% 4% ) (3.35£)
re 3¢ _ o®4
¢ a4 2 2%
Swom= LAY (lz ™ Vdl ) , (3.35g)
I3 0re”
Wo e w2 D (3.35h)

3

L 5"‘{] k' E ol ok’ = 0. (3.351)

Vaidya julgou esta escolha de n = % convenien
te, pois resultaria em que a razao entre a pressdo e a den
sidade centrais seria igual a 1/3, implicando, no centro da
distribui¢ao, uma equagac de estado prOpria de radiagido e-
letromagnetica pura.* Entretanto, o que se obtém das egs .
(3.35) acima & EC/EC = 1/3, de modo que esta intexpretagdo
de Vaidya & perdida, a menos que a fungao densidade de spin
S anule-ge em » = 0,

Na fronteira entre as regices (1) e (2), deve
-se exigir a continuidade das fungOes métricas. Isto &, a
solugac interior apresentada (3.35) deve coincidir com a so
lugac da regiaoc (2), dada por (3.1), nesta fronteira. Deve

ser lembrado que foram utilizados dois conjuntos de coorde

* Ver, p.ex., Chandrasekhar (1939), p. 194.
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nadas distintas na descrigdo destas solugdes. A solucgao
da regiao (2) foi expressa em coordenadas de Schwarzschi ld
(t,r,0,¢), enquanto que a solugao interior foi deduzida em
coordenadas combveis (E,f,9,¢), cujas barras haviam sido e
liminadas apenas para ndo carregar a notagao. Ao se tratar
© problema de condigCes de contorno, entretanto, & necessa
rio observar a diferenga entre os dois tipos de coordenadas
e mals, encontrar a relagao entre um tipo e o outro.

Assim, & preciso determinar como se relacionan
as coordenadas combOveis, em termos das quais foi escrito o

elemento de linha interior,
2 ¥ ,r2 o =2 =2 P Z .2 {z (3.36)
st = e At —e*dr - r*e C&B ST B 4 (3.

com as coordenadas de Schwarzschild nas quais o elemento

de linha acima assumiria a forma:
At - @ db? P At - p? (A8 siu? 0 24°)  (3.37)
cbservando que:
t-t(E,7F) o o=c((7), (.39

(3.38) implica que:

T T A R A T I~ (3.39a)

At o YU AR ARt L AR AT (3.39b)



159

onde os pontos denotam 3/3t e as linhas 3/9r. Usando as for

mulas (3.39), o elemento de linha (3.37) fica escrito como:
. ] - 7, =
det (& E )t (e @) art
(B & ZFr R AEAF - (A0 50 A9?), (3,40

Comparando o©s guv entre (3.40) e (3.36), resulta:

S LN (3.41a)
Al e* _ft et oo (3.41b)
e = (et EX it eji) (3.41¢)
A L - B (3.41a)

Desta forma, ficam relacionadas as fungdes métricas defini
das nas coordenadas combveis «, B,y com as funcles métri-

cas correspondentes em coordenadas de Schwarzschild ),v

Integrande (3.41b), resulta:

— 96 _ 8 W 28

4 Y6 (24 ﬁ‘ﬁ_“?cf‘%) @23&‘0{*) W = L 5.42)
3!

onde ¥(t) & uma fungao arbitriria de t. Na fronteira en-

tre as regices (1) e (2), isto &, em ¥ = Ry (t) ou ¥ = a ,

a expressao acima torna-se:

%. (’r()g (23 AL{L)H’ auzi Q‘fg "'r((:) - i i (3.43)
i
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Esta expressao, diferenciada em relacio a t e dividida por

28
P(t) R] , se escreve:

A v 23 ARy o . (3.44)

et —_— e ——

Y 4t R4 :l—:

Com estes resultados, as fungoes métricas in-
teriores para as coordenadas de Schwarzschild ficam escri-

tas como:

Y 13T - ah)

e (3.45)
3UF %)
Ny )
& [442(5?"-‘%- )" +€x} GLP) (__r_ (3.46)
a3 A\dE/ N2
e as solugoes tornam-se:
. —\
%v“{ _ M-d4e (3.47a)
et
%HF _ d-tv e (3.47b)
Ter
pee o A oozl Gl
{8 ete” Ce> — 4
W o__3 e 7 — 4 (3.47d)
7§ | Y
UC = — 75’\ -4 . (3.47e)
2 (2.8-)”1

De modo que, na fronteira r = Ry (t), tem-se, para a solu-

¢ao interior (1)
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—A g
e,u) - - = (4%8 )
3“‘%: £ , rfp = O, 3we = 5_31_,,_“4? ) TS 1/[4_(23)"?-]
£33 (sec” (3.48)

Como ul<0, observa-se que a distribuicao estd em contracaa

A conexao das solugces das regibes (1) e (2) &

feita através das seguintes condicdes:

(1) Continuidade de e’ em r = Ry (t):

(3.1) fornece que:

6‘\ = (l" —

(2)
Logo, em r = Rj (L),
=3
1 - 2y - EZ ou R = —
Ra A4 R 2%

ou, ainda,

(VR = 2 Ry (3.49

(2) Continuidade de e’ em r = Ry (t):

(ke + )(auiq) _ L_ﬂ @m/ot) sz,

£
Por (3.2), tem-se: %' QMA4)
4 ) Uq ) AR, (3.50)
4 (my) =R, 9

Diferenciando (3.49) em relacdo a t, vem:

i AR Jm
2R, At ot

& cQ21
=Ry 23 aLt
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ou, como

sz = ii; %—(MAA) )
R, N}

resulta gue, usando (3.50),

&
Jm0) = 6;7'2 : (3.51)

Portanto, embora u; nao seja uma constante, f(m;) o &. Is-
to somente serd possivel se f(m) for uma constante, dada
por 5/(28)2.

A solugao na regiao (2), dada pela eq. (3.1) &
uma solugao incompleta enquanto m for uma fungao desconhe-
cida. No caso de f = cte, pode-se integrar (3.2), resultan

do, para f<<% :

(w-20)’ (moy)® - 9(e) (3.52
onde
-1,3 = %[4 £ (4-3“"”*] (3.53a)

i L F (s (3.53b)

b 1

Por sua vez, a solugao (3.52) deve ser continua em r = Ry(t)
com a solugao da regiao (3), que € a solugao de Schwarzschild

dada por (1.10). Assim, y(t) fica determinada como:

P - (H—xﬂz)g(ngﬂ,’)a . (3.54)

No caso em que £ = 5/(28)%, tem-se, portanto:
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(wm - 7_1’)3 (e - v(}r)& = (H—.aull)a (M- -322)& ) (3.55a)

x *a - i[?{i (%_:_)l/z] , 3"‘&.: ;__[1 T (%)""]!(3.55&

A fungao Rz (t) vem dada, também, pela continuidade das fun

goes. Obtém-se que:

9w/ ot)” 2y | 2H
ém a2( Zwarz ] U*T) = 1- 2
m{gr) ""’F) - R,© =%, 2
isto &,
(Qm/bt)l ‘ a4 )1
(Bw/ae)* =R, &) R
Logo:
Jw /ot ARy 2 (3.56)
eI {or = Q\,LU-) dt 25

Finalmente, para se determinar ¥(t), utiliza
-se a continuidade das fungoes em r = R;(t). Nesta frontei

ra, (3.55a) torna-se:
, N . .
(xRN < (M-nr) (MoyR,)”
Por (3.49), m;/R; = 5/28, de modo gue:

)& (3.57)

R, = 28 (5-21) (-0 H(H-x2,) (-4,
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Levando {(3.57) em {(3.43), venm:

Y(k) - 3 (-1’?)'8 (2387 6G‘,,)—m ! 12;2‘3

—Z?é

RGN R (5*231)18i(5*133)2&(&‘1“121) (M-QRL)

-2 ~2¥ b
= K (M-xR,)™ " (H“';}Rz) e (3.58)

Vaidya (1951) introduziu, ainda, a fungao F{(m)
relacionada com ¢ através da expressao:
Fw)

et

X { tw) Y’z
e

Assim, a continuidade de ¢ em r = R (t) prové a seguinte re

¢ =

e, também tem-se:

lagdos
Flw) 55" of‘?* .
b R - {yuw EC*
Portanto,
Flwy - e,
45 €tet

A DENSIDADE DE SPIN.

A fungao densidade de spin S(t,r) foi determi
nada em termos dos potenciais gravitacionais através da

equag¢ao (3.19):

Hwt\
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S(ee) = Z(7) ex [-(3;-%{5)1 : (3.59)

A solugao de Vaidya (3.28) transforma a expressio acima em:

(= - Asbzeft ?—%3""
SED40). (Bt ) (3.60)
— 35
f‘
com D, k e s dados por (3.29). Para n = %, estas constantes

tornam-se:
ez
D*=233% , k- ! L .
6C 2

e, alem disso,

Portanto,
- - —\ -3+ - éﬂ+ 2t
Su,r)zzz-zf’”ﬁfl(r)rﬁ kb2 (3(1‘%-03‘*) Sl (3.61)

A fungao Z(r) permanece indeterminada, j& que
naco existe nenhuma ocutra condigao sobre a densidade de
spin. Entretanto, pode-se tentar adotar neste contexto a
mesma suposicao feita por Prasanna (1975a) no caso de dig
tribuigdo estatica: a validade da equagao de equilibriohi
drostatico da relatividade geral. Ou seja, o lado esquer-
do de (3.24) anula-se, conduzindo a uma nova equagéo dife

rencial para a densidade de spin:

.28 .0. (3.62)
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Integrando {(3.62), obtém-se:

S(E,7) = #(E) & (3.63)

onde H(t) & uma fungido arbitraria de T. Para que (3.63) se
ja compativel com (3.19), & necessario que as funcgbes Z(r)

e H(t) sejam relacionadas por {Kuchowicz 1975a):

Z(7) _ 6(°<-§)/2 + £
k(%)

que, no caso da solucao deste capitulo, assume a expressao:

(3.64)

- {fa _2kE
Z(F) (373 %%) o grke , (3.65)
(&) 3. 2542 C 75
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ITI.4 - Discussoes.
O PRINCIPIO DE CORRESPONDENCIA.

O problema da determinagao do Ccampo gravitacio
nal interior de esferas finitas de fluido perfeito com spin
na teoria de Einsteln-Cartan sempre foi resolvido, na lite-
ratura e nesta tese, por adaptacio de‘solugaes analiticas an
teriormente estabelecidas de acordo com a relatividade ge-
ral. Assim, surgiu um "principio de correspondéncia® (Ku
chowicz 1975a) para gerar solucdes exatas na teoria de

Einstein-Cartan:

"Toda métrica esfericamente simétrica de um espago-tempo rie
manniano da relatividade geral pode ser igualmente conside-
rada como a métrica de uma familia de variedades com torgaa
O conjunto de condigOes de contorno da relatividade geral po
de ser substituido pelo conjunto de condigoes corresponden-—
te para a teoria de Einstein~Cartan. As expressoes exatas
para a densidade e a pressao correspondentes a esta métrica
em Einstein-Cartan sao obtidas a partir das expressoes res-

pectivas na relatividade geral pelas substituicdes:

= p - 8552

©|

p >

p - p - 8rs2

1

Outras solugoes, por levarem em conta diferen-—
tes propriedades fisicas, podem ser interessantes de se a-

daptar a Einstein-Cartan. No caso estatico, dentre as solu-
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¢oes analiticas recentemente publicadas, poderiam ser anali
sadas desta maneira as de Adams, Cohen, Adler e Sheffield
(1973, 1974), Adams e Cohen (1975), pois consideram algu-
mas propriedades de rotagac da estrela, sem que seja perdi-
da a simetria esférica; a solugéo de Bowers e Liang (1974},
Com pPressao ahisotrépica; a reformulagaoc do problema da es-
fera estatica por Glass e Goldman (1978), Goldman (1978) ;
e, ainda, as solugoes de Bayin (1978), que surgem de um
estudo mais completo da mesma equagao diferencial que deu
origem a solugao de Adler (1974), adaptada para Einstein-
-Cartan no paragrafo III.2.

Outras solugoes nao-estdticas que podem ter
interesse em adaptagao para Einstein-Cartan sao as de Taub
(1968) , Faulkes (1969a) ou as dos estudos sobre modelos de
supernovas de Adams e Cohen (1977). Ver, também, as referén

cias de Raychaudhuri e Banerji (1977).
A MASSA-ENERGIA TOTAL.

A massa-energia total da distribuicdo de maté-
ria pode ser medida externamente; € o parametro M que ocor-
re no elemento de linha de Schwarzschild para o espago va-
zio (1.10). Para cada raio r de uma distribuicaoc estatica ,
a massa-energia no seu interior € uma funcao m(r) definida

por:

A (e) SrE = B (Q_Bws?‘) ) (4.1)

|
puls
i
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Integrandc (4.1), obtém-se:
r e 2
V() = 4,(Tlfau_ 3L rS Are | (4.2)
5 V]
com a condigao m(r=0)=0. Assim sendo, a massa-energia total
da distribuigac & calculada segundc a expressiao:
R R
M _ gmrz(, Ae _ | 32w erS* Ar : (4.3)
0 0
Observe-se que o primeiro termo do lado direi-
to de (4.3) corresponde a massa-energia total em relativida
de geral, enquante que © segundo termo fornece uma corregao
a esta massa—energia devido & existencia da densidade de
spin S. Entretanto, esta corregao somente serd importante
gquande comegar a dominar o primeiro termo, isto &, guando

ocorrer uma densidade critica de matdria de ordem de 1027 g

cm_3 para elétrons ou lO54 3

g cm ° para néutrons (Hehl e
von der Heyde 1973).
Densidades centrais maximas para estrelas de

néutrons sao estimadas em lO15 - lO16 3

g cm ~ (Canuto 1974).
Desta forma, fica aparente que as corregoes induzidas pela
tecria de Einstein-Cartan sac despreziveis, mesmo em obje-
tos com densidades nucleares, tornando-se irrelevantes in-
clusive na construgac de modelos de estrelas de néutrons

(ver Kerlick 1973). A influéncia do spin, portanto, devera
ser levada em conta somente nos casos de densidades altamen

te elevadas: colapso gravitaclonal proximo & singularidade

cosmologia, na vizinhanga de t=0; ou em processos quanticos
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gravitacionais.

O PROBLEMA DAS CONDICOES DE CONTORNO.

Lichnerowicz (1955) estabeleceu, em relativida
de geral, as condigOes de contorno gue as solucoes das equa
¢oes de campo devem satisfazer numa hipersuperficie de des-
continuidade de matéria, tal como a superficie de uma estre
la que separa o fluido do vacuo. Estas condigdes de contor-
no exigem gue, nesta hipersuperficie: (1) os potenciais me
tricos e suas derivadas primeiras sejam funcoes continuas e
(2) a pressao hidrostética se anule.

Arkuszewski, Kopczyhski e Ponomariev (1975) g
empregando outros métodos, Skinner e Webb (1977) analisaram
0 mesmo problema no contexto da teoria de Einstein-Cartan ,
chegando a conclusao de gue a condicao (1) de Lichnerowicz
permanece valida, enguanto gue, devido a presencga do tensor
densidade de spin, a condigao (2) deve ser modificada, pas-
sando-se a exigir a continuidade de p (e n3o mais de p) na
superficie da estrela.

Estas condigoes sao satisfeitas pelas solu
¢Oes de Prasanna (1975a) e as apresentadas neste trabalho ,
com excecao da continuidade de A'. Prasanna, no entanto '
argumenta que estas descontinuidades de A' ocorrem, igualmen
te, nas solugdes correspondentes em relatividade geral, e
sao devidas ao sistema de coordenadas empregado.

Como observaram Raychaudhuri e Baneriji (1977),

a anulagao de p na superficie da distribuicao indica uma
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contribuigcao do spin a um tipo de "forca", que nao  possui
correspondente classico e deve provavelmente ser devido ao

carater essencialmente quantico do spin.
O PROBLEMA DA DETERMINACAC DA FUNCAC DENSIDADE DE SPIN.

As equagoes de campO nao provém uma expressao da
fun¢ao densidade de spin S em termos dos potenciais métricos.
No caso estitico, a partir da equagao de equilibrio hidrosta

tico

1"+((+%)% - kxS(S sy (4.4

adotou-se a suposigao de Prasanna (1975a) de se manter vali
da a expressao do equilibrio hidrostatico da relatividade ge

ral, resultando numa "equagao de continuidade” para © spin:

Sy - o (4.5)

relacionando, assim, a fungéo S5 com o potencial v. Entretan
to, esta & uma condi¢ao artificialmente introduzida no pro-
blema e nao had necessidade alguma de manté-~la. Pelo contra-
rio, ja que o spin contribui para a energia da distribﬁigéo
e da origem a um tipo de pressao, como foil discutido ante-
riormente, deve ser consistente sua contribuigéo ao equili-
brio hidrostatico.

Das eqgs. (2.15b, 4.1), obtém-se o gradiente do

potencial v como:
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N o+ bre® B (4.6)
r(r-2m)

Substituindo (4.6) em (4.4), a equacaoc de equilibrio hidros

tatico em Einstein-Cartan assume a forma:

\91 _ e+ ) (M + Ln 3 F) ) (4.7)

y (- Zm)

que se reduz a chamada equag¢ao de Oppenheimer-Volkoff (1939
na teoria de Einstein para o caso de densidade de spin nula.

Suh (1978) considerou varias outras expressoes
alternativas para oequilibrio hidrostatico; entretanto, ne

nhuma forneceu algum aspecto de interesse.

SOLUCOES COM CAMPO MAGNETICO.

A densidade de spin § descreve como Os spins
das particulas que compoem o fluido estac alinhadas na dire
¢ao radial. Para que 1sto ocorra, & necessario, no entanto,
considerar a existéncia de um intenso monopolo magnético
no centro da esfera de fluido. Isto naoc & uma situagao sa-
tisfatoria e, alem disso, este campo magnético nao foi le-
vado em conta no tensor de energia-momentum.

Entretanto,Nduka (1977a) estudou o problema de
esferas de fluido carregadas na teoria de Einstein-Cartan ,
utilizando a mesma linha de raciocinio empregada por Prasan
na e adotada nas solugoes deste trabalho. Outras solugdes re

centemente publicadas podem ser t(ratadas de maneira semelhan
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te, de modo a esclarecer a estrutura do sistema de equagaes
que pode-se chamar de Einstein-Cartan-Maxwell: Faulkes (1969b),
Nduka (1977b, 1978), Singh e Yadav (1978), Date e Radhakrish

na (l1977).
O PROBLEMA DA DESCRICAO CLASSICA DO SPIN.

A maioria dos problemas mencionados com rela
cao as solugdes obtidas deve-se ao comportamento da fungdo &
O ponto de vista adotado na determinagao de S ndo se mostrou
satisfatdrio e devem ser tentadas outras maneiras de se tra
tar esta questao. Pode-se tentar, como foi indicado, relacio
har S com um campo magnético estabelecido a priori, embora
seja possivel gue estes problemas sejam decorrentes de se

supor um tensor densidade de spin com a forma:

7
5"‘? - Sxpuj ,. Juguf = O, (4.8)
possuindo, devido & simetria esférica, somente a componente
8230 independente e diferente de zero.

A validade da "descrigao cléssica" acima (flui
do de Weyssenhoff)} fol considerada suficiente, por ser uma
extensao das propriedades do momentum angular intrinseco em
relatividade especial.

Entretanto, nao h& necessidade de se manter o
ponto de vista acima. Nesse caso, pode-se concluir quais as

componentes nao-nulas do tensor de torgao Cﬁg(relacionado com

sag pela segunda equagdo de campo) compativeis com a simetria
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esférica, em geral (Kuchowicz 1975b). Para isto, anula-se a
derivada de Lie do tensor'Zag em relagac aos tré&s vetores de

Killing £,y de uma variedade com simetria esférica. Em coor

denadas esféricas (t,r,0,¢), estes vetores s3o:
%m= (o0,0,0,4) (4.9a)
— (o o, sine, cot B o P ) (4.9Db)
%(?—) - ot

%Ls) - (o 0, ¢, - cot € &s‘u‘e) (4.9¢)

A derivada de Lie, aplicada ao tensor de torgéo, possuira a

forma, numa variedade de Riemann—-Cartan:
T sty ¥ Py tt ¥ w s
5@@ =5 G“P’P+GHF>% m-k(:xtx (lrl;&‘c*f’ 7 . (4.10)

Dal resulta que existem 0ito componentes independentes e
1 2 _ 3 2 _
01'502 a g03' CO?, -
_ 73 7 2 _ 3 2 _ _ 3 0 1
- éOZ’ZlZ —613' 515 - %2’ Z23'Z‘23'

Kuchowicz (1975b) discute de que maneira pas-

nao-nulas do tensor de torgao: EOQ,Z;

sam a ser escritas as equagOes de campo e a gue restrigoes
estao sujeitas as componentes da torgac. Algumas suposigoes
fisicas devem reduzir o nGmero de componentes nao-nulas da
torgac e podem-se obter resultados sem utilizar expressoes
bastante restritivas com a "equagao de continuidade" (4.5).
Entretanto, a adaptagao de solugoes da relatividade geral
neste esquema devera também sofrer dificuldades com relagao

as condigoes na superficie da estrela.
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SOLUCOES COM SIMETRIA CILINDRICA.

Um quadro fisicamente mais plausivel pode ser
discutido quando se deixa a condicac de simetria esférica .
Uma distribuicao de matéria com simetria cilindrica é mais
adequada para tratar, por exemplo, as propriedades de rota
¢ao e de magnetismo gue, porventura,sejam consideradas.

Prasanna (1975b) considera uma distribuicao
estatica em que os spins das particulas individuais do £lui
do estac alinhados no eixo de simetria e calcula as equacoes
de campo de Eingtein-Cartan no caso de pressao anisotrdpica.
A solugac & adaptada da relatividade geral fazendo-se as subs
tituicdes p por p = p—8ﬂ52 e p por p = p—8ﬂ82. Os proble
mag gque sofrem as solugOes com simetria esférica sao, de
certa forma, resolvidos, pois € possivel introduzir-se uma
equagao de estado plausivel e os potenciais métricos pos-—
suem derivadas continuas na fronteira entre a distribuicao
e 0 vacuo exterior, cuja simetria € descrita pela solugao
cilindrica de Levi-Civita. A pressac, no entanto, € descon-
tinua na superficie da distribuicao.

Uma situacgao mais realista deve considerar um
campo magnético gue induza esta distribuigdo de spins. Pra-
sanna (1975d) estuda o problema das equagOes de Einstein -
~Cartan-Maxwell no caso de simetria cilindrica, que também
resulta numa solugao em que a equagao de estado & aceitével
e 0g potenciais métricos sao fungoes de classe cl em  todo

o0 espago.
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Uma discussaoc sobre uma possivel solugdo inte-
rior com torgao para a métrica de Kerr no caso estacionario
foi iniciada por Prasanna (1977), sem, no entanto, ter sido
completada. Entretanto, a teoria linearizada de Einstein -
~Cartan fornece, para uma esfera estatica de poeira de
Weyssenhoff, uma solugao cuja parte exterior & uma lineari-
zagao da métrica de Kerr (ver Arkuszewski, Kopczyhski e

Ponomariev 1974).



177

Conclusoes.

Neste trabalho procurou-se apresentar 0s prin
cipais aspectos da teoria gravitacional de Einstein-Cartan
e discutir a aplicagao de suas equagoes de campo ao proble
ma especifico do interior de esferas finitas de fluido per
feito com spin e suas consequéncias.

No Capitulo I foi construida a teoria, estabe
lecendo~se, primeiramente, a geometria diferencial da va-
riedade espago—temporal de Riemann—~Cartan Uy enrigquecida
{(em relagao ao espago~tempo riemanniano da relatividade ge
ral) pela introdug¢ao de uma conexao assimétrica, implican-
do na definigao dos tensores de torgaoc e contorgao.

Em seguida, com basé noc espago-tempo U4, de~
senvolveu-se a teoria classica de campos para detexrminar as
equagoes fundamentais que descreveriam a gravitagao gerada
por um campo tensorial ¢. Para isto, definiu-se o tensor
densidade de momentum angular de spin como a derivada fun
cional da densidade lagrangiana que descreve § em relagao
ac tensor de contorgao.

Surgiram, portanto, duas equagoes de campo pa
ra a teoria de Einstein-Cartan: a primeira, GuB = 8151:&B ;
é semelhante em forma a equagao correspondente em relativi

dade geral, pois relaciona o tensor de Einsteln Ga (que a

B
gora inclui termos de torgao) e o tensor de energia-momen—

tum € (assimétrico); e a segunda, 3;BY= SWSQBY, sem cor-—

]
respondente em relatividade geral, prové uma relagao alygé-
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¥
8

do tensor de torcao, dada por 3;8

brica entre o tensor de spin S e uma combinagao linear

Y. Estas equagdes puderam
ser determinadas, tanto pelo formalismo tensorial, como pe
lo de formas diferenciais.

A aplicagao do teorema de Noether levou aiden
tidades para a densidade lagrangiana e permitiu a identifi
cacao de tm8 e SaBY como guantidades a serem conservadas
na variedade de Riemann-Cartan, fornecendo, desta forma ,
"equagoOes de conservacao" para a energia-momentum e para o
momentum angular.

0 segundo capitulo trata da influéncia da geo
metria de Riemann-Cartan em varias situacoes fisicas. Pri
meiramente, chamou-se a atencao para a existéncia da inte-
ragao de contato spin-spin caracteristica da teoria, que
surge ao se separar, na densidade lagrangiana de campos ,
a parte riemanniana da parte nao-riemanniana. Também foram
estudadas as trajetdrias de particulas livres num espago -
-tempo com torgao, o que levou a definir as curvas extre
mais (que se identificam com as curvas correspondentes el
espago-tempo riemanniano) e as curvas autoparalelag, em que
aparecce explicitamente a conexao assimétrica do U,- Obteve
-se, para uma familia de autoparalelas, uma equagéo de
desvio, generalizando, assim, a equa¢ao de desvio geodési-
co dos espagos sem torgao.

Em segulda, abordou-se o eletromagnetismo '
que, devido a sua invaridncia de gauge, nao pode ser afeta

do pela torgéo. Entretanto, fol considerado de interesse ex
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pressar as eguagoes de Maxwell em termos dos objetos cova-
riantes em U4.

O problema de um fluido perfeito com spin (Weys
senhoff) num espaco~tempo de Riemann-Cartan foi tratado a
seguir. Foram estabelecidas as definicoes dos parametros ci
emdticos deste fluido: expansdo, deformagao e rotagio e ob
tidas suas equagoes de evolugao temporal.

Enfim, o Capitulo III é dedicado a modelos de
estrelas esféricas com spin. Tomando como base os capitulos
anteriores, as equagoOes de campo de Einstein-Cartan s3o a-
plicadas de modeo a determinar as fungoes métricas e as ex
pressoes para a pressac isotrOpica e para a densidade de
massa-energia destas esferas, para as quais os spins das
particulas que compoem o fluido estao alinhados radialmen-
te.

As solugoes foram obtidas através de uma sim-
ples adaptagac de situagoes ji conhecidas em relatividade
geral, as quais sao utilizadas para expressar a pressac e
a densidade "redefinidas" de modo a incluir os termos de
spin.

Desta forma, foram construidos dois modelos :
o primeiro, estatico, baseado numa analise de Adler e o se
gundo, dinamico, adaptado a partir de uma solugao de Vaidya,
na qual considera-se a emissao de radiagao eletromagnética
em aproximacao de Gtica geométrica. Foram discutidas, en
fim, as caracteristicas destas solugles e, em especial .

fez-se mencgac dos aspectos que tornam este tipo de abordagem
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do problema de estrelas com spin implausivel.

A literatura sobre Einstein-Cartan e outras
teorias com torgac & bastante extensa e um grande  nimero
de topicos nac foi aqui apresentado. Entre os principais de
gsenvolvimento da teoria omitidos neste trabalho, pode-se ci
tar: (1) o ponto de vista gque trata Einstein-Cartan como
uma teoria de gauge para o grupo de Poincaré {Cho 1976a,b);
(2) a linearizagao das equagoOes de campo de Einstein-Cartan
(Arkuszewski, Kopczyhski e Ponomariev 1974; ver, também ,
Adamowicz 1975); {(3) a formulagao hamiltoniana de Einstein
—Cartan desenveolvida, por exemplo, por Kasuya {(1978) ,
Szczyrba (1978) e, utilizando o formalismo de formas dife
renciails, por Galvao (192976); (4) o tratamento de campos
espinoriais em U, {em especial, o campo de Dirac): Vexr
Hehl (1974), Datta (197la,b), Hehl e Datta (1971). A eletro
dinamica espinorial em Riemann-Cartan foi considerada por
Hayashi e Sasaki (1978).

A teoria de Einstein-Cartan teve grande inte
resse devido a expectativa de que 0s termos repulsivos da
interagaoc spin-spin evitassem a formag¢ao de singularidades
no colapso gravitacional de estrelas e em cosmologia. Na
verdade, varios modelos cosmoldgicos sem singularidade fo-
ram construidos: Trautman {1973b), Kopczyhski (1972,1973),
Stewart e Hajifek (1973), Tafel (1973), Raychaudhuri (1975),
Kuchowicz (1975c,1978). Aléem disso, o colapso de esferas fi
nitas de poeira com spin foi evitado no modelo de Raychaudhuri

e Banerji (1977) num raio maior que o raio de Schwarzschild
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da distribuicaoc (Banerji 1978)*.

Os teoremas de singularidades de Hawking-Pen-
rose (ver Hawking e Ellis 1973) foram generalizados para
espagos com torgao por Hehl, von der Heyde e Kerlick (1974).
Nesta analise, foi mostrado que o colapso de modelos cosmo
16gicos com spin esta relacionado com a violagao de uma con
digao de energia pela distribuicdo de massa-energia corri-
gida pelos termos de spin. No entanto, ao considerar dis-
tribuicOes em que o campo de Dirac & a fonte de gravitagao,
Kerlick (1975,1976) chegou & conclusac que as correcdes de
spin induzidas por este campo fazem com que a interacgao spin
-spin seja repulsiva para particulas de Dirac com spins a-
linhados e atrativa quando os spins estac opostos. Deste mo
do, a formagao de singularidades & implementada ac invés de
evitada. Inomata (1978) também obteve um exemplo de campo
de Dirac que confirma os resultados de Kerlick. O'Connell
kl977) analisa este problema através da parte nao-riemannia
na da densidade lagrangiana da teoria, concluindo que a
intera¢ao de contato spin-spin & atrativa no caso de um cam
po cujo tensor SGBY € totalmente antissimétrico.

Assim, a prevengao do colapso que ocorre nos
modelos cosmologicos e estelares mencionados pode ou nao ser
uma descrigao "correta" da realidade. Estes modelos poderdo ser validos
desde que seja plausivel supor uma distribuicao de matéria com spin des

crita como um fluido de Weyssenhoff, considerado a densidades altamente

* Ver, tambem, o estudo do colapso de uma esfera de fluido
de Weyssenhoff por Arkuszewski, Kopczyhski e Ponomariev
(1975) que nao colapsa, embora os autores afirmem o contra
rio, Esta situagao foli esclarecida por Hehl, wvon der Heyde,
Kerlick e Nester (1976).
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elevadas,

Por outro lado, Nester e Isenberg (1977) con-
ceberam um outro tipo de comportamento singular, desta vez
associado a torgao: por exemplo, uma fonte cuja densidade
de spin depende explicitamente da torgao, como & o caso da
maioria dos campos tensoriais. Se se introduz esta expres-
sao na segunda equagao de campo e a resolve para a torgao,
a solugdo obtida pode depender do campo de tal forma que
a torgao assume valores infinitos, enquanto gue o campo
assume valores finitos. Este tipo de "singularidade da tor

cao" foi estudado por Nester e Isenberg no caso do camnpo
de Proca, acoplado a um modelo cosmoldgico de Bianchi tipo
V. Estes autores concluiram que, a medida que © modelo co-
lapsa o© campo de Proca atinge os valores criticos para
os Jquais a torgéo aumenta enormemente. Assim, o papel da
torgcao neste esquema também ndo & o de conter o colapsc ,
mas o de provocar um nove tipo de singularidade fisica.
Além disso, e, apesar destes fenOmenos serem
caracteristicos da torgao, Nester (1977) demonstrou a equi
valéncia efetiva entre as teorias de Einstein e Einstein -
-Cartan, j& gue se pode encontrar, para gqualguer lagrangia
na de campO na teoria de Einstein, uma outra lagrangiana
de campo em Einstein-Cartan que resulta em equagOes de cam
po equivalentes as deduzidas em relatividade geral para a
mesma métrica e a mesma fonte. As duas teorias tornam-se ,

assim, indistingﬁiveis, inclusive experimentalmente. ¥y

teoria de Einstein-Cartan possui, portanto, as mesmas pa-
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tologias que a relatividade geral e, além disso, & capaz de
prever outros efeitos indesejaveis. No entanto, pode-se op-
tar entre as teorias de Einstein e Einstein-Cartan de acor-
do com a conveniéncia do problema. Um exemplo de fonte pa-
ra a qual as equagoes de campo de Einstein~Cartan tornam-se
mais simples gque as de Einstein & fornecido por Deser e Zu-
mino (1976) e utilizado em varios subseguentes trabalhos em
superdgravidade.

Todavia, tanto a ocorréncia de singularidades
da torgao como a equivaléncia formal entre as teorias de
Einstein e Einstein-Cartan sao consequéncias do fato de ser
a torcao uma quantidade que nao pode se propagar para fora
da distribuigéo fonte do campo gravitacional. Recentemente,
investigagdes gue incluem uma tor¢ao dinamica tém sido rea-

lizadas.*

* Ver Kaempffer (1978), Hcojman, Rogsenbaum, Ryan e Shepley
(1978), Hojman, Rosenbaum e Ryan (1879).



ILe fond de l1l'air est frais.
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Apéndice 1.
CALCULO DOS TENSORES DE CURVATURA NO CASO ESTATICO.

0 calculo dos tensores de curvatura utilizados
no Capitulo III foi realizado em base de tetrada, utili
zando © formalismo das formas diferenciais, de acordo com

o método exposto em Soares (1978). A partir da métrica:
2 ()
ds= e’ UL 2 M2 (ot +arrB AY2) (1.1)

sao definidas a seguinte base de tetrada e sua base  dual

de l-formas:

A v ) A
w’=e +dL N oL = ¢ < w? (1.2a)
A2 -2 7\
w's e dr —y d=e 2wt (1.2b)
" A
¥ 1 dB d.6=1 2
W= JU - =1 W (1.2¢)
M
wgz Um0 Ay dy - 1 oug'
— ‘F_m (1.2d)
o 5im

de modo a poder-se escrever a métrica sob a forma minkows-
kiana

L

)L_(u)‘-;) (1.3)

doto (wi*- (W (w

Tomando a derivada exterior das 1l-formas em (1.2), obtém-

—-5e:
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A A A A
dw’=_9' ¢ 2 w® A W' (1.4a)
R
1
dw?: 0 (1.4b)
A “)/,Z_‘ ", l\
GLLUIﬁ GJdﬁsUJZ' (1.4c)

Db 2 a3
w'Aaw®, W8 wiaw (1.4d)
H
Os coeficientes de rotagao de Ricci s3o introduzidos atra-
vés da relagao:

d w*

~ Fa)

2 B A
1Y%, whAw (1.5)
» B ’

de modo que, comparandeo (1.5) com (1.4), os ¥'s nac nulos

66 _66 ..7\/;

i
e 28 _-z- e (l.6a)
2 3 ] 3 -
PV AP S PO £ U (1.6b)
12 1% 21 3A C
3 3
‘63&%:’5 28 = wlo (1.6c)
Mo
befinindo, agora, os coeficientes
C - ﬂ EAA - AAA"K. ~
o’i@?--&—( ,;\FJ? D’ﬁ“, i}ﬂg) (1.7)

) - Fad
- -C , ¢ * (1.8a)

C

o>

noa
13
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~AA
CQQQ:CQ%‘% Z'Caﬁi‘: ”Cg?%:_._& (1.8b)
H
Ca % —Csag: wtd (1.8c)
H
e podem ser obtidas as l-formas de rotagao riemannianas
A o phy
25.7( C‘* 7)
A= Y 1.9
& N ( )
A : "\ A
o 4 | /2
z(- Az X“A - % g UOO (1.10a)
1 0 2
F A _..'A/ A
4 SN
1 3’2-?{&3 -_ € " w* (1.10b)
H
A A A
A 3 - M
_«:-Zf Ao e Cwd (1.10c)
) 3 3
§ n=-0 A=~ LB W (1.104)
3 LT T

A suposigao de densidade de spin radial forne

ce:d

S. o-_—_ —5 5&0 5(n)bL =5 (1.11a)

#22
L3>

Z..0__C

L3

A a0 - - WS () (1.11b)
3%

Assim, as l-formas de torgéo,
/\

@ 6/\/\ w@/\w (1.12)
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assumem o8 valores:

[

0 & 3
® ~16TT S w AW’ (1.13a)

@i'i: @i: ®3: O

. (1.13b)

Introduzindo as l-formas de corregac COMO
" ~
@7= A b
;-_?\ AN D (1.14)
&
tem~se gue:

~ A
0 & &
/A f::?\ A :-—8‘”_5003 : (1.15a)
A 0
~ A
0 N

~ 3 — A
A 3-_-_ A sz 3T S w* (1.15b)

(1.15¢)

’i.__r%__ 3
Nz )\3_ ETTS w

Logo, as l-formas de rotagao de Einstein-Cartan sao dadas
pela soma das l-formas de rotagao riemannianas e das 1l-for

mas de corregao:

AN " N
W A:ZS&A.;.?\ A, (1.16)
pT T B P
Portante,
N n IN
A
(:,L)OQ:: W 6_': KOQ (1.17a)
A ~ -‘a
0
W A= LOZA: AN A (1.17b)
(2 8

" n~ A
: , s
w°._ :wa 6: lA % (1.17c)
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o, XA

Wig=-Wiaz 8 2 (1.174)
A n A
Ao 3 A

w g = - = ¥ 1 (1.17e)
2 3 3 °

Wiz -Wis= - w8 w?- 3MSw® , (1.17F)

o ”~ t »-h A 7
oLwDR: d,w“ﬁz_(v" _V'A +V'2‘)€, wlAw! (1.18a)
L A4 4 |
~ A~ A
d4UJQA::AabUaJA:;._%Tr(f;-p ) ) efh/l‘quAbU3+-
oL 0 R
. 2 ¢
~375 8 w*Al’ (1.18b)
o
~ A - ;k _ ~ N
do? 2= oLwaa;-_ETY ("o'+ _Sﬁ__) ot a1 1809
He
a % ) _-A A&
d«w“l;..d.w"'*a - A &7 whAwt (1.18d)
L . .
"N I A A - A A
deq%: -d‘waﬁ::)\,l_.@%whf\wg_wte /i?‘i\ : .18e)
An rnF
n )
2.
dw g:_d— 33'_ “-(6‘ \)S)L lz’l.UAw +U-F'Aw3 .18f)
+ H*
Assim, calculam-se as 2-formas de curvatura, atraves da
exXpressao
OV SR ST
L @:d,UU At W A AT 4 (1.19)
p A o



190

Resulta:
A A A A
2000 (2 A, v‘%)e'?‘ wWIAw' «
Xy H
2
...’EGTFS % WwaAw (1.20a)
_O_ Az _(v SANULY ol S RVE
g
_?'TT(D + C.l_) “r\/"w (1.20b)
X N e
W= gz [ e? oums )w N
H

_3T{% +i E:%/Lw?‘/\wi’ (1.20c)
e

A A —A
m&:-ﬂiaz-ﬂns(y_ )& /"“w Aw3+

Py h,
+ .2?}1,{:7\ ‘UAAUU (1.204)
A 2 e
U=y = srrs( 1 ) M B awdy
e h.z
- 2
+ :?-L " wh /\LU (1.20e)
o
n:_‘ﬂ_%n:. gr( 4 V 6) /2"(,0 Au)’*.,.
L.

- e 2, %
Y R .\.[ﬂL”T ST W AwW?® (1. 205)
h~ | B
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Donde se obtem, imediatamente, as componentes nao nulas do

tenscr de curvatura, por comparagéo COM a expressao

0] 2% f
ﬂ”_ A‘_‘_"_Ka/\,\ wo AW ¢ (1.21) -
2 APe
~ ~, -, ?é\ - . -
RBR O:nR‘%’(\}*’)‘OZR’B‘\’\Q:"KQA’\' :ne« l,"_,_p\i-]-l}t_l (1.22a)
) 10 oo R4 4
o)
OVVCR QUN N SUPLI SRS e
MM S N85 = ao = (1.220)

L5 Fi ~
KB. “):“Khﬁ,az'%&, L_-—RA%A r_(@ﬁﬁ[,’-«l’?) .22¢)
~ L

Al ,W_-% \
o = K‘* = W(S

.224)

) ML_

et = R f"."?i: = K. 85:. R ﬁ.'!;?-\é—el'ngz)(l'zze)

A — ~n — o) s n — ¥
!\3.3, = - ‘}I% = i"z\:a poond F\ZRE_ W’Q ('S'l'ﬂ(l.ZZf)
o A A ~ )
—_ -F/\_ ~ - - L-— A FL’__, 3%( )
R 5
RF ﬁ—-p’\ - -R, Q"-& /{Z— 7\‘-2..‘?\ 22h
048 SKEA Y I B I X o 5y (1.22h)
~ o~
-~ q p 7"} “‘Aé.a .1
£n q_:__ ~ — _Ka ,\9&__ 2 LA .
01‘% - be % = KC‘;\L’\ _F\S:(\)/i..%ﬁg& &\3__’}/‘_.)(1.221)
n Vil
A

3 ' A
_ann "?\i\f\;\ —Kga«a— N ¢’ (1.225)
A LI

R : % Sy ﬁ. % I,V (i_:
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AN by
SR N0

s
A a 3 X
Ronsbe Ronnt e Ryan=Ransdz A & bt
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finalmente, o tensor de Ricci tem como componentes:

it ‘I .‘L l ﬁ -~ L 2.’
R o MR
A
SR N MO
\ i -A
KEQZR%Q:(A“L“L)L 4 AY—L:Q-’ (1.23c)
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Apendice 2.
CALCULO DO TENSOR DE EINSTEIN PARA O CASO DINAMICO.

A sequéncia de calculos e as definigdes  sao
as mesmas do Apéndice 1. Entretanto, a métrica contém fun

¢oes dependentes do tempo:
” t : L), .
da= MMkt e Pl @ o et sto i)

Base de tetrada e base dual:

_ ) V/a, Sz
w - Otx; ) ___? Cij:‘: € CA)O
W = Mg o
= _ di=- € w
a /2_’ - s
UJ‘_’:: e ~do — (Le:@_'w:b w*
R M
w? - rLand ¢f dy dy- LI
— )
A st ©
awl. _y' 2:’7\/2’ BLINTL
2
A S P A 2
dw's A 7% oW
Ay
A ’ _9 /. ~ n
dw= £ ¢ /“wOAw’*'+(_'\_ +g).ej7‘/2)w?z\w3-
Ao
i A »071, 8 3 A\ e a . .
dw :% ¢ w°nw%+(i+% M w? c&t_ff_ LP/%ngu)%.
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Tensor de curvatura:

A A V/
Ran =-Faan = Rygp = -Ragy = o (7-&;)6 =S

n L * + 2 { f
Rnnsd o Rasd Qi _p 2(f B B )g‘i (,31 pv )é"‘_eaﬁZS"
o2 = L = = . +
L v 4

£ an® RS -vfe
P"b’ii‘” 22 = K3 = - “Ag - _ 8m (&+F,S)

&« ¥ 20 2 4

(\ ]
tzwa . Ki?,é%:— “2362 = &% [Sf+ < J‘f‘)S]

v 2.
S S N FVARVA
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R 2 sy 2 NI L UL Xy k-2
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Tensor de Einstein:

2 e 4 rt
e,ﬁzgﬁ\-{—«—g
R S Py A
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