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RESUMO

Sao estudadas varias propriedades termodinamicas de
um modelo de ordem-desordem com e sem deforma¢oes para ferroele
tricos em uma, duas e tres dfmensaes. Analisa-se, principalmen
te, as possiveis sequencias de fases desses modelos e suas or-
dens de transigao. Calcula-se tambem o calor especifico, a sus-
cetibilidade eletrica e a polarizacdao espontanea. Faz-se compa-

racoes com resultados experimentais do PbDPOa, PbHPO4 e se ob

tem a sequencia exata de fases Ope——Cyyp « Coyr ~
«——Cyy do BaTiO; e do KNbO,. Compara-se tambem a presente
teoria com a de Devonshire para ferroeletricos e com a de Cha -

ves, Barreto, Nogueira e Zeks para o BaTiO3 e KNbO3.



SUMMARY

Several thermodynamic properties of an order-disordef
model (with an without deformations) for one, two and three
dimensions ferroelectrics are studied. The analysis of the pos-
sible phase sequences and the order of the transitions is per -
formed. Specific heat, electric suéceptibi]ity and spontaneous
polarization are also calculated. The theoretical results reasgo
nably agree with the experimental ones for PbDPO4 and PbHPO4
Within the present theoretical framework the correct phase se-
quence (Oh — (a9 +———+C29 — Csv ) for BaTiO3 and
KNbO3 becomes possible. The present theory is compared to the

Devonshire's one for ferroelectrics, as well as to Chaves ,

Barreto, Nogueira and Zeks' theory for BaTiO3 and KNb03.
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INTRODUCAO

Um dos ferroelétricos mais conhecidos € o BaTiO3 que
pertence a familia das perovsquitas. Foram propostos na litera-
tura varios modelos, na tentativa de exnlicar em particular a
sequencia de fases 0 «—> C;y == C,y <> Cgy detecta-
da experimentalmente para este composto {1 - 3). Um modelo de
ordem-desordem fol proposto por Mason e Mathias (4 ) no qual o
Ti ocuparia seis posicBes nos vertices de um octaedro. Este mo-
delo foi abandonado porque prediz a fase C,,, a 0°K ¢ se sabe
que existem as fases sz e Csv abaixo de C4? . Megaw (1)
observou, apds experiencias de difracdo de raios-X, que os Ions
Ba+2, Ti+4 e Od2 nao formam uma estrutura compacta, existindo
espacos vazios nos quais o Ti poderia se mover. A questdo a ser

r

colocada &€ se o potencial efetivo para o Ti € um potencial 'ra-
so a T >T_ com minimo no centro da celula unitaria (5-9)
ou se ele apresenta varios minimos em posigoes equivalentes des
locadas do centro. Comes, Lambert e Guinier (10) propuseram um
modelo de ordem-desordem no qual o Nb (ou Ti) ocuparia uma das
oito posigoes deslocadas do centro e ao longo das diagonais prin
cipais da célula cubica. E este o modelo de ordem~desordem uti-
lizado no presente trabalho para trés dimensoes. Neste modelo
considera-se que um atomo {ou molécula) tipo A ocupa os verti-
ces da célula cubica e um atomo (ou molécula) tipo B ocupa um
dos oito minimos do potencial situados fora do centro € ao lon-

go das diagonais principais. Faz-se, assim, um modelo que vpode
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ser ajustado para toda a familia das perovsquitas. Mas ja  foi
mostrado por varios autores que o BaTiO3 sofre deformacgoes na
célula unitdria ao passar de uma fase a outra (11-16). No pre -
sente trabalho foi desenvolvido tambem um modelo que conside -
rasse tanto o efeito de ordem-desordem do atomo tipo B (Ti,Nb)
quanto as deformagdoes da célula unitdria. Faz-se modelos analo
gos para cristais ''quase-bidimensionais', onde cada célula uni
tiria apresenta um potencial efetivo com quatro minimos para os
atomos (ou moléculas) tipo B, e para cristais ''quase-unidimensio
nais", onde cada celula unitaria tem um potencial efetivo com
dois minimos para os atomos tipo B. O modelo unidimensional e
equivalente a um modelo de pseudo-spin (16-19).

E oportuno destacar que, dentro dos graus de liberda-
de de ordem-desordem e das deformagoes, os Hamiltonianos associ
ados aos modelos deste trabalho sao os mais gerais permitidos pe
la simetria dentro do quadro de interacoes a dois corpos e entre
primeiros vizinhos.

No Capitulo T & apresentado um modelo de ordem-desor
dem para cristais '"quase-unidimensionais'; estuda-se as possi -
veis fases do sistema e a ordem da transigao. No Capitulo IT
introduz-se as deformagbes no modelo do Capitulo I e se estuda o
efeito destas na ordem da transicao. Também se calcula o calor
especifico e a suscetibilidade elétrica. No Capitulo III & elabo
rado um modelo de ordem-desordem para cristais 'quase-bidimensio
nais':; obtém-se as sequencias de fases possiveis, ordens de tran
sicdo e se calcula o calor especifico e a suscetibilidade elé -
trica. No Capitulo IV sdo introduzidas deformagoes mno  modelo

do Capitulo III. Estuda-se o efeito destas nas fases, nas or -
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dens de transicao e se calcula o calor especifico. No Capitulo
V & apresentado um modelo de ordem-desordem baseado no proposto
por Comes et al. para perovsquitas, se estuda as sequencias
possiveis de fases e as ordens de transicao. No Capitulo VI ,
as deformacoes sao incluidas no modelo do Capitulo V e se ob -
tém a energia livre do sistema. No Capitulo VII faz-se algumas
comparacoes com resultados experimentais do PbDPO4 , PbHPO4 ,

BaTi0, e KNbO3 e com as teorias de Devonshire para ferroele-

3
tricos (20-22) e de Chaves, Barreto, Nogueira e Zeks (23) para
o BaTiO; e KNbOB. 0 método aproximative utilizado em todo o tra
balho é o método variacional da Mecanica Estatistica, baseado
na desigualdade de Bogoliubov (24). O Hamiltoniano variacional
( j{o) utilizado em todos os modelos tratados & sempre um Ha-

miltoniano a um ''corpo', © que torna a aproximagao utilizada

equivalente a aproximacao do campo molecular.



CAPTTULO I

UMA DIMENSAO SEM DEFORMAGAO

1.1 - Modelo

Seja um cristal uni-dimensional, suposto ciclico, com
N celulas unitarias, cujo parametro de rede vale a e composto
de dois atomos por célula, denominados A e B. SupBe-se também a
existencia de um duplo poco de potencial entre 2 atomos do tipo
A, sob a acao do qual esta submetido o atomo B. Admite-se que
estes pogos sejam suficientemente profundos para que se possa
desprezar as flutuacoes do atomo B ao redor de seus minimos
Nao se considera, neste capitulo, nem as deformagbes e nem oS
fonons relacionados com qualquer uma das duas sub-redes. Tem-se,

entao, o modelo de ordem-desordem para a sub-rede B.

Tomando como origem da i-ésima célula o ponto equidis
tante dos 2 pogos de potencial desta, define-se uma variavel
discreta >‘i’ onde o indice i se refere a celula, cujo espec -

tro e:

_ . (1.1.1)
X(‘: —ii L:i|‘9~)—"’“}r\j

0 valor +1 representa a ocupacao do pogo a direita
da origem da i-ésima celula pelo atomo B € o valor -1 represen-

ta a ocupacao do outro pogo. Esquematicamente:
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LA 3 .
- b L+ 4

A

A A A
. +14 + -1 -4
mﬂuégg*d@gpu.T. G €g§m_{ﬁ A O 62% O gg,megaﬂﬂggw"_
' B I © B
s 4 ————
Figura 1.1.1 - As setas indicam a origem das celulas; os circulos menores

representam o duplo pogo, onde o circulo cheio significa a
presenca do Atomo B naquele pogo e o circulo traceJado repre
senta a ausencia. Os indices i, i+l, i-1, se referem ds celu
las unitirias. Os circulos maiores representam os Atomos A.
Este modelo de ordem-desordem poderia ser visto como
o andlogo, em uma dimensao, do modelo proposto por Comés , Lam
bert e Guinier (10) para estruturas do tipo perovsquita em treés
dimensoes. Neste trabaiho devido a isto, se denomina os cris -

tais que apresentam uma estrutura semelhante a descrita acima

de '"'perovsquitas lineares'.

Considerando-se interacgoes somente entre células pri-
meiras vizinhas, por exemplo, a i-ésima com a imediatamente se-
guinte, o Hamiltoniano desta interagfo sera uma fungao das vari

avels_,xjr € )‘i+1' Para o caso mais geral, este Hamiltonia-

no pode ser escrito como:

!
—_ 0 i o (1.1.2)
ﬂa»a+i T3t T ne+ Ty RMra T2 3: Ao Nira

onde JOO,Jgﬂ e J sao constantes. Os termos que envol

(o] 8]
I 2

vem produtos triplos ou de ordem maior, de ):i’ b necessa-

1+1”
riamente recaem sobre um dos termos da eq. (1.1.2) devido a se-

guinte propriedade das variaveis X;i:

A
(:)\;_) = + 1 ¥ e N C (=1, . -, hJ> (1.1.3)



Considerando-se a variavel )'i como um vetor centra
do na origem definida anteriormente, ve-se que existem as se -
guintes '"topologias'" dos vetores correspondentes as possiveis

interacdes entre as ceélulas primeiras vizinhas i e i+1.

) A=+L o N, =L D — —
i) N=-13) Nig=-1 = — —
1) Nz +4) Npre=-4 = —t

V) A== Nzl D —— —

Figura 1.1.2 - A cada par ( )\i, ™.,q) associa-se a sua configuragao topolo

1+]1
gica correspondente.
Como a energia do cristal &€ invariante sob a operagdo inversdo,

as topologias 1) e 1ii) sao equienergeticas. Na =~ Fig. 1.1.3

faz~se uma equivaleéncia entre topologia e energia da interacao.

— s Sii

Figura 1.1.3 - Associa-se a cada topologia uma energia de interagao. Existem
duas topologias que correspondem a energia § 1

Peode-se, agora, construir a tabela 1.1.1



ivq
¢ +4 | -4

+1 €11 | €12

€1 | €41

Tabela 1.1.1 - Na 12 coluna coloca-se os valores de ),i e na 12 linha os

valores de X Na tabela aparecem as energias associadas

i+l’
as possiveis combinagoes dos valores de %'i e >\i+1'
A eq. (1.1.2) deve satisfazer a tab. 1.1.1. Pode-se

: : /
escrever as energias a partir de ¥ colocando-se, pa-

i— 1+l
ra cada configuracao, os valores correspondentes de ).i e
)\ 141 Da eq. (1.1.2). Tem-se, assim procedendo, 4 equagoes
correspondente as 4 configuragoes, e um vinculo ( €17 &,5)

que implica na condigao:

o (1.1.4)
jiid, = - j:Lg

0 - c e - .
Como J0 e uma constante aditiva pode-se toma-la igual a zero

e usando-se a eq. (1.1.4) pode-se reescrever a eq. (1.1.2} como:
—_ © ' l ) (1.1.5)
H. 0,7 T <>\L_>\i+1)""3: To N Niga
O Hamiltoniano de todo o cristal sera:

N
K=o Fhey == F T Ny OO
L=1

onde foi utilizada a seguinte consequeéncia da hipdtese do cris-



tal ciclico:

N
Tﬁx Z <>\L—>\L+i> = O (1.1.7)
t=1

Definindo-se:
L=
pode-se escrever a eq. (1.1.6) em variaveis reduzidas como:

) |
W= -5 2 M i (1.1.8)
t=1

cuja forma € idéntica ao Hamiltoniano de Ising em uma dimensao
considerando-se somente interagoes entre primeiros vizinhos(25,
26). Para esta dimensdo, este modelo de ordem-desordem & um mo-

delo de pseudo-spin igual a 1/2(16).

1.2 - Méetodo Usado

0 "ensemble" escolhido € o canonico, no qual estdo fi
X0s a temperatura, o nlmero de células do cristal e o campo elé

trico externo.

Quando se constroi um modelo obtém-se um Hamiltoniano

F . Através de K pode~-se obter a funcao de particgao

z— — T é_p‘j—(‘ (1.2.9)

e a energia livre

F = — kg T Q z ' (1.2.10)

Existem problemas operacionails que surgem quando se deseja cal-
cular exatamente a funcao de particdo e consequentemente varias

fungdes termodinamicas relevantes ao sistema sob analise.Poucos
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sdo os modelos para os quais se consegue superar tais dificulda
des. Como alternativa, utiliza-se recursos, tais como os méto -
dos aproximativos que possibilitam o estudo de fenomenos fisi -
cos e fornecem resultados, quando bem escolhidos, bastante razo
aveis. O metodo que serd utilizado em todo este trabalho & o
""Metodo Variacional' da Mecanica Estatistica, baseado na desi-
gualdade de Bogoliubov, que consiste em se construir uma ener -
gia livre variacional, F, que sera funcao de um ou mais parame-
tros; esta energia livre variacional € sempre superior a ener -
gia livre F dada pela eq. (1.2.10) permitindo-se, portanto, mi-

nimizar F em relacdo a estes parametros e tomar este valor mi
nimo como sendo a energia livre sobre a qual calcular-se-a as
fungoes terﬁodinamicas. Para a construciao de F deve-se, heuris
ticamente, propor um Hamiltoniano o que deve conter algumas

das interagées de ¥ mas que seja suficientemente simples para

que se possa calcular a sua funcao de particgao

e
4o = Do g’ (1.2.11)

e consequentemente a sua energia livre

E, — -ksT L 2o (1.2.12)

Proposto o Hamiltoniano o , e calculado Fg» obtém-se F uti-

lizando-se a desigualdade de Bogoliubov (24).

Fe<F+(H-Hp = F (1.2.13)

d - pHo
e s = ElGe e 3
CH T = Tr @-PR¥e (1.2.14)
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E importante ressaltar que neste método existem trés  energias

livres, F, Po e F que nao devem ser confundidas.

1.3 - Calculo da Energia Livre Variacional

Propoe-se como Hamiltoniano Ho

I

N
o - JIv > N (1.3.15)
t=1

que escrito em variaveis reduzidas se transforma em:

ho = =4, N, (1.3.16)
i=1
onde
- _He
he = e (1.3.17)
_ T (1.3.18)
QV jpum _J.;o
Com esta escolha do Hamiltoniano 1{0 0 método varia-
cional se reduz a aproximacdo do campo médio (ACM). Sabe-se

que esta aproximacgdo a uma dimensao € ruim e faz aparecer uma
transicao de fase quando se sabe que ela nao existe. Todavia co
mo este método sera usado nas outras dimensoes, tratar-se-a tam
bém o caso unidimensional com ele. Este tratamento ndo €& inOtil
porque pode-se, por exemplo, observar em que a introdugao das
deformacoes neste modelo, o que sera feito no proximo capitulo,
alterara os resultados aqui obtidos, em particular no que se
refere a ordem da transicao. Este efeito das deformacoes sobre

a ordem das transicOes sera Util nas dimensoOes superiores.

Dividindo a eq. (1.2.13) por JZO pode~-se escreve-la
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em variaveis reduzidas:

;E:JCQ + L h—lho (1.3.19)

onde foram usadas as definigoes:

F_F
= 1.3.20
= S5 ( )
F
- © (1.3.21)

Substituindo-se as eqs. (1.1.8) e (1.3.16) na eq.

(1.3.19), obtém-se:

B N . N
f=f + <"fdi' L; Nivies + Ay ;z=4.>\5'>’

N N
:‘fo"IlZ.i<>\L>\e,+a.>o+ ﬂv; <>\L>o (1.3.22)

onde

4 >\L>\L—M.>o = TA(NE\#C;:; e

::<§~g>o<>\;+1>o: <>\@>i‘ (1.3.23)

Verifica-se aqui, para esta particular escolha de '}{O, a apro-
ximacio do campo medio, ja referida acima, que consiste em se
tomar a media de um produto das variaveis lambda igual ao produ
to de suas meédias. A Gltima igualdade da eq. (1.3.23) se deve
a que o valor médio da varidvel lambda independe do sitio des -

ta wvariavel.

Define-se o parametro de ordem, ? , nho sentido usa-

do por Landau (27), como:



= X

onde
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Y e E—i,ij

(1.3.24)

Se os atomos A ¢ B formam uma molécula com dipolo elétrico per-

manente, o parametro de ordem esta relacionado com a polariza -

cdo espontanea do cristal a uma temperatura T, PS(T),

da formula

_ P
W = P o

Substituindo-se as eqs.

(1.3.23) e (1.3.24) na eq.

atraves

(1.3.25)

(1.3.22), fa

zendo a soma sobre os N sitios e dividindo o resultado per N ,

obtem-se:

7 | 1
N {":-“'_ {; -
0 melhor valor de jV
portanto:
. 9F :_,l_'aafo*lz‘a‘z
N 24y N 24y 2qv
mas como
—l‘g‘FO*_‘z
Y v

obtém-se para j :

v = 2

Agora calcula-se T

(1.3.26) e se obter f. F

FO = <‘j’(°‘>o — T Se

onde SO

ALk

sera aquele que

+b+1,

Y

L&)

29y

para substitui-lo

¢ dado por:

€ a entropla associada ao Hamiltoniano o .

minimizara T

(1.3.26)

kl

(1.3.27)

(1.3.28)

(1.3.29)

na equacao

Em varia-
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vels reduzidas tem-se:

f = ey —t Ao (1.3.30)
onde foli usado as definicoes:
t= Kol 1.3.31
T (1.3.31)
Ao = Do 1.3.32
= Ka ( )

Utilizando a eq. (1.3.29) pode-se escrever <poj>o como :

hoy = —N Bt (1.3.33)

e para se calcular s g supoe-se que dos N atomos B existentes
no cristal, N1 deles estac localizados no pog¢o de potencial cor
respondente ao valor N = *+1 e N, = N - N1 estao localizados

no pogo correspondente ao valor N=-1. A energia <-ho:>o po-

de, neste caso, ser escrita como

(hop, = (“‘ Na,-f”a,) b (1.3.34)

Igualando esta equagao com a eq. (1.3.33) e utilizando-se da
equagao N = N,+N, obtem-se para N, e N, em fungao de N e
2.
- N ( )
No =7— (L+ % (1.3.35)
N _ (1.3.36)

As probabilidades p; e p, do atomo B estar ocupando pogos de po
tencial assoclados aos valores >\= +1 e >\ = -1 respectiva

mente, podem ser escritas do seguinte modo:

N
PL:"H,Q’—'—- (1.3.37)
Py = ‘i} (1.3.38)
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como
s 2
"?9;‘ = So :-—l\lz PL/QM’P(_ (1.3.39)
L=1

pode-se utilizar os valores de N, e N, obtidos nas eqs.(1.3.35)
e (1.3.36) substituindo-as nas eqs. (1.3.37) e (1.3.38) e estes

na eq. (1.3.39), obtendo-se:

po = N{= F{(+D) Lu(i+9) + (%) fr (-2 + R 2}

(1.3.40)

Substituindo as eqs. (1.3.33) e (1.3.40} na eq. (1.3.30}) e di

vidindo por N obtém-se:

Lf = s L[4 (14 + (172) R (1-2) -
(1.3.41)

— 2 e 2]

As eqgs. (1.3.29}) e (1.3.41) substituidas na eq. (1.3.26) forne-

cem para a energia livre:

A = L P S [O4) L (1) + (172) L (1-%) -

(1.3.42)

2 e 2]

1.4 - Existencia da Transicdo de Fase

Expandindo-se a eq. (1.3.42) para % &1 reobtém-se

o tratamento fenomenologico da energia livre feito por Lan -

dau (27):
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LV]EN',}{G:—D%&""“‘ ' (1.4.43)

E facil ver que se t > 1 a energia livre nascera
como uma parabola com curvatura positiva, significando que o}
valor de % que tornara minima a energia livre sera R = 0.
A esta fase da-se o nome de desordenada. Se t < 1 a parabo-
la tera curvatura negativa, indicando que o valor de % que mi
nimizara a energia livre sera diferente de zero caracterizando
a transicdo de fase. Chama-se a esta fase de ordenada. A tem-
peratura de transicdo sera t. = 1. Toda esta discussido & equi-
valente a tomar o coeficiente A(t), da ja citada expansao

da energia livre de Landau, igual a:

Ak) :T‘ioi_f) (1.4.44)

Cabe destacar que neste formalismo n3oc € necessario fazer supo-
sicoes sobre os coeficientes das ordens superiores de b
visto que se tem na equagao (1.3.42) a funcao completa da

energia livre em termos de b

1.5 - Estudo da Ordem da Transicio
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1.5 - Estudo da Ordem da Transicao

Minimizando a eq. (1.3.42) com relacao a 2 obtem-se:

25 0 b+ b
o=t &t,QM(_l___L;_ —- o (1.5.45)

Esta equacdao admite 2 solugoes, uma delas sendo a solugao trivi
al h = 0 para qualquer valor de t, correspondente a fase des

ordenada, e a outra sendo

+ 1k (1.5.46)
Lo (FFEE

que, invertida, fornece b = Hjt) # 0 correspondente a fase or

denada.

Para se saber a ordem da transicao da fase desordena-
da para a fase ordenada deve-se estudar a eq. (1.5.46). Em par-
ticular, & interessante conhecer o coeficiente de 22 na expan
sao da eq. (1.5.46) para W2 {1; se ele for positivo a transi
cdo serd de 12 ordem e se for negativo ela serd de 2% ordem. Fa

zendo a expansao acima citada, tem-se:

L2 1.5.47
+ ~ 4 - 3 R T—— ( )
mostrando que a transicao ¢ de 22 ordenm.

A eq. (1.5.46) & representada graficamente na fig.

Para o estudo das fases deve-se considerar dois casos

correspondentes as duas fases do sistema:
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| B

o) i o 1

Figura 1.5.4 - Grafico do parametro de ordem versus a temperatura Nota-se o
nascimento continuo da ordem na temperatura critica t —1 ca -
racteristico da transigao de 2% ordem.

I} - Fase desordenada (Y% =

Colocando-se a solugao b =0 naeq. (1.3.42) obtem-se

para a energia livre, fd’ correspondente a fase desordenada

[
" .fd — —t L. a (1.5.48)

I1) - Fase ordenada (b # 0)

Substituindo a eq. (1.5.46) na eq. (1.3.42) obtém -se

para a energia livre, ford’ da fase ordenada:

-K'i_M:—J_f,;lz7~+—'-z L(,ltz>[1+izﬂ,w(i+b_)+

(1.5.49)

) S (A=) = 2 2n O]

Atraves da eq. (1.5.46) pode-se conhecer o comportamento de

ford versus a temperatura considerando-se b como variavel para

metrica. As energias livres ?d(t) e ?Ord(t) dadas pelas eqs.
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(1.5.48) e (1.5.49) estdo representadas na fig. 1.5.5.

1

L
5 ._‘VT\T '{'a

e a
3 £y - ¥
(-t -t 2

,.,.E\ - —_—

P o SR

Figura 1.5.5 - Transicao de 22 ordem desordenado-ordenado. Pode-se observar
que abaixo de t =1 a energia livre da fase ordenada e menor
que a da fase desordenada mostrando que o sistema se encon -
tra nessa fase. As tangentes das duas energias livres em t =
=1 sao iguais, comportamento este, tipico de transicoes de
22 ordem.

E interessante observar, na fig. 1.5.5, que a fase
desordenada tem tangente ndo nula (-1n 2) em t = 0 violando,por
tanto, aquele principio. Isto se deve a que a entropia por célu
la unitiria desta fase vale 1n2 pois o parametro de ordem nio
se ordena. Esta 'violacao" do 3° principio nao & grave porquan-

to, em t = 0, o sistema ja esta na fase ordenada.



CAPTTULO II

UMA DIMENSAO COM DEFORMACAOQ

2.1 - Modelo

Semelhante ao descrito na secao 1.1 diferenciando - se
daquele por se permitir ao atomo A se deslocar para uma posicao
de equilibrio diferente da inicial, deformando-se deste modo to
do o cristal. Continuarao nao sendo consideradas as vibracoes

dos atomos A e B ao redor da nova posicao de equilibrio.

Suponha-se por exemplo que no esquema representado na
fig. 1.1.1 o atomo A da 12 c¢élula unitiria se desloque para
uma nova posicao de equilibrio situada a uma distancia d de sua
posicdo inicial, o da 22 c&lula para uma distancia 2d, 0 da
i-€sima célula para uma distancia id. A representacao desta de-

formacao e feita na fig. 2.1.1.

L " po e e G e e
Ll 7 s - \\ i K s : - N
w}Aa@m SR PO S TR ¢4 S ,,,,,_k,ﬁ,w,,wk,,,ﬁ%m,ﬂ_,_+_+_
N L P ~o Lt L L
\ 3 \'—'”“’”"W_"“) [N o 3
d Xd 343
Figura 2.1.1 - Os circulos tracejados representam a posicao da sub-rede A

antes de se deformar e os circulos cheios representam esta
sub-rede apos a deformacac. A sub-rede B nao estd represen—
tada mas se deforma juntamente com a sub-rede A. A deforma-
cao permitida &, portanto, uma dilatacao.

A forma mais geral do Hamiltoniano de interacgao da
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i-¢sima celula com a imediatamente seguinte considerando-se a

deformacao sera:

— : . ; L
j{i—-r(_'—f-i'- T+ Tiot@ki’L 31(5@)>‘£+1’ LR SIS
onde a variavel A & definida como na segao 1.1.

0 Hamiltoniano de todo o cristal é&:

/ N i
3 :%; tp{i—biﬁ-i

N 2.1.2
=3 {BO+ 7N e PN ies - TON s ) (248

c=d
onde os termos de acoplamento das variaveis A sdo funcoes do
parametro d. A funcgao Jo(d) ¢ o termo elastico do Hamiltoniano,
tendo primeira derivada nula. Supondo-se que sejam funcgdes ana-

l1iticas em d pode-se expandi-las em série

— © . t ) z T = ] 4l 4 2)

3}@)* T+ T o d+ Trd +--- ( (A AR
sendo que os termos Jg , Ji . Ji , ++... Sao constantes. Se se¢
toma d = 0 na expansao acima a eq. (2.1.1) se transforma na

eq. (1.1.2) e o caso sem deformacao € reobtido. Posteriormente

- 0
tomar-se-a J_~ = 0 Como no capitulo I.

i
O Hamiltoniano ¥ , dado pela eq. (2.1.2), deve ser
invariante sob a operacao inversao do cristal. O efeito desta

operagdo sobre as variaveis \k, e d € o seguinte:

AN S N (2.1.3)

d —> + d (2.1.4)
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O Hamiltoniano transformado pela operagao inversao

2

i -
F{, sera:

N
7 . A
Him 3 {70 3O N TN TN D 2L
Igualando-se a eq. (2.1.2) com a eq. (2.1.5) obtem-se:
2.1.6
T = ~ 7,0 .

e, novamente, pela hipotese do cristal ciclico:

(2.1.7)

wJ
j—ix@ 2—_ <>\E - >\£+4_> - O
=4

Usando-se as eqs. (2.1.6) e (2.1.7) pode-se escrever a eq.(2.1.2)

como :
N _
Ho= 2 | @ - F O N ] (2.1.8)
(=i
e, para se escrever a eq. (2.1.8) com variaveis reduzidas defi -
ne-se:
— H
"= T,° (2.1.9)
A5 = 3“'1@2— (2.1.10)
o ji |
= (2.1.11
3,60 = 29 )
2z
— _d (2.1.12)
) — ”2{_

onde 2 € o parametro cristalino e JZO ¢ o valor da funcao J,(d)

fa) - L
€ suposto positivo para se poder ter a ferro-

quando d = 0. J,
eletricidade.

Com estas definicoes a eq. (2.1.8) pode ser escrita
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em variaveis reduzidas como:

(2.1.13)

N
h=2 {30 - £ 9.0 %N %4}

que € identico ao modelo de Ising em uma dimensao com magnetos-
tricao (28).

2.2 - Calculo da Energia Livre

Propoe-se como Hamiltoniano variacional:

N
Ho - - Jv Z‘LX‘:
(=

(2.2.14)
com as definicoes:
— FHe
hoe = e (2.2.15)
4= v (2.2.16)
v — o
2
a eq. (2.2.14) pode ser escrita como:
N
W = — 4 SN (2.2.17)
o v £ C
(=1

Para se calcular a energia livre variacional calcula-

-se, utilizando-se as eqs. (2.1.13) e (2.2.17), a media

- he
<h_l¢°>o :TJL]:CL\—LL::E/i ] :NBO(Q—J{Q-L@&Z"”QV!Z] (2.2.18)
T &

onde t = kBT/Jz0 e substitui-se este resultado na desigualdade

de Bogoliubov escrita em variaveis reduzidas obtendo-se:
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(2.2.19)

T b ® - L0 R A

onde T € a energia livre variacional dividida por JZO, f e a

0
energia livre associada aoc Hamiltoniano Ho |, dado pela eq.
(2.2.14}, dividida por JZO e % & o parametro de ordem do sis

tema, proporcional a polarizacdo espontanea do cristal, e defi-

nido como:
1,2 — <>‘i—>o (2.2.20)

Deve-se calcular fo e jv’ substituindo os resultadoes
obtidos na eq. (2.2.19) para se obter £ como funcao dos parame
tros R, & e t. Para se obter fo utiliza-se a entropia dada

pela eq. (1.3.40), calcula-se a média

u% Choy = = 4y b (2.2.21)

e tem-se:

Lg = oAy L[4 k) ha (44 (D) Lo (4-2) =002 ] (2:2:22)

N

Para se obter jv’ minimiza-se a eq. (2.2.19) com relacgao a este

parametro,
Y S U T 2 VI
N5 T WS 1.0 5+ +i.3F =0 (0
utiliza-se da igualdade
EE C (2.2.24)
N DAy
e segue:

V= 1.6) L (2.2.25)
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Substituindo-se as eqs. (2.2.22) e (2.2.25) na eq. (2.2.19)

obtém-se para f:

§=46)- —zi' 1.6) L __;_t[@%)/@(u D)+ (L-2) 2u(t-)  (2.2.26)
- 2 % 2]

Expandindo-se as funcoes jo( 5) e jz(é') de maneira analoga a

1
N

feita na secdo 2.1 e considerando-se as deformag¢oes proporcio

nais a 52 obtem-se:

LT L(t-0) s - (20 §—+0)

verificando-se que a ordem aparece a temperaturas abaixo de t

1]

. a .~ a
= 1 na transicfo de 2 ordem, sendo que na transigao de 1= or-
dem a temperatura critica €& maior do que 1 e seu valor depende

das funcoes jo(éj e jz(g).

Para se saber as possiveis fases do sistema minimiza-
-se a eq. (2.2.26) com relagdo a ea § e estuda-se as solu

coes destas equacgoes. Tem-se:

i 1
a)—r&—;ﬁ-———ﬁ@’z+ ’c/QM( +%>~—O (2.2.27)

cuja equacdo admite duas solugOes, uma sendo a solugao trivial
b = 0, correspondente a fase desordenada, e a outra sendo a So-

lucdo da equacgao

+ = iﬁ%ﬁ) | (2.2.28)

correspondente a fase ordenada.

il

b) 3

= 4, ‘© - -‘; {\,;CS) Lt = © (2.2.29)

E |

.
N
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onde fol usada a notacao jo’(.(é):_ g{;’\z}@ A& = 0,2.

0 sistema apresenta, portanto, duas fases. Para a fa-
se ordenada tem-se 2 equacdes e 2 variaveis que, resolvidas,for
necem as equacoes de estado 2 - b(t) e & = J(t) quando se
conhece as funcgoes jo(é') e jz( d). Mesmo sem se conhecer e€s
tas funcoes, pode-se obter relacoes entre suas derivadas que Sir

vam de critério para se saber a ordem da transicdo.

2.3 - Estudo da Ordem da Transicgao

Pode-se calcular a partir da eq. (2.2.28) a segunda
derivada de t com relac@o a ‘2?2 no ponto Y = 0 e estudar o seu si
nal. Se ele & positivo a transicdo & de 1% ordem ¢ se & negati-

vo a transicdo & de 2% ordem.

Derivando-se a eq. (2.2.28):

Ly

Iin/28 )2 b
oG )

dZ
dlZ “1() g\zz

[ 35+ (35 T06) 2

~k
(2.3.30)
2
28 D8 ~ ) ) ~
onde , sao obtidas a partir da eq. (2.2.29) e sao os
51 SHT p q. ( )
seguintes:

o . __[Mel”

2 LG - 1O E (2.3.51)
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s _ el OIS
Dt AYE) ALE) - 40O 416 EROEMOBEMOXTONE

P8

A

)

- 2
{2101601:64,0-1016)- 6] [1010-0 46} 5.

Substituindo-se as eqs. (2.3.31) e (2.3.32) na eq.

(2.3.30) tomando-se b =0, d =0 e lembrando que jZ(O) =1,
jo(o) =0, jé(o) =0 e j;(o) > 0 obtém-se
2 / Z
d°t - _ Z 4 [33@0] (2.3.33)
d 2t G
k=0
Pode-se ter 2 tipos de transicao:
i) Transicdo de 2% ordem
’ PA
EPOY Y- <O (2.3.34)
IO T

a curva 2 x t correspondente a esta transicao apresenta um com
por tamento semelhante, qualitativamente, ao mostrado na fig.

1.5.4.

ii) Transicdo de 12 ordenm

o] 2
o s 7S

o comportamento tipico da fungao b{t) correspondente a esta fa-

(2.3.35)

se ¢ mostrado na fig. 2.3.2.

Verifica-se que a introducao da deformagao no modelo

apresentado na secado 2.1 permite obter transicoes de 12 ou 2%
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|

_________ bl SR

Figura 2.3.2 — Comportamento tipico da funcaok (t) para transigoes de 12 or-
dem. O parametro de ordem sofre um salto em t = t,. A linha
pontilhada representa a parte da fungaotZ(t) que nao tem in -
teresse fisico pois corresponde a regices de instabilidade

do cristal.

ordem sendo que no caso sem deformacdo sO € possivel a transi-

cdo de 22 ordem (ver secdo 1.1).

2.4 - Calor Especifico d Deformacdao Constante

Calculando a media de h para a fase ordenada, tem-se:
(2.4.36)

Luy =40 - 5 1,0

0 calor especifico a deformagdo constante ¢ dado por:

A Cs = _'_(2.4.@.&) — (‘3<k>e> ;‘; (2.4.37)
- N + -
h k J N\ %% /s z:;'a);
onde- o indice J significa que a derivada € a deformagdo cons-

tante. Substituindo as eqs. (2.2.28) e (2.4.36) na eq. (2.4.37)

obtem-se:

: L+
I Lz(l—"a"‘)/h}C 1—% (2.4.38)
NGTE T T 2 ==y L ()
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Para a fase desordenada o calor especifico € nulo pois
a energia livre desta fase € linear em t tendo, portanto, curva

tura nuia.

Para tracar o grafico de Cs versus a temperatura
usa-se 2 como variavel paramétrica e considera-se a deformacio

como uma funcao de b que se anula quando % se anula.

Cs = (:5(:%)
t =1 (80, )

Traga-se dois graficos tipicos do calor especifico versus tempe
ratura, um para transicao de 12 ordem e outro para transicgao de
22 ordem (ver figs. 2.4.3 e 2.4.4}).

|

v <5

2 .

< 1 _tc ,t*

o] ®

~ 2 ~
Figura 2.4.3 - Transicao de 12 ordem (Ea," T T A% < O) . A transigao

*
se faz a uma temperatura 1 < t. < t sendo t* a temperatu
ra que corresponde ao maximo da fungao t X 2. Acima de t, o
calor especifico e mulo. A limha tracejada mao tem interesse

fisico.
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A ~
N CE
9.§ f
/
! e
-
L >+
A, ra
0 4

Y, ra
} 3]
Figura 2.4.4 -~ Transigao de 22 ordem (% - ‘% P/ O) . Acima de t = 1

o calor especifico e nulo.

2.5 - Suscetibilidade Eletrica

Na presenca de um campo eletrico externo diferente de

zero constroi-se a energia de Gibbs (em varidveils reduzidas):

g (2.5.39)
onde € & o campo elétrico externo reduzido e g & a energia
livre de Gibbs reduzida.

Deve-se minimizar g com relagdo a %. Tem-se:

L | 3f
N 9% N2k

2f  § dado pela eq. (2.2.27), obtem-se

— € = O (2.5.40)

(1

— 4 (g)|2+ ‘?t 0. ( 1+Lz (2.5.41)



-30.

Invertendo-se esta equacao tem-se bh=heEe,s, t). A
suscetibilidade elétrica a campo nulo e a temperatura e defor-

macdo constantes e dada por:

2z
€—o €0 (€> + (1 -Ht )
|é_ '3[2 "&45 ( '2)42-
Para a fase desordenada substitui-se a solugao = 0

na eq. (2.5.42) obtendo-se:

d I
_ (2.5.43)
Ko =5

que & uma lei tipo Curie-Weiss.

Para a fase ordenada

+ — '2_4;(5)12
N = o

e a suscetibilidade correspondente, 7<£!5 , ¢ dada por:
b
X:a = (“‘?;) L?( =% . , (2.5.44)
) 5L — (1-42 L+ 5
D‘gl)lz Ez)/o“"(|_lz>ﬁ’z()
cujos comportamentos assintoticos ou limites sdo:
Loon 7L &
b — 4 €8
t—+O
Kesg ~ 77 Tyt (b»o,t—-&:@
o
./Q;\/\N\ CXX{(S __O
bh—+ 4 d+ .
L0
o]
AXZeE : 2 | :
dET Y Ty mErT Ty (2=, £~ 1)
=2 & ()



-31-

Para cada uma das transicoes, de 12 ou de 2% ordem, a

suscetibilidade versus a temperatura apresenta comportamentos di

ferentes e eles sao qualitativamente apresentados
2.5.5 e 2.5.6.

nas figs.
b e A~ n
T "
’,\
i \
S >t
Figura 2.5.5 - Transicao desordenada-ordenada de 12 ordem. A suscetibilida-~
de apresenta um salto na temperatura critica te > 1 cujo
valor depende das fungoes jo(§) e jo(&). As linhas
tracejadas nao tém interesse fisico.
P‘ -
KJC]K B
\
AY
\\
.,
'\.\“‘
- \-\"‘-—__.._._
O

1 a >t

Figura 2.5.6 - Transicao de 22 ordem desordenado-ordenado. A suscetibilidade
diverge na temperatura critica t. = 1 com expoente critico
T=1 (')C oL | T— T‘(_l‘f) tipico da teoria de Landau (ou do

campo molecular).



CAPITULO ITI

DUAS DIMENSOES SEM DEFORMACOES

5.1 - Modelo

Suponha-se um cristal bi-dimensional, ciclico , com
N » JN  células unitarias quadradas, cujo parametro de rede
€ a e que seja composto de dois atomos por célula, denominados
A e B. BEm cada célula supbe-se tambem a existencia de um  pocgo
de potencial que apresenta quatro minimos, com simetria quadra-
da e admitidos suficientemente profundos para que sejam despre-
zadas as flutuacoes dos atomos ao redor destes minimos, nos quais
pode se localizar o atomo B. Como o atomo A € suposto muito mais
pesado que o atomo B ndo se considerara, neste capitulo, nem
as deformacoes relacionadas com essa sub-rede, implicandona nao
consideracao das deformacdes do cristal, e nem os fonons do cris
tal,

Considerando-se como origem da celula (i,j) o ponto
equidistante dos quatro minimos do pogo de potencial nos quais

se move o0 atomo B, define-se o vetor

——de % A Y

— 5 C 3.1.1
>\.. pomatd %XL‘J-“—B >\L,_J ( )
cujas componentes assumem unicamente os valores

NS NI - L (3.1.2)



Ve-se, portanto,

recoes

dado pogo pelo atomo B. A representacdo esquematica

descrito acima & feita na fig.

A A
7 70
@ g

It

@k\ o

: :1 [

A A
Lt & R
A /p
VRS
A A
o .

que o0 vetor
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.

N

1]

3.1.1.

A A

% N

9P Lono

Py LR

LA

O o & D! .k\ o2
& 5 Ve SR
B 1S

A
i
ey

sendo que cada uma delas representara a ocupacao de

pode assumir somente 4 di-

um

do cristal

Figura 3.1.1 - 0s circulos maiores representam os atomos A, o0s circulos meno

res cheios representam 0s pogos ocupados pelos atomos B e

OS

c1rculos pontllhados 0S POgOS nao ocupados, nesta representa-
cao, pelo atomo B. As setas saoc os vetores lambda.

Este modelo

tado, modelo proposto

seria o analogo bi-dimensional do,

por Comés, Lambert e Guinier.

Considerando a interacdo da ceélula (i,j) com a

(i+1,j) e usando-~se argumentos '"topologicos" semelhantes

lizados na secao 1.1,
celula com o vetor da

3.1.1.

O Hamiltoniano completo

sendo que agora se compara o vetor

outra célula, pode-se construir a

com a celula (i+l,j) pode ser expresso como:

ja ci-

célula
aos uti
de uma

tabela

da interacdo da célula (i,j)
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N
Ni+l, ]
(1,1) {(-1,1) (1,-1) {(-1,-1)
-
N5
(1,1) €11 €1y €3 €4y
(-1,1) € 21 €11 €3 €13
(1,-1) €13 €14 €11 €1,
(-1,-1) €23 €13 € €11
TABELA 3.1.1 - Na primeira coluna se tem as quatro diregoes do vetor i;

—-— 1,]

e na primeira linha as quatro diregoes do vetor A . Tem

i+l,]
-se na tabela as energias correspondentes ds possiveis "confi
guragoes' do par de vetores. Observa-se que so existem seis

energias diferentes.

/ X Y = 3
_ c —_— -_—e - < °
Hoo= 05+ T8 N+ T Mot Tie Niea v Ty N ok

" A K i o 3 Y
& (rLy TR jéb\kag >£+nid +

— 3 o) “ B _ K 3 .
+ Jc >\:L; >\a,j + Tod Nitd, ] N i, 3 Tre ‘>\513 Wi+, o+
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o 4 x o S 9 3
T Tz{ >\¢“‘,>\;+i3 + IQ_ >~a 3 >\a,‘,>\e+13+
t 3 1 i '
b

e 4 Y % Y %
T T NG >\é+i‘j>“u+t,j + Tae No; Nod N

o ® x Y
Y >\E.J >\L+1,3 N

(L,
(3.1.3)
N o K Y % Y
y Iy >\Ctj>\[|“] >\c+¢,j>\g+¢,3
Esta ndo e uma expressao tipo série nas variaveis
X y X y .
>\ij’ T >\i+1,j e i+1,j Pois qualquer outro produto

destas variaveis necessariamente recaem em um dos termos da eq.
(3.1.3) devido a propriedade de valerem +1 quando elevadas a

potencias pares.

—

Para cada configuracdo do par de vetores N i ,
2

Eh' B -

Ni+1 j pode-se obter, a partir da eq. (3.1.3), a energia des-

kl

ta configuragdao como uma combinacao linear das constantes J's

Ter-se-a assim dezesseis combinacoes lineares correspondentes as

dezesseis configuracoes possiveis do par de vetores citado. Des

tas, somente seis sdo independentes pois € este o numero de ener

gias diferentes (ver tab. 3.1.1). Impondo-se as restrigoes mos-

tradas na tab. 3.1.1 a estas combinagdes lineares, obtém-se:

— _ T° _ o o
Tin = Ty = Toe F Toa = Tre = 3—104 = 3_32, = 5—3Dd = O
c _ Te)
TJ.C —_j_‘io_
o
T3, = — Ty

- — - O .
Com as restricoes acima e tomando-se J_ = 0 devido a
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esta ser uma constante aditiva, pode-se reescrever a eq.{3.1.3)
como:

_ o /% * i o (X *
H_= 310_( >\€,j‘>\L+L,j> - = Tea Al X (ed,]
| o 3 Y s
7 Teb Wi Niidd + T (N

R y Y
Cod "'>\i4—i,j) >\¢J\>\;+1j'

J

_.._!_.- o * b S Y
4 T,_‘ >\;’J‘§\¢]J‘ >‘£+:L,J >‘l+¢,i (3.1.4)

Na interacao da célula (i,j) com suas primeiras vizi-
nhas deve-se considerar também a interacdo desta com a célula

(i,j+1), cujo Hamiltoniano de interacdo, j{| , € obtido de for
ma semelhante e vale:

. o 'j’ R 3_ N l o \J E i
tJtLl = Jia (\,_1,, \wﬂi) -3 Jaa >\L,3\L,j+1 -2 Tﬂ,i e j\iﬂ*“-

+ Jzal (X‘;.j-—\t];*_i)Xg':,X‘ i —_— TH >\¢‘J ;:,»\‘L,ja-:l.

LR 4 Y

-3 __'l——;_% C>\gl;§\;’i3+4_ —+ >\L,3X£+i,_\)
o [ ){‘“ = A\ Y Y Y A

£ 30 [0 N )R W + (R - X000 Wi+

e]

! X .4 ® Y X Y '
T ]_L( \ng \,:l_‘, (\;H,j\aifﬁ-\g‘“i >\f_|j+j_.) }

(3.1.6)
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pois em consequéncia da hipotese do cristal ser ciclico

T Y [ Oy -Feens)« (Res =¥ i) f=0 627

3.2 - Calculo da Energia Livre Variacional

Propde~-se como Hamiltoniano variacional

JN Ny
o= = T 2 Neyy — Ty 2 RN (3.2.8)
RS e, d=1

Se F e a energia livre associada ao Hamiltoniano 3{ ,
eq. (3.1.6), FO a energia livre associada ao Hamiltoniano'}to,
eq. (3.2.8), e F a energia livre variacional utiliza-se a desi

gualdade de Bogoliubov ja mostrada na segao 1.2, obtendo-se:
L= - L Lo 5o L2 2
_N"F*‘NFO - z(Jzo..""T?_Oro>(LZx+12‘j)—
_ b © z A T
Z Ju LZ% lzti - Tx 2« Sy b‘i (3.2.9)

onde bx e %y sdo definidos como

— x.\ 4
he = {Xuip (3.2.10)

0y 2 P

e sdo proporcionais, se os dtomos A e B sdo Ions, as componen -

—~ —
tes Pg(T) e Pg(T) da polarizacao espontanea do cristal PS(TL

Por simplicidade, define-se as variaveis reduzidas:

. F
+ = — =
j_%.c«."_ NETS
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L S J—-C °
1.t T2p

30 = - TN
1= Tz?:-;ﬂ—j“fh

,1 - Jx

w -

Tzi.. -+ Tzob

.
Y = = <
TZ& + th—)

L= 4
- 2+ Tz,?o

L= e
° Tz?:.,, + Tz?a

+ = Ka T’
— o (=]
Joa + sz

Com as definigoes acima pode-se reescrever a eq. (3.2.9) como:
1 7 | i 2 2N _ 1o 2, 2
Tt= vz (2+'25) =5 4 T2y e ot Ay 2y (50220

Para se calcular £ como funcao de bx’ by e t deve -

-se calcular os valores de jX e jy gue a minimizem e calcular -

-se fo como uma funcido destes parametros. Minimizando a eq.

(3.2.12) com relagdo aos parametros livres j e jy:

I ST D2 ge g, D% 22 _g

N %gx — _N— gx LZ)L "aéx QL! LZS IZX -agx + "ZX +4><- fagx -
(3.2.13)

CE LRk y D% 4oy 2%y Ly > 2y

_——— — - e L -+ —

N OQdy TN DYy T Oy b '2n 2y 24y 3 by Ty O
(3.2.14)

e utilizando-se as igualdades:
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YA (3.2.15)
NCO gk 2x
2 2o (3.2.16
N Dy “'55 )
obtém-se para i, e jy: |
o= + (£+4525) Y2 (3.2.17)
(3.2.18)

fo= + (4442 27) 2
Para se ter

fo = (ko —tro (3.2.19)

onde So € a entropia associada ao Hamiltoniano ﬂ—Lc)— dado

pela eq. (3.2.8) - dividida por kB, deve-se calcular <:h;7b e

M -
ENE

s, que 520
N N Y |
(hoy = <" éxgl\e..\ -4y 2 7\3@2 = '"N(ﬁ“lz’ﬁ éﬂbﬂ)(s.z.zm

ho = 122 - (L) o (dr2)+ (£-2x) S (42

.+(,_L+%)_L(i+%ﬂ>+(¢—m,QM(¢-@3‘)]} (3.2.21)
sendo que para se obter a expressao da entropia dada pela eq.
(3.2.21) se utiliza do fato de a entropia associada a um conjun
to de sistemas que nao interagem € igual a soma das entropias
de cada sistema. Considerando-se a eq. (3.2.8) como uma soma
de 2 sistemas nao interagentes e sendo a entropia associada a
cada um destes sistemas dada pela eq. (1.3.40), segue-se a eq.

(3.2.21).
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Substituindo-se as eqs. (3.2.20) e (3.2.21) na eq .
(3.2.19) e o resultado obtido, juntamente com as eqs. (3.2.17)

e (3.2.18), na eq. (3.2.12), obtém-se para a energia livre:

—

L= L (R eul) -1 AL

At [ ) R (14 2) + (A=) (4 = bx) +
(3.2.22)
g (1e'29) o (4529) + (4-y) 0 (L-24) _ y ]

3.3 - Existéncia de Transicdo e Fases Possiveis

Expandindo-se a eq. (3.2.22) para bx’!zy £Z£ 1, tem-

-5¢e

' T ! 2 z

~ T~ T (2 +25) (k-0 + - --
mostrando que se t £ 1 a funcado f x b apresenfa na origem uma
curvatura negativa implicando parametro de ordem diferente de ze

ro caracterizando uma transicao de fase. Verifica-se, portanto,

que a ordem aparece a temperaturas menores que 1.

Para se saber as possiveis fases do sistema, minimiza
-se a eq. (3.2.22) com relacgao a bx e by’ obtendo-se as equa -

Goes :

AL = -9 -1 by ‘zfj Jc ,QM(“'[Z" )-- O (3.3.23)
N Dy

-,
L 3§ 1 A+ gy %94
T 5 A o O ,23) O (3.3.28)

que admitem treés solugoes:
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I} TFase '"Quadrada" [bx =12Y = 0)

IT) Fase "Retangular” (y # 0,%, = 0oulz =0, 5% #0)
II1) Fase 'Losango" (bx = by £ 0)

onde as aspas foram utilizadas porque os nomes das fases nao se
referem as deformacoes do cristal mas sim a simetria das proba-
bilidades de ocupacado dos quatro pogos de potencial pelo atomo

B.

3.4 - Estudce das Fases

I) A energia livre correspondente a fase quadrada, fo, €& obti-

da a partir da eq. (3.2.22) tomando-sek = hy = 0. Portanto,

T - (3.4.25)
N ]CQ — 2+ 02

I1) A funcao correspondente a fase retangular e obtida tomando-

-sel, = 0 eh, =b, naeq. (3.2.22). Tem-se:

R B A KEEE SN CEL IV (3.4.26)
+(A__,12R>/QM( T I O

Para se ter a fungéo!zR[t) correspondente a esta fase

substitui-se b = ER e by,= 0 na eq. (3.3.23) obtendo-se:

+ = Q'ZRH‘Z (3.4.27)
"Q’\-’“ ( i—‘?g)

que & ideéntica 3 eq. (1.5.46) representada na figura 1.5.4 ca -

- . .~ a ~
racteristica de transicoes de 2= ordem. Ve-se, portanto, que se

a transicdo ocorre da fase quadrada para a fase retangular esta
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transigdo & necessariamente de 22 ordem.

III) Tomando-se bx = by'; lzL # 0 na eq. (3.2.22) tem-se para

a energia livre fL correspondente a fase losango:
{r;ﬁl—:— br = s+ L) (v ) +
 (Lob) Do (d=t) — 2 2 2]

Colocando-se nas eqs. (3.3.23) e (3.3.24) os valores

(3.4.28)

%x = by:E bL # 0 obtém-se:

1: — _ﬂ.bL 4'2.4: %3
INC==%)

que & representada na fig. 3.4.2.

(3.4.29)

’ o \,“ D _4-__)
a) LZL T g\\__ 1 < :-‘Li < '%,‘ ' b) [2 N <g Y > 3
‘ L

AR _ 2t

e -z &

S AESR
7 ‘ v
s 1. > .t & - i > .t

Figura 3.4.2 - Obtem-se duas cutvas diferentes a) e b) dependendo do valor
de j9. A restrigao ~1 £ j§ @& necessaria para se evitar a di-
vergéncia da curva em t = O. A sua justificacao fisica sera
dada posteriormente.

Para se saber a sequéncia das fases obtém-se os com -

portamentos assintdticos das energias livres fQ’ TR e ?L para t
.. : .0

proximo de 1 e estuda-se, para os diversos valores de Jgo qual

delas & a de menor energia. Tem-se:
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|

_‘N"WCQ: — 2+ e A v o+ (3.4.30)
T Z
—;—f— {_R o = % (i—t) - Q't,QAAQ_, (,_t_ — i—> (3_4_31)
2,
f - ~ 4.
, )

Deve-se observar ainda que em t = 0 a energia mais ne
gativa @ a energia correspondente a fase losango pois € a Unica
das trés que respeita o 39 principio da termodinamica (tem deri
vada nula em f = 0). Esta € uma restricao fisica (figs. 3.4.3 ,
3.4.4 ¢ 3.4.5) implicando que a fase do sistema a baixa tempera

tura € necessariamente a fase losango.

Das eqs. (3.4.30), (3.4.31) e (3.4.32) e da observa -
¢ao acima, verifica-se as seguintes sequéncias de fases corres-

pondentes aos valores de jg:

d

QUADRADA «2—°Tdem . 1 hsanGo G9> 5
22 ordenm 1 o] 1
QUADRADA < > LOSANGO (- 3 LJ;< 3)
2% ordem 12 ordem

LOSANGO
.0 1
('1<J4<' §)

Estas sequencias de fases estao representadas nas figs.

QUADRADA «—————— RETANGULAR

3.4.3, 3.4.4 e 3.4.5,

-

Verifica-se da fig. 3.4.5 que a restrigao jZ‘) -1 e
consequencia da desigualdade ﬁ{k(’c=0)> -:;;-FL({::O) necessaria pa-
ra niao se violar o 3° principio da termodinamica. Na transicao

de 12 ordem existe uma rutura da derivada da energia livre na
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O
N
™~
S
_._J\.,
A ey
A
- = T \
-_— e
VAN
'\._‘
~
N N
~
'os J N
=/ L1 N
- I - N
AN
\‘
-4 L 4 e

Figura 3.4.3 - Transicao de 12 ordem quadrado-losango (jz > %J. As linhas

pontilhadas nao tem interesse fisico.

Figura 3.4.4 — Transicao de 22 ordem quadrado-losango (- %—(_j2<( %J. As 1i

nhas pontilhadas nao tem interesse fisico.
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e o T

Figura 3.4.5 - Transigao quadrado-retangular de 22 ordem e depois retangu -

lar-losango de 12 ordem. 0 valor de t. depende de jZ(—l(

jz L - 3l) . As linhas pontilhadas nao tém interesse fisico.

temperatura de transigao (ver figs. 3.4.3 e 3.4.5), o dque nio

ocorre na transicdo de 2% orden.

3.5 - Calor Especifico

Pode-se calcular para cada uma das tres solucgdes -
quadrada, retangular e losango — das eas. (3.3.23) e (3.3.24) ,

R

- - A L hd
0 calor especifico correspondente a CQ, C* e C7. Como a energia

. - - . Q
livre da fase quadrada e linear em t, o seu calor especifico C*
& identicamente nulo devido a estar ele relacionado com a curva
tura desta energia livre. Para o calor especifico da fase retan

gular toma-se a média <:h:>o e substitui-se nela a solucgio

da fase retangular (by = hg # 0, hy_= 0). Obtém-se:

“:T<L‘>f‘—‘- “%j lzi | (3.5.33)

-

onde a letra R na média significa que se tomou by =0 na me-
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dia de h.
0 calor especifico correspondente sera:
LI P 4
—_ :_i\.J__.___L:_? _ (3.5.34)
N dt R (dt/ci'zg)

onde para se calcular dt/d?R usa-se a eq. (3.4.27). Tem-se, as

sim, para CR

1
M Yhr = 2 (4-08) Lo (A1)

. L -
Para se calcular o calor espec1f1co C” toma-se, na me

dia < > 12)( = y = IZL. Tem-se deste modo:

CR_ 2o (L- %)M(i— 'zg) (3.5.35)

A - 2 L ,e Y4 3.5.36
N<"‘>e=—"“?r-‘7924»;5L ( )
Derivando-a obtém-se:

CL—' d<u> (;z

]
N - N

L 247 53>-————*i - (3.5.37)
A ()

Usando-se a eq. (3.4.29) pode-se calcular dt/dbL e,

substituindo o resultado obtido na eq. (3.5.37),0btém-se para
L.

C
: 1+h, o
Lok o b(iaiﬁﬁ(T??0(1+sqaﬁ)
N 2o, + 28 22 -(1+34 lZ&)@"’L’ﬂﬂm(i"':'- ) (3.5.38)

0 calor especifico do cristal correspondente as sequencias de

fases citadas & representado nas figs. 3.5.6, 3.5.7 e 3.5.8,
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Figura 3.5.6 - Transigﬁo de 12 ordem quadrado-losango (jz > %). 0 valor de

t o ea altura do salto do calor especifico dependem de jZ.As

linhas pontilhadas nao tém interesse fisico

FJ“V

2%

>t

Figura 3.5.7 - Transicao de 22 ordem quadrado-losango (- %'< jz < %J. A altu

ra do salto depende de jZ' As linhas pontilhadas nao tem in -

- .
teresse fisico.
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z|-

fw

S

2 ‘., ) >t

o8 ordem R 12 ordem

L {(-1< jz £ —-%9. 0 valor

de tegy depende de jZ' As linhas pontilhadas nao tém interes

Figura 3.5.8 ~ Transicao Q

se fisico.

3.6 - Suscetibilidade Eletrica

Para se calcular a suscetibilidade el&trica constroi

-se a funcgao g (energia livre de Gibbs) da seguinte forma:

‘ —_—

-
_ﬂfg:—g{l_lzxex_‘zﬂe‘j (3.6.39)

onde £ & dado pela eq. (3.2.22). Minimiza-se g com relagao a.bx

a.by, obtendo-se :

€, = ~ ’JH ‘Zx‘25+ -;,jt,QM(if %;:) (3.6.40)
Cy= =2y =4y bg by + 2+t ’QM<iLt?g ) (3.6.41)

Diferenciando ambas as equagoes acima e escrevendo-as

na forma matricial, tem-se:
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dex g o 2055, ATH
d €
2
(3.6.42)

Calculando-se a inversa da matriz 2 x 2 da eq.(3.6.42)
e multiplicando esta inversa a esquerda de ambos os membros da

eq. (3.6.42) obtém-se:

d 2y Ly Koy d €x
= (3.6.43)
d%g Koy Xﬂg dég

onde a matriz 2 x 2 da eq. (3.6.43) € a matriz simetrica susce-
tibilidade elétrica, cujos componentes X Xx* jX-xy e X vy

540:

(- lzf*)[t (1-%5 ) (4+ 25 v ) ]

T T < (- 02 ) (e [ - (45 (415 ] - () ko () )

(3.6.44)

(1- 'QZ)EJC (£- '2x)(i+ﬂq'22')]

X oy =
9 T (1) (e 02 ] e - (- ) (o 55 62)]- (052 e (LB 5)
(3.6.45)
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_ 2(1-95)(1-2%) % Yx 2y

Koy = :
P Te-(a-g3) (e a3 R e ~(A- ) (4445 22 )] - (02 )2 b2 L (1-53)(1-03)

(3.6.46)

Para cada uma das fases quadrada, retangular e losan-

go ter-se-a uma matriz suscetibilidade elétrica correspondente

xR e xb

solugoes correspondentes as fases nas eqs. (3.6.44), (3.6.45)

. Para se obter estas matrizes substituli-se as

e (3.6.46). Tem-se

a) Fase Quadrada ¢ by = %3 :_C))

: O
X = et (3.6.47)
- 4.
& 1
b) Fase Retangular ol
. — < 2P
(2x= a0 29=0) T (A
L+’
Q-bk) JLM»( E'Q1i> O
o 2y - (4~ %Q)@A< )
_}_C.__: ,QM(1+%L>

O (3.6.48)

2.t2 = (14 4 2%) s (ES)

que ja esta diagonalizada.

c) Fase Losango

Lo Ab+afi

b,=%,z=h #0
5= N
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L I
7(7ck. }iﬁsg
L
?S =
L A L

(3.6.49)

onde
i1+,

vtk - (b2 2k + 248 %E—(’i-é‘f’;)(mabf)u(i ) 4 ()
xe T Muy [:Uzﬁiﬁf, b3~ (4415 ) (4-0T) (i-(-'zL)] H@ ) L, i—bz”*)%gM(“”Z

(3.6.50)
. _ 1+h, )
’X'L' — Q_/AL, 12% (ﬂ—‘“lzL _/Q»A K b
My — o . , 2 i a L/i+h
T, + 28563 - (4+ 9300 )(1-28) L (B )] ulae) ™y (- ) I
(3.6.51)
Diagonalizando a matriz dada pela eq. (3.6.49) obtém-se:
- L
L R
4 — L
— O Korere = Xoney (3.6.52)
usando-se as eqs. (3.6.47), (3.6.48), (3.6.50) , (3.6.51) e

(3.6.52) pode-se representar graficamente, para cada uma das se
guéncias de fases obtidas na secgao 3.4, as componentes longitu-
dinais e transversais da suscetibilidade. Isto & feito nas figs.

3.6.9, 3.6.10 e 3.6.11 (formas plausiveis).
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Figura 3.6.9 - Transicao de 12 ordem quadrado-losango Go >
tem-se as componentes longitudinais da suscetibilidade e

l). Na fig.

a),
na

fig. b) tem-se as componentes transversais. A temperatura de

translgao t, > 1 depende do valor de
jadas sao a representagao matematica destas componentes

nao tém interesse fisico.

i3

. As linhas trace-

e

Figura 3.6.10 - Tramsigao de 22 ordem quadrado-losango (-
figura a) tem—se as componentes 1ong1tud1nals da suscet1b1-
lidade e na b) as transversais.

téem interesse flsico.

As linhas

tracejadas

b)) a1 SR
L RO
W iy
\,'-.‘ : !',‘_-__
¢ ‘ o
pd r l-;"'.“
v 7 :
oot : \
O : >1%
. 4
J44C - E '
'L+j({ ~ "
~
AN
\
\
<J < Na

1130
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Y b)
A i
X v
‘ - \
\ K?‘J
\
\
\
\_/
AN
&N L:r'"‘ N
© T L
te, v
A
¥ g
&23 }
N v
o .
A ;
1 v
l:
a4 a
Figura 3.6.11 - Transicao quadrado 2~ ordem 1~ ordem

>retangular ——————» losango
(-1 ¢ jz < - %) . Na fig. a) tem-se as componentes longitu
dinais da suscetibilidade e na fig. b) tem-se as componen

tes transversais. 0 valor de t. depende de jZ’ As 1i -

nhas tracejadas nao tem interesse fisico.



CAPITULO IV

DUAS DIMENSOES COM DEFORMACOES

4.1 - Modelo

Supce-se um cristal semelhante ao descrito na segao
3.1 diferenciando-se daquele unicamente pela hipotese das sub -
redes A e B poderem agora ocupar posicgOes de equilibrio diferen
tes daquela mostrada na Fig. 3.1.1. Considerar-se-a as deforma-
goes da sub-rede A, implicando a deformagao de todo o cristal ,
mas nao se considerara os fonons relacionados com qualquer uma

das sub-redes.

—

Define-se um vetor A analogo ao definido nas egs.

0
(3.1.1) e (3.1.2). Para se representar as deformacoes, escolhe-

-se os tres parametros do tensor deformagao

e ' .
jj? _ X% € x4 (4.1.1)

€xy Cyy-
O Hamiltoniano de interacgao da celula (i,j) com a ce-
jula (i+1,j) e obtido a partir da eq. (3.1.3) considerando-se

agora o0s J'S como funcgoes dos tres parametros e, e e e

XX Xy vy
Tem-se, assim, para este Hamiltoniano:
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d

I

% x x

+ T e ) H‘ . k X
b ( AN emj)%u.l + Iy o (Bax, e“ﬂtﬂfex")) >\C+i a
t
+Ti§(€“'ewa€x )}\8 UL % w
% <+l 2 M(Exx, eﬂ\j]e%\j>>\t‘-“’]>\i+i_’)
i

—_—x y i .
5 T (€xx, €4y € RN . AW A Y
T Q—b( [ ¥dg, P*lj)>\|_'_, >\¢*'i;.3“jlé(e*x'e‘j‘df&f*‘ﬂ)khjxt '

X Y
T (€xx,€yy, €xu) E
“KX . ! . . . .
B xa)kt+%§xc+id-er(erfe%%feﬂﬂ)£:JBa+%j

K ‘
TJ.-F (GY‘XJ e‘ﬂ‘ﬂ.l Q?Mﬂ) >\H\ .>\X 3 oy y
_ AL ) T3g (Erx i€y, €xy) \’\tl.'\kijxjai.j

%
- j_Sb (Qxx Cyy, Q*‘d)ﬁ,j\%\]ii J’\>\B

L x %Y K
9 {"’-L..'I FJ}C(%@;’ et‘jl_j ;Q?‘\Lﬁ)xz;))\zib}\ifil‘;
T jgd(Q*”*Q““)6*%>}h3>¢+Lj§i+id -
- L = AN R 4
T T (enn €y €xg) Koy Wy N e (4.1.2)

L

d

0 Hamiltoniano de interacdo, H , , da celula (ij) com

a célula (i,j+1) pode ser obtido da eq. (4.1.2) fazendo-se as
seguintes transformagoes:

T — T
>\7.1-i,5 -~——->>\L,j+i
onde os Indices omitidos significam que sao invariantes sob tal

operacao. O Hamiltoniano de todo o cristal sera
d’ v d d
4(" = 2 ( +H_ + j%,) (4.1.3)
t‘.l:j:'i

Este Hamiltoniano deve ser invariante sob as opera -
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coes de simetria do quadrado (grupo pontual 4mm), operacoes es-
tas que transformam as variaveis A's e as variaveis de defor-

macao e e e e da seguinte maneira:
c xx’ Syy Xy g

a) Rotacgao 90° no sentido anti-horario em torno do eixo Z

X Y
Ny ——> - Ny, m -t

4

Y K
Nijy —> - Ny -

€xx ——> Eyy
€yy —— E€xx
Cry —— 7 — Exy

b) Reflexao em um eixo situado a 45° do eixo X

4

Cxy — 7 €xy

sendo que as outras operacoes de simetria podem ser obtidas a

partir destas. Apos a aplicacao destas operacOes o Hamiltoniano

A
j{‘ se reduz a:

N
j'_(d = Z ; j;k’( Crx, e\j\ﬂ i'e?k“ﬁ) -+ j:( e?ﬂ?‘\] e"j‘j }‘e?“‘ﬂ>

“

t0=d

% A %
—_ o £ v . .
- ‘z:r_m(exx,ew,aw)kwkwm +

e y ®x x
= T Tao (Bxx, @49 €xy) N5 N iHa
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Lo, y 3 A

4 7 . y Y Y

7 T (€xx, €44.@x0) >\¢,J->\L+4-.J = 7 Top (B, Gy 80 ) N0 N s

_ *. . 4 - X

- [Tac (€xx,€yy,€ny) -+ Ty (Cxx, ew:e%‘:\)] A >?L ;
% %X Y '

T (€xx, € e Y RN

2a (€rx, W'e”)>‘L+L,J>\EM,&—T;i(exxeﬂwgw)>\£,j-+.1_>\t.i+i

e
— " X 5 ‘ x |
j—le (e?ﬁX.’eﬁ‘jeQX‘j)<>\C“‘!>\B' +>\1|J >\‘:+ilj)

(_,+fL1J

~ 1Y (e N Y
Tre (@, €y €ny) <>\i,5>\a,j+¢ + >\é,3 >\c,)+<L >

- % XK N

-+ —!3(); CQX?‘- €yy !eﬂ‘j) [(%(‘td — >\L+;L,j) >\£!j>gi+d.,.} j
g |

+ Tze. (€xx, €yy Jex%)[:(x(e,j - ch,;+4,> >\3;'_‘, >\8£)3+4_]
% Y y X

+ I35, (exx, €yy rexﬂ[(kgh{ — >\L+*—¢5> >\'£,.j >\)Z+L,J]

Yy E J
+ Ty (exx, eyy i@w)[(N.J “>\é.i+i> >\XL‘3 >zgf».wi]

_ S N x Y
v Tu COxni€a51€xy) N Wo ) Wiiayy Niws, |

Loy 4 %
Y T'-f (e;x\)g' eU‘j gQ?“:j>>\£|J >\‘-IJ >\(:!j+4_ >:jt 144

(4.1.4)

sendo que as func¢oes J's devem apresentar, para satisfazer as

simetrias, as seguintes propriedades:

i) (j_ok -+ :ro(j) (€rx, €3y, E€x ‘j) - (J:,K“l-]—c‘ﬂ) (Cyy,xx; ewg)‘i( T}*I‘?)(_eﬁ?‘ne‘ﬂﬂ,‘&g
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ii S Y e Y 2% Y .
V(3 +The + T+ 32 + 0+ TR ) (enn, ey, Cayn ) =

% y 2 g *®. N\ g
w(ﬂc+ﬁm+3hrﬁﬁd+%e+jﬁﬂ(@%exmﬁﬂ)
g ‘ x Y % '
:-—(IJ‘;E—%J”;C + Jad -+ J2a —#Tae'fffe)(@xx,gga,—ems)

iii) -~
2o (€xx, €qy €xy) = jﬁi(egg 1€%x; €xy)
— 4
= T2 (€4y, €xx1—€xy)
iv kK
) T,

o(Crx, eyy e =y P x
1 €¥9.8xy) jib(’ewrexhew)’-‘-:r:zb(’?wrez«xrexa)

V) _j—""* ‘ .
3&Ceﬁxf@jﬁff’xg):j—9 (e Ly, P — Y
3¢ HﬂrX%,exa)__j&;(e%ﬂ’eﬂxl_exﬂ)

. I
Vi)TF, T (ex -7 = b
3 (Erx@uy Eng) = Tyo (Byy, Oxx Buy) = - T30 (€yu, Exn, = €29)

R 4 ;
vii) Jy (Cxx, €yy, exg): J—HSCG‘H, Cnx, €xy) = j’]_ij (634,‘6?&)&,* €7«5>

.. % Y — Y
Viii) (T + T 0,0+ T * 3 o A
( io Lo 1b to T Ty I +-jid>(€%%3iﬂfepgzﬂ

. —_— _
ix) —Jle(exxfe‘jﬂr eK\j) jond jl-? (97«'}«, e\jj] ﬁx%)

X . )

) TB’CCE?‘*:QMJ"EK@ = — T34 (exxiea%.e;w)
Xl) JBQ_(QXKI ekjkj? Q%ﬂ) T jgb (GXX,} e‘j"j ] e?“:)}

onde se usou a notagao (f+g)(x) = f(x} + g(x).
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4.2 - Calculo da Energia livre Variacional

Propoe-se como Hamiltoniano variacional o mesmo pro -

posto no Capitulo III:

N I
X Y Y
vj{o'—:—TX ;- i>\s.‘l:) - :rtj Z >\(‘!J (4.2.5)
L= i,.,:)"'—’ci.

- ) d
A média do Hamiltoniano

A e
(dhy = B E

T @ P

(S

L d : .
N <H >O: Tekteﬁﬂ;e“ﬂ‘ﬁ|e7¢%>+ :]_;j(ex)g,e.\ﬁtjs()x%)
_.[- w 4
jgl,cceﬁ%few.e&ﬂ—%:r;_c (erx €ug, €xy)

+T3:}; <e>’“7":e‘d‘d' eij) +:]:1:; (ey-r-, SRR epﬂ)

+ 3—;; (Crn, eﬂj,exxﬂ) + j_ﬂ;é (Cxr Cuy,y ex'ﬂil ?x l2<j‘f‘

% Y N 2
‘%4:jo<eﬁ*ueﬁﬂuexﬁ)%-jgx(exx,ﬁqg,exgﬂ %X“*

L%, R oLl
— E’[Jlb (e"’?‘!eﬁ'ﬂ se}«\j> + j“;lb(ex)‘\,e"j‘ﬁfeﬁlj)] LZE:',

_ _Q:[J'ﬁ (Q,LXIQL_H,Q;W)-t-JH (e'f,)k, qujle;mﬂ)i] lz& 12%

(4.2.6)

onde 24 e 2y sdo definidos como no Capitulo III:

bz NS = oy = N
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Definindo-se as novas funcgoes:

joCe'ﬁX SRy = 7. 2 -
! 94y e?ﬁ"_’!) — Jeo (e?‘-?‘re‘j“f)z‘??’*ﬂ)"{_ jcﬁ Ceﬁ\ﬂf e":lu_\} e’“ﬁ)

Ty o (rx, € = T % Y
2c (Cnr, ﬂﬂ'6}5>31 Jac (Fun, €949,€xy) *‘Iﬁ(4<9£x;93%ﬁ%@
T, 7.9
Ty (xx, €4y, €ny) T Tou (€xx, €94, €xy)

% } _—a s
—+ Jne (€Kx|€xj»j/€zﬂj>+"5;2€ (tf“’"?‘re“j“ife"'\j)

Tpo. (Cex, €4y, €0y) = T30 ¢ Tao (
o (8rx, €4y, €)= Tpg (@nn Cuy (€pu)+ Ty ( €xn, €ygy) €xy)

= & - 9
jib("o?‘*xie‘ﬂhjzef\‘j) - ‘Jlb (exxf&d%,epﬂ\} -+ Tﬁ_b C@y-.;g‘eijjjeXLﬂ>

%
T'—{(eﬂ?(fe‘:i‘diex‘ﬂ) = -Jt_i (e'ﬁ-*ze\j‘ﬂp e'f\t‘l) -+ -—-rL.;j (eﬂﬁje\j"ﬁ !eﬁ‘:o

pode-se reescrever a eq. (4.2.6) como:

L - d — : Lo :

| , L2
— 5 Tap (nn, €ug Exa) 25 — T (Onx, By, Exy) 2 2

1 . .
- 7{'jh(€xx,€ﬂ3,exﬂ>b§'bg (4.2.7)

onde as funcgoes Jo’ JZa’ JZb’ JZC e J4 devem apresentar as se
guintes propriedades gerais derivadas das propriedades apresen-

tadas na secgao 4.1:
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jg(exxceﬂﬂiQX%)t: Jo (Cyq, €xx, €xy) = T, (€xx, €uy, — €xu)

Tlm(,exx.eﬁﬂ;exa) = JaL €4y, @py, €xu)= Tog ( Cury Cyy, = €xy)

Ji. (e Wy Exy) = ©
2¢ C Kxueﬂﬂrgﬁg>- Ticteﬂa[QKX,QKJ):“'JaCK:eKK;6%61"8*3>

j- (e . © ’ — - T
4 AR ‘j‘ﬂrex‘j> — TH(GQ%,Q;&X,G-,Q«:,): J¢1(€x%l€\ﬂ’-€x%>

Ta(exx:eﬂﬂ:@mj:‘o) — O

Jop ( €xn= €9y = Cry co) = Toe +In%,

Ty ( €ux= €yy = €xy=0) = Tf{)

As ultimas cinco propriedades sdo necessarias para se manter a
-~ - - - ‘J ~— ——
invariancia do Hamiltoniano H quando as deformagoes sao con-
sideradas nulas e para se reobter o caso sem deformagdes, tra -

tado no Capitulo III.

Como

— {Hy, = T T — Ty by (4.2.8)

% F_. obtido de maneira analoga as eqs. (3.2.20) e (3.2.21) e

igual a:
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Fo= — Jx ox— Tyl + ~5': ke T L (14 '25) {4+ by +

—+ (i—bx>JLA(if-b%)-+(}A-?g),ﬁﬂfﬂsﬁbg> —+ (4.2.9)
(4= 29) A (A=by) — 4 R 2]
(4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9}) pode-se obter pa-

. . 1 7 _ 1 - d . .
ra a energia livre g F = £ F o+ <fH,——ﬂ%o>Q , a seguinte ex -

Usando-se as eqs.

pressao:
= i ’ ) 1 .
F = 700 (G €yy, €xy) =1 fm(ewrew,ewﬁ LZ;?( -
A P > Ly o -
— 57 Jab (Cxn, @yy, Exy) 24 ~J2c(@nx, €yy By oy, 2y

i , ) . oy L i )
— 7 Ty (0o €y €na) By 4 1 KT (v b1,

4 (1) R (1) 4 (1 g A (142 0) +
+ (=) o (199) = 4 Lo 2] (4.2.10)

ApOs ter-se dividido todos os termos desta equagao

0 0 ~ P .
por Js5, * JZb , pode-se escreve-la em variaveis reduzidas como:

| T ] , f L
-gjﬁ = J C@xx Sy, exu) — 7 4 (€xx, Cyy,@xy) 25

| 4 - .
5} alb(e’”‘le%“ﬂlgx‘ﬂ> l?‘j - ﬂacﬁe‘)ﬂx ) elji.j]exgﬁ) 2% lej

- 7;: b, (exx eqy, exe)iilzg' + ’}It[@*‘?x)ﬂ/w(i“&)

e (L=t B (L=ly) + (r2g) L (LH'2g) +

+ (L="2g) San(t-2y) = 4 L &j (4.2.11)
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onde, em consequencia da definigdo das variaveis reduzidas fei-

ta acima, tem-se:

4.3 - Teoria de Pequenas Deformacgoes e Possiveis 'Fases"

Para se obter as equacoes de estadp b L (8, bjy(t)’
exx(t)’ eyy(t) e eXy(t) deve-se minimizar £, dada pela eq.

(4.2.11), em relagdo a estes parametros. Tem-se:

L2
Vg — T e (Gns gy ey) by - 1o (8xx, €uy, €xu) 2y
_QH(QM‘\,E’JQL}I€X%)L,X123 it/QM< ﬁ_+12x>:o
1-5
* (4.3.12)
I L . |
N 3'2 — ﬂg‘b(exxle‘j‘j)e%‘ﬂ)\zlﬂ_QQCCEXXF‘QH‘j,exlﬂ> '\Zx
— 4y (€xx, €y, exg) o by+ 4t 1+12ﬁ> O
= Ry (4.3.13)
s Df . lelexx €yy,Oxy) L oo (€xn, €uy, €xy) bi
N D€xx D €xx L D €xx -
L 340 (Bxx, €yy, €xy) D¢ (€xx, €9y, €xy)
T2 D Can 12 D € xx ‘2*53

A 24y exx,€yy,€xy) %2 5% — o
X ———

4.3.14
L 7 €y ( )
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__]_ )‘F — ?gg(ex\glékﬂ»),exv)) _ . 1 Bgam(ex}“leﬂ"?}_??‘ﬁ_ ‘23.‘
N '385-.5 ‘Be_&w 2 fbe(jlj x
! Qﬂab(exxfeanQXQ)bQ ___’aaac(e*x'eaqgexé)b 3

_ ng(ey‘xlea‘ﬂje?‘ﬁl -LZQ. 122, — O
P8 Yy

+ 2 €9y (4.3.15)
| ?? — 'Bgocexx.evme*‘ﬁ)_ 1 -&Q:l&(exﬁﬁe‘.‘t%e‘x‘:\) 12;2:
N Dexy B exy & D ery

| 2025 (8xx,€99,6x4) 2 DQac(exxfeHﬂfeﬁﬂ)__b L
43 D extj <Y D €xy *c4

1 ‘ng(QKX1€gyJLeK‘:)) 171 [25«).. 'S
2x 2y =

2 P exy (4.3.16)

Para um dado cristal, conhecendo-se as fungoes jO ,
j j j j ode- resolver o si ma de equacgo i -
Jog» ij, jzc e Jy pode-se ste guacgoes acl
ma e achar as equacoes de estado mencionadas. Como nao €& de in-
teresse, neste trabalho, resolver o problema para um cristal
especifico mas para uma familia de cristais, cujas caracteristi
cas possam ser explicadas por um modelo de ordem-desordem com
deformacoes, igual ao descrito na segao 4.1, faz-se aqui uma te
oria geral para este modelo, porem valida somente para pequenas
deformacdes. Supbe-se, nesta teoria, que as fungoes Jo» Joa ,
- - - ~ - . - . —
Jop» Joc © J4 S@O analiticas proximas do ponto de deformacao nu
la (e, = e = e = 0), sendo permitida a sua expansao em s¢-

Yy Xy

rie de poténcias dos parametros e e e e.._. A expansdo des-

Xx® Tyy Xy
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tas fungoes, que respeitam as propriedades das fungoes j's rela

cionadas na secdo 4.2, € a seguinte:

S R L 2 2 tiaa i L2
jo__ L do (Qx'ﬂ"'e‘ﬁ‘:i)—i_go 2 1% ew-i-—'zgo e’%lj (4.3.17)
i 23 .
Jio. = L dao @xx + 4350 eyy (4.3.18)
it 12
glb - i+ g;&- e‘j\j “"\" 410~. ex?ﬂ (4.3.19)
{2
bac = 9,7 exy (4.3.20)
o (4.3.21)
b= A
111y L1212 - .. 1111 .1122 .
onde Jo » Jg sdo positivos e j_ ig devido a es

tabilidade do cristal. Na expansdo acima foi levado em conta que

xx’ Cyy © Cxy sdo proporcionais a b% , 0 que

- . . . - - 4 :
se vera posteriormente, implicando que na media 3 )g se con-

as deformacgoes e

sidera ate o termo QH . Para se poder desprezar as contribui -
cGes dos termos superiores das expansoes acima, deve-se impor a
restricao de pequenas deformagoes mesmo quando 2 =1 (t = 0)

Esta teoria, portanto, € valida sob as seguintes condigoes:
il

1) da. exx << L
22

1) dga Quy &K 1

H
1ii)  dyo @yy << L
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A2
Yo, Cxw << 4

Substituindo-se as expansoes dadas pelas eqs.(4.3.17),
(4.3.18), (4.3.19), (4.3.20) e (4.3.21) nas equacgoes de minimi-
zacao (4.3.12), (4.3.13), (4.3.14), (4.3.15) e (4.3.16), obtem-

-5¢:
| 12 i+ 2% N
— (4 ha @rn+ him eyy) by - 412 Qxyly hy on el + 4t L(ﬁ)_o
(4.3.22)
(At ol et 1l e Yoy — 4,7 1+l y
o 2o €99y — g @xy 2 AL, ey &t,QM(\_hB) &
(4.3.23)
QHH@ e oL [ .22 . 4
] KR ﬂ E}\’J-—"Igmlgﬁ,__.z.glq [23 — O (4.3.24)
IHI “QQ_ 1 i 2 22 a2
Jo + 4 - T e o~ L h b =0 (4.3.25)
1212 )
_ — (4.3.26)
ﬂo €y ga; l?x \23 — O
as quais admitem 3 solugoes, que sao:
I) Fase Quadrada
sz = by = : yx = exy = eyy = 0
que & a solucdo trivial tornando as eqs. (4.3.22), (4.3.23) ,

(4.3.24), (4.3.25) e (4.3.26) identicamente nulas.

I1) Fase Retangular

hx = br 0 le =0 ey 0, eyy #0 e ey, T 0
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Substituindo-se esta solucao nas eqs. (4.3.22), (4.3.24) e

(4.3.25) obtem-se as equacgoes de estado:

t :
£ = Q(i+9aaexx+éii€BS) e 6507
4_“" R b
JzM ( - lZR )
N N e o ) )
Cxx = & (l:,la_““ fl'la)] R (4.3.28)
2 W I
Cyy = (ﬂmﬂo“— ﬁ.m ﬁolml 2 (4.3.29)

N (TR

Para se obter a energia livre, ?R, desta fase, substitui-se a

solucao Y < = Lo 12y =05 e o F 0, €y F0e €xy = 0 e as
expansoes dadas pelas eqs. (4.3.17), (4.3.18), (4.3.19),(4.3.20)

e (4.3.21) na eq. (4.2.11). Tem-se:

_!_."“ Wl ftaa , ' i 12 ‘
= A (o) e et e

+ ﬂi—t[(iJr‘?E)JON(H-‘eR) -+('l—‘2§),QM(I-“:R)—H«Q\AQj (4.3.30)

onde t e dado pela eq. (4.3.27).

III) Fase Losango

Cxx = €yy = QL £ O Cxy# 0O
Substitui-se esta solucao nas eqgs. (4.3.22), (4.3.23), (4.3.24),

(4.3.25) e (4.3.26) obtendo-se as equagoes de estado:
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+ = 2Lhe [i+(ﬂha+g )QLL+ﬁicexy+Qq1&.]

1+ 2 (4.3.31)
L (L)
. o
QLL pand ' ﬂlo\-— ..... 41&- bl (4.3.32)
2 ggu 3“

’ a (4.3.33)
exl‘ﬁ — ( él.’f}g,) [Z

Verifica-se nas eqs. (4.3.28), (4.3.29), (4.3.32) e
(4.3.33) que as deformacoes sao propercionais a b& como foi
suposto na expansao das fungoes Joo jZa’ ij’ jZC e Jy-

Substituindo-se a solugao correspondente a esta fase

e as expansoes dadas pelas eqs. (4.3.17), (4.3.18) , (4.3.19),

(4.3.20) e (4.3.21) na eq. (4.2.11), obtem-se para a energia

livre da fase losango, fL, a seguinte expressao:

o | ftxa 2 Ll 2 4
-f\_l1ﬁ = (@Ill-t-go )eLL T go Sy [¢+ oo b ) erit dac €xy 5

M TR - ICETR S AR

(4.3.34)
b (t-b) o (d-k) - 2002 )

onde t e dado pela eq. (4.3.31).

4.4 - Sequéncias Possiveis das Fases

Deve-se conhecer o comportamentco das tres energias 1i

vres TQ, TR e TL versus a temperatura e se verificar, para ca-
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da temperatura, qual delas e a que apresenta a menor energia.Co
mo se sabe que a fase de menor energia e a "escolhida" pelo sis
tema pode-se, variando a temperatura, levantar as sequencias
possiveis das fases que apresentam menor energia. Para se tra-

car estas funcOes usa-se as equagoes:

-‘”HEQ: 2t L. 2 (4.4.35)

R A

Y (420 b 1o ")) +
+3“Q'&<j” g';” 4;‘“)(3 nn_g;rm §212,>_
_mm) <a;m>%][é“ (1 42" =52 43%%) ¢

222 g )] ‘zL‘ 4 &t[\+bR),QM(+bQ+
+ (‘I—LZQ’QM( R> _L'JZMQ] (4.4.36)

cnde:

[ go.(da0 o' ﬁaz‘“) + e (am o 4ab ””] 5
L by + (ﬁun NESY l?R

/QJ\J\( II—-t: 1122: > (4.4.37)
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ami

0T ) (ngu A_QJ(QHH ua ﬂ:@;c 4_3 1212 y
N3EL”‘ bt"’{T glﬂ.li<gim l‘,lil) ) 1ds %

+ t [{HE}QJIM([HZL) +(1-20) L (1= = 2 2 2 ]

(4.4.38)

onde :

[l(g“' R T T T ﬂwﬂ}
_t — 3.121_"‘" 121_

G 42“

/QN\( L+ by )

1-b,
(4.4.39)

onde as eqs. (4.4.36) e (4.4.37) sao obtidas substituindo-se as
eqs. (4;3.28) e (4.3.29) nas eqs. (4.3.27) e (4.3.30) e as
eqs. (4.4.38) e (4.4.39) sao obtidas pela substituigao das eqgs.
(4.3.32) e (4.3.33) nas eqs. (4.3.31) e (4.3.34). Expandindo-se
a eq. (4.4.37) para b p <1 obtém-se o seguinte critério de

ordem para possiveis transigoes da fase quadrada para a fase

retangular:
\
5 3 70 (12 ordem)
G - —13-; <0 (22 ordem)
onde l 2a
2a it !
e = AzeClae o VD B Fodl 15 Wy A Vs

2 LU= (0]
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Para se estudar o critério de ordem para transigdes quadrado-lo

sango expande-se a eq. (4.4.39) para b L £ 1 e tem-se:

t> © (_1-6-1 ordem)

é o (Za ordem)

L
2

‘€§_._

I (PR A IR TC AT RE INCIYS R St T
g QJ(SMI u2&>gw|l

0 grafico de fR versus t € obtido através das eqs .

(4.4.36) e (4.4.37) usando-se b—R como variavel paramétrica ,

enquanto o grafico f; versus t & obtido usando-se as equagdes

(4.4.38) e (4.4.39) com Q-L como variavel paramétrica. Para
se tracar estes graficos deve-se ter os valores numéricos das
constantes 31111, jilzz, '5212, J%;, jéi, jég e jg. Por argu-

mentos termodinamicos, sabe-se que a fase de mais baixa energia
a 0°K & a fase losango - a Unica das trés que tem derivada nula
em t = 0 - e sabe-se também que a transicdo da fase retangular
para a fase losango, quando houver, & necessariamente de 12 or-
dem, pois o grupo pontual de simetria da fase losango (6mm) nao
é sub-grupo do grupo pontual de simetria da fase retangular
(2mm) . As possiveis sequéncias de fases ficam, portanto, limita

das as seguintes:

a
I) QUADRADO ordem  _ |0saNGo

fd
1

(]
e

II) QUADRADO ordem LOSANGO

v

—
10

» LOSANGO

2 a
II1) QUADRADO ordem _ RETANGULAR L ordem
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a a
IV) QUADRADO —2- OTdem _ ppranguLAR —-9TdeMm _ 105ANGO

Se se considera um hiper-espaco de sete-dimensoces no
qual cada eixo esta relacionado com uma das constantes acima ,
tem-se regioes neste hiper-espaco que correspondem a cada uma
das quatro possiveis sequencias de fases e que respeitam as con-
dicoes de 1) e 1iv) relacionadas na secao 4.3, necessarias
para a validade da teoria. Deseja-se mostrar as quatro sequen -
cias de fases acima e para 1sso se escolhe um ponto em cada regi
do deste hiper-espaco correspondente a cada uma das sequencias I,
IT, IITI e IV. Obtido o ponto, substitui-se nas eqgs. (4.4.36) ,

(4.4.37), (4.4.38) e (4.4.39) os valores numéricos das constan-

¢ L1111 .1122 1212 .11 .22 .12
€S o Yo » g ? 22 * J2a ° Jac

e 'jg correspondentes
a ele e tem-se o comportamento de fQ’ fR e fL versus a tempera-
tura. Constrol-se tabelas para cada um dos pontos escolhidos e
traga-se a figura correspondente. As figuras.sao feitas fora de
escala para melhor exibirem os comportamentos das funcoes fQ(tL
?R(t) e ?L(t). Sdo mostrados os seguintes pontos corresponden

tes as sequencias I, II, IIIl e IV:

a
I-b) Q 1- ordem .1
1111 11 _ .0 _
Jo = 2.5 iz, 0.4 Jg 0.4
1122 .22 _
i = 1.0 355 0.3
21212 .12
io = 1.0 ioe = 0.3

Utilizando estes valores, as eqs. (4.4.35), (4.4.36), (4.4.37),
4.4.38) e (4.4.39) se tornam:

fo = -2t 02 (4.4.40)

z|-
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7 A y by
KF{R—“EQQ:"O°OO9%R‘*%ft[(H%RL%“U+bé> (4.4.41)
4 (-Yg) e (1-g) =4 x 2]
onde
t: ;LLZRHFOO?B"?& , (4.4.42)
= A
Jon ()
e -
,ri\!_,? sz_O iglz “{’t[(l_{—l?_L)\/QM(i't-IZL)MI_ (4.4.43)
b (1) L (1= 80) = & 2]
onde :
= ah 4+ 4.1 (4.4.44)
4t lZL
Q“< -7, >

cujos valores numéricos sao apresentados na Tab. 4.4.1.

Representa-se as fungdes da Tab. 4.4.1 na Fig. 4.4.1.

O 4 ~4.03
e - T T e e i - t

- Q.54

-1.38
— 2l fe

Figura 4.4.1 - Representagao das fungoes fQ’ fR e ?L da Tab.4.4.1.A tran

sicao @ quadrado-losango de 12 ordem.
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a
I1-b) Q 2= _ordem
it s jor = 0.1 i% = 0.02
jle2- 05 22 = 0.05
1212 12
it 007 12 = 0.1

Com estes valores as eqs. (4.4.36), (4.4.37), (4.4.38) ¢ (4.4.39)

podem ser escritas como:

= h - oooreale Tiflirhg) Lu (1vhy) +
b (1= bg) Jen (1-Tr) = 4 e 2] (4.4.45)
onde:
+ - i&a+c»oo4%%
- i‘bg> (4.4.46)
i—hp
e
\ _ l Y
?rf by — ©.0oocosh! +t[uwn\QM(+ Q+ (4.4.47)
—u) L (1-2g) = 2 S 2]
onde:
t o= &?LECLOOO§%E (4.4.48)
S s 4
‘&M( | — by >

sendo os seus valores numéricos dados pela Tab. 4.4.2.

Representa-se as funcoes da Tab. 4.4.2 na fig. 4.4.2.

o] i
\ : >t
L iy :
—o. W N Ty Figura 4.4.2 - Tran-
N ' sicao de 22 ordem da

- 4.0 = N c drad
4L S ase quadrada para a
_HE\\ . qu P

—0 . \ . fase losango.
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a a
I11-b) Q 1< ordem . R 1T ordem . 1

Os valores das constantes j's de um ponto pertencendo

a regiao do espaco 7-dimensional correspondente a sequencia

fases ITI sao:

jiH = 20 ik = 0.76 3
jilzz = 1.0 j%i = -0.68

j1 =10 i3t - 0.3

Pode-se, usando estes valores, reescrever

(4.4.36), (4.4.37), (4.4.38) e (4.4.39) como:

N L S N E T B FUR N (R
+ (1=tg) Lar (1-12R) =4 dn 2|
onde :
= 2 he 4 .38 %2

e
LT = - hrt0.0045 bt + (it L1+, )+
.+(P%Q-Lw(“5?y—1ﬂw\i]

onde:

4+ = ﬂhL—o.0143bf

B ()

e cujos valores numéricos estao na Tab. 4.4.3.

de

as eqs .

(4.4.49)

(4.4.50)

(4.4.51)

(4.4.52)
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Representa-se as fungoes da Tab. 4.4.3 na Fig. 4.4.3.

Figura 4.4.3 - Ve-se que acima de t. =1.02 a fase de menor energia e a fase
1
quadrada; para temperaturas compreendidas entre 0.58 ¢ 1.02

e a fase retangular e para t < 0.58 & a fase losango a que

apresenta menor energla.

a a
2= ordem _ R i- ordem _ I

IV-b) Q

O ponto do espaco 7-dimensional escolhido corresponde

aos seguintes valores dos J's:

sttt =20 i3l - 0.28 i9 = 0.563
it =1 522 = 0.30
jLEE — 1 32 = 0.15

Com estes valores as eqs. (4.4.36) , (4.4.37) ,
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(4.4.38) ¢ (4.4.39) se tornam:

NLJCR:_.%LQQ o. OOS?'?R +é—t[ﬂ+"a’§)/oﬂ(i+lzﬁ)*
+(fﬂbﬁy,o,v(l—iza—wﬂ4\1]

(4.4.53)
onde:
+ = 2hr +0O. HSB‘ZBR
l ( 'JFLZR (4.4.54)
i)
e:
LT = bt ro.05y +£[(1rky) L (iely)
NI~ L L L L)+ (4.4.55)
L (1-2) ek -2 2 ]
onde
Ak — bt (4.4.56)
*: — VRAA_< | + bL )
l“ %L

cujos valores numéricos estdo contidos na Tab. 4.4.4.
A representacdo grafica das funcoes da Tab. 4.4.4 e

feita na Fig. 4.4.4.

C‘\ tc;f-’O‘ 34' .1-

Fig. 4.4.4 - 0 cristal es-
ta nas fases quadrada, re -
tangular e losango para tem
peraturas superiores a t=1
ne intervalo 0.97 e 1.0 e

inferiores a 0.97, respecti

vamente.
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Verifica-se, portanto, que € possivel se obter as 4

sequencias das fases I, 11, III e IV bastando, para isso, se to

mar adequadamente os valores das constantes j;lll, jélzz

'éZIZ, j;;, jgi, j%i e jg. Observa-se que com a introducao

k]

das deformacdes se obtém além das sequencias de fases do Capitu

_ a & or-
lo TIT, a nova sequéncia quadrado l_—EIQEE‘—»retan_gular - or-

dem - - -
—~“» losango que no problema sem deformacoes nao ¢ possivel se

obter.

4.5 - Calor Especifico a Deformacgoes Constantes

Por motivos expostos anteriormente, sabe-se que o ca-
lor especifico da fase quadrada e nulo, enquanto os das fases
retangular e losango sdo obtidos calculando-se a media <:ig ,
substituindo-se nela as solugdes correspondentes a estas fases
e derivando as expressoes resultantes com relacdo a temperatura,

mantendo-se as deformacoes constantes.

a) Para a Fase Retangular:

| R , L
N Chyy = ge(e“;e%‘d)e?“j:.c ‘i §,.(8mx, @4y, 8y =0) 2, (4.5.57)

onde <:h >§ significa que se substituiu na media <:h:>0 a so-
lucio b . ElZRﬁ\Zy'= 0, e .y # 0, ey £ 0, ey T 0 corresponden
te a fase retangular.

0 calor especifico a deformacgdes constantes desta fa-
R
c

se, C., é dado por:
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o1 (2R

NS T N 'b"t/
Cxx eyy

:'—g (Q‘Ax Q\jijQ;mj,_O> ™ gt (4.5.58)
( /ébR)eﬁx €4y
sendo t, obtida da eq. (4.3.12), dada pela expressao:
2 boo (@nxy €yy, Exy=0) (4.5.59)

Lo (2
- g -
Derivando-se a eq. (4.5.59) com relacgao a lZR obtem-

-se para o calor especifico desta fase:

ko= e (1=28) 02 (s > (4.5.60)
© qu—-i(l—bé)jN%:! % )

4
N

b) Para a Fase Losango:

<1’\> JA (QLL erwﬂ) - ggo Ce*—u.e*‘ﬂ)'e — ﬂic;(-e‘"’-le?‘*'ﬂ.)l?%
| :
— Ef QH(ELLfeyUﬂ)bE (4.5.61)

onde <ih‘>§ € a expressdo que resulta quando se substitui a so
lucgao sz = Lzy = lzL # 0, °xx - Cyy T CLL # 0, ey # 0
na média <h>O .

o

0 calor especifico a deformacdes constantes C_ & da

do por:

1 c L (?B<(hf€ >
N O T€ N 7t el ey
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. L
~ Ce = [ﬂlgiogeLL,ew)hraﬁp_c(el_..,,ew)lzr (4.5.62)

03 2+t
. - 1 ﬁ'—fceu- i €xy) LZL ]/G /ﬁ'ZL)eLL_,eyuj
onde t e obtida das eqs. (4.3.12) e (4.3.13) e vale:

+ = [ﬂgoh(eLLieKH)'+ élc(eLLrpﬁg)1_QQ(eLL1eﬁ%)?%] Lo

J <1l+ LEZL > (4.5.63)
— L

Dividindo a expressao acima por b L © substituindo -

-se o resultado na eq. (4.5.62), obtem-se para CL:
R eI
+ CL: [(Q;o_+3;l(_)lz,_+3q E]U‘ t)/QM2< I—'ZL ) .
N ) Qi]l“+daﬁ)%L4_inbE'"(41a+41c“*33HbL)0' L ﬁ»A(‘%éJ%%J
(4.5.64)

onde Jogs dg. ® 34 S30 funcoes dos parametros er; © eXY que fo-

ram omitidos por simplicidade.

[ necessario se ter pelo menos uma representagao gra-
fica de cada uma das sequencias de fases I, II, III e IV mostra
das na secdao 4.3. Para se ter esta representacao, utiliza-se as
eqs. (4.5.60), (4.5.64) e o ja conhecido calor especifico da fa
se quadrada Cg, que € identicamente nulo. Fazendo-se a represen
tagdo grafica para as sequencias de fases, tem-se os seguintes

casos e as figs. 4.5.5, 4.5.6, 4.5.7 e 4.5.8 correspondentes.

Para este caso:
{

e O

Ty 7

e se toma, por simplicidade, 5 - % £§ 0.
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!
7 Ce
,l_c"‘\ ) [
e .
N ‘ N
Y
, \
Lo
1
1!
[
i
; 2
<%

2 .
i N

v

=1. ©N //
2] ~ )

; -+

(a) (b)

Figura 4.5.5 — Calor especifico correspondente a transigao de 12 ordem

Quadrado-Losango. Na figura a) jZ esta compreendido entre

0 < jZ < %- e na figura b) jZ‘?-% . As linhas tracejadas

nao tem interesse fisico.
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22 ordem

W
=

i) Q

Deve-se ter:

t

T-3 $£©

3
}
-C M [
N e "'\'J'Ce/\
3
i
o
34
:'f_.ﬁ__
2
Ly
>+ o S
(a) (b)

Figura 4.5.6 - Calor especifico correspondente 3 transicao de 22 ordem Qua

drado-Losango. Na figura a) tem-se 0 < j2<f-% e mna figura

b) jz ¢ negativo. As linhas pontilhadas nao tem interesse

fisico.

a a
iii) Q 1= ordem_% R 1< ordem . L

Deve-se ter:
i
-3 SO

A Fig. 4.5.7 & feita considerando-se
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| .
%’-—g <O
fe! i
0y < 3
LA

a a
Figura 4.5.7 - Calor especifico correspondente 3 tranmsigao Q —= R — L.As

. . 1 .
figuras para JZ < 0 e para ‘%a -3 > 0 podem facilmente ser
feitas, mas deixam inalterada a forma da figura acima. As 1i

nhas tracejadas nao tem interesse fisico.



iv)  Q

—88-

22 ordem R 12 ordem

Deve-se ter:

|
4 - 3 e

T

e toma-se, por simplicidade, na Fig. 4.5.8:

i ,
- £ 0
T-3 ¢
0 £
c £, < 3
e
v Cen
i
T / /
CI .
N H { / '
! /
! /
: /

plw

S P

Figura 4.5.8 -

P - — 24 a
Calor especifice correspondente a transicao Q —» R 14—&1“

. 1 . .
As figuras para ‘% —-§‘> 0 e para JZ £ 0 podem ser fei-
tas facilmente e nao alterarao qualitativamente a  figura

acima. As linhas tracejadas nao tem interesse fisico.



CAPITULO V

TRES DIMENSOES SEM DEFORMACOES

5.1 - Modelo

Suponha-se um cristal tri-dimensional, ciclico, com
AN <3N x 3~ células unitdrias clbicas, cujo parametro de
rede € a e composto de dois atomos por célula, denominados A e
B. Em cada célula supde-se a existéncia de um pogo de potencial
que apresenta oito minimos, com simetria clibica e admitidos
suficientemente profundos para que sejam desprezadas as flutua-
¢oes dos atomos ao redor destes minimos, nos quais pode se loca
lizar o atomo B. Novamente, considerando o atomo A muito mais
pesado que o atomo B, despreza-se as deformagbes e os fonons re
lacionados com qualquer uma das sub-redes.

Se se considera como origem da célula (i,j.k) o ponto
equidistante dos oito minimos do pogo de potencial nos quais se

move o atomo B, define-se o vetor
>\L3K:x>\513lk+ 33‘£.th+ B >\0,le (5.1.1)
et

cujas componentes assumem os valores:

a ! Z.
XLIJ\K\)XHJ‘;K‘J)CI;\,K =+ 4 (5.1.2)
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e € utilizado para que se possa identificar em qual dos oito mi
nimos do pogo de potencial da celula (i,j.k) esta localizado o
atomo B. Pode-se representar esquematicamente o cristal descri-

to acima pela Fig. 5.1.1.

o2 Wi
ke eIy~
i gﬁ\
70
<j
Figura 5.1.1 - Os circulos maiores representam os atomos A, os circulos me-

nores cheios representam os pogos ocupados pelos atomos B e
os circulos tracejados os pogos nao ocupados por este atomo.

Pode-se também considerar a sub-rede imovel como com-
posta de dois atomos, A e C por célula, sendo que os atomos A
ocupam as posicoes mostradas na Fig. 5.1.1 e os atomos C ocupan
os centros das faces da celula cubica. Supondo que esta 1ova
disposicao dos atomos nao altera a simetria dos oito pogos de
potencial nos quais pode se localizar o atomo B, tem-se o mode-
lo proposto por Comés, Lambert e Guinier para BaTiOB, tomando -
-se o0 atomo A como sendo o Ba, o atomo B como o Ti e o atomo C
como o 0. O fato de se tomar mais um atomo imével C no centro

das faces ndo alterara em nada os calculos posteriores, pois eles
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so dependem do movimento do atomo B entre os oito pocos

tencial a que esta submetido.

de po-

Considerando a interacdo da celula (i,j.k) com a c€lu

la (i+l,j.k) e utilizando-se as configuracoes topolégicas do
—_— —
par de vetores %iqj,k >\i+l,j,k , com argumentos semelhan-
tes aos utilizados na segao 1.1, constroi-se a Tabela 5.1.1.
O Hamiltoniano mais geral representando a interacgao
da célula (i,j,k) com a celula (i+l,j,k) & o seguinte:
/ _— [&] O 2( O 9 R k-3 o e
j{x = Jo j_a_o«>\£|J'K + Jdip >\;_‘J‘,K -+ _Ji§ >\LIJIK+:T:L$ XH—L,J,K
YT Nev ot Toe Novtine = 5 5% Mo
1€ AN ir,ix 48 Ni+dik T 2 “ax XQLK>£+LLK
_ 1 0 \Y Y | o \Z = o A Y
4 j_—zﬁ >\L:-M"’\>\C-f-i,1,r\ 4 Jox >\L"j,|< >‘E+4-.3,K + 158 >‘€,S.K>\f‘jik
o X Z o Y \ B @) w Y
+j;z'é' XC.S.KXQ!J'K +31L5 XL:")'K >\("!3tk+jﬂ'b>\C+il-jtk>\£+1,)lk

o \Y E3 z
-+ . . R . :
j;l.g >\L+ii~"|k>\‘-*j—(‘j!k' (:+:£—fjlk-‘>\t:+iiJ\K

o A y o o K z
"i':]:zx >\L‘J’k>L+i|J,K +j&)\ >\(:5J,K>\L+4'JJIK+._E/%>ij

>\?’\
fd ke ANt K

o\ k= O \E X |
050 N e NTL, e+ T . .. 0N 4
1P L4, K t+4,0,K 3-“? >\"IJ|K>\L+4—|Jik+‘J.}lO CJJ|K>\£+11~53K
o UK Y - _ * Z
+TONE S N =
3d>\L;J|K>\C|JLK)E+4—lJ\K +j_3[3 >\L1Jik >\‘:|J‘K>\L+4't-.||l<
T3y Al i AUk Aler ik ERY i+L.J.K>\L,j,K>\z+L,J.K
+ T3¢ N i,.J,K'>\5“‘,|]< >\g,}1K + T3¢ >\i+ij3,K§\l+i,3;K>\i+i,J,K
% Y X O\ ’
I ‘ ‘ ) , | = .
3o ALk Ak N kT T30 N kN L Nk
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o K 7 e
AL ik >\ Lk >\L+¢|J g T Jzx >\c J KXCJ,KXH-L;‘J;K

o \Y z ® o Y z I
+ T35 >\€.J|K>\C,J.K >\¢+m.1< + TBMXC.J.KXMLKX i+1dK

T35 Xk Wik W e T T35 Nk Ko orarie
'Jf'j_s?a >\EL‘,J,K >\XL+/L,J'.K ‘>\%+1,J,k‘ +T’§?r %L,j,Kx(@+¢,J‘\<'>\%+i,j,k
+ j:%,o i J,K>\ 41,4,k >\-L+4. 3k T T3 >\>§|J=K>\Bﬂ+ﬂ.1:],\§ >\2&+d_iitk
+ TB?r >%L,J,K >?L+L,j|k>\%g+1.,j,l< +3~324 >\zc,J,»: >\Sc+1ijik>;za+a.,.},s:

e K \Z X
i Jya >\ Lid K >\LJ K ¢+i J k>\ SN I’: >\C:J|K>\Cri;i">\i+imkxz

L+iJK

[e]

Y
Gl

b Z= Y z o K . 3 * *®
L j’_ﬂr >‘ ‘,k>\é.i.k'\a+i,j.1< L‘+_L‘jik+ j-”‘f >\C|Jikxﬁ.iak\i,,i.k\au,jik

> R
+j;1 L“’K%(‘Jk 1JK>\L+iJk+j—H5>\LJK>\‘JK t-hK\H-ﬁLJK

o KA ® y Zz o\ Y X =N
+j"1!2 >L]J;K\E’f’l|.‘.’|& £+L|J|K\{.+Lr—“;k+j'qe %l“i‘jlk >\(:ﬂ{"fj‘f‘]lK £+L'J*k\ L+’L5J'IK

Y Y z Lo g 8 Z
+ j—LloL >\L|J1K>E+i.jak>\i+ﬁ-a:\ak>\C+L1JIK+THZ>\C'J'K>\L‘:J'K>\ L+L'5'KS\L+L'J‘K

0 VA Y 7z a Z *® Y
+j—|—])\ >\L.J KB\ |.J i‘->\g+i Ji B\(‘-""Lr,j k+ TH/V\ >\ Lf—',K Lij|K>\(:+i|J.‘<>\(‘_+i,.i‘K

o X z 4 z © Z RO
iy ROk Sk Nie Lk Aree T T Ne ST TEED TS VR

oW 2 W% z
+j—LlO>\L153K>\C,.§|K>\Q+L,j,t>\£+L|j,k

o Ok Y 7 Y Z
Y T >\£,j.u< >\L.j‘h>\ﬂ.5|\< >\€+i,jlk>\i+i,.'l,\(

4 z
+ j_%c; >\L,j,K>\L.J. >\L+.‘L s K\c-{—d_“\ KX

T
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X Y Z kS Y
+jﬂ5‘3’>\ |_] ka kab\) K\Q‘}'i 3| >\“'+iu‘)|K
4 0 A\ X iy 2 pa VR
Jsg >\E,j,K>\J,j|K>\E‘j\K >‘~C+L.J.K >\L+1,3t\<
X Y
>\ IJK '«thK>\L+-“-JJ kB\C""ﬁ-lJ k>\t+1- J K
+ T2 X, * J \Z
j%é )t.hk LJK§X¢+Lj¢>X¢¢LLK\>c+iQIK

_ 1 o X Y E K
[ ja >\E,J‘,KXEIJ\K\C.J.K\iAL,j,K*

L+LJ‘K§AL+i,LK (5.1.3)

[ importante ressaltar que esta nao é uma expansao

tipo série nas variaveis >\1 ik >\)lIJ k ° >\§ j.k ’/\:?L(+l S

y Z = ~ . L
\\i+1 i,k ’>\i+1,j,k' Os termos da equacao (5.1.3) sao os uni
cos possiveis devido a propriedade destas variaveils poderem to-
mar unicamente o valor +1 quando elevadas a poténcias pares.
X 3 :

0 par de vetores i,5,k >\i+1,j,k pode assumir
64 configuracdes. Com a eq. (5.1.3) € possivel se escrever para
cada uma das 64 configuracdes, a energia de interagaoc em fun -
cdo dos J's correspondentes. Tem-se, assim, 64 equagoes e 55
vinculos, dados pela Tab. 5.1.1, implicando, portanto, que so -

mente nove constantes J's sao independentes. Resolvendo-se es -

tas equacOes com oS seus vinculos,obtém-se:

,_.._0_._ le] e - o) _ le] e

Jip= I T Jue = Ty = Jas = Toe = Tpe = Tan =005
— ° — o o O
=Jae = Ty ax = Jam = Iy = Ja% =35, =
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Tffz - ng,. = Js5p = j;i‘; = T3p = Jzar = 3_3{/3? = T8 =
- Tg’r = j_BC')bL :j—HOS = jHoe = j‘?'% = TL;Q*Z :3—'-?/9:
= Th= Tie =T, = Ti = Tiy = g = Tijp =
= 3133 :;;T;S — :ﬂgé; — “Hg?g> — O

Tix =~ Tis

3:23_:, =+ Ty

T30 = T5p= T3y = - Jgs

Tyx = Tug

Tsoc =~ T5p

Com as restrigoes acima e tomando-se Jg = 0, pode-se

reescrever a eq. (5.1.3) como:

A _ N
—O b 1 o B
j_(-'x = Jia (v\iljlk'x L+&.J‘|<> - j:aq thjlkxt“'i;jik
1 —o Y Y Zz Z
T “ap <>\ L,JIK>‘C+/L,J‘K +>\L‘_5|K\,‘_+¢‘Ql\<)
4 T I e >3 Y z }? _
3a <)‘L.J.K_>\L+L,').\¢> L3k N iady e Ne ik L+i,JaK)

4 o N X Y NE Z
T.(T‘-icl >‘Z.,.J‘K >\c+1,j,h N >\i+¢,3tK+>\ﬂ;JaK>\i+i,5.K>

Llle
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4 O

2" .‘a’ |JK>\L+1_\K>L J|k {,+4—JK

Y
FL < NS ) RN C\Z
& >\LIJ1K >\L+4-|J;K >\LqJEKXE'+ii"||k;>(‘_f.jll<_5v\z{,+4.,_‘),k.

(5.1.4)

4 a % b Y y
- .. o Z
¢ Je X“-Jlkxﬁ“mkx 'L:J'{K>\L+1.J.k >\zlj,1< >\Z€,+:L..'J;K

De maneira semelhante calcula-se os Hamiltonianos de

interacgao j%_y e H, da célula (i,j,k) com as celulas pri -

meiras vizinhas (i,j+1,k) e (i,j,k+1) respectivamente. O Hamil-

toniano de todo o cristal sera:

W= (Ft o+ 3 2) (5.1.5)

(k=g

e pode ser escrito como:

5

> (X i Vvt K
j—(-“—Z "_:Elok L,J. L+L,3,K+ L4,k LJ+¢K+>\LJ.1< u,]<+1>

4 ® X & Y
4 35.‘5[>\(.,J!K<>\£,j+1.l<+>\{,ljlk+i>+XL|5'K<>\(_-|-1_J K+>\L,Jfk+4>
\Z
+ %LJ*<< wi.ak >\-'..,J-i-’-'q‘()]-f_
o X ® Y Z

j-.,{ [<>\C|3|K“\i+i.3ﬂ<)<>\£,J.k>%g+i,J,k'+>\i.5.K Zc‘ﬂt,ﬁ.u:)

J 4 o % N z
>\‘*;J|K ‘>\L,J+i,K >\{_1_)‘K>\L].]+4_'k+>\(.,_|,i< i.|;|+ﬁ.,K>
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+<>\E¢,31K'XE‘{.J,r<+i-)<>\>§,3‘l<>xii;,|k+¢+ >\Eji.h'a.k- >:j¢,h,\<+¢>jl
. % j— [>\L 3 |<§\L+4_ K (x%,jikfc-fifj,k*)%mk >\f_+ﬂ. Ik )
I. e K>\¢, La+A K (>\L 3 |<>\Xc,3+i.r< +>\2¢1J,\< >\zr_,3+ Lx)
+>\zi,,j,t< X%C,J,K+i (Xﬁcrj,k'xqc‘,),kﬂ_f'xﬁiijm >\3C,.‘J-,K+13J
T3 jq(;— (%C,jlk \xa,yrilk Z(:l.'),k >3,J+i,;< +
BL(‘J,k }% L, DN 2 K g\iaﬂ.h.k T ->\XL1'J‘1<g\(i’blk+i\>ijé,JiK>?i,j,K+D
7523 [(Xxé,j,tz-xxhl;i,k) >\3’:,J‘|K %L?:L..S.K XZ‘:lJ.K E’r}{-i,s,k

WY Y S K z .
+ (>\L,3.k ”>\L,j+i;kj>\£,j,k>\11_}+i,g >\i,J.K >\£

LK
%

2 “ KA ! Y
+ <‘>\‘sz.K - (ia-:llk"'{L Xi‘ilk >\£,j|k+1>\ci‘j‘]<>\£l_}l{<+i

“ Z “
>\CaJ.K>\L 1K >\¢ o K( (_1-4...5 kXL.HL J K C+4...\.k‘+

|-

Je

% Y z K Y %
>\Llj+ﬂ.,k>\£,)-\-i.k>\ﬁlj-t-&,k +>\ L,;,,m-i»\ Lr‘;!|<+d_>\ At L)}

(5.1.6)
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onde foi utilizada a seguinte consequencia da hipotese do cris-

tal ciclico:

E:K i[()\h,lk L+i.il|<> +(>\3L'J|K—>\{'J+1|K>+ (5.1.7)
+(>\¥¢,;,K - \za,;;,mi)]

5.2 - Calculo da Energia Livre

Propoe-se como Hamiltoniano variacional:

K
: *®
Ho=-Tx 2. Nus -J‘BE XHK—JZ§ Wy (502e8)
CaR=1 L R=L L k=4

Calculando-se a média de F_, dado pela eq. (5.1.6) ,

com o Hamiltoniano ﬂ%.o obtém-se:

\ 5 pte . 2,
L = *DL_;L{ _;_z{% — - %,-(y&mﬁﬂ%%&&ﬁi)

o o) Loy P22 ped 12
- %(THOC+THU><IZ>‘~ 25+ ox P Ry %)
L o 2
_Ejé in- \2;-’; \Zz (5.2.9)

onde Jg +JZp & suposto positivo pois se quer estudar a fer
roeletricidade; Y ’lZy e h-z sao as componentes do parame
tro de ordem do sistema 4; , proporcionais, respectivamente, as
componentes P?(T), Pz[T) e P;(T) da polarizacao espontanea

—
PS(T) do cristal e definidos como:

(5.2.10)

= NGO
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123 = <>\BL,31K>O

(5.2.11)

(5.2.12)
\Z-E = < >\z¢,311<>3

Sabendo-se que:

[ _‘A_WDu}Q;Q' -
N <3‘£0>C——N —~ = j'xlzx"-:ﬂj‘zb—j“z 122 (5.2.13)

pode-se, utilizando a desigualdade de Bogoliubov e as eqs.

(5.2.9) e (5.2.13), escrever a energia livre variacional F co-
mo:

—_—Q

- i ,
L F = LR - 5 (T2 mE) ek + Y e 9E)

1

- fﬂi (Tow+ Ty) (szé LG+ 92 W+ L 12%)

i o 212
— 2 T BE g A Tt Ty ey + Tz by (5.2.14)
onde FO € a energia livre associada ao Hamiltoniano f{o dado

pela eq. (5.2.8).

Definindo-se as variaveils reduzidas

= A~ C
Toa+ Ta% Tox + Topy

° Too + Ta% 3T R op
QO _ Tqe+ TSy 1. = T
T T+ 3% t =
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o

jo = _Je — —+(
o = Wz H—
2+ Tag Jax + Jap
t = IiBT l"-o: Fo
Tax + I7 S P e
26 ax+ Jag

pode-se reescrever a eq. (5.2.14) como:

!

S NG P T NS T s

i

L
N

'“.5%42'2%5%,‘ PR N I (5.2.15)

Minimiza-se esta equagao para se obter os 'melhores”

y
LA 2k _y 2 gl (2 ) B
—_ 'zx%%b%-?g—}-: +12x+’3x2r3—%)‘:: =0 (5.2.16)
TR =R R - () 3R
—§2 hr ey g %%: +'25+43%_%§: o (5.2.17)
w3 =N R (e 3
- % a&agai%% +R2+4 B2 20 2am)

e usando-se as igualdades:

1 Dte —-b
N 29?{ —_ .8 (5-2-19)
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A 2t 5.2.20
N ?92 — — by ( )
TS
v = = ng (5.2.21)
obtem-se para o jy e j ¢
_ . < 2
x =+ A+ (LG + 25 ) +oc B2 Lzzzjlzx (5.2.22)
o 2 A o .
93:+[i+4q(%x +52% ) + 4% 2 lz%ﬁng (5.2.23)
_ a . (5.2.24)
do = +{a+ 4y (e +2%) + 42 %y Le";‘] )
Para se obter fO substitui-se as eqs. (5.2.22), (5.2.23) e

(5.2.24) na eq. (5.2.13) apos dividi-la por Jgd\+ Jg[a e utili

za-se a entropia So’ dividida por kB, associada ao Hamiltoniano

Ho

- Ao = -7 é,f; = 3002 -A2T(4+20 0 (t+ %)+
(4=l R (A=) +(h ) Son(A 24 (4= ) (8- 2y)
(1) Do (44 22) 4 (1) Ron (2= o) | (5.2.25)

Substituindo-se a funcgao fo, obtida pelas eqgs.(5.2.13),
(5.2.22), (5.2.23), (5.2.24) e (5.2.25) (Lf=i<hp-wtae ),
e as eqs. (5.2.22), (5.2.23) e (5.2.24) na eq. (5.2.15) obtém -

-se para a energia livre f:

== Lk aeeoh)- & (5 bh e 2+ e )
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- T AR A 4 L (14200 Lo (14 2 +
(Lm0 Ao (=) + (44129) Dun (blo)4(t-2) 2 (1)

() D (L) 4 (1o ) B (1) - 6 A2 )

(5.2.26)

5.3 - Existencia da Transicdo e Fases Possiveis

A expansao da eq. (5.2.26) para lzx, lzy’ \Zz << 1

fornece o comportamento assintotico
L 7 | | 2 2
R D IC= R RSP

mostrando que para t £ 1 a funcao £ ( %x’ b y’ b Z) tem, na
origem, curvatura negativa implicando o aparecimento da ordem
no sistema.

Para se conhecer os tipos possiveis de ordem do siste
ma (fases), minimiza.se a eq. (5.2.26) em relacao a b—x’ 173 ¥

e b_z e procura-se as solugoes destas equacoes. Tem-se:

Y _ _A° LR 2 _p° 12
2= e =y (R ) o — 4 e B 5527
+.3'14;J2,\,\(1+'2x> =0
#%:_@5—4"(%#2%)55—42 ‘29)2‘23 LZQ;_L (5.3.28)
Tt Lo () =0
T B TR DL Mt (5.3.29)
P2y

+'-'t San (};;%;é> = O
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cujas equacdes admitem as seguintes solugoes:

I} Fase "Cubica" (b, = ‘zy = b—z = 0) - 0Oy
II1}) Fase "Tetragonal" (IZX = b y = 0; IZZE lZT 7 0) - Cqy
III) Fase "Ortorrombica" (lzX = lZy.:. LZo # 0, ‘Zz = 0) - Cyy
1v) Fase '"Romboédrica" (1ZX = %'y = b-zE 12 R 7 0) - C3y

onde as aspas foram utilizadas porque os nomes dados as fases se
referem a simetria das probabilidades de ocupagao dos oito pogos
de potencial pelo atomo B e nao as deformagoes do cristal que ,
por hipotese, ndo ocorrem. A solugao para a fase tetragonal e pa
ra a fase ortorrombica ndao &€ a unica permitindo-se permutacoes
entre as variaveis b—x’ 5—Y e %-z' Os simbolos O+ CyyiCoyp

e Czy se referem aos grupos pontuais correspondentes.

5.4 - Estudo das Fases

Pode-se substituir as solucdes correspondentes a cada
uma das fases cGbica, tetragonal, ortorrombica e romboedrica nas
eqs. (5.2.26), (5.3.27), (5.3.28) e (5.3.29), obtendo-se as fun-

coes f(h.,t) e Y2 (t) correspondentes a estas fases. Assim:

a) Fase Cubica

T’\lﬁ . = -3t | (5.4.30)
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b) Fase Tetragonal

7&-@;:: - é;%% ﬁ—"éf't[j(l+12£),ka(P¥%T>‘+
£ (=) R (1= le7) =3 00 2]

(5.4.31)

to &by (5.4.32)
JLU\(I+
&
que é identica a eq. (1.5.46) representada na Fig. 1.5.4, tipi-
ca das transigdes de 22 ordem. Isto implica que se a transicgao
& inicialmente da fase cubica para a fase tetragonal, ela &

necessariamente de 2% ordem.

c) Fase Ortorrombica

L =y - A () A (14 20) =

(5.4.33)
+(1—-‘20)JQM(""L30>"—3“’Q’“ 2 ]
onde:
A g L3
+ = iﬂi‘i_‘—%j“‘z%o (5.4.34)
(‘ 1—Eo>

cuja equagaoc € identica a eq- (3.4.29) representada na  TFigura
3.4.2. Esta equacao pode representar uma transicao de 12 ordem
da fase cibica para a fase ortorrombica se jz > % e pode

representar uma transicao de 22 ordem se -1 < jz rd %.

d) Fase Romboédrica
'r\!T"’E\;\: —%lz% - %53 2 *"7'9:42 bé’ +_§t[(r+%g)jv(\+ba+

(5.4.35)
F(1=tg) o (1=%28) = 34w 2]

onde
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t = 2%R+Hﬂﬁ‘2§;242 h% (5.4.36)
S ()

que pode ser representado graficamente pela Fig. 5.4.2.

(a) (b)

Figura 5.4.2 — Grafico da eq. (5.4.36)., (a) A transicao cubico-romboedrico

& de 22 ordem para JZ < %; {b) Se jz > % esta transigao &
de 12 ordem. Para ambas as figuras deve-se impor a restri -
cao 1 + ZjZ + jg > 0 cuja explicagao fisica sera dada pos

teriormente.
Para se conhecer a sequéencia das fases, estuda-se os
comportamentos assintdoticos das fungoes ?C’ T TO e TR para
temperaturas proximas de 1 verificando, para diversos valores

.0 - .
de j,, qual & a que apresenta menor energia. Estes comportamen-

tos assintoticos sao:
I~ p
~N—Fc._ 3t O 2 v t

—— Q . _—
"}{TWCTN 20—t -3t Lo 2 (t—147)
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restricao que €, para este caso (jz < -1), 1+ % g % jg>0'

Figura 5.4.3 - (a) Transigao cubico-romboédrico de 1— ordem para -é— £ _]Z <
<-]:3;- (b) A mesma tramsicao para _-|4 > 3 0 valor de t, depen-
de de Ja.

o 1
>t
B R
8 \lii‘:‘f ! T
T N
- “:: JL‘\ —-..l\lio\
= _‘:}_ o 4,0
T .
CRE
— J 0o
Figura 5.4.4 — Grafico tipico da tramsigao de 22 ordem clibica—romboédrica.

0 valor de jz esta compreendido entre - %’< j4< I



-108-

Figura 5.4.5 - Grafico da sequencia de fases cubica-tetragonal-ortorrombi-

ca-romboedrica. Esta figura corresponde a -1 < jz < ~-%. Os

valores de &t e t dependem do valor de jO.
C, Cq b



CAPITULO VI

TRES DIMENSOES COM DEFORMACOES

6.1 - Modelo

Supoe-se um cristal semelhante ao descrito na segao
5.1 diferenciando-se daquele unicamente pela hipdotese das sub -

-redes A e B poderem agora ocupar posicoes de equilibrio dife -

o

rentes daquela mostrada na Fig. 5.1.1, isto €,  permite-se
célula unitaria cubica se deformar. Niao se considerara os fo -

nons relacionados com qualquer uma das sub-redes do cristal.
.

Define-se o vetor >‘i ik COmMO nas eqs. (5.1.1) e

L]

(5.1.2). Para se representar as deformagoes escolhe-se os seis

parametros do tensor deformagao

®xx exy ®xz
(3) .
Ty ©xy eyy €z (6.1.1)
®xz ®yvz ©zz

0 Hamiltoniano de interacao H i da célula (i,j.k )
com a célula (i+1,j.,k) & obtido a partir da eq. (5.1.3) conside

rando-se agora os J's como fungao dos seis parﬁmetros € x s

e , e e e, - Pode-se obter, de maneira semelhante,

e e
yy' “zz’ TXy Xz

os Hamiltonianos de interacao ﬂ{_g e ﬂ4h§ da  celula
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(i,j,k) com as cé€lulas (i,j+1,k) e (i,j.k+1) respectivamente. O

Hamiltoniano de todo o cristal sera:

3

Z (3G + 1+ HY)

L,)K':j_

(6.1.2)

que deve ser invariante sob as operacoes de simetria do cubo

(grupo pontual Oh).

lhantes 3s mostradas na secao 4.1,

se reduz a:

1Y

>

i:'j |K:.L

ao Hamiltoniano J'

Aplicando estas operacoes de simetria, seme

q este

4 d o _d o d o
(6{0 + + Mo + o + Hy +j{ﬂ) (6.1.3)

|

2

- g2
203 >\QJHK\>Q+iQ,K

Y Y \
2 >\ij‘k>‘5,j+£_.k< - T

¢.31k>\i,_’)-‘k+i -

*

J;Bi,

L
0

(‘

(6.1.4)

'
>\LJ 4 EAL,J+LI

® * L 9 Y
>\¢3&<>\L@,k+i — 3 Y201, >NC,5¢:§\L+iqj,K

Y 4
>\';'t-llk‘{‘l5\"-|\‘J'|K+i

i iy Z Fa
= Taoz Neik NijeL, K

g3
TQOH T jb%H'+
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Z 't!
+
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% 4 X WY ® J
+>\L+d_,Jlk>\L+Ltjig F NN etk F A e >\L,J,l<+ﬁ_)

y z
<Tlo(9 -+ ’JQOQ + Tlc:e - j}lo"} -+ 350“4-'1— jﬁo})kgij KX"

)k

3

3 - Y 7 Z
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R * Y 4
— 7 Yatp (Xililk >\f+a.jl¢< + N

®
Lf.:i'K >\ l:+'il-j'[k )

LY SR Y Y K
T T3%e (>\5,J1K >\{_Ij+1fk+>\£|~jiK>\'€.|j+{L‘k>

pS A

2\ 4 Y :
.j_:id.o(.>\L'}JJK>\Lijlk+d—+>\Llj|K+i>\L,J|K>

* A VE 2 A
T;ui >\c,m< >\£+L,jil( + >\£tJ,1< >\£+L,J\k )

| Y K * Nz . >
Y jiii <>\5m‘.k >\L{3+A.‘1< T )ci;,tk\cl;.—Jr&jk
| z UK E z x
Y BEY <>\c,'mc. >\5-!31K+“-L +>\L,‘Jl\< >\C,_ill<+i>
1 Z E= !
T 111 (>\L ] K>\¢+¢.j,t< -+ \c.aik%‘tﬂul,%k}

| y e W\ E Y
Y ]—&L.EL( SRR KXL Pebk T >\C131K>\l,3+ilk>

1 g Z Z N :
Y is_b? k»‘LkaL+>\ m\L.siHi)

(6.1.5)
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o
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ﬂ{ﬂi = J3y (xgi,j‘k—ijcﬂll.l«)\;

>\‘)§
I AN S R
+ ,—‘u ‘:1 Y

-—53._1_ Li_}iK \)\Lll"‘i- K) MJ..K >\\,,J-1'LK
+ Jgi( Sk glj,|<+L) i;j'k‘%C{}|k+i

) _ y
+ qu O\c Pk = NM.LK)\ Cody Q\Lrw K
+ TSQ <>\L K '>\l e F—) >\tm¥'~>\u,”_m
E Y

+ TSL(}LJK—XLJ,K+L)>\M|J‘K>\ kT L

7 z A% w
+ TBB >\C;J-\<—>\L+L‘J K)Xi,j‘kXHL,jlk

48 (NE & X

+T33<>\»|JK uH-J-K IJ“>\5-J+A“K
z > = : 'ZK *

+ TE'B <>\‘.ik'“ AT kHL >\£,3.i<~>\£.j.i<+i
'Z ‘%

+ :[_3,_1 ( LIJ K- LPL,:jiK) >\£|3.K >\l:+-1-l-j!K

+ BH (‘)zk;,;ik ‘—gftij-uqk)&\z;,m(}a el K
+ j‘ﬁ (R = Xeert) Rige Wi ket
+ TS»E (>\L.J K L-t.L,J k)*la i k&u—itj‘lc
+ Jz,o( Ld g — Z,J+LK)>\|JK>‘{‘I LA K
+ T3-:( IJ,K_'_'&\E}—lJ,k"i';.L >3Llj;k>\;,§gk+i

Y Z
+j;é<>\h|JK >\C+LJ-\<>>\£,J',1<3\Z£+L|31K
- . al
I36(>\L1J’K- LJFJ_ K>>\L]\ \4>\L'_3'+L|k’

E3

. F Y U
T jg@ <>\‘¢.,3,1< - >\£.Jik+ﬂ_)>\

tu‘lK\L‘jiHi

(6.1.6)
d I = M 7 Y Zz WK %
e = = Ty OO s+ Rern Nirnin) K Kk

- - Y Z Y t= ® *
T (N‘».i;k XL‘LK+>\'L|J+ia\<>\iij+i,l<>>\Lijlk>\,‘_,j+ilf<
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bk (WX has Y i
— 5 . Y z= -
L et L,Jln\tﬂ,a‘,k\}\ Cd,k >\L+L(3.1< Xﬁ,-f,\a>‘zr

L+i,.j |K

L;J KXL J+i]( LJK>\ !Ji-i. K\%‘LJ‘K‘X

L;J-i—i K

L E AR X J Y Zz 7
Jcq >\Q,|'J‘;<>\ﬁJJjK+1>\L’,ij>\£,J,‘K+1 >\[“‘,i\< Xti'jlk_,,i_

(6.1.9)
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Os J's, que aparecem nos Hamiltonianos f}{ jﬁII’ TF( 111 )

j_LIV , 54,3 e j%_%I, sdao todos funcdes dos seis parametros

e, e ,e _, e _,e__,e do tensor deformagao T(3). Devido
XX vy ZZ Xy Xz yz —d
as operacoes de simetria citadas e da hipotese do cristal ser

ciclico, tem-se:

%ﬂg |
) H, =0° (6.1.10)

[

'jj_{l" = j—-i’)z (>\x‘:|j\\< _>\(+i.3.!‘\) + 'j_d.‘j‘l ( >\XC ik >\x(:l.3.+ g_i}(>

7

-+ Jii (>\ggﬂ< iJk+1> T :Tii ( %L 3 K >é¢+iJ K)
—_Y — '

+ "}-iil (>\3Llji\< '“>;j{.|')+i|k>+ "}.L?Q, (th'::h\( L|)¢k+i'>

"1'“_13 <>\L JE T L+iJk)1‘T13< XEL,QJJ:-»L,’K)

%‘iri3 (xch,k >%£Jik+i>

{6.1.11)

6.2 - Calculo da Energia Livre

Propde-se como Hamiltoniano variacional:
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K[ % 3
= -7 N 4
Ho X%L%HJ,K 'IBZ N Jzz >\LJK (6.1.12)
Lol k= Cdi k=t Coeel -

Definindo-se as componentes do parametro de ordem LZX, %ZY e

L como no Capitulo V e procedendo-se de maneira semelhante a

feita na secao 4.2, obtém-se para a energia livre F:

~ L Ty b bE - E T s - The 2k Y 22
T The oy 2y b — 4 Tew WEWELS

+ o4 KT [(1+12x) Lo (1F20)+ (17 2) Ln (1= o) + (129 Sulirey)
+(1-'@g) B (1) o+ (1+22) 2 (1 22)  (1-123) B (1-122)

-6 2] (6.1.13)

onde Jo» Jyu» Jap- Jowe Jag0 J2er T2 Jaer J4p - Jaxy -

e J sdo fungoes dos parametros e ,

Jrs > Jae - Iy 6 xx
, e _,e__,e e e e sao definidos como:
Yy zZ Xy Xz yz
_ —Y z
j_O = j_ox_{‘ Je =+ 3—0
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Jop

= Jyon + Jgog + Jaoa

- 3 ‘

jqu-—_: jtao

Y z -

4 Jaoy+ Joou + Taos + Toos + Tobs +
e Y z

+ Jago + Jaio + Td%o

Jez 3

il

e o
2 T Jgop+ Loy + T209 + Tipg + Jaog+
+ J944 + Tiae + Toaa

Y

The = —Y % 02 :
2% 3506"+'Jac@*'330@'+ jhoqr*‘jﬁoqr+-jf;4

+ Tyrg + T z
212 242 % Jata

Jio

1

Y

— W S
Sy + T+ Tyy

iﬂiﬁéf iTJ? ﬂ—:T;é.—F Jlﬁ;

Ty = Tue + Tug + T
Jys= Tﬁ+THH¢*T$L+ TS+ Tt TG
Jye = jﬁiﬁ“ -Tf.ﬁ* Tia+ Ty + 3_%3*3'% Tie
Tye = Tis + Tyz+ Ty + Tua+ Tuy + Tiq
Jex = iT;:i -+ :Téi_—F :T;i_

Nota-se qgue a introducdo das deformagoes permite o apa

recimento, na energia livre, dos termos, LZX Ely” b x b -

Ly b’
‘y 2% 2
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l?,y by lz)zclzybz , in b LZy que sao proibidos, por consi

deragoes de simetria, no modelo sem deformacdes [ ver equacao

(5.2.26) .

Deve-se, agora, minimizar a eq. (6.1.13) em relacao a

c s

e e e e e e estudar sol
b:x’ b)ﬂ %z’ Xx' Tyy' Tzz ’ as L

e
Xy XZ yz

¢oes possiveis destas equagdes. Embora ndo tenha sido feito nes
te trabalho, se poderia utilizar uma teoria para peguenas defor
macoes scmelhante aquela feita no Capitulo IV para se obter es-
tas solucoes. Estas certamente corresponderiam as fases Chbica,
Tetragonal, Ortorrombica e Romboédrica e & bastante claro  que

se poderia obter, além de outras, a sequéncia

a a a
coBrco 129Tdem  prrpaconaL 10T, oprorroMBTICD LT OTdeM | pVBORTRICO

que nao foi possivel obter no Capitulo V. Poder-se-ia obter ,
portanto, a sequencia exata de fases do BaTiO3 e as ordens de
transigao corretas, pois se sabe que as duas primeiras transi -
coes do BaTiO3, aumentando-se a temperatura, sao de 12 ordem e
a Ultima, Tetragonal —— Cibico, ou & de 12 ordem ou & uma
transicao muito aguda de 28 ordem (20), (23), ambas sendo casos

particulares do formalismo deste capitulo.



CAPITULO VIT

COMPARACAO COM EXPERIENCIAS E TEORIAS

7.1 - Uma Dimensao

7.1.1 - Tecoria gg Devonshire e Experiencia

Existem cristais constituidos basicamente de cadeias
lineares de moléculas cuja interacao ao longo da cadeia & bem
maior que a interacao entre cadeias. Dentre estes cristais,cha
mados '"quase-unidimensionais’, interessa a este trabalho aque-
les que apresentam, para cada célula unitaria da cadeia linear,
um duplo pogo de potencial, do tipo descrito nos Capitulos I e
II, para um atomo especifico dessa célula. Um exemplo de tal
cristal € o PbHPO4 e a sua forma deuterada PbDPO4 que, segundo
sugerem Negran et al.(29), apresentam um duplo pogo de potenci
al para o hidrogenio ou para o deutério respectivamente, origi
nando a ferroeletricidade destes compostos. Negran et al. rea
lizaram medidas da constante dielétrica e polarizacao esponta-
nea em funcgao da temperatura destes cristais e tentaram inter-
pretar os dados obtidos no contexto da teoria  fenomenologica
de Devonshire para ferroelétricos(gg). Faz-se aqui, para um
destes compostos (PbDPO4), a comparacao entre os dados experi-

mentals obtidos por Negran et al., a teoria de Devonshire e a
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teoria desenvolvida no Capitulo TI. Alguns destes dados experi-

mentais sao:

T. = 179°C (temperatura critica da transicdo paraeletrico-ferro
elétrico) .

¢ = 1600°C (constante de Curie-Weiss para T = TC).

C = 1700°C (constante de Curie-Weiss para T & TC).

PS(OJ = 2.1 )LC/cmz (polarizagao espontanca extrapolada a 0°K) .

Alguns dados da polarizagao espontanea versus a tempe

ratura estao na Tab. 7.1.1.1.

Tabela 7.1.1.1 - Dados experimentais da polarizagao espontanea do PbDPO4 em

fungao da temperatura.

T (°K) P_(T) mC/cm’ t = %% P_(T)/P_(0)
452 0.0 1.0 0.0

443 0.52 0.980088 0.247619
433 0.93 0.957965 0.442857
113 1.40 0.913717 0.666667
393 1.68 0.869469 0.800000
373 1.83 0.825221 0.871429
353 1.95 0.780973 0.928571
333 2.00 0.736726 0.952381
313 2.02 0.692478 0.961905
293 2.03 0.648230 0.966667
273 2.04 0.603982 0.971429

A energia elastica de Gibbs da teoria de Devonshire

- a -
para transigoes de 2= ordem €:
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< ! Y

|

NG = QIT"TE)P .+1T7g P (7.1.1.1)
Negran et al., no trabalho ja descrito propuseran t@p'=7.9 X

x 1072 °%¢l ¢ B, = 14 x 10t

cm4/C2 como sendo os valores de
ﬂp e ¥y que melhor descrevem os dados experimentais obtidos .
Com essa escolha do valor de /Bp, a constante de Curie-Weiss ob
tida pela teoria de Devonshire & a encontrada experimentalmen
te (= 1600°C) para T % T.. Os dados da polarizacdo esponta-

nea em funcao da temperatura obtidos com a teoria de Devonshire

estao na Tab. 7.1.1.2.

Tabela 7.1.1.2 - Dados da polarizacao espontanea em fungao da  temperatura

obtidos pela teoria de Devonshire. Os valores de T, e PS(O)

sao os experimentais.

T(°K)|  P(T) pC/em’® t = /T, P_(T)/P_(0)
452 0.0 1.0 0.0

443 0.225 0.080088 - 0.107143
433 0.327 0.957965 0.155675
413 0.468 0.913717 0.223036
393 0.576 0.869469 0.274327
373 0.667 0.825221 0.317436
353 0.746 0.780973 0.355353
333 0.818 0.736726 0.389597
313 0.884 0.692478 0.421065
293 0.946 0.648230 0.450340
273 1.003 0.603982 0.477825

Para se obter a Tab. 7.1.1.2 minimiza-se¢ a eq.(7.1.1.0
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em relacao a P e se acha P como funcgdo de T.

7.1.2 - Presente Teoria

Do Capitulo II tem-se as seguintes equacoes:

Y WHOY:
L (%

28:8) _ 1 aaa(é") L2 (7.1.2.73)

3§ T

(7.1.2.2)

X~'= t—(l—b"z 426) (7.1.2.4)
[—%

Como a transig¢ao verificada no PbDPO4 & de 22 ordem, pode-se fa

zer as aproximagoes:

g2 7.1.2.5
ﬂo@j - & éo Y ( )
1 (7.1.2.6)

onde j; e jé sao constantes de j; > 0, pois € o termo elas-
tico. Substituindo-se as eqs. (7.1.2.5) e (7.1.2.6) na eq .

(7.1.2.3) obtem-se:

y = 32 L (7.1.2.7)

2, H

o

As eqs. (7.1.2.6) e (7.1.2.7) substituidas nas eqs.(7.1.2.2)

e (7.1.2.4) fornecem:

2
_t — 2)2[1+ Z %%l %ﬂ"]
(%_?1_3 | (7.1.2.8)
- N
_ Tan- (- D0+ + S 92T (7.1.2.9)

X (-2 B (15%)
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Expandindo a eq. (7.1.2.8) para h {&1 tem-se:

2
-t~j_+[:§':%§)——'?]|22+___ (7.1.2.10)

mostrando que, para transicgoes de 22 ordem, deve-se obedecer o
criterio de ordem
LM, — ¢ O
M
0 valor de Lf#— ¢ escolhido para fornecer, pela
[»4

teoria, o valor da constante de Curie-Weiss para T é,TC igual

ao obtido pela experiéncia (= 1700°C). Este valor é:

Y
—QE%L— = 0.468

(-}

Com este valor de (jé)z/jg verifica-se que o criterio de or -
dem € satisfeito. Ele pode ser verificado expandindo-se a eq.
(7.1.2.9) para 5_44 1 e comparando-se o coeficiente de (1-t)
assim obtido com a constante reduzida de Curie-Weiss para T£T..

Substituindo-se (jé)z/jg = 0.268 na eq. (7.1.2.8) obtem-se:

+ = 2% +0.2684 t7.1.2.11)
Do (AE2—)

cujos valores numéricos estao na Tab. 7.1.2.3.

A teoria de Devonshire, a presente teoria e os dados

experimentais estao representados na Fig. 7.1.2.1.

Observando-se a Fig. 7.1.2.1 verifica-se que 0s resul
tados da presente teoria sao sensivelmente melhores que os da
teoria de Devonshire. Os resultados fornecidos pela presente te
oria sao bastante razoaveis para 0 < t <« 1 (fase ferroelétrica)

e qualitativamente corretos para a suscetibilidade na fase para
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Tabela 7.1.2.3 -~ Dados do parametro da ordem (proporcional a polarizagao es

pontanea) em fungao da temperatura obtidos da presente teo

ria.

T(°K) t o= T/T, 2 (1)
452 1.0 0.0

443 0.980088 0.306181
133 0.957965 0.430877
413 0.913717 0.583434
393 0.869469 0.682852
373 0.825221 0.755366
353 0.780973 0.811021
333 0.736726 0.854883
313 0.692478 0.889907
293 0.648231 0.917982
273 0.603982 0.940402

Figura 7.1.2.1 - Comparacgao entre a teoria de Devonshire, a presente teoria
e os dados experimentais.
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elétrica, apesar de quantitativamente falhos pois nao se con-
sidera as correlacoes, defeito implicito do método utilizado.
A teoria de Devonshire somente ﬁode fornecer resultados razo
aveis para temperaturas relativamente proximas de T. e para
substancias que tenham expoente critico # ( definido como
PS(T)‘X (TC—T)£3 para T-—)TC) proximos de 0.5, o que nao & o
caso do PbDPO,, cujo expoente critico p e maior que 0.5

A obtencao de (3 para o PbDPO4 a partir dos dados obtidos
por Negran et al. para a polarizacdo espontanea sao extremamen
te imprecisos devido ao pequeno intervalo de temperatura (= 3°0)
para o qual a lei (TC—T)ﬁ ¢ valida. Esse intervalo € sugerido

pela regiao de linearidade de £~1 x T para T £ T.. Para o

-1 - .
x T e bem maior, per-

PbHPO, & regiao de linearidade de &
mitindo a medida do expoente critico B com razoavel precisao:
encontra-se o valor # = 0.65. E provavel, por argumentos de
universalidade, que o valor de 3 para o PbDPO4 naoc seja mui
to diferente. [ interessante notar que a temperatura critica

do PbHPO4 (TCH ~ 3100K) se relacliona com a temperatura criti

ca do PbDPO, (T, = 452°K) através da expressao:

ch ~ \]‘?' TCH (7.1.2.12)

onde o fator 2 & certamente proveniente da massa do deuteério,
pois a massa deste €& aproximadamente o dobro da massa do hidro-
genio. Isto reforca (30) a opinido de Negran et al. de que a
ferroeletricidade destes compostos esta ligada a existéncia de
un duplo pogo de potencial (ordem-desordem) para o H (ou D).Po

deria se fazer uma comparacaoc entre a teoria de Devonshire e a
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presente teoria para o PbHPO4 semelhante a realizada para 0
PbDPOd. Em relagao aos dados experimentais, a presente teoria
devera apresentar erros maiores do que para o PbDPO4 (isto se
deve as correlagOes entre os hidrogénios serem maiores que as
correlagoes entre os deutérios, pois a massa do hidrogénio & me
nor) mas, certamente, ainda apresentara resultados melhores que
a teoria de Devonshire.
. (*) .

Plascak e Salinas , desenvolveram uma teoria para
0 PbHPO4, considerando alem da interagdo dos prdtons ao longo
das cadeias, as interacOes entre cadeias e o efeito de tunela -
mento. Mas, no artigo citado, os autores se preocupam em anali-
sar o efeito da introdugao da energia de tunelamento no modelo
e concluem que, para energias de tunelamento acima de determina
do valor, a transicao de fase desaparece. Os parametros desta
teoria estao sendo ajustados para se obter a polarizacao espon-
tanea e a suscetibilidade el&trica em fungao da temperatura im-
possibilitando, no momento, qualquer comparagao entre a presen-
te teoria e a desenvolvida por Plascak e Salinas. E interessan-
te observar que na presente teoria foi 1levado em conta o efei-
to das deformagoes, o que nao foi feito por Plascak e Salinas
que, em contrapartida, incluiram em secu modelo os efeitos das
interagoes entre cadeias distintas e o efeito de tunelamento |,

nao considerados na teoria desenvolvida no Capitulo IT.

7.2 - Duas Dimensoes

Nao se conhece cristais "quase-bidimensionais" nos

(*)

Comunicacao privada.
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quals se possa aplicar o formalismo desenvolvido nos Capitulos
IIT e IV. Existe uma familia de cristais, perovsquitas tipo ca
mada, que apresentam um comportamento ''quase-bidimensional”

Esses compostos sao o (CnH NH3)2CdCJP.4 comn = 1-3 e (NH3 -

Zn+1
—(CHZ)n - NHS)CdC£4 com n = 2-5 mas exibem propriedades que
exigiriam uma adaptagao do presente formalismo para descreve -
-las corretamente. Estes compostos tém atraido bastante aten-
cdo nos ultimos anos (é}—éﬁ). Blinc, Zeks e Kind (Eﬂ) propuse-
ram un modelo teorico para o (CHSNHS)Z CdCJP.4 no qual, utili -
zando trabalhos anteriores sobre este composto que colocanm 0
radical NH-, no sitio A e o cadmio no sitio B da estrutura pe -
rovsquita, as transigdes de fase estruturais, por hipotese, se
riam devidas somente a interacoes entre os grupos CHBNHS’ cada
um dos quais podendo tomar quatro orientacoes de equilibrio
(ordem-desordem). A cada uma dessas orientacoes & associada
uma probabilidade, que & alterada quando ha uma mudanca de fa-
se. Blinc, Zeks e Kind consideram também uma interacdo a qua-
tro corpos (entre 4 radicais CH3NH3) e conseguem obter a sequen
cia exata das quatro fases do (CHBNH3)2CdC£4 com excecgao da
fase de mais baixa temperatura. Para obter tambem esta tase
os autores introduzem deformagoes no modelo. Existe bastante di
ferenca entre o presente modelo e o modelo de Blinc, Zeks e
Kind (principalmente a interacdo entre quatro corpos) mas & de
se esperar que o presente modelo, talvez ap0s uma adaptacao,se

ja capaz de obter a sequencia correta de fases do (Cﬂg%%)zcdcgr
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7.3 - Tres Dimensoes

7.3.1 - Teoria Fenomenologica de Devonshire

Devonshire desenvolveu uma teoria fenomenoldgica pa-
ra o BaTiOS, o mais conhecido das perovsquitas, em dois ar-
tigos (Eg,gl). Essa teoria €, obviamente, independente do mode-
lo atomico que se usa para este composto. Ela consiste na expan
sao da energlia livre em termos das deformacoes e das polariza -
coes do cristal; utiliza-se de certas propriedades deste para
determinar os coeficientes e predizer, entao, outras proprieda-
des. Ele considera também nestes artigos um modelo atomico para
o} BaTiO3 que nao serd aqui analisado.

A expansao da energia livre feita por Devonshire, na

auseéncia de deformacoes é&:
2 .2 52 | <! 4 4 4
F=agx (P +P9 +PE) 4+ 45, (P + Py + Pa )
/ L2 Pe R} 258
+%?|Q,(P5P1+P%Px+?x?5)+
s
+%3,<PX6+P56+P2>

b . .
onde X/, -gJ , &géi e € sao os coeficientes do desenvolvimen

(7.3.1.13)

to e (Px’ P, PZ) 0 vetor polarizacdo elétrica (parametro de

y
ordem) . Para concordar satisfatoriamente com os resultados expe
rimentais, Devonshire assumiu que “S(fa ‘félsﬁo positivos,“fa
& negativo, e X’ & uma func¢do crescente da temperatura que se
anula para a temperatura igual a mais alta temperatura critica.
0 valor de X foi obtido usando-se o resultado experimentalda

suscetibilidade para temperaturas maiores que a maior temperatu

ra critica, para as quais existe polarizaclo zero ©para campo
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elétrico zero. Minimizando a eq. (7.3.1.13) em relacdo a Px’Py
e P, obtém-se tres equacdes que admitem quatro conjuntos de so
lugoes correspondentes as fases que minimizam a energia livre.

Essas solugoes sao:

i) P, = Py =P, =0 (fase cubica) = 0p
i1) Px = PY = 0 PZ # 0{(fase tetragonal) - C4v
iii) P = 0; Py = P, # 0(fase ortorrombica) - Coyp
iv) P, = PY =P, # 0 (fase romboédrica ) - Csv

onde os simbolos Oh’ C4v ) sz ) CSV s3ao 0s grupos pontuais
na notagio de Sch¥nflies. Substituindo-se estas solugoes nas
tres equagoes de minimizagdo, pode-se obter as equagoes de es-
tado PX(T), Py(T] e PZ(T) correspondentes a cada uma das 4
fases possiveis. Estas por sua vez, substituidas na equacao
(7.3.1.13), fornecem F(T). A sequencia de fases obtida com es-
isto e,

se procedimento & a mesma do BaTiO,,

a a a
COBICO <" » TETRAGONAL «——+ ORTORROMBICO «——» ROMBORDRICO

Devonshire calcula também a constante dielétrica e o calor de
polarizacdo. Um dos inconvenientes dessa teoria € a sua impos-
sibilidade de fornecer a curva completa das fungoes termodina-
micas F(T),-ﬁ(T), € (T), S(T), somente podendo exibir resulta-
dos razoaveis para temperaturas ndo muito diferentes da mais al
ta temperatura critica. A expressao para a energia livre quan-

do as deformagées nido sio nulas é:

| L L 2
F=g ¢ (exx+ 4y +€33)+ C,3(Qyy €aat €z uxt E’xx@jg)-l-
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2
+ 3 Cyu (eny + Eip ref)+ 5 X (PE+ PS+ P )t
4 _y Y/ ) 2.2 252
+ .-:"I-flf (P):‘ TPS +F%-L,)+ E},‘?ta‘(% FZ + R Pg +Px 'P3 )+
D+ ey Pt ean B (P34 PE W
+3, (€xx Px + CyyPy+ sz z)"i' %La[e*x Y =

veyy (RE+ PR+ eaz (BE+PY) [+ uy (€yz Py Pt

(7.3.1.14)
+ ex‘j Px P«_.‘ + Qx% ?x FZ)

- . 4
onde estao incluidos todos os termos de ordem P ou menores
- . } . 2
sendo as deformacgoes consideradas proporcionais a P™. Com a

energia livre dada pela eq. (7.3.1.14), Devonshire calculou to-

das as mudancas dos eixos critalinos.

Foram ressaltados aqui, somente as equagoes e 0S re -
sultados que servirao para comparagoes posteriores. Os detalhes
de calculos e os resultados obtidos por Devonshire que nio se -
rao comparados posteriormente foram apenas mencionados. Serao
examinados agora dois modelos microscopicos para estruturas do
tipo perovsquita e sera feita a relacgdo entre estes modelos ¢ a

teoria macroscopica de Devonshire.

7.3.2 - Teoria ég Chaves, Barreto, Nogueira e Zeks

Existem na literatura varios modelos de ordem-desor -
dem para o BaTiO; (ou para compostos tipo perovsquita). Mason e
Mathias (4 ) propuseram um modelo no qual o Ti pode ocupar seis
posicOes nos vertices de um octaedro. Este modelo foi abandona-

do porque prediz a fase de simetria (y,, (tetragonal) a 0°K
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e se sabe que o BaTiO3 apresenta mais duas fases de simetria ,
Coy (ortorrombico) e Czy (romboedrico), abaixo da fase
Cqy - Comes et al.(10) propuseram que o Nb(Ti) esteja locali-
zado em uma das oito posigoes deslocadas do centro e ao longo
das diagonais unindo o centro da célula clObica aos vertices des
sa celula. Este ¢ o modelo usado por Chaves, Barreto, Nogueira
e Zeks{23) e tambem no presente trabalho. A celula unitiria
proposta por Comes et al. esta mostrada na Fig. 5.1.1. Existe
uma outra interpretagao, que ndo & de ordem-desordem, que consi
dera o Ti submetido a um potencial pouco profundo e com minimo
no centro da célula ao invés de varios minimos em posicgOes equi
valentes ao redor do centro, tipico do modelo de ordem~desordem
(Ji—ji). Chaves, Barreto, Nogueira e Zeks (CBNZ), utilizando o
modelo proposto por Comes et al., definem a variavel n; re?re -
sentando a probabilidade de ocupacdo do sitio i da célula cihi-
ca (i = 1,...,8) e obtém para a ehergia interna por célula uni-

taria, expandida até 2% ordem em n., a expressio:

U= =g A (0-mg) =L A(mammy)® = LA (m3-me)-
L (o gt & A (omim ) [( g )+ (g — e
+(rmam )]+ £ A (ma= m)[ (my—ms)+ (me=ms)t
+ (g =]+ A (rsm mQLlmimg) + (e =t

+ (mg— maﬂ + A ( m“_ms)[(ml' )+ (me-ma)y

+ (mz - ""'ﬂ'

(7.3.2.15)
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A energia livre por celula unitaria é&:

g
FoU-TS= U+tKgT 5 o) b m: (7.3.2.16)
(=1

As probabilidades de ocupacao n. estdo obviamente sujeitas a re
gra:

b

> =4 (7.3.2.17)

=1
Para cada uma das fases de simetria, as variaveis n; apresentam
as seguintes relagoOes entre si:
- Simetria Oy (fase cibica)

- 1 .
ni =3 . i=1, 2, ... , 8

- Simetria Cay (fase tetragonal)
Ny 7By T B3 Ty

Rg = Dg = Dy = Dg

- Simetria C3\J (fase ortorrombica)

1’11 = nz
Il7 = Il8
113 = I'l4 = 1’15 = I'l6

- Simetria Cqy (fase romboédrica)

N, = My = 8

n3=n5=n7
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Substituindo estas relagoes na eq. (7.3.2.16) pode-se obter a
energia livre correspondente a cada fase. Apos varias mudangas

de variaveis, pode-se escrever a energia livre:
[ L { .
Fo-oe gAY +3 KeT[ g (1+728) e £ (1+%1) +

5 (1-%) L £ (1-20)] - % Ke T Lon 2

(i = 1,2,3,4) (7.3.2.18)

onde as diferentes fases estao dadas por diferentes valores de
i i i - - N
K p 5 © 3’0 que sao numeros puros e estao dados na Tab.

7.3.2.4. 0s b ;'s sdo funcgdes das varidveis nj;.

Tabela 7.3.2.4 - Valores de o _, p o © ¥ , para as 4 fases. 0 indice

i foi omitido pois corresponde as fases.

A o Bo Yo
CS\) 3 3 0
sz 2 2 1
C4\) 1 1 Z
Oh 0 0 3

Minimizando a eq. (7.3.2.18) em relacao a lzi ob-
tem-se:
L oAt
‘20 :MM(&LA_lZo__ (7.3.2.19)
3P KT
que permite obter resultados numericos de ‘zé(T) e de F(T)

para cada fase. O griafico obtido por CBNZ para as energias 1li-
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vres das quatro fases e qualitativamente semelhante ao da Fig.

5.4.4. Isto implica uma transicao COBICA <——-—— ROMBOEDRICA
sem passar pelas fases tetragonal e ortorrombico. Para obter a
sequencia correta das fases, CBNZ fizeram as seguintes hipote -
ses sobre o aparecimento das trés fases ordenadas no BaTiO3 e

KNbOB:

- O aparecimento destas fases se deve as deformagoes da célula

unitaria destes cristais em cada fase ordenada.

- Estas deformacoes mudam o valor da energia interna destes cris

tails mas deixam inalterada sua entropia.

- As novas energias internas das fases ordenadas sdo ainda pro-

porcionais a lzf implicando que o efeito das deformacoes

- .. i
& alterar os valores dos coeficientes CKOAJ

i ~ .
0s novos valores de o(o sao escolhidos de modo a

reproduzirem as trés temperaturas de transigdo observadas expe-

rimentalmente. EBEstes valores estao dados na Tab. 7.3.2.5.

Tabela 7.3.2.5 - Valores ajustados de o ; para as fases ordenadas do

BaTiO3 e KNb03 .
Czy ) Cay
BaTio, | 2.38 . 80 1
KNbO 2.29 . 80 1

. i -
Com esse ajuste dos valores de O(O e possivel levan

tar a sequencia exata das fases (Oh e Cyy e Cyy <> Czy).

O grafico obtido & semelhante ao da Fig. 5.4.5. As transicoes
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obtidas sao de 1% ordem com excegdo da transicdo clbico-tetrago
nal que e de 22 ordem. As transicoes de 12 ordem concordam com
os dados experimentais, mas existe forte suspeita de que a tran
sicdo clhico-tetragonal & de 12 ordem ou entdo uma transicgdomui
to aguda de 22 ordem (23). CBNZ calculam ainda as mudangas de
entropia associadas a cada transigao ¢ a polarizagao espontanea

em funcao da temperatura.

7.3.3 - Equivaléncia Entre a Energia Interna de Devonshi-

re e a de CBNZ

Observando-se a energia interna de CNBZ, dada pela eq.
(7.3.2.15), verifica-se que as variaveils n, aparecem sempre em
diferencas bem definidas, sugerindo a definigao das novas vari-

aveis

\)1 = 1ny - ng (7.3.3.20)
Y, = b, - 1, (7.3.3.21)
Vg = Nz - D (7.3.3.22)
Yy = n, - Ng (7.3.3.23)

Com estas definicoes a eq. (7.3.2.15) pode ser escrita como:

a 2 2 A -

Ucamz = - "g:—“ (V. +V§:+V3 +V|.{) + =3 (—-V.Va_+\)|\)3—\)|\)q
—VaVy VW ~ V3 Vy ) (7.3.3.24)
As novas variaveis \Ji (i =1, 2, 3, 4) sdo proporcionais as

polarizacoes ao longo das diagohais principais da célula clbica.
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Mas para a descricao das polarizagdes possiveis de uma célu-
la cubica & necessario e suficiente ter trés variaveis propor-
cionais as polarizagoes ao longo de trés diregoes linearmente
independentes. Para isso, & necessario eliminar uma variavel
"excedente" da eq. (7.3.3.24). Fazendo-se a mudanca de varia-

veis

V=3 ® _+P) -V, (7.3.3.25)

vz-%(Py—PX) LV, (7.3.3.26)
1

SE (pz - py) - \)4 (7.3.3.27)

Vg = Vyu (7.3.3.28)

e sendo P_, Py e P proporcionais a polarizagao espontanea
ao longo dos tres eixos principais x, y e z, obtém-se para . a

energia interna:

1 2

_ 2 2
U =~ g A (@t PP

2 (7.3.3.29)

CBNZ 6

Comparando a eq. (7.3.3.29) com a eq. (7.3.1.13) constata-
-se que a energia interna de CBNZ corresponde a parte nao de -
pendente da temperatura de XA parte dependente de T da
teoria de CBNZ provém da entropia. E importante ressaltar que
CBNZ expandiram em série de poténcias somente a sua energia in
terna, porém nao o fizeram para a sua entropia. Isto permite a
obtencao das funcoes termodinamicas para qualquer temperatura,

o que nao & valido na teoria de Devonshire.
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7.3.4 - Comparacao Entre as Teorias de Devonshire, de CBNZ

e do Presente Trabalho

Um aspecto importante da teoria desenvolvida nos Capi
tulos V e VI & que as energias livres obtidas, eq. (5.2.26)
quando nao se considera as deformagoes e eq. (6.1.13), quando
as deformagoes sao consideradas, sao as mais gerais que se pode
ter, coerentes com a escolha das varidveis e do método usado
Nao & apresentado aqui o problema da expansao de funcgdes termo-
dinamicas em série de potencias de suas variaveis (F (PX, Py ,
PZ) de Devonshire e U(ni), i=1,...,8, de CBNZ) como ocorre
nas teorias de Devonshire e de CBNZ.

A energia livre de Devonshire, dada pela eq. (7.3.1.13),

pode ser facilmente obtida da eq. (5.2.26) expandindo-se também

a entropia. Portanto, todos os resultados obtidos por Devon -

shire podem ser reobtidos pela teoria do.Capitulo V com vanta -
gens pois as funcgoes termodinamicas obtidas a partir da eq -
(5.2.26) sao validas para qualquer temperatura.

A energia interna de CBNZ, eq. (7.3.2.15), correspon-
2
y
7.3.3). Como a entropia de CBNZ e a da eq. (5.2.25) sao iguais,

2 2 . -
de ao termo ( bx + b + 5 z) da eq. (5.2.9) (ver sub-secao
verifica-se que a energia interna obtida no Capitulo V contém
termos de ordem superior a ‘22 que a energia interna de CBNZ
nao contém, devido a terem eles limitado a expansao de sua ener
gia interna até o termo ng. Somente estes termos adicionais da
energia interna do Capitulo V ja permitem obter tanto a sequén
cia Oh — C3v quanto a sequencia Oh - Cdv‘*—* sz——a-

—= Cay dependendo do valor de jg (ver Capitulo V). Nao e



~139-

necessario se injetar, nesta teoria, dados experimentais para
se obter a sequéncia correta das fases do BaTiO3 ou do KNbOS.
Com a teoria do Capitulo VI, onde se considera as deformacgoes,
€ certo que se conseguira obter para as transigoes O > Cyp
tanto transicoes de 22 ordem (que € a obtida com a teoria de
CBNZ ou a teoria do Capitulo V) quanto transicoes de 12 ordenm
que & provavelmente a do BaTiO;. As transigoes C, e Coyy =
+—> Czy sao sempre de 12 ordem em todas as teorias e na expe-
riencia (ver Secgao 6.2). Este formalismo apresenta a vantagemn
de se poder obter a sequencia correta das fases do BaTiO3 de -
pendendo somente dos valores que possam tomar os termos de aco
plamento (J's) das varidveis %2's e também da possibilidade
de se obter a transicao 0, «— Cqy de 12 ordem. Esta teo -

ria, portanto, contém e amplia a teoria de CBNZ.
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CONCLUSAO

Utiliza~se um formalismo que permite, a partir de um
modelo simples de ordem-desordem para uma, duas e tres dimen -
soes e com um metodo aproximativo tipo campo molecular, obter
sequencias de fases, ordens de transigdo, calor especifico, sus
cetibilidade eletrica, polarizacdo espontaneca, calor latente e
outras fungdes termodinamicas que podem ser ajustadas para uma

grande quantidade de cristais diferentes (ver Capitulo VII).

As sequencias de fases (de alta para baixa temperatu-

ra) e as ordens de transicao foram calculadas para uma, duas e

tres dimensoes e sao as seguintes:

- Uma Dimensao

a) Modelo ordem-desordem (Capitulo I)

28 ordem -
= — Ferroeletrico

Paraeletrico

b) Modelo ordem-desordem com deformagdao (Capitulo II)

a
- . 2= ord - .
Paraeletrico = eHL‘Ferroele‘crlco

14 ordem -
- — Ferrcoeletrico

Paraeletrico =

- Duas Dimensoes

a) Modelo ordem-desordem (Capitulo III)

a
Quadrado == Ordem~—Losango

22 ordem
Quadrado =« = Losango

22 ordem 12 ordem

Quadrado = Retangular Losango



~-141 -~

b) Modelo ordem-desordem com deformacdes (Capitulo 1IV)

Quadrado

Quadrado

Quadrado

Quadrado

%15l ordem> Losango
$2§ ordem,’ Losango
1% ordem > Retangular < 1% ordem Losango
i} 22 ordem , Retmmwlar-lg ordem Losango

- Tres Dimensoes

a) Modelo ordem-desordem (Capitulo V)

Cabico
Cubico

Clbico

ordem

-

g ordem _

22 ordem

Tetragonal

12 ordem
ey

Romboédrico

Romboedrico

a
Ortorr&mbicoQL—* Romboedrico

b) Modelo ordem~desordem com deformacgoes (Capitulo VI)

Nao foi calculado mas certamente (ver Secdo 6.2) entre as

sequencias de fases e ordens de transicaoc figuram as se -

guintes:

Giibico 12 ordem

Cibico Romboédrico
a

Cibico <= ordem
a

Ciibi co &—-ordem Tetragonal -

22 ordem
e e  ———

Romboédrico

a
Tetragonal L= ordem, Or torrambico J;Ma]Romboédrico

12 ordem
- —

a

a
Ortorr&mbico«é—m-Romboédrico

Observa-se assim que a introducgao das deformacoes

nos presentes modelos de ordem-desordem nao permite obter sequen

cias de fases diferentes, mas permite mudar a ordem da primeira

transicao a partir de altas temperaturas. O modelo em tres di -

mensoes com deformacces certamente € capaz de fornecer a sequen

cia de fases e as ordens de transigao corretas do BaTiO, e do
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KNbOS. Mesmo o modelo sem deformacoes fornece a sequencia corre
ta das fases destes compostos e as ordens de transicgao corretas,
com excecao da transicao 0, &«— C4y - Faz-sc também uma com
paracgao entre a polarizagao espontanea do PbDPO,, obtida por Ne
gran et al., e a teoria do Capitulo II; o erro obtido & de apro
ximadamente 10%, bastante inferior ao fornecido pela teoria de

Devonshire.

Ha desvantagens no modelo provenientés da nao conside
racao das flutuacoes (fonons), certamente relevantes na maioria
dos cristais, e do método utilizado que despreza, em particular,
as correlacoes entre dois ions tipo B (Ions sujeitos ao potenci
al de ordem-desordem) apresentando, consequentemente, calor es-

pecifico nulo para a fase paraelétrica.

Existem varias linhas possiveis para o aperfeigoamen-

to deste trabalho. Dentre elas destacam-se:

- Blaborar uma ""teoria de pequenas deformacoes' semelhante a que
foi feita em duas dimensoes (Capitulo IV) para o modelo tri-
~dimensional (Capitulo VI) e mostrar que & possivel se obter
a transicao de 12 ordem Oh -———> C4v . Calcular o calor
especifico, suscetibilidade elétrica, polarizagao espontanea,
calor latente e ajusta-los com os dados experimentais do

BaTi0 e KNbOS.

3

- Introduzir fonons no modelo, verificar e analisar as possi-

veis alteracgoes dos resultados obtidos.

- Utilizar a Aproximacao do Campo de Reagao (35) para o modelo

tri-dimensional ao invés da Aproximagao do Campo Molecular ,
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utilizada neste trabalho. Com esta nova aproximacgao, pode-se
obter calor especifico diferente de zero para a fase paraelé
trica, eliminando portanto um dos inconvenientes da presente

teoria.

Fazer um modelo levando-se em consideragac as interacoes tam
bém entre segundos vizinhos e obter as suas propriedades ter
modinamicas usando-se campo molecular ou campo de reag¢do co-

mo métodos aproximativos.

Fazer um modelo considerando-se interacgOes entre mais de 2
corpos (3 corpos, 4 corpos). Tentar fazer a equivaléencia en-
tre o modelo de Blinc, Zeks e Kind para o [CHBNHS)ZCdCI’L4 e a

teoria dos Capitulos TIT e IV.

Tentar uma interpretacac microscOpica para as constantes de
acoplamento que aparecem nos varios Hamiltonianos deste tra-

balho.

Lambert e Comes (36) observaram que, para justificar as mu -
dangas de entropla verificadas experimentalmente no KNbO3 ,
era necessario supor movimentos em fase de blocos de 10 a 25
células unitarias. A tentativa de levar em consideracao essa

sugestao seria certamente de interesse.
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