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RESUMD

Propomos uma nova forma para o tensor momentum energia associado
ao fluido galdtico, Exibimos uma solugdo cosmologica exata das equagoes
de Einstein, que apresenta expansao, ''shear e rotacao, e cuja fonte € o
tensor momentum energia proposto (fluido fora do equilibrio térmico). Nos
so universo tende assintoticamente ao cosmo de GHdel, podendo ser interpre
tado como um estagio anterior da geometria Gdeliana. Discutimos, final

mente, alguns aspectos ligados a estabilidade de universos com rotagao.
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Sob o. familiar, descubram o insolito.
Sob o cotidiano, desvelem o inexplicavel.
Que tudo que seja dito ser habitual,

Cause inquietacao.

A Execao e a Regra, Bertolt Brecht.



INTRODUCAQ

No imenso conjunto de fenomenos que os fisicos investigam, ocor
Te um pequeno nimero de interacoes fundamentais diferentes. Estudamos e
observamos os efeitos das interagoes nucleares 'fracas' e "fortes" das in
teragoes eletromagnéticas e das interacoes gravitacionais. De todas, a
interacao gravitacional, embora seja de longo alcance, & a mais débil. A
pesar disto, devido ao fato das interagOes nucleares serem de curto alcan
ce e grandes agregados de matéria serem eletricamente neutros, parece que
os fenomenos ''em larga escala' do Universo sdo mais fortemente afetados pe
la interacdo gravitacional. Se a gravidade & de fato a influéncia domi.
nante, entao, como uma teoria da gravidade, a Relatividade Geral deve ser
capaz de fornecer a descricac em larga escala do Universo, O Problema
Cosmoldgico, dentro da estrutura da Relatividade Geral, consiste em encon
trar un modelo do Universo como um todo, o qual seja solugdo das equagOes
de Einstein. Tal modelo tem por intencdo sOmente o estudo em grande esca
la do universo. Assim, por exemplo, os processos de producao de energia
que ocorrem no interior das estrelas sdo de origem nuclear, e efetivamen
te, nao podem ser descritos pela Relatividade Geral. Um modelo cosmologi
co razoavel necessita por conseguinte, ajustar fatos observacionais de na
tureza global. Aparentemente, s3o as solugGes cosmologicas de Friedmann
que se ajustam melhor aos dados observacionais acerca do universo em seu
estadgio atual. No entanto, todas as solugoes tipo Friedmann possuem pelo
MENos uma singulaxidade, isto &, um momento da historia do universo em que

a curvatura do espago-tempo e a densidade de matéria se tornam infinitos.



A hipotese de uma origem singular do universo € sustentada pela existencia
de uma radiacdo de 'background' isotrdpica, interpretada como remanecente

de um estagio primordial da histéria do universo.

No estudo do universo em sua fase inicial (proxima a singularida
de), tem-se feito algumas tentativas (13) € (15) de modo a incorporar efei
tos de viscosidade, assumindo-se expressOes ad hoc para os processos  dis
sipativos. Tém sido usadas (14) relagbes fenomenologicas, emprestados da
mecanica dos fluidos, em alguns modelos cosmologicos. Neste trabalho, em
vez de assumirmos relagGes ad hoc tentamos um novo caminho que & tomar pa-
ra tensor momentum energia © de um fluido fora do equilibrio havendo, des

ta forma, fluxo de calor entre suas partes.

Em 1949, K. GYdel (10) apresentou um modelo cosmologico em que a
congruencia de geodésicas apesar de possuir rotagdo, nao apresenta expan -
sdo, acelerag@o e shear. Inlmeras tentativas tém sido feitas, apds a pu
blicacao deste trabalho, na busca de solugoes cosmologicas das equacoes
Einsteinianas mais gerais, isto €, que apresente todos os parametros cine
maticos (shear, expansdo, etc...). No presente trabalho de Tese,exibimos
uma solugdo cosmologica exata das equacOes de Einstein que tem aceleracao,
expansdo, rotacdo e shear (na qual o conteudo material do universo & um
fluido fora do equilibrio), e que tem como futuro o universo de GHdel. -
Desta forma, nosso modelo pode ser pensado como um estagio anterior ao cos

mo de GBdel.

Segundo J. Silk (12) o modelo de K. Gddel € estavel para pertur
bagBes no plano ortogonal a rotagdo w?® & instdvel para perturbagdes na
direcao de w*® . Mostramos que tal resultado nao resiste a uma modifi-

cacao no tipo de perturbagoes propostas por ele.

Os dois primeiros capitulos desta tese tratam essencialmente do



formalismo utilizado no restante de seu corpo. Agimos desta forma com a
intencd@o de torna-la acessivel a uma pessoa ndo especialista no  assunto.
No terceiro capitulo calculamos a métrica de GHdel e mostramos ser ela so
lugao das equacdes de Einstein. Tinhamos em mente ao elaborar tal capi'tg
lo duas coisas: primeiro, ilustrar com detalhes de passagens minimos o for
malismo apresentado nos capituios anteriores, e, segundo, apresentar al-
guns resultados para posterior ComparagGes com o novo modelo  cosmologico
proposto no ultimo capitulo. No capitulo 4, como discutimos acima, propo
mos uma nova forma para o tensor momentum-encrgia (fluido fora do equili
brio téxjnico) , exibimos uma solucao exata das equacOes de Einstein e dis
cutimos alguns aspectos importantes ligados a estabilidade do cosmo de GB

del.



CAPITULO 1

0O FORMALTSMO) MATEMATICO

1.1 ~ Introdugao

Nosso objetivo principal nesta parte da tese ¢ fornecer
os principais resultados da teoria das formas diferenciais sobre uma varie
dade Riemanniana quadridimensional. Agindo assim, estaremos  fornecendo
uma ferramenta,matemética poderosa que sera usada extensivamente  durante
todo este trabalho. Desejamos deixar aqui registrado que esta
parte do trabalho foi escrita baseada nas notas de aula do curso de Cos
mologia Relativista ministrado pelo Dr. Ivano D. Soares durante o primeiro
semestre de 1977, no Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. Um tratamen
to completo do assunto aqui estudado podera ser encontrado em Cohn e Car

tan, referéncias (1) e (2).

1.2 - Variedade Diferencidvel

Seja um conjunto de pontos M, tal que qualquer ponto Pé M esta
contido em um subconjunto Uy € M . Fagamos a hipdtese que existe uma
aplicacdo biunivoca qﬁ& de  Ux sobre um subconjunto aberto do R™
Desta forma, fica definido um sistema de coordenadas sobre cada CA% no
sentido de que podemos associar univocamente a cada ponto Pe Ug |, n
nlineros reais ¢o¢(/’) = (Xi, Xe oox™) ; a cada par (C,?fu) Ux)

chamaremos de ''Carta' ou 'Mapa' e ao conjunto Ux  denominaremos de



"vizinhanca de coordenada''.

Pode ocorrer que Un N U/3 seja ndo vazio. Faremos a hipd

tese de que sempre que iSto ocorrer existe uma aplicacdo continua

4) = ?Sa(o CP/;i ?!’p(Uocf)Uﬂ) -t #3,(((/4/)(}/3) (1_2’1)

de um aberto do Jqfn em um outro subconjunto aberto do AB”‘ (veja
fig. ()5 se M for tal que M= Q{‘Q- a colegdo (qb&) Cﬁf chamare
mos de '"atlas''. Se Sﬁ = <;5,,(o ?3;1 for de classe CK diremos
¢k ),

que o atlas &

M

4![“"

fig. 1

Posto isto, definimos uma ''variedade diferenciavel' n-dimensiocnal M, de

K &k
classe € ao conjunto M dotado de um atlas ¢

€] Dizemos que uma fungao & de classe Ck quando tem derivadas con
tinuas até ordem K.



1.3 - Objetos Geometricos Sobre Uma Variedade

Consideremos uma variedade diferenciavel M. Seja P um ponto
de M e { x% } um sistema de coordenadas admissivel em P. Um vetor

tangente a M em P &, por definigdo, um objeto da forma

/ = 4% 2 = 0,123 (1.3.1)
2 x¥
o . s - . _
onde A~ sdo constantes reais arbitrarias. I ficil mostrar que 0s ve
tores tangentes acima definidos constituem um espaco vetorial sobre 0S

reais, Tal espago e denominado de "espaco tangente'' em P. e denotaremos

por z; . Se {x%f & um sistema de coordenadas admissivel em P, os
2_ T .
vetores { FYT: k formam uma base para o espago P denominada

"base canonica'', "base local'' ou 'base de coordenadas".

£ importante chservar que apesar da definic@o (1) envolver um

particular sistema de coordenadas, pode-se mostrar, no entanto, que em um
. T «

sistema de coordenadas arbitrario {JZ f , um vetor tangente qualquer

L, pode sempre ser expresso por

2
2x%

(_:KX'(

P o
que & da forma (1) onde A% = L x%.
Un campo de vetores tangentes L em M & definido como uma co

lecao de vetores tangentes va , um em cada ponto Pen.

A * - ..~
O Espaco dual Z; de 2; e, por definigao, o espago  veto-

7-* . Z; ——r Jﬂa _

rial das formas lineares sobre Z; : /o



Desta forma fica definido o produto bilinear sobre R

<av > € K

»
para todo U < 7} e v e 7/;

Sabemos da Algebra Linear que 7;, e 7};* possuem a  mesma
~ e =
dimensdo e que se { €, «=0,1,2,3 } € uma base de 7; , existe

¥
umabase{é/:_,’, /3=0,1,2,3_f' de 7; , tal que

o
< e“) l‘}; y = {/3 (1.3.2)

{ E/3 j & chamada base dual da base {E‘a(f e €  univocamente

determinada pela eq. (2)-

Una funcao qualquer 7c . diferencia'ivel em P, define uma forma

linear sobre 7/; por

< 9f
& xx

[ — Lf =4

Este mapeamento de 7; em A & denotado por C{'F , isto '€, O/f e,

*
» definido por

\l

por definicao, o elemento de
< L, df > = Zf (1.3.3)

Em particular, se { x* f & um sistema de coordenadas admissi

) *
vel em P, os elementos {Q/z‘{f constituem uma base para 7} eles

7—-1!‘ .
pertencem a ‘P e satisfazem a



B xr >=[“ﬁ)}3 - &

3 xx o X%

constituindo, desta forma, uma base dual a base candnica { é?éx“ f .
% - ) } ..
Os elementos de Z; sao denominados de "diferenciais em P" e, pelo

.. . . «
que fol dito acima, podem ser escritos na forma W = Wy ﬁét

Usando a bilinearidade teremos:

<§..._ ; UU> = Wx<g-;?;0/x'() = Ui 5:(( :CU{

SxX

e portanto

) = {g;—-‘) w> Q/JC“ (1.3.4)

Analogamente, podemos mostrar que qualquer vetor X é:.Z; o,

pode ser escrito como

2
- « .3,
X =< x, dx >(8x-<)P (1.3.5)

Usando as duas Ultimas equacOes mostra-se, por cdlculo direto,

que



<X, w > = XC Wy 3.8

*
para todo X & 7;: e w & 7/_0 . Cbviamente, 7;; e o
_ . 7
espaco dos vetores contravariantes em P e 7; o espaco dos vetores co

variantes em P,

Definimos uma "'forma diferencial" &/ de primeira ordem (1-
forma) sobre uma variedade M como uma colecao de diferenciais {‘Up f
uma em cada ponto P (Campo Vetorial Covariante). Assim, por exemplo,
uma colecao de diferenciais d Ff , onde 7C € uma funcao analitica, €
uma 1-forma sobre toda a variedade M. Podemos definir uma forma de or-
dem p qualquer (p-forma); para isto necessitamos do conceito de ten

SOTEeS Ou campos tensorials:

Podemos construir um "'campo tensorial covarlante” de ordem A2 ,

«*®)
em Pe M da seguinte forma: seja o produto cartesiano 77 7— cons

truido com o espaco tangente a P € seja (n) Uuma funcao r-1i
2 %)
near de /] 7/; em ﬁ
: A=4

. 1) €2) —7})
f(,‘) . 7/;- X /DX-N---U‘ //»b — K

(1.3.7)

El 2 2
Jooy ey Xa oo M) = SUIH > LW K> KW D

k) P, k) ¥
qualquer que sejam 0sS Xk & 7; e w € /7; ) A funcdo 7cmj ,

que denotaremos por
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= 4 ¢ n 3.8
£n, - W@ w@--..-..@d) (1 )

define um tensor covariante de ordem r em P. De modo geral, tomando
o -
uma base { f;'c) ; o = 4 2 'n} para 0 k-esimo Z;* , um tensor

covariante de ordem r em P & dado por
4 Ve A
1.3.9
fo = Capop ELOELG. G EL s

De maneira inteiramente andloga, podemos definir um "“tensor con
travariante de ordem s e tensores mistos (r-covariante e s-contravarian
te) em PeM. Como so iremos usar a definicdo de tensores covariantes, nio
faremos isto aqui. O leitor que desejar_ maiores detalhes sobre este topi
co podera consultar, por exemplo Hawking-Ellis e Kobayashi, referéncias
B e .

s

Definimos um campo tensorial 2: ¢A)  em Acm como uma colecio
de tensores um em cada ponto Pé‘ﬂ{:’M} Assim, melhor dizendo, um campo ten
sorial &, por definicao, uma funcao que, a cada ponto PeReMassocia um ten

s0r.

Una classe de campos tensoriais particulammente importante € a

classe dos campos tensoriais constituidos com tensores da forma (0,2 )ou

o - houd - - - -
yﬂ (O-contravariante e r-covariante) que sao antissimetricos em to-
das as r posicoes, isto €, que s30 totalmente antissimétricos. Tais

campos constituem as chamadas formas de ordem p (p-formas}., Numa dada

carta, por exemplo, podemos escrever



-11-

A f’]
1.3.10
’;()4) = 70‘0{) f‘“® C{}Q' (x)@w ( )

tal que

(P)
()

1]

o A
vl'«(}:ij.f7 Wy @ W, 0 B m £ / A(P)j

o«

Tomando a mesma base éi&) para todos os Tp podemos escrever

aa equagao (10) como

7 () E&C&) o ... & (1.3.11)
x,

/5""F7

('l)

Devemos chamar atencdo para o fato que o produtoc & & ndo co

mitativo.

Finalmente, desejamos observar que, numa bhase { %25x4 } , O

tensor antissimétrico associado a uma p-forma & dado por

9 9 >(1312)
= < axx /! oxn’ Ixr ’ 7"’

es..o

1.4 - Produto EXterior

Sejam ° , 3 e ¥ tres 1-formas. Definimos o "produto ex
terior' ou Produto de Grassmamn destas 1-formas, que denotaremos pelo sim

bolo A, como a operagéo que goza das seguintes propriedades
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l) X A3 = - fBae

($) (kA BYAY = X A(BAL)

(1.4.1)
iil) «xA(ap+88) = a(xap)y 6(X1F) a,é6 € R

(v) (Ao =20

Assim, o produto exterior € nip comutativo, assoclativo e distri

butivo,
Como vimos anteriormente, mum sistema de coordenadas admissivel
em P, podemos expressar as l-formas &« e /3 por
A
of = Q./‘ QIZ'

Desta forma, numa dada carta, podemos escrever

L Ap = d ozt Aﬁf dzf = « /3/,a az Az =

= _:%_ («, B = q;,/B,() defaolxl (1.4
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ou seja, apenas a parte antissimétrica 4[4 /3/=. 7 contribui para o produ
to exterior. (A4 3 . Da definigdo de uma p-forma dada anteriormente,
¢ evidente que ® A B define uma 2-forma e que o produto & xfA dx”

constitul uma base para as 2-formas, de maneira que uma 2-forma geral pode

ser escrita como

7 = 7 (X ) QI;C’:A t/zﬁ

0(/3

Analogamente, de acordo com a definigao de uma p-forma, uma n-

forma pode ser escrita como

«, ,
w = 7« o o((x) de”g ™4 ondx™ 1.3
AL A

o, or, . N
onde 0/2’ ‘4 Q’xﬂ(",f e A a/;c " Eo produto exterior de ordem )

totalmente antissim@trico, e constitui uma base para as n-formas.

Com o uso da Gltima equagdo, as seguintes propriedades podem ser

verificadas diretamente
i) se ®& uma p-forma e B uma g-forma. O produto &A J3
& una forma de ordem p + q (p + q-forma).

ii) o produto mencicnado na propriedade (1) satisfaz a relagao

a./A/S = (—J)P?ﬁ/l 4 (1.4.4)

Observe que se p e q forem Impares, o produto o A /3 auti-comuta e

comuta em caso contrario.

Para finalizar, desejamos observar que o objeto totalmente antis



=14~

simétrico o se transforma como um tensor covarian
E'A% AR #% -2

te de ordem n sob mudanca de coordenadas admissiveis em P.

1.5 - Derivada Exterior

A estrutura do calculo diferencial sobre as formas & baseada 1o

conceito da operagao de derivacgdo exterior. Esta operagao € representada

por um operador linear d, e definida do seguinte modo: seja a n-forma dife
renciéyel

W = x)  olx™, olx %, . o
:Me—---.o(;, )

sua derivada exterior aku &, por definigao, a n + l-forma

& a
dw = D or o adx By ey ofe ¥
Ox/3
Assim, por exemplo, © operador d  atuando sobve as O-formas f (fun

™)

cOes definidas pa variedade M) fornece como resultado as 1-formas

If = 2f ¥

Py

definidos anteriormmente.

Pode-se mostrar sem dificuldade que se o e B sdo formas

de ordem p e q respectivamente., entdo:

(*) Em todo este trabalho de tese consideramos, por hipotese, que as
fungBes encontradas sdo diferenciaveis o necessario para que nos

sas afirmacoes sejam validas.
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c{(ou/s) = O/XA/S + (-1)7 o« 1 059 (1.5.2)

Como conseqliencia imediata da definicdo de derivada exterior

tem-se que

d(dw) = dw = o (1.5.3)

para qualquer p~forma J.

1.6 ~ Derivada de Lie

Seja M uma variedade diferenciavel e sejam X e I dois

campos vetoriais definidos em M. O comutador [ X,¥7 & definido por
[(x,¥] = x¥-¥x (1.6.1)

Numa base candnica podemos escrever

(1.6.2)

e portanto
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1l
>

5 A 3 _y%Xe A S _
[X,.}f? «9);4 (I 91’3) .I Sx¥ (X a"xﬁ)"

« 2
z(xd._yﬁ;o{ _ Y X?x) (1-.6.3)

Bx”

0 que mostra que o comutador [ X ; 17 € um campo vetorial. As compo

nentes de tal campo sao dadas por
%
[X,_Y]fz[)(,_ﬂ (xf) = XWP.« - Y Xf:o( (1.6.4)

Por definicao, a "derivada de Lie" de um campo vetorial I o

relagao a um campo vetorial X é

;éy =[x, 1]

(1.6.5)

Em termos de componentes

(1.6.6)

(,[, i)"= x“yh, - ¥xf,
X

Podemos também definir a derivada de Lie de uma l1-foma & em

relagao a um campo vetorial X Para 1sto, calculemos
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ou

<wa [X,_\l7 > = (wf _YP),O( X’< - _Yﬁ(wfla( Xa(-]- Xq:(, wa()

ou ainda

o
Cwx]> = X<Yw> — I (Weia X¥+ Xip ) (6

Definimos a derivada de Lie de uma 1-forma J em relacdo a um

campo vetorial X por

L w = (W‘o[a( x* + X“,]D wd) gxr (1.6.8)
X

Da definigao acima e da eq. (1.6.7) podemos extrair uma defini
cao independente de coordenada da derivada de Lie de uma 1-forma W em

relacao a um campo vetorial dada por
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B2 o 4 P -
<_Y,.x{,w> =<_\[ w)(wpmx + X,r,w.()q’z >..
B ?
= _\1 (wfld Xx‘l‘ K’(,(c wx) <-57/3 ’ QIJCP> =

= _YE(WPM X%+ Xf(own()-“-
= X(i,w>‘<w) [X;-!7>

ocu mais brevemente

Crdwy= x <yw> =LY, x, 4] 7 (1.6.9)
X

onde X e ) sdo dois campos arbitrarios sobre a variedade.

Podemos mostrar das definices (5) e (9) que a derivada de Lie

AC obedece a regra de Leibnitz e que a derivada de Lie de uma fungao
X _ :
escolar & a derivada simples na direcdo ao longo de X , isto &, mm da

do sistema de coordenadas

/ 3.( 25 _Y"((.xé 3%) 4 22’3(.5, _Y’() (1.6.10)

X

L (—Ync ?d) = (j( &(),r XP (1.6.11})

X

onde Y%, XF e 2%

trarios, definidos em M.

sao camponentes de campos vetoriais arbi

Podemos definir a derivada de Lie de outra maneira. A vantagem
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que existe muma tal definicdo € que ela nos permite fazer uma imagem geo

metrica da operacdo de derivacdo (de Lie). Faremos isto agora.

Considerar uma transformacao infinitesimal que leve um ponto P

de coordenadas %% em um ponto P' de coordenadas x'* , dada por
«
% = % 4+ € X (1.6.12)
% ~
onde X <x) sdo as componentes de um campo vetorial A, gerador da
transformacdo linear. Esta transformacdo induzira um deslocamento de ob
jetos geométr_icos definidos em P. Assim, por exemplo, se Y for

un campo vetorial definido em P e em sua vizinhanga (pelo menos), o novo
[} ) . .
vetor Y (P') , resultante do deslocamento de Yo para o ponto infi

nitesimalmente proximo P' pode ser calculado por

. ,d ax'¥ 53
Py = (P) (1.6.13)
Yiry = S Y

pois podemos pensar na transformagac infinitesimal como uma mudanga de co

ordenados. Pela eq. (1),  teremos

of B fal
Y(r) = (_Y“cp) + € X, Y (P)) 5o (1.6.18)

L importante observar que, neste caso, _Y(P) e deslocado "1
!
nalteradamente" para P' e que em geral, Y (P!) nio coincide com o va-
lor do campo no ponto P', isto &, nao coincide com .Y (P ’) .

Posto isto, definimos alternativamente, a derivada de Lie de um

campo vetorial .Z em relacao a um campo vetorial X COomo
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(o[) ¥ )F = . Lem "ylf(x') - Yfem) (1.6.15)

E—b D €

Desta forma, a derivada de Lie "mede' a Variagéo ac longo da diregﬁo defi
nida por X P do campo y , por um deslocamento do tipo (12). De ou
tra forma, a operacdo de derivagio de Lie de um campo vetorial Y em e
lacdo a um campo vetorial X , & em esséncia uma operacgio de "'compara
cao''. Compara-se o valor do campo vetorial I no ponte P' (Y (P') )
com © vetor Y ’ (P') obtido de Y (P) por um deslocamento inalte

rado (de P para P') ao longo da direcao X

Usando-se desenvolvimento em série mostra-se que a definicao

(15) coincide com a expressao (6) como era esperado.

A derivada de Lie de uma l-fomma,neste contexto,aparece como con

seqlléncia da definicao da derivada de Lie para escolares (0-formas) que &

,Zg qb (x) = X’d éDQi

or
X
Desta definicgao, segue-se imediatamente que

L(Ywe) = (3 @) x"

X

ou

(4 1) o + (L )17 =

= ¥, XPwe + YT wap x
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ou ainda usando a eq. (6)

(o)(éwxjycc: (wau)s P4 4l W/a)_Y'(
com S & arbitrario, teremos:

L wy —_-(wou/s X+ X Wy )
X

que numa base {dz’d} se reduz a expressao (8),

Podemos definir também a derivada de Lie para um tensor de ordem

arbitraria

TPy = T en

,é Tx/s"'” (x) = - /c‘m re. rp
X e €0 €
| (1.6.16)
que se reduz a
o//s o .. @_ of AP _
0£ TJ'F.,_.CX) = Td’f | & X X"( Ta":..-_
X ,
(1.6.17)

B ,__.o('{ ‘( ,{/3 47_4/3.-.. 4o
--X,‘ ’d,r - e + X T.(P___‘ + X rl(..-.

para ver isto usa-se desenvolvimento em série. E importante notar que po

demos interpretar geometricamente a eq. (17) de maneira analoga a que fize
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mos com vetores.

1.7 - Calculo Com Formas: Introdugdo

No que se segue consideraremos uma variedade Riemamniana quadri

mensional, localmente Lorentziana, determinada pela métrica (_jx /SCX ) J
num dado sistema de coordenadas X% f _
Considere o operador de distancia dado por
ds? = cx) ole®dx” 1.7.1)
“
num dado sistema de coordenados. Fagamos a seguinte construgao: num dado
ponto da variedade X % , tomemos uma base de quatro vetores linearmente
independente
ed (x) j A= 0,14, 2,3 f (1.7.2)
(4}

A -
Desta forma, um vetor qualquer X ., definido no ponto, tem  componentes

A .
X dadas por

of « A
X = em; X (1.7.3)
. ox% -
na base (2). Em particular,os vetores X (1-formas) tem componentes
GA , hesta base, dadas por

o A
a/x“= Cyy O (1.7.4)
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Usando este fato, podemos escrever o elemento de linha (1) como

o A
a’s‘?—_-j(ﬁ & a1 E0 87 6% (1.7.5)

Podemos sempre escolher a base (2) de forma que

g el e(f:) - 7% = aégj (+1,-4 -1, -1) (1.7.6)
“p

o of
isto &, @(o) tipo tempo e e“', (=1, 2, 3) tipo espago, e mutua

mente ortogonais.,

Devemos chamar atencao para ¢ fato que a escolha (6) nio € uUnica
(embora seja conveniente na maioria dos casos) e nem impGe restrigdo algu

ma sobre as componentes da metrica.

Com a escolha (6) o elemento de linha 6/5'? assume, localmente,

a forma Lorentziana

-] 3
ds? = 745 67 6 (1.7.7)

A matriz % P pode ser pensada como as componentes do  tensor

metrico Cj"‘ﬁ na base local 4{ @;:“ e{‘;, ) A,B=0,1, 2,3 3 .

Como os vetores { €4, } sdo linearmente independentes, a matriz
0 N . -
4 x4 ( PPN ) e inversivel, Tomando nesta matriz & como indice

de linha e (A) como indice de coluna, poderemos representar a sua inver

ta) - . . 1.
sa por ( Sy »onde  (4) = Indice de linha e o = indice de colu

na. De maneira que

ac (A %
S eﬁ = gﬁ (1.7.8)
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Desta forma da eq. (6) poderemos escrever

) )

d s
= o
J‘p € (a) e(B) ef, = 735 la (1.7.10)

e usando a eq. (9), temos finalmente

3 A
Srsy = Jpp Sny = 746 €p (1.7.11)
Se definimos a inversa de % " por 746= a/egj ( + i)
-4,-4, -1 ) , da equagdo (7) obtemos -
(R) 4153

e = < (1.7.12)
f; 7 f (8)

Desta forma das eqs. (11) e (12) verificamos que os indices lati
nos maitsculos - que denominaremos "Indices de tetradas" - sao levantados
¢ abaixados com 8 e 7,,\5 , respectivamente. Assim, relativa
mente aos Indices de tetradas as matrizes 748 e 745 fazem o pa

pel de métrica.

Tomando a equagao

et,, b
g T C@ = %5
- ge
e multiplicando por 7 , teremos:

&
7 S S =

ou ainda
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e finalmente

of () c
€, € « - J" (1.7.13)
Desta forma,a eq. (4) pode ser invertida fornecendo
A (A) o
e = e, ax (1.7.14)

Para concluir, desejamos registrar o fato que a expressao  (6)

fica inalterada por transmacgoes de Lorentz locais L‘:, ; definidas gey

8
# <
Zc(” 74C Z »c” = 759 (1.7.15)
que correspondem a uma transfomagﬁo na base local
(4) .,U ) A €8)
ex > é’dm - Z,;“ '6’“ ¢x) (1.7.16)

Tals transformacOes correspondem a uma rotacao na base de tetradas de modo
que as tetradas ficam definidas a menos de uma rotagdo de Lorentz local,

que pode ser feita independentemente em cada ponto da variedade.

1.8 - Primeira Equagdo dé Estrutura de Cartan

Seja o elemento infinitesimal de distancia dado por

/s =Jv§” oz* ofc”® (1.8.1)
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mum sistema de coordenadas ‘i x* 5‘ , onde dx*  sio 1-formas duais
a base { g = j‘ . Conforme foi visto, por uma escolha de tetradas po
~ =

demos sempre escrever a eq. acima como

75% = %e 6% 6% (1.8.2)

onde
9* = e;m e ¥ (1.8.3)
dxX = e, 67 (1.8.4)

. . . A
Diferenciando exteriormente & dado na eq. (3), teremos

4)
de? - e o1 B olx 4 olx* (1.8.5)

4 1
Numa variedade em que a conexdo € simétrica /Z p = /719,‘:
(variedade sem torgao), devido as propriedades de simetria do produto de

Grassmann dx? A o/x"( , podemos escrever a eq. (5) como

“
d6” = e(xj,,/; o 4 X (1.8.6)

usando a eq. (3) podemos escrever

/3
6% = e,ﬁ,)/s Ceny Gy 6°216°  waD
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Definindo os objetos

y:

A (4j '
(ygc = = eofup See) Cee) (1.8.8)

que sdo conhecidos como ''coeficientes de rotacdo de Ricci'', podemos escre

ver de" como

A
A
do” = - cn 0°46° = { ae 6% 6° (1.8.9)

Definindo as ''l1-formas de rotacao'' por

A A
Ly = d/ec 6° (1.8.10)

podemos escreyer finalmente

A 8
do” = - w B N O (1.8.11)

que & conhecida como 'Primeira Equagao de Estrutura de Cartan".

Seja f@ﬂf uma base de 1-formas associada a base de tetra

L -
das { em, j . Nesta base a metrica Cj"" B tem componentes
ol B
Jge = @(4) e(a) (:7&(}3 (1.8.12)

Como Jgs €& un escalar

0’{743) = Uﬁe )l/’ axf = (cj"’g)ll/o axF



-28-

0,

de modo que diferenciando exteriormente a eq. (12) e usando que j/s up =

teremos

ol A « P!
a-/\(]ms) = em)u/a eca)jo(/g olxf + €, e(g)”,o Jp oxf =

_ ¥ & £ ac of A P e
- ef‘””f’ €y S Qj“/a + Gy 6)03)”/0 See) 9jd/3 =

= tane 0° +  Jese 6° (1.8.13)

- A
Usando a definicao de 7y & ., teremos

affj4.3) = wﬁg + Wsaa
(1.8.14)

De acordo com esta Ultima equacao podemos concluir que se a base

L4 ' )
{ ew)(” } for escolhida de maneira que j‘}s = constante,a 1-forma de

rotacao obedecera a simetria

Wag = - Wsn (1.8.15)

Para uma dada base f 8 A] os coeficientes de rotacao CUAB
s3c unavocamente definidos pelas eqs. (11) e (15). Faremos tal demonstra
cao devido ao fato de que, com ela, evidencia-se como veremos no final,uma
maneira direta para o calculo dos o/ Aa , 05 QUAais serao extremamente im
portantes na detex_‘minagﬁo das Z-formas de curvatura e, conseqiléntemente na

determinacao das curvaturas de uma dada métrica (veja Segunda Equacao de
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Cartan),

Recapitulando, desejamos mostrar que se 6(/4,3 =~ Wz 4, entdo
A ~ - . .
0s W g sao univocamente determinados pela eq. (11). Com efeito,

da eq. (10), que reescrevemos

4 8/4 e
W, = se O (1.8.16)
dada a hipotese g = ~Wsay . concluimos de saida que /486 e
antissimétrico nos 2 primeiros indices. De acordo com a eq. (16) podemos

escrever a eq. (11) como

A A A
de” - _ Wign8® = - ¥, 6°16% (.87

Devido & simetria do produto externo 84 08 , esta equagdo pode ser
posta como
d/ A 1 2 A 3 ¢
6% - :?_(J’,k - §is ) 6% 6 (1.8.18)
Definindo

Crne = J/MC - $acn (1.8.19)

teremos

yl
de? - é_ C g 6%, o° (1.8.20)

Como, por hipdtese, qug =~ Wgg , aeq. (19) pode ser resolvida pa
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ra K‘?GC . Para isto escrevemos

(vl?gc = J{‘?ac - J{qca (1.8.21)
Cone = Vane - Vaca (1.8.22)

Cc’ms = d/cwe - d/caxa (1.8.23)

Semando as duas Ultimas e subtraindo a primeira destas eqs., teremos

CB#C + (;'413 - (‘456 = — xfﬂsc (1.8.24)

onde usamos que Sane = - YBge . Assim

d;gc = ;é— ((ﬂac ~ C84c ~ (;'ﬂe) (178.25)

A
Desta forma, os A/A-Bc ' ou equivalentemente os ¢/ a (veja eq. (16))sao
- A
unicamente determinados pelos coeficientes CBC da eq. (20) ou equiva

lente pela eq. (11) como queriamos demonstrar.

Como observamos no inicio, com tal demonstracdo evidencia-se o
seguinte fato: conhecidas as expressodes para os 0/9’? , podemos de acordo
com a eq. (2) ler diretamente os 4 :c . De posse destes, podemos com
o uso da eq. (25) obter os J/Asc ‘e, em conseqliencia, os UJ”B de acordo
com a eq. (16). Na pratica, em geral, intuimos os &/ ﬁa diretamente das
expressdes dos de”? ao inveés de ursarmos a eq. (2). Devemos, no entan
to, chamar atencao para o fato de que quando lidamos com metricas que pos

suem temos cruzados (Universos com rotacdo, por exemplo) tal tarefa, ou
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#
seja, intuir os Wy se torna terrivelmente dificultosa.

Evidentemente, da definicao dos (;,,R , 4 simetria 4 ABp =
= - (Acg , € satisfeita. Usando tal simetria € possivel mostrar gque

0s Crnac satisfazem a simetria 3{45‘: =“d/6ae)c .

1.9 - Segunda Equacao de Estrutura de Cartan

Seja a 1-forma de rotacao
A A p (c)
w = 8. 6° = 4 S dx% 1.9.1)

8c

Diferenciando exteriormente

dew’s = (d’:c ey )”)D Azl a ofc*

Mas
{c)
ooogay (el ex el e -
(J/ﬁc Ca )”f = T\ ANy Ty Tc) < )u}o
¢A) “ _ “) P ” P
- _(9‘”“ €en) )Hlo-_' - Cja”"”//a PCBJ - G:J(//o( sy H/O
Logo

A (2) o
dw’s :—-c?/a”d”/o €ls, dxfa olx™ 4
e e ol 4 ox (1.9.2)

+ /Az/a{ CA) II/C‘
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A
O tensor de curvatura ;Q Y /3 e, como sabemos, definido
por
A
Iéu!a([i/j - l//a” He = /Q/u,(/j l/,{ 7 (1.9.3)
. l//“- L
para um campo vetorial qualquer . Usando esta definicac e o fato
of
de que dx* = Sn) 6" , teremos
£
Vi / P Aa) P of D e
dw’s = £} g/{p(/o Ca) € €y Cte 674 6" -
= roeX 8fr 8" o
palllt e(e)n,o ecs) 6F, 1 e
Como
4 A v
S np =j cg( ezxcmn‘c =
o ux (D) 2
z_] eo( eco) e'ﬂlal Ii(-" =
(D) v
= (D) e‘btﬁ)il r= (1.9.5)
teremos
# f A D ¢
dw'e = 5 R o, 674064
R) (D) 2 r o J
e/um e /u e(p) eua)np €e) efr—') &1 6
(1.9.6)

A
Usando a definigao dos coeficientes de rotagdo de Ricci X Be
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4 AD e F
A / e, o Y J/ - 616
W = - — 818 - F Bp&
dw’s 2 K seo (1.9.7)

ou ainda

A e D AD
Q/w”s --E’.,?MD ENE" + Wap A W (1.9.8)

onde usamos a eq. (1.8.16).

Podemos ainda escrever

# D 4 4 b
__',q?aco N & =q/cu5 + Wp A W 5 (1.9.9)

Definindo as Z-formas de curvatura por
A { A o b
L g =- — /723.«:9 &4 6 (1.9.10)
<2
teremos finalmente

A ¢
__Qﬁs = g[a)ﬁg + We 4 Wy (1.9.11)

que € conhecida como Ségunda Equacao de Estrutura de Cartan.

Fa A -
Tendo calculado os /' g e d s , verificamos desta ul
tima equacao que teremos os _('2_"l g & usando a definicao (10) podemos

A
obter por uma leitura direta as componentes da curvatura )2 gap . onde
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A { “ o ca)
Qscp = /g/a,(’o e(g) SPPS f’ff;, 6’/( (1.9.12)

conforme usamos na demonstracao que acabamos de fazer.

1.10 - Identidades Para a Curvatura

Podemos mostrar facilmente, partindo da Segunda Equacao de Estru

tura de Cartan

(- &
_QCB = a/wf, + We 4 Wy (1.10.1)

a simetria —Q43 = - ._Qg,q , para a 2-forma de curvatura. Com

efeito, contraindo a equacao acima com cjcn , teremos

et F
_Qng = %p a/cu‘,s + WoAwWwag (1.10.2)

Usando a eq. (1.5.2), onde o= 'F , isto &, onde o & uma zero-

forma, podemos escrever

—Qns = Q/(jcn CUCg) - Q‘/jea Aw:"‘wﬂf—"‘ ‘WEB

Qaﬁcﬂ = CUg.q. + Wae (1.10.3)

Logo
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_Q,m = a/a),m - (w,m -+ w,;f),t w‘; -+ cUAgz!w‘fs - (1.10.4)

De maneira inteiramente anéloga, teremos:

£
Clwsn-(“/cs + Wge )1 Wws + Wee 1 W 5 (1.10.5)

Qen =

Somando estas equagoes, resulta

a/((!/mg + gy ) — Wen 1w,

ﬂﬂ&"‘ "Q’SH‘ =

‘/(W#e + Wra) =

D/(Q//AB) =

— w«::s A we,q =

1}

Conseqlientemente

~—(245 = - —Q B4 {1.10.6)

Uma segunda identidade para a 2-forma de curvatura -f?43 pode
Tal identidade aparece, no formalismo de Cartan, como condi

ser obtida.
a/é?"
, COmO Vveremos.

¢ao de integrabilidade das Z-formas
Una p-forma & & dita integravel se existe uma (p-1)-forma tal

que
« = e (1.10.7)
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Desta forma, a condigdo de integrabilidade da p-forma o pode ser ex~

pressa como

doa = d?w = 0 (1.10.8)

Assim, a condicao de integrabilidade das 2-formas 449’g € expressa pela

identidade

4% 6% = O (1.10.9)

Estamos agora em condigoes de mostrar a segunda identidade rela
tiva a forma de Curvatura -r243 - Derivando exteriormente a Primei

ra Equacao de Estrutura de Cartan

d (de") = o (~w®s 1 0%)
Usando a condigdo de integrabilidade (9) e a eq. (1.5.2), resulta
—dw’s 46°%- (1)t w1 dE%= 0
Usando a Primeira e a Segunda Equacao de Estrutura de Cartan
(- 2% + werwS )a0%+ wy 4 (-wer16°) =0

ou

% 4 8% =0 (1.10.10)

8
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Pode-se mostrar que todas as simetrias do tensor de curvatura es

tao contidos nas equacoes

(2un = ~ {254 (1.10.11)

%1 6% <0 (1.10.12)
onde
__Q”B - - _é_ Eicy o<a6° (1.10.13)
Mostraremos este fato agora. Evidentemente, das egs. (11) e (12), tere
mos
/Qmscp = - /?34 ep (1.10.14)
Igﬁgcp = - gﬂs Dc (1.10.15)

Multiplicando exteriormente a eq. (13) por (98‘ , teremos

‘QZ(.’D 6cs 6%1 0% =0 (1.10.16)

onde usamos a eq. (12). Assim, teremos a identidade ciclica, ou seja, a

eq. (16) nos diz que
A
V4 [8ep] = 0 (1.10.17)

ou equlvalentemente



~38-

/?/ﬂﬂsco] = 0 (1.10.18)

Usando as simetrias registradas nas equacdes (14), (15) e (18),
podemos mostrar que £245c5> e simétrico com relacao a troca dos pares
de indices, digo Pmsca = l?cb #g8 . Com efeito: A eq.(18)

nos permite escrever
’P"E’”? = 0 | (1.10.19)

ga[nebj = 0 (1.10.20)

ou equivalente
f’gﬁscp + /?A?DBC + )Qﬁcog = 0 (1.10.21%

Feaco + Kopoae + Rscoa =0 (1.10.22)

Subtraindo a eq. (22) da eq. (21}, teremos:

CKasco * )?ADBC-P Kacra - Rsoae ~ Eocoa =0

onde usamos a simetria (14). Utilizando ainda esta simetria podemos es

crever

Qgﬂaco - /?pnsc - g‘ﬁpls —Espﬁc— /Qscoﬂ =0
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ou

'Zf?ﬁacD —()?Dﬂsc-l- pscd) “(EC‘#PG + Pcsﬂp) =0

Mas, pela identidade ciclica, podemos ainda escrever

QZE”BCD + EDCAB + ?CDB# = 0

ou

'2(‘6?580 - Pcoms) =0

portanto

‘?Ascp = )Pcp 2B (1.10.23)

como queriamos demonstrar.

As identidades de Bianchi podem ser obtidas a partir da Segunda
Equacao de Estrutura ‘eq. (1.9.11) como se segue. Derivando exteriormen

te a eq. (1.9.11), teremos:

a/_QAB = G/(C/w”g)+ d (s " wS) =

usando novamente a eq. (1.9.11), teremos
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A c
Q}_Qﬂs-':(—raﬂc‘—wgdCUS)AwB —_—
_w'zd(ﬂc@_~ w1 wgc—)

au

e
Q/_Qﬁs = _Q_ﬂc A Wcs ~ GUﬂe A _(25 (1.10.24)

As identidades (23) implicam na forma usual das identidades de

Bianchi, como veremos agora. Usando as eqs. (1.9.10) e (1.9.12) teremos:

Q/—Rﬂs = Q/(".zl gﬂacp 9"/!9") =

-1 d(Biap ey, <k oy €76 e dutader)-
= - j /Q/::Jrnf C sy 6::4’ dxf Q/)CJA de”

- QL sz‘w E’f:) ne e:ﬂ) dx C, 0/)65/1 de®

-7 €a(fl’ ef:,) 6—’2’)‘0 ol Cr el 4 ol ” (1.10.25)

¢ outro termo, isto e

e
—Qf: A ‘UCS :":z"(g:sn 64 QF) A yap 9P=



-41-

{ 'z} (4 3 (F}
= - :2’-(,? s €« €l €w Cr € E a’r A o/z"r) A

/a

o o 53 cP)
A [-eo(nls ece; € ef’ a/xf)

2 Cunsy ) eu’ufs e"g)

W

{ (#) y2
__l_/?/u;( e‘( efe)uf;

pois

P of (c)

ecc; S) e«ulo = eus)nlc

O termo que falta pode ser escrito como:

A s # ® < & H

ZE « Vi3 ®
=- 1 (— Cxip €e) gy €p dxf ) A

«
L pf e‘m’e’“’ « ax €4 ofx SA de?

(1.10.26)

{ (<) (F) _(H]) § Y
A R/A'(B €4 ecrs) e(a-) eu-u < e; oz AQ/J:' =

- L pf 4 §
TR @a(f&’ e/fn,o 8’:;) ol £ o/z A ele?

Escrevendo a eq. (24) na forma

A/ v, Ped A <
J—DB“RCAwB'}'wc/\'{LB =

O

(1.10.27)
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e usando os resultados (25), (26) e (27), resulta

A P
{ (a)
T2 &53‘“/" et e detidcdyidet = 0

¢8) .
Contraindo com eo( e &, sy » tercmos finalmente

JE]
/ro[é'ru/o] =0 (1-10.28)

que € a forma usual das identidades de Bianchi.



‘CAPTTULO * 2

QUANTTDADES CINEMATTCAS

2.1 - Tensor de Projecao

Seja uma variedade My, e seja l/ ’ um campo vetorial definido
nesta variedade. Tal campo determina em cada ponto P, um subespago H,
do espaco tangente em P, que denotaremos por 7/; ( Hc 7;; ), constitui
do pelos vetores ortogonais a ¥V 4 (3). No caso do campo vetorial sa

tisfazer a determinadas propriedades (5), teremos determinada uma hipersu

perficie S¢ M‘_‘ . O subespaco H, determinado por V « podera ser  de
trés tipos:

i) Se Tj"p VX VR < 0 , 0 subespagco &€ dito ser
"tipo te@Eo” e, neste caso, a métrica do subespaco sera Lo
rentziana.

ii) Se J«p v vA 5 o , o subespago € dito ''tipo
espaco'’ e, neste caso, a métrica do subespago € positiva de
finida.

iii) Se dep T 2L 0 , 0 subespago € dito ''tipo

nulo'' e sua métrica serd degenerada.

Trataremos, a partir deste ponto, apenas o caso em que o subespa

- " - V“ - -
¢o H e do tipo espaco e tal que o campo vetorial e normalizado,

ﬂ“F v<vR = 4 . Neste caso, podemos associar a H, uma classe
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. . « -
de observadores com quadrivelocidade v e H sera dito 'referencial

inercial" do observador correspondente (6).

-—

vx i -
Usando podemos construir o tensor /{q([g \}( 5 ~ Vi l//,» )

que possui as seguintes propriedades:

i) E um operador de proj egao. Com efeito, usando a  definicao

ii)

iii)

de /hl/s e o fato que Vae v =j.(/3 yvr = 4

podemos mostrar diretamente que:

hy K% o= A

Tal projetor , projeta ortogonalmente a V. com efeito,
seja X um campo vetorial em M,. Anotemos por
1x% = ‘1.([3 xP , a sua projecdo em H., O

produto escalar

Vp 1x" = RS A <

_

/3( f-—-l//gl/.()x< =0

«
0 que nos mostra que Ax}a projetor ortogonalmente a Vo,

0 tensor Ad[B ¢ métrica do subespagco H. A construcac a
cima nos permite escrever o clemento infinitesimal de  1linha
em M, (distdncia no sentido topologico entre dois pontos

P ¢ Q de M,, infinitesimalmente proximos) como

0/52=jx/3 dxdx® = he el B + (Ve dx)?

Assim, a distincia entre P e Q fica dividida em uma dis
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tancia puramente espacial 0// = ﬂ/x/g dzX dx e um
; 4
intervalo de tempo At = Ve dx , 0 que mostra

ser Ax/s' a metrica do subespago H.

iv) o trago h do tensor Ao(/_; € igual a 3. Com efeito, por

definicao

Il

b= K =GP gom - Vet )

= J:(( —ij’ﬁ%c Vg = 3 (2.1.3)

onde usamos que

v Ve = 4
por hipotese.

0 tensor Awp determina univocamente em S uma afinidade.
Como mencionamos sob certas condigOes (*) os subespacoes lo-
cais € 7/?’ juntam-se dando origem a uma hipersuperficie

S c Mc,v © & nesta S que A «p determina univocamen-
te uma afinidade. Para mostrar isto recordamos que muma va
riedade com torsdo nula a afinidade ¢ univocamente determina

da pela condigao

Spup =0 (2.1.4)

Tendo isto em conta, temos que mostrar que, em S ,nao ha

(%)

Isto ocorre se e somente se o fluido possui rotacao nula; veja

.referéncia (7).
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torcao e que a derivada covariante de [’L,( B € nula. Com

efeito:

Anotando por Ve X B= X/gno( a derivada covariante do vetor
X p - a derivada covariante de 4.% com relacao a afinidade

induzida em S sera

b” AL v

F_LXJ = 3VJ_XJ,

Por calculo direto mostra-se que
a) ‘vt -V %t = hy }1}5 (Fnons Fusur
o que mostra que, em S , ndo ha torcdo.
3 §,6e 5
b) "W Afsr = }’l.,( }1}3 Ay }\.ég,,g = 0 , oque mostra
que, em S , a derivada covariante de .« B e nula.
Logo, esta mostrada a propriedade.
g - A VK . - -
Utilizaremos B € para decompor objetos geometricos -
em suas partes ortogonals e paralelos a Vo( . Na cosmologia escolhe-se
v como velocidade média do conteudo material do umiverso e a decomposi

cio acima adquire um significado fisico determinado. Falaremos disto nu

ma secao Seguinte.

2.2 - Geodésica e Parametro Afim

« -
Seja X (%) uma representacdo paramétrica de uma curva /4
o .
definida numa variedade Mt/ . Considere um campo vetorial X (#) defi-
nido sobre a curva /A . A derivada covariante desse vetor ao longo da

curva /& definida por (8)

DXY o 3
F - ans 4 ) Ve - .3_/’.:1.13 (2.2.1)
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{ .
0 vetor A & dito paralelamente transportado sobre a curva
Z‘((f-) se
Dx¥ = 0 (2.2.2)
Dt

Un campo vetorial particulamente importante definide sobre a -
« - -
curva X (¢) & o campo dos vetores tangentes a @ X '((t'-) em cada ponto:
vX = d‘r‘(/ﬂ' . Com ele podemos definir geodésicas. Com efeito, di

o
ZEmos que a curva x%Xt) é geodesica se DVAt for paralelo a

vY = dI'Vq’zf- , isto &

YA y X (2.2.3)
pt 7C |

onde -; ¢ uma funcio escalar. FE sempre possivel encontrar um novo pa

rametro S¢¢) , tal que a equagao acima se reduz a (9)

_gﬂ(.: _‘j_';f + T‘;r vBv® = 0 2.2.4)
s

o pardmetro S € denominado "parametro afim” e a equagdo acima € a equa

cao de movimento de uma particula no campo gravitacional.

2.3 - Coordenadas Comoventes

0 Principio da Covaridncia Geral & um dos fundamentos basicos da
Relatividade Geral. De acordo com este principio, deveriamos tratar as

leis fisicas sem a necessidade de explicitarmos o sistema de coordenadas u
tilizado. A Cosmologia, na maioria das vezes, se ve compelida a adotar

uma coordenada tempo global o que significa no abandono de um  tratamento
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covariante geral. Este € o preco que temos que pagar pela simplicidade
dos modelos cosmologicos e pela descrigido da realidade fisica de uma manei

Ta matematica mais simples e conveniente.

Os dados observacionais que dispomos indicam que, em escala da
ordem de 10x anos luz, o nosso Universo, no seu estagio atual, apresenta
um alto grau de homogeneidade e isotropia e se expande, isto €, suas galé
xias se afastam de nds com velocidades proximas a da luz, sendo as veloci
dades aleatdrias em relacdo a este movimento médio, muito pequenas. Pode
mos assim, admitir uma velocidade média de recessdo das galaxias, e tratar
o contetido material do universo como um fluido. Isto € o que €  feito

convencionalmente na cosmologia.

Na maioria dos casos simplificamos grandemente o tratamento de
problemas cosmoldgicos com o uso de um sistema de coordenadas onde as gala
xias, ou o conteudo material do universo, estao, em média, em Tepouso.
Tal sistema & denominado "Sistema de Coordenadas Comoventes' e o definire

mos, agora, de uma maneira mais formal,

Anotaremos um ponto da variedade espago tempo {evento) M4, por

x,( , = 10,1,2,3., Seja S uma hipersuperficie do tipo espago e

tal que sobre S qualquer ponto tenha a mesma coordenada temporal x°.
Os diferentes pontos sobre S sdo caracterizados por diferentes coordena
das espaciais I': , (=1, 2,3 Por cada ponto de 5 considere geo
désicas, & , ortogoanis a S com parametro afim s . . Assim, podemos
caracterizar qualquer ponto X « , da variedade espaco tempo fornecendo
x"" e 0 parametro s sobre a geodésica & que contem X < . As

) ~ . . . .
coordenadas {I = de. y S f sdo ditas comoventes e 0 sistema assim def_l_

nido & denominado de '"Sistema de Coordenadas Comoventes'.

A velocidade de um observador movendo-se ao longo de (ligado ao
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contetdo material do universo) & dada pelo vetor tangente & curva:

dxX

‘ (2.3.1)
ds x¢ = cTé‘

v =

of
que, em coordenadas comoventes, evidentemente Se reduz Vo= 8 0

2.4 - Quantidades Cinemdticas

Una curva, (Y , definida numa variedade M4 e uma aplicacdo
4
de um conjunto aberto do R1 em M,. Anotamos por X: sefAck -—-u-J/fSJ,

onde A &, evidentemente, o conjunto aberto de rL,

Chamaremos de "Congruéncia de Curvas? /7 , a uma familia de
curvas 2((5-{‘) , definidas em My, de tal modo que por cada ponto passe
uma e somente uma curva; O parametro t serve como marca para se identifi

car as diferentes curvas da congruencia,

Consideraremos uma congruéncia de curvas ¥ st) ,onde 5. ¢

un parametro afim ao longo das curvas, e tal que num sistema de coordena -
of ~

das local 1’ x f , a congruencia tenha por coordenadas * “ $;t) . To

maremos © parametro § como sendo o comprimento ao longo das curvas da

- £ dr? - .
congruencia, de medo que o vetor tangente Vo= 7, tem modulo  unita-
. . « . . . .
Tio, pois j“ﬁ AR 4 . Posto isto,considere dois pontos vizi

shos P e Q tais que P (S, t) € Yes,t6) e & (s, Zordt) €

€ ¥(s, b+ At) . O vetor que conecta P e Q, que denominaremos de ''ve

tor conexao'', tem por componentes

Z = ja-—t— (2.4.1)
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e esta associado a distancia (topologica) entre P e Q. A distancia
(no sentido fisico) entre os pontos P e Q € a projegdo do vetor cone
X340 20( no referencial da particula que tem por linha de universo a
curva ¥ (s, &), istoe, 41 2% 2 A.(P 27 Chamaremos 1 2%

de vetor posigao relativa.

A velocidade relativa entre P e Q sera dada pela variacdo da

posicdo relativa L 2% , Ou seja

§
4 -'E;J.E’(:: A“F(A’:’ fr)”g V' o=

v, 5
_ }L“P }1’33,”5 v ¥+ l\é, 255 v

Mas, podemos escrever as parcelas do 2% membro da equacao acima como:

% B 1/5;/".:__.1'/“’1/ 2 /3

J: rnd &
onde V% = V¥%.§ Vg = LA
Ds
e A_da, 2% ¢ A ()3 iy 27
onde wsanos o fato) que 235 VP =V p 2"

Desta forma teremos

¥
12wt (K Vi - Vi V)20 <
S

(*) Isto se deve ao fato que 0‘; 2 =0 e ao fato de que a cone
xac e simetrica. Veja referencias (5) e (7).
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= [""f(p Vﬁua’ “(89;3“‘/.(!//3 )Vﬁ;fé VII/J’]‘?K =
VTR VES

Definindo

Teremos finalmente que

D < _ v 2P
1 ”D“E"L% 2 A1 (2.4.2)

o
Podemos discutir melhor esta relagao separando 4 em suas

partes simétrica e antissimetrica:

Y.(P = Wkp + Bup (2.4.3)
onde
{1 &
9‘{}3 = V(,(rs, = ‘-’-2'-' }\.,( AF (l/'(llé+ ‘/éﬂ'{ ) (2.4.4)
£ &
CUx[s = Vrwpl = -*i',‘- lt,( A’P (‘/Kn e— Veux ) (2.4.5)

Ao tensor 9,( P di-se o nome de 'tensor de expansao'' e a

Wop  chama-se 'tensor de rotagdo! O tensor de expansao 5»(/3 pode

ainda ser decomposto em duas partes, UmaA das quais - (chamada de
'shear'') possul trago nulo

onde
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b= 0% =1

—

£ € «
> j.{lg A.( A/; U/{ué -l-(/é.?u.( ) =V it (2.4.6)

Gx,g: Q.(,g-.. —13—- L.n(ﬁ (A

¢ portanto

(2.4.9)
]
Th Ge(ﬁ = 0w =0
Da definicao de al/s e W B verifica-se facilmente
que
9«]5 v [3 = O
(2.4.8)
0 traco do tensor de expansao, 19,(]3 , que anotamos por e ,
esta associado @ variagdo do volume do tri-espaco (5} e por esta razdo ¢
denominado de

"expansao''.

0 tensor Qu * , que denominaremos de cisalhamento

(shear em
ingles), detemmina a distorgao que ocorre no fluxo do fluido (estamos agui

pensando num fluxo de particulas em vez de pontos na variedade M) e que
deixa o volume invariante (5).

0 tensor

w-(p esta associado a rotacdo rigida sofrida pelas -
linhas de fluxo do fluido (5).

Podemos também representar CerI; por meio
of,
de um vetor W

. denominado de "vetor de rotacdo' ¢ univocamente defl
nido a partir do (.Ua(l_:, por

——

ol ) ‘(133"{
. ) Y

= B u_}&,‘r (2.4.9)
onde
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&

x/gra‘_ 1
A
LpES

Y
6'(/” (2.4.10)

sendo & 0 simbolo de Levi-Civita e J = Q/EZL Uo(ﬁ ) .

of e e .
0 vetor W pertence ao subespaco H e sua direg@o € a do el

xo de rotagdo instantanea da matéria (5).



CAPITULO 3

UNIVERSO DE GUDEL

3.1 - Introducao

Em 1949, Kurt G8del apresentou um modelo cosmoldgico, solugao
das equacoes de Einstein com constante cosmologica, que constitue um pode
roso estimulo 3 investigacdo de solughes exatas mais complexas das  equa-
coes de campo Einsteinianas. GBdel exibiu uma solugdo na qual a matéria
€ tratada como um fluido perfeito, sem pressdo, com densidade /p cons tan
te ( /7;7, :/O %A Vz; ) . Tal modelo cosmologico serd o objeto de
nosso estudo nesta parte deste trabalho, tendo em vista comparagoes, que

faremos adiante, com um novo modelo do universo por ndés encontrado.

3.2 - A Metrica de Gidel

O elemento de linha proposto por GBdel em seu artigo:'An Example
of a New Type of Cosmological Solutions of Einstein's Field Equations of
Gravitation", pode ser escrita como

o X ML )2 2 2
b = dt2r 2 S Gty f St et A

Tal métrica pode ser escrita numa outra forma, a sabet:

ds?t - (Tt + G’.‘di)'zué’- e‘?xz a/_ye- A~ 2% (3.2.2)
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A
Se escolhermos as 1-formas & , de forma que

90: C/ZL + e’“aﬁz C/ZLz 50"’ equ/y
glz O}X a’:z:: 91
(3.2.3)
93 -.-2@ e'(‘ca/_y a_/y = /27 e_'(zge
93-_-,- p/g- ol = 93

podemos escrever a eq. (2}, como
dst = (6°)°- (8') - (8°)°-(8°)° (3.2.4)

ou

ds® = 7 6% o° (3.2.5)
%13

onde a matriz 74 a ¢ diagonal da fomna

%ﬁ = a/t-y (+4,-1, -4,-1) (3.2.6)

Usando a eq. (1.5.2) c/(f—Q) =7Co/_r2 + 0/7[4 12 ., onde )C

uma zero forma e -SL uma g-forma, resulta

d6° = xJ2' 6*1 6?

(3.2.7)
Cﬂgi = 0
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thz —x 8'4 8°
(3.2.7)
0’93 = 0
e, por inspecdo, obtemos as l-formas de rotagdo
nao nulas
1 f2! 2
W = W = — &8
<z
2
W = Wo - _ 2 o et (3.2.8)
2

4—.
R g =

, podemos encontrar as Z2-formas de curvatura

Utilizendo a Segunda Equagao de Estrutura de Cartan:

A
=G/CU45 + WeA “UCB

nao nulas

i

0 ;] R P
A - 4 (8°467)

_ff,,_ = - :?’_ < (6°46%) (3.2.9)

mb"

/ 2 / 2
5 o (6'46°)

A
As componentes nao nulas do tensor de curvatura K gep DPodem ser obtidas

diretamente com o uso da eq. (1.9.10)
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0
v
AE’ ltel = A ol
‘e 2
202 = 3’- x (3.2.10)
l
- I g%
’ez 12 = F«
Assim, a Unica componente ndo nula do tensor de Ricci, /?45 =
Y] > -
7 cabn ‘940‘3 » ©
Poo =- «F (3.2.11)
Portanto
P Ko = - % (3.2.12)

3.3 - Calculo das Tetradas

Para que possamos escrever o 1ensor momentum-energia na base de

o
tetradas, necessitamos calcular as tetradas € ¢a) Devido a  esco
“) _
lha (3.2.3) extraimos diretamente o0s Ex nao nulos
(o) 1) (3)
e, = € =€, =41

(3.3.1)

€
o 2
e, = 12
26’
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<3) x é;'B
Utilizando a propriedade @.( e( q) = pas , teremos
o i 3
G:O) ) e(L) = ecgj = i
0
€y = - S (3.3.2)
2 -
o
sendo todos os ocutros f?(4, , nac escritos acima, nulos.

3.4 - 0 Tensor Momentum-Energia

0 tensor momentum-energia de um fluido perfeito, sem pressdo,
com densidade /9== constante, proposto por Gbdel, numa base de coordena

dos, pode ser escrito como

lhy = [ ’//u Ve (3.4.1)

Em coordenadas comoventes

pb - }ol/ﬂ/_.v:/a 55 503 (3.4.2)

ou

Tuv = P _fuc_J20 (3.4.3)

que, usando a eq. (3.2.1), nos fornece para componentes nao nulas de

..as seguintes
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o’ (3.4.4)

)
™
{l

D
-

26

Projetando —ZH_Z/ na base de tetradas

of /3

com o uso das eqs. (3.3.2), resulta que a unica componente nao nula

&

7:0 :/D (3.4.6)

3.5 - As FEquacoes de Einstein

0 conjunto de equacdes de FEinstein na base de tetrada

?AB - 3,' j,;s "/- Aj45 = — 7;.6 CS.S.].)

se reduz, dado a nossa escolha de tetrada e as egs. (3.2.11) e (3.4.6), a

50—-.—2’—2700 + A == oo = -/° (3.5.2)

£, - A = O (3.5.3)

L
2
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E evidente, portanto, que a métrica de Gddel € de fato solugdo se

Beo = ~ % = 2 A (3.5.4)

Zbo = - 730 ou ol :/3 (3.5.5)

E importante notar que a eq. (3.5.5) expressa o fato de que a densidade
/Q € sempre positiva.
Discutiremos, a seguir, algumas propriedades do Universo de GU-

del. O leitor que desejar maiores detalhes podera encontra-los em Gidel,

Kundt e Silk, referencias (10), (11) ¢ (12).

3.6 - A Expansao
0 Universo de GUdel ndo tem expansao. Para ver isto, considere

aeq. {(2.4.7), ou seja

8 = l/xuoc l/"(,,( + /7 v (3.6.1)

i

Tomando

J% 52 (3.6.2)

Teremos

9 = /10( (3.6.3)

o
Utilizando a eq. (3.2.1), podemos calcular os /z,( . Isto foi feito e
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encontranmos
o ¢ 2 3
/700 = /-70[ = /702 = /703 =0 (3'6'4)
conseqlientemente & =0 o que mostra que o Universo de Gddel & despro

vido de expansao.

3.7 - 0 Cisalhamento (Shear)

0 Universo de GYdel nao possui. shear. Para ver isto considere
as eqs. (2.4.4) e (2.4.6). A equacdo (2.4.6) pode ser também escrita co

mo
(1 — ! A d 4 * l/ [ A/ 3.7.1
My = ""'e (e 7J) fao — 3 Ao (3.7.1)

Da eq. (3.2.1) podemos escrever que

I xx

Qf’ab = eo(:c ) e‘z . (3.7.2)

Se chamamos de c? a0 determinante da matriz J#-y , teremos:

vy = 2L X

2

(3.7.3)



-H2-

HY
A matriz inversa a sera
-1 .
N -4
U
Q? = _ax
Z€ )
Escolhendo
* = 84
- 0
teTemos

el
<Ze

2K
-ze

(3.7.4)

(3.7.5)

4y = = (_{ g e~ o) (3.7.6)
A t;J;aco 1% 4

e, de acordo com a eq. (2) o projetor

sera

éﬂa f;)ﬁv "éﬁ

Yy
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. -4 . .
24X (3.7.7)
VP | . -e .
o = /2
. - N _J'

7
A matriz mixta /l terd apenas oS elementos nao nulos seguintes

Alz Aze = 433 = 4 (3.7.8)

)

Utilizando a matriz (2), a escolha (5), a definicao do "'shear (1) e o fa

to de que B = 0 ., encontramos que

G;w = 0 (3.7.9)

isto €, o universo de GBdel nao possul cisalhamento.

3.8 - A Rotacao

0 Universo de GBdel possui rotacdo. Para mostrar isto, consi

dere a eq. (2.4.5). Ela pode também ser escrita como
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£
Wy = 2—’- 4//24 /z,]a( Yenw (3.8.1)

Como

é £ € G
l/‘(h'x "—-'j‘é / X :J(é ( V/o( + /70(0- V )
para a escolha (3.7.5), teremos

’/ & y cd
ot =]{é /7‘(0 = :é-j(éj (jn’cf{o 1“Jof/n’—jaxuf)

e portanto

V(uo( = :;—(jnu’m + Jo 1 o« - Jox 14 ) (3.8.2)

Tendo~se em conta a matriz (3.7.7) e usando as egs. (3.8.1) e
(3.8.2), encontramos que a Unica componente ndo nula do tensor de rotacdo

)
o & (3.8.3)

Mas

WP 4 BT (3.8.4)

Desta forma
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- — d - b
-«
X - _de -
of
w l3___ _ % (3.8.5)
- . x € - .

0 vetor de rotagao Q%L €, de acordo com a eq. (2.4.6) dado por

Yu = ;21. 7'(/"/"/4 w v’ (3.8.6)

onde

/;%QﬁfgﬁL = ﬂcg}r7 ézﬁygfo/4¢ (3.8.7)

sendo é;k/afabb o simbolo de Lei-Civita, totalmente antissimétrico.

Usando as egs. (3.7.3), (3.7.5), (5), (6) e (7) encontramos que

-

a Unica componente, nao nula, do vetor de rotacdo U

1y

= - xfz (3.8.8)
2

Portanto
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Wy = (0, 0, 0, —3{!/_?) (3.8.9)
3 _
ou
ws = (0, 0,0, —%@) (3.8.10)

o que mostra que o Universo de Gddel possui rotacdo. E importante obser
var que para a escolha de tetrada feita por nds anteriormente, o vetor de

~ A . -
rotacdo A pode ser escrito tambem como

p :
o= (0 0, 0, -x¥? ) (3.8.11)
/ / /
2
~ 1) ‘ _ .
ist® se deve ao fato que o unico vetor G’K , com # =3 , nao nulo e
3} ' '
0 6‘3 = _L .

7.9 - Isometrias da Metrica de GBdel

Uma transformagao infinitesimal do tipo
o ol « ~
x% — x'"= x4+ € Fx) (3.9.1)

¢, por definicdo, uma "isometria' se

GCJM’:;) -0 (3.9.2)
k{¢J

a equagao acima pode ser escrita
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4%:}" = Suuy + §'au/u = 0 (3.9.3)

P (
$p) ) P}

A palavra isometria provem do fato sob uma transformagao do tipo (1)  tal
. i o . v
que (3) e satisfeita, o elemento infinitesimal ds? ijg”, ol < olx

(mbtrica ols? ) permanece inalterado.

Os p - vetores que satisfazem independentemente a eq. (3)  sdo
chamados vetores de Killing e as transformacoes construidas com estes veto
res geram um grupo (grupo de simetria da métrica ﬁ,}“) ). Assim, de

terminar as isometrias da metrica jﬂv , corresponde a determinar todas

as solugdes linearmente independentes das equacoes de Killing
§o<u/3 + §[3uo< = 0 (5.9.3)

Por simplicidade de calculo trabalharemos numa base de tetradas.
Para isto necessitamos escrever a eq. (4) noutra forma. Faremos isto ago

4 3
ra. 'Multiplicando" tal equagdo por €rp)y € (g) teremos

" ey r « = 9.4
Cea) € §xu[3 + Cea) € (ay §;3u<>z = 0 (3.9.4)

0 primeiro termo desta equagao pode ser escrito noutra forma

B o & 73 ol A N
) €y §e<u;3 = (euu Sw )u/'s €ay—~ Cunp €y Su =

4

o S A
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« A A o ¢
= (€ §x).,3 €5y ~ Cxunnp e € §

Usando a eq. (1.8.8), teremos

V£ 4 (o
e(ﬁ) S ) §o<n/3 = 9'3 §4 + ‘rnc:a } (3.9.5)

onde

B 95,
9% 3a = Sw@ 3,4

Procedendo de maneira inteiramente andloga o segundo termo da

eq. {(4) pode ser escrito como

Ve ol

c
Cry CSin) g/;ﬂo( = ¢ 5z + stca 5
(3.9.6)
onde
it S 5s
5, = €
A 28 azd

Assim, de acordo com as egs. (4), (5) e (6) a equagao de Killing

pode ser escrita como

954 + Oa 35 + (Yacs + Yoca )3 © (3.9.7)

onde
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3 )
g S = € (s, 34 (3.9.8)

A
Usando a eq. W g = KGC 9': , podemos, a partir dos g,

ler diretamente os ((rgc . Assim, de acordo com a eq. (3.2.8) resulta
X", 2 0oz = E 4
2

o

E

N
il

(3.9.9)

2

! /Z
CYZO —‘(lo—' G o
oo =-0%, = _

0 conjunto de equagoes de Killing (7) de acordo com as eqs. (9),

{8) e (3.3.1) resulta ser

—§010 = 0
gui = 0
5313 = 0

§0I3+§3|0 :O



_’7.0_

Sit0 + Eou + <02 Ea =0

—X | -
Solo - € 3012 + % g.{. T T §.alt)_ 0

e

— e g - _L -g - i—. ‘§.2 - O

SJ.IO 112 > 24 >

~&x
$21p0 - € 212 — % 51 =0

_«x \
33,0 - ¢ gsnz T = 5,05 =0

Integrando estas equagdes, verificamos que a métrica (3.2.1) ‘ad

mite as isometrias especificadas pelo seguinte vetor de Killing

o o X X2 =
g(r.n 3[4:1_&20(),61'“36—&3—(6 +.2_°<z‘ye ))

. 4 L 4 L 5 _XZ
- 4, - 45-0( Py € - 23 e _ 4s e
¢ I £ d v /3
+ ;zi ayl ™" ) Q, (3.9.11)

onde os . (¢= e 3, 4,5)

s3o constantes reals arbitrarias.

Numa base de coordenados (3.2.1), o vetor acima, de acordo com a eq.

(3,9.11), € escrito como:

—2x
+ 4 (e - .-2’_.(2]‘2) / 47] (3.9.12)
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Utilizando a base local natural [ %X"( } , podemos expressar

os geradores das transformagoes de isometria (11) como

o S (3.9.13)
Xu’) = (¢) TH i«

o
onde f . sdo vetores independentes contidos em (12), associados a ca
<L) p a

da parametro independente a; (c=1, 2,3, 4 5 ) « Temos:
d
X, = 2
ot
3
X, = 2. - «
¢ X J 3y
. 2
o= 2
J (3.9.14)
X, = 2_
1 o2
Yo =-2€ 2_ 2
§ 5t t ) 5%



Minha voz ficou na espreita, na espera.
Quem dera abrir meu peito, cantar feliz.
Preparei para voce uma lua cheila

E vocg nao velo e voceé nao quis.

Meu violao ficou tdo triste, puderal
Quisera abrir janelas, fazer serdo.

Mas vocé me navegou mares tao diversos

E eu fiquei sem versos e eu fiquei em vao ...

"Lma Cheia', Chico Buarque de Holanda.



CAPITULO 4

UNIVERSO FORA DO EQUILTBRIO TERMICO

Neste capitulo(*), apresentamos uma solugao cosmolo-
gica exata das equacoes de Einstein que tem expansao, shear e
rotacao. A fonte de nossa geometria € um fluido fora do equili
brio. Nosso modelo, tende assintoticamente a0 universo de
Gddel, podendo ser interpretado entdo como sendo um estagio an
terior ao cosmo de G8del. No final do capitulo discutimos al -
guns resultados relativos a estabilidade de universos com rota

cao, analisando, em particular, aspectos do trabalho de Silk

(12).

4.1 - O Tensor Momentum Energia

A grande maioria dos modelos cosmolégicos estudados
até nossos dias, tratam o contelido material do universo Como
un fluido perfeito de densidade /P e pressao f .No entan
to, um grande numero de solugdes cosmologicas das equagdes de
Einstein possuem, pelo menos uma singularidade, isto &, um mo-
mento da historia do universo em que a curvatura do espaco-tem
'pO e a densidade de matéria se tornam infinitos. No estudo do
universo em sua fase primeira (préximo a singularidade), tem-
-se feito algumas tentativas mals realisticas de modo a incor-
porar ao tensor momentum energia os efeitos da viscosidade do

fluido galatico (13,15). Expressoes emprestadas da mecanica

* —~—
*) Esta parte da Tese foi enviada para publica¢do no Astrophy-
sical Jourmnal.
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dos fluidos como, por exemplo, /o’:/: + B l/’(,,,,( ,que adicio-
na a pressio /5 um termo proporcional a expansdo através de
um coeficiente de viscosidade 8 , tém sido (15) propostas.
Relagoes ad hoc inspiradas na fluidodinamica ( 7;”)= /(G/;.y) fo
ram usadas por Misner (14) na descricao de um gas de neutrinos
em certos modelos cosmologicos. Neste trabalho, em vez de assu
mirmos relagoes ad hoc desta forma, tentamos um nove caminho
que explicaremos a seguir.

Seja V% a velocidade do contelido material do uni-
verso. Trabalharemos num sistema de coordenadas comovendo-se
com ele, isto e, escolheremos V%= S'g . Consideraremos o tensor
momentum energia de um fluido fora do equilibrio, isto €, de
um fluido em que o equilibrio térmico nao foi atingido, haven-

do, desta forma, fluxo de calor ?q}' entre suas partes

7”_‘13 =/°V°‘V/3 "b)‘“P + F( V/s) (4.1.1)

onde 4,(,3 =]d}3 - Vx l//3 . A quantidade ?M obedece a condi
cao
o
; Ve = O (4.1.2)
0 fluido galatico tem em geral, shear expansio ,
_ yL! « A .
aceleracao Vi= ¥ 4 4 e rotagao (veja eqs. (2.4.7) e

(2.4.9)). Com os vetores VoC vt o w construimos o vetor

‘(..‘: '7"/3/“” V/3 W/A. Vz, (4.1.3)

b -
, sendo é“ﬁ'a o simbolo de

Levi~Civita. O vetor 70( assim construido &€ evidentemente |,

ortogonal a V’C \>’d e wo{, . Assim, os vetores 7‘ R l./"
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W%  constituem uma base para o subespaco H ortogonal a Vd
(veja capitulo 2). Chamaremos esta base de Base Cinematica (ba
se-C). Devido a propriedade (2), podemos expandir o fluxo de
calor .?d na base-C, e teremos:

73"‘: 7&"+ﬂjbw°‘+f 7':,“,4 ¥ vt @i
onde 7 . WY e ;ﬂ sio funcbes escalares arbitrarias.Tal
decomposicdo tem a vantagem de ndo assumir relacoes fenomenold
gicas a priori (permitindo-nos impor condicoes adicionais so =
bre ?d ) e de ser inteiramente geral, desde que v® e w™
nao sejam paralelos.

Tentaremos explorar esta decomposicao e apresentare-
mos um modelo cosmoléogico fora do equilibrio. Com a decomposi-

cao (4) nosso tensor momentum energia € escrito como

Tap =/o Ve 1//3 h.):; }\.ep + V/g) (4.1.5)

onde

74,“; 71}“+fy/w‘<+ 4 7’5“,4 vAWY Ve aae

4.2 - A Geometria

Em 1949 K. GYdel apresentou um modelo cosmologico,so
lucdo das equacbes de Einstein com termo cosmoldégico, em que
a congruéncia de geodésicas {: , nao possui expansao, acele
racao e shear, mas apresenta uma rotagao wW* constante ( veja
capitulo 3) relativa ao compasso de inércia. Depois da publica
cao deste trabalho, diversas tentativas tem sido feitas na bus
ca de uma solucao mais geral das equacoes Einsteinianas que ,
alem da rotacgao, apresente expansao,aceleracao e shear. Um im-

portante passo esperado pela cosmologia em seu estagio atual
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¢ a obtencdo de um modelo cosmologico que apresente todos o0s
parametros cinematicos (expansao, shear, etc.} e que tenha co

mo futuro o Universo de Friedmann. Tal modelo se ajustara ra-

-

zoavelmente bem aos dados observacionais que dispomos —  ja
que tende a Friedmann — e nos trara, assim esperamos, uma ga
ma consideravel de informacgbes sobre a historia passada do

universo, sobre o universo em sua fase primeira.

Apesar de nao dispormos de forte suporte observacio
nal, existe uma expectativa de que o fluido galatico em sua
fase primeira, apresente aspectos bastante gerais tais como
efeitos de viscosidade, condugao térmica, aceleragao, shear |,
expansao, rotacao, etc. O tensor momentum-energia proposto na
secao anterior &, de certa forma, uma tentativa nesta linha
de raciocinio. Para que seja possivel a construgao da base ci
nematica, nossa geometria devera apresentar expansao, acelera
cao e rotacao. Propomos a geometria descrita por

d5% = oft?4 2Axt) o/_)/ dt — Bext) C/ye
~ FYe) olx? — H¥z) d#2 4.2.1)

Desta forma podemos extrair

| - ---)""2 . .
—_ (4.2.2)
tﬁxﬁ A . -8B .
. : . -Hf

denotando o determinante dec;“p por Qﬂ , teremos
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9=~ FEH2 (A% + B) (4.2.3)

Com o uso da eq. ( 4.2.3 ) podemos calcular a matriz inversa

<j7dp da matriz ( 4.2.2 ). Encontramos:
7] . A/ .
-d
. Fe . -
<:7“ﬁ = / (4.2.4)
A% « /A :
. . - J/H-Z

onde 4 = A% B . Veremos agora que a geometria ( 4.2.1) apre -
senta aceleragao, expansac, rotagao e shear. Na verdade, a0
propormos de saida a métrica da forma (4.2.1 ) ja esperavamos
que, a congruéncia de geodésicas V= 5? da geometria resultan
te apresentasse todos os parametros cinematicos. Foi esta nos-

sa motivacao inicial.

- A Aceleragao

o .
Representaremos por V  a velocidade do conteudo ma
terial do nosso universo ¢ escolheremos um sistema de coordena

das comovendo-se com ele. Isto &, escolheremos

l/°< = gf; (4.2.5)

Desta forma

Y =c7°(o = (J, O, IQ' O) (4.2.6)

onde usamos a eq. ( 4.2.2 ).

Devido a escolha ( 4.2.5 ), a aceleracao V&= Vﬂu(Vﬁ

sera dada por

. «
vE = 7‘;Jo (4.2.7)
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Utilizando as eqgs. (4.2.2 ) e ( 4.2.4), calculamos

- of
4% Conexoes 77 , e encontramos

o0
7% = ad Me=-4
[12 = ‘/ZZ = 0
Assim, a aceleracido sera dada por
( f%fé , igi , 0 ) (4.2.8)

- A Expansao

No sistema de coordenadas escolhido (eq. (4.2.5 ) )

o o - .
a expansio @@=V u , seria escrita na forma

o
8 = /Ty (4.2.9)
Calculamos as conexoes e obtivemos
1 . e *
/701 = E/F /Zz = f;éd
3 ' ° ;
/%3 = !tﬁf flca = ‘asz

Assim, a expansao sera

F A 8
= £ 3 + 24 L (4.2.10)
G = y + 2,

Tz,

- A Rotacao
A presenca do termo cruzado na métrica ( 4.2.1) ja
nos indicava a existencia da rotagao que calcularemos agora

explicitamente.

A partir da matriz ( 4.2.2 ) podemos construir o pro

jetor Aal/; 27,,13 —Kt% . Encontramos

: . (4.2.11)

4ﬁﬁ =l. . -a .
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ou
4,(/3 = a/c'a7 (o, =F'2) -4, -H?) (4.2.12)
- A} 4 -
0 tensor de rotacao %ﬁyeré“ 4& %3"‘]tera COmo compo-
nente. nao nula a

seguinte

W, = - (4.2.13)
Assim, o vetor de rotagao % =é7“”°‘fwﬂvvr tera componentes
dadas por
o

w” =(0, 0, 012) (4.2.14)

onde
I
n =7
2FHIE”

- 0 Shear

Utilizando as eqs. (4.2.12) e (4.2.6 ), podemos cal

A )4) 8 ; -
cular o shear G;u'u = —'2—}.}4 )\1, Vﬁuq_gf\ﬂv.Suas componentes diferen
tes de zero sao

1 F @
GI = TF T 3
2 - )
6, = B, 4”2 _ 8 (4.2.15)
24 4a 3
2 =H _ 8
3 H 3
Desta forma, co

nforme mencionamos anteriormente,

a
métrica (4.2.1 ) apresenta aceleragao, rotagao, expansao ¢ she

ar, pretando-se por conseguinte, a uma decomposigao do tipo da
eq. (4.1.4).

4.3 - As Curvaturas

A
Escolhendo as 1-formas & de forma que

Bo= di. +’40’/y O/ZI._= 60—44-'/& 92

8t - F dx dx = F4 gt i (4.3.1)
6= /7" dy dy = 477 6°

o' = 4 da dg

= 44 g3



-79-

onde 4 =A°+8 . Podemos escrever a eq. (4.2.1) como
)
ds? = as O 68 (4.3.2)
onde
Yo = Q/"gj (+1,-4,-1 -1) (4.3.3)
Das eqs. ( 4.3.1 ), resulta
A A’ 1, 42
6°= — 6°%16% + 818
4 Vo | FVa’
o' E a6t . A E gyt
q F 46 + i3 F 57406 (4.3.4)
do®= A g°q1e® 4 L. 4 Y2
24 2F B
do*~ 4 e%0® - A 4 6246°
onde o ponto (-) denota derivada com relagao a t e a linha (')

derivada com relacao a X,

Por inspecao obtemos

1 A L2
wy = E ot —_— = 0
F T IF T
o A N )
W = - A 4° L A % Al _fL_. 4
7 + 7 x 8 F G
0 Y 4.3.5
0’-)3" %93 ( )
1 - ?
wWh =LA B g A F gt 4 242
2F & A F 2F &
50‘3 = EL A g
H V&
onde os cung nao anotados sdo nulos e a simetria Uye=—Wgy €

satisfeita.

A partir dos valores encontrados em ( 4.3.5 ) calcu-

lamos as 2-formas de curvatura hQﬁB e, com o uso da eq.(1.9.10)

a ~
encontramos os Elsco nao nulos:
R®  _ A ﬁ_’z_'_ AR FF
ol y Fia A F F
izo 14 A 1 &\ ) é B
102 = - e e - [ ———) -= =T 4.3.6
< A% F =\ Ay < A¥ F ( )
o - . . .
an =L A AF 4 @\ A yEYV. A EE
2 357 £ el —=(F/ " & =*
R F *?F'z(f.?’ 73 ;-) Vo F
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. >4
o - +2 ﬂ. Az ¥ AI
1 4 g 4 R rAY . 4 4 1 g
‘t?eoz"—.zd_*yd.z"'gz(ﬂ 4 ¥ F2
° 1 iy 4 44, 1 AR L1 E 4
?Z!Z =-2F(._..A)_‘IF A"' = Y 2 F-'(. 4

R°  __H ,h AR
303 S " W T W T4
] . )
Ras=1 W AR
Z R Fa
o - L] .
- A H A H Aj
#¥3% VT h 2 H 32

% F A A £ M
3! e e —_——
g w2 F A
| T LN SR N U B
** =7 2 Pl W 2 A TF

Riene A (L AN, A h) 4 2
323-,-2‘-, m 2 A H < A

(4.3.6)
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A
A escolha (1) das 1-formas & e equivalente a
tomarmos uma classe de observadores localmente estacionarics Te

")
presentados pelos vetores de base e,,( ((A) = indice de te -

trada; o = indice de coordenada), dados por
{0} ¢
eg = i z, 4 ﬁ
e =
13) F e, =77 (4.3.7)
i
e 3 = H
ou, de acordo com a eq. (1.7.13):
o £
eto) = Jd eu) = i/F
L]
el =- 2
2) /l/a_' .\3_3“ZJ - i/l/E' (4.3.8)
3
e 3y = J/H

Devemos lembrar o fato que as curvaturas dadas pela
eq. ( 4.3.6 ) sao referidas a base local caracterizada pela eq.

( 4.3.7 ).

4.4 - Componentes do Tensor Momentum Energia na Base de Tetra-
da

Com o uso da eq. (4.3.6) podemos calcular a componen

te 203 do tensor de Ricci ’?Hezﬁzcg , € encontramos

Foz = 0 (4.4.1)

Tal condicac (eq. (4.4.1 1)) nos obriga a tomar 0

fluxo de calor 7?0{' no plano perpendicular a rotacao w% . Tal

fato nos impoe, de outra forma, que a funcao ’l// da decomposi

cdo (4.1.4) € nula. Assim, as componentes covariantes 7,( na
base cinematica sao dadas por

72" - (0/ __'ef_’i /4.4,4’) 7/:5 , 0) (4.4.2)

onde usamos as eqs. (4.2.3),(4.2.8),(4.2.14),(4.2.6),(4.1.16)e

que
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Tipen = V7 Expag

sendo 5%py4 o simbolo de Levi-Civita.

Com o uso das eqs. (4.1.15) e (4.1.16) calculamos as

componentes nao nulas do tensor momentum energia no sistema co

movente € encontramos

) 9/
24
7;;_ =/°4 ¥ 7 A
(4.4.3)
711 ::/biFe 7;3 = /6 M2
< .
=/ AL pd + 2y AR
2)
Na base local caracterizados pelos vetores €, da
dos pela eq. (4.3.7), tals componentes tornam-se:
- :44?’
/o Yy
(4.4.4)
5 TueTia=Ts = b
—: z -
7 7y 2 33 =
4.5 - As Equacoes de Eilnstein
Devido ac fato de Ti2= 0O, a primeira das equa -
coes de Einstein &
K. =0 (4.5.1)

De acordo com a eq. (4.3.6), teremos a seguinte equacao dife

rencial correspondente a £iz=0

d

d_[# e ‘Yo | - rr 2y L Z_ (aN) =
BFZ;_-F}’(A-#B) (3 A) & g (AH) =0

Vait B
Se tomarmos

(m-1) A%

M = COMS$M76L

(4.5.2)

(4.5.3)
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aeq. (4.5.2 ) se reduz a

P
: - OL*HF (4.5.4)

onde m*é uma constante.

Una propriedade notavel da geometria (4.2.1) & que
a condicao de proporcionalidade ( 4.5.3 ) garante-nos que a
funcao Acx, t) scja separdvel. Chamaremos de Universo Tipo
GHdel a qualquer geometria da forma (4.2.1) em que a condicgao
( 4.5.3 ) €& satisfeita. A motivacdo para este nome reside no
fato de que no Universo de GHdel tais condicgoes sao preenchi -
das.

Escrevendo A¢x, ¢) na forma

Aty = A Ay (£) (4.5.5)
aeq. ( 4.5.4 ) pode ser integrada de maneira imediata e obte

mos

<X
A t) = Ao ©  Fh(E) (4.5.6)

onde #o ¢ € sho constantes arbitrarias. Além disto obtemos tam
bém da eq. ( 4.5.4) que o produto H.F € constante |
HE = ¢»m*
Tendo em conta a eq. (4.3.6) e usando a eq. (4.5.3),
calculamos as componentes restantes, nao nulas, do tensor de

Ricci Pﬂa , € encontramos:

Ea.{ = & (m-i -i-(—‘—q—--— _5_)

m F A
2
Qoe h—S ._—.?.._ -—E—
Vom® F? (4.5.7)
Q” = M-4 if—_;::_._.é_.ﬁ + Z_M—.l_C‘_f
m [ FF A F 2m F2

Koo = M=t AR _ < 1 -+ 2 L
A 2m  F2 F2




»a -e'
boo = - (72l) 4 4 (22m) e, 2 £
2e m /A em / F@ moFe
L -* '] -e
E,. = (m=! A A £ _ F
33 (2= )(F + 4 £ z)
€ 0 escalar de curvatura
o (m=t) £ 4 2 (7 - (4.5.8)
=2 ) m i owm /g T m F
A condigao Ty = 1,, = T;5 nos conduz, via eqs. de
Einstein que
£, = £. (4.5.9)
Eu = Faz (4.5.10)
ou equivalentemente
.. . » 2 Z
WE . EA4_EX. (é’m—J < 20 (4.5.11)
2(m '”["E'* F R F? 2 / F?

_ .,
-y -2 - - LR ce _F- _
(W-J)Z-g— +£5 -2 £ -%]+(2m-1) £-afk =0 051

Uma solugao destas equacoes pode ser encontrada se

D
N

tomarmos F=1. Neste caso, a constante m tera o valor 1/2 e das

equacoes acima resulta que

ﬁz(r}) = 6 ¢+t+41 (4.5.13)
onde B & uma constente. Desta forma as eqs. de Einstein dia
gonal serao: f, + A = c"'/e (4.5.14)

b~ 4 = C‘% (4.5.15)

E importante observar que teremos solug¢ao mesmo quan

do A =0 . Neste caso
/a—_-/o = Y (4.5.16)
No caso em que A:,l:o , mas p = 0, teremos
f; = ¢ = -2/ (4.5.17)
que se reduzem as relacdes encontradas para o universo de GY -

del (veja eqs. ( 3.5.4 ) e ( 3.5.5 }). Relembramos que o ten
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sor momentum energia de GHdel € o de um fluido perfeito sem

pressao.
No caso geral, com uma equacao de estado/?: é/o ,te
remos: _ e (4.5.18)

/"= Tie o
- ¢ _1-€ 4.5.19
A= T Tre (:5-1%)
Finalmente, as equacoes de Einstein restantes, ou
seja:

. Koy = - 75 (4.5.20)
Eoog = —~ 7o (4.5.21)

relacionam os coeficientes ;7 e ;p com a geometria fornecen

do ;D -
7::0

que completa o conjunto de equacoes de Einstein.

(4.5.22)

(4.5.23)

4.5 - 0 Universo de GHdel como Limite

De acordo com o visto na secao anterior, podemos ago

ra calcular a quantidade total de calor dada por

.4
Q=77
Utilizando a eq. (4.4.2), resulta
g = @ (4,6.2)
(901‘ + i)'?'

onde GPo = constante.

Usando a eq. (4.2.10), teremos para a expansao
6= % _ (4.6.3)
Got-+ 4

Podemos agora reconhecer o como o valor assumido

pela expansao na origem do tempo.

Finalmente, de acordo com a eq. (4.2.15) ) shear
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tera componentes G:"-_-_- Q"33 S &o (4.6.4)
3(&t +4)
6= 2 8o (4.6.5)
3 Ot+ 4

Observando as eqs. (4.6.2 ), (4.6.3 J),(4.6.4 )
e ( 4.6.5 ) podemos concluir que com o passar do tempo nosso
modelo evolui para uma situagdo de maior equilibrio: a troca
de calor entre suas partes decresce com o tempo. A anisotropia,
por sua vez, tende a desaparecer. Assintoticamente, o fluido
tende ao comportamento tipico de um fluido perfeito. Vemos as-
sim que nosso modelo evolui para o Universo de Gddel (veja ca-
pitulo 3) pela eliminacao de suas irregularidades.

0 importante fato de nosso modelo poder ser pensado
como um estagio anterior do Universo de GHdel mostra que o mo-
delo de G#del & estavel para um dado conjunto de perturbacdes,
na diregaoc da rotacao w* Compararemos tal fato com o resul
tado obtido por J. Silk em seu trabalho '"Local Irregularities
in a GYdel Universe'. Segundo ele, o modelo de K. G8del & esta
vel para perturbacoes no plano ortogonal & rotacio wX ¢ insta
vel para perturbacoes na direcao de w* . Contudo, Silk obteve
tal resultado apenas para flutuacodes na densidade e pressao,ou
seja, limitando as perturbacoes de forma a nao alterar as con-
digoes de fluido perfeito.p resultado por ele obtido, contudo,
nao resiste a uma modificacdo no tipo de flutuagoes de  modo
a incluir perturbacoes que modifiquem o comportamento do flui-
do galatico, afastando-o de um fluido perfeito, conforme acaba

mos de analisar.
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