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RESUMD

Foi obtida uma classe de solugoes aproximadas para as
equacgoes de Einstein, representando sistemas estaticos contendo
dois campos escalares de curto alcance, sendo um do tipo atrati
vo e outro do tipo repulsivo. As fontes destes campos foram su-
postas difusas, esfericamente simetricas, e mantendo entre si
uma razao constante. As solucoes interiores obtidas para os cam
pos escalares e suas fontes sao finitas em todo o espago & apre
sentam um valor extremo na origem, diminufndo de intensidade mo
notonicamente até a fronteira do sistema. Os campos escalares ex
teriores tem o comportamento caracteristico dos campos de Yuka-
wa. A imposicao das condigoes usuais de continuidade para 0s
campos escalares ocasionou uma restrigéo ao raio do sistema. O
campo gravitacional resultante & regular em todo o espago e tem
comportamento assintético idéntico ao da solucdo de Schwarzs -

child. Um exemplo numérico completo & apresentado.
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SISTEMAS DE EINSTEIN-KLEIN-GORDON COM FONTES DIFUSAS

1. Introducgao

Ate poucos anos atras, a maioria dos artigos encontra
dos na literatura admitia que a interacao gravitacional era des
prezivel nos processos de formagio de estruturas conhecidas pe-
lo nome genérico de "particulas elementares”. No entanto, ja em
1935, Einstein e Rosen (1) chamavam a atencaoc para o fato de gue
nao se deveria desprezar a interacao gravitacional na descricao
de tais estruturas. Mesmo assim, as poucas consideragoes relati
visticas se restringiam, na maioria dos casos, ao uso da Teoria
da Relatividade Especial, isto e, aceitava-se que todas as inte
ragoes ocorriam num quadri-espaco de métrica pseudo- Euclidiana
‘{espago de Minkowski)(2).

A situagao mudou, no entanto, em tempos mais recentes.
Varios artigos, baseados em diferentes pontos de vista (3,4,5)
parecem sugerir que a descricao da materia em escala cosmologi
ca possa ter grande similaridade com a descricao em escala dia-
metra}ménte oposta. Usando suposigdes razoaveis, varias proprie
dades das particulas que interagem fortemente {(hadrons) puderam
ser deduzidas das equacgoes de campo da Teoria da Relatividade
Generalizada.

Atualmente encontramos na literatura uma expectativa
de que a Relatividade Generalizada possa ajudar a elucidar pro-
blemas tais como o da "estrutura" e o do espectiro de massa das
particulas elementares. Para isto sdao procuradas solugdes das

equagbes de Einstein, para distribuicoes de massa e/ou energia,



sem singularidades, e que sejam compativeis com um relativo
equilibrio do sistema, além de levar a valores fisicaménterrazg
aveis para as quantidades caracteristicas do sistema; numa pri-
meira aproximagao, tais distribuicGes s3o supostas estaticas e
esfericamente simetricas.

Como & evidente que um sistema na¢ pode ficar em equi
1ibrio apenas sob a influencia da atragdo gravitacional mutua
entre suas partes, algum outro mecanismo deve fornecer uma re -
ouls3o entre as partes do sistema. Na primeira solugao estati-
ca, esfericamente simétrica, para espag¢o nao vazio, das equa -
¢oes de Einstein, deduzida por Schwarzschiid (6) em 1916, o co-
lapso gravitacional de uma distribuigao de fluido inéompressT -
vel era evitado pela presenca do termo de pressaoc no tensor
energia-momentum, pressao esta cujo efeito &€ contrabalangar a
atracdo gravitacional. Devemos porém nos lembrar que pressao @&
um conceito macroscopico, no sentido em que @ suposta como O
resultado médioc de interacdes entre as partes do sistema; no mo
delo de um gas perfeito, por exemplo, a pressao & considerada
como resultado dos choques das moléculas do gas entre si e com
as paredes do recipiente que o contem. Isto implica em dizer
gque a pressao & causada pela energia cinética media das molecu-
las do gas, supostas em movimento aleatorio permanente; um meca
nismo algo semethante previne o colapso gravitacional de esfe-
ra de fluido perfeito de Schwarzschild.

Agora, para que umd particula faga Jjus ao adjetivo
"elementar" nao deve ser formada por outras particulas, ou se -
ja, nao deve possuir estrutura interna, no sentido em que, por
"exemplo, um gads possui estrutura molecular. Quando falamos aqui

em partes da distribuigao, queremos dizer uma divisao apenas



idealizada, da mesma forma que se iscla um elemento de fluido
incompressivel na deducao da formula da diferenca de pressao en
tre dois pontos do fluido. Portanto, nao parece fisicamente re-
comendavel a introdugao do conceito de pressao no estudo de sis
temas elementares.

Evitando esse conceito de pressao Einstein,em 1939(7),
introduziu a ideja de aglomerados de particulas, com simetria
esférica, em movimentos circulares de orientacac aleatoria em
torno de um centro de simetria. Deste modo o colapso gravitacio
nal do sistema era evitado pela inércia da matdria. A finalida
de da consideragao desses aglomerados foi apenas a da obtengao
de certos resultados concevnentes aos raios e massas dos siste
mas; embora esses aglomerados dispensem um tevrmo de pressao pa-
ra a manutencao de seu equi1Tbtio, ainda assim apresentam a in-
conveniencia referida no patagrafo anterior,

Outro efeito repulsivo poderia ser devido a densida-
des de cargas eletricas de mesmo sinal, distribuidas de tal wmo-
do que anulassem a atracao gravitacional. Tais sistemas foram
considerados por Bonnor (8) em 1960. 0 problema que aparece em
tais consideracdes & que 0 equilibrio do sistema s € possivel
se as densidades de carga eletrica e de massa estiverem entre i
numa razao constante e universal, ou seja, se todos o0s sistemas
deste tipo tiverem a mesma relagcao carga/massa. £ 0obvio gue es-
ta consequencia nao esta em acordo com os dados experimentais.

Foram obtidas distribuicoes com razao carga/massa ar-
bitraria por Som et al. (9) supondo que o sistema estava em equi
1ibrio sob a influencia da interacao gravitacional, da repulsao
eletrostatica e de um campo escalar de longo alcance, do tipo

considerado por Buchdahl (I0) em 1959 e Wolk et al. (11) en



1975. Entretanto, os sistemas identicos assim obtidos se carac-
terizam por uma apatia mUtua assintdotica, ou seja, duas distri-
_bu1g5es esféricas deste tipo nao manifestam uma interacao mutua
global; suas interacdes gravitacional, eletrostatica e escalar
de -longo alcance se cancelam mutuamente.

Conforme foi ressaitado recentemente por Teixe{ra et
at. (12) (1975), a introdugao de campos escalares de curto al -
cance parece mais apropriada a descricao de sistemas elementa-
res. As solucdes encontradas, para distribuicoes estaticas e es
fericamente simétricas de matéria, sao estaveis no Timite de
campos fracos, ¢ as partes da distribuigao sao consideradas fon
tes primarias de gravitacao e de campos escalares repulsivos de
curto alcance. Parece apropriado aqui definir ¢ que chamaremos
daqui por diante de campo repulsivo e de campo atrativo. Um cam
po sera chamada de repulsivo se duas fontes deste campo, com O
mesmo sinal, se repelirem. Nesta nomenclatura o campo eletrosta
tico, por exemplo, & repuisivo. Se,.por outro lado, duas fon -
tes do campo com o mesmo sinal se atrairem, ele sera chamado de
campo atrativo. Um exemplo de tal campo & 0 gravitacional New -
toniano.

No entanto, parece que nao foi ainda explorado em to-
da a sua plenitude um aspecto da ReTatfvidade Geral, o de que
todos os campos podem ser considerados como fonte de gravita -
.¢ao, via tensor energia-momentum; entao, distribuicoes de ener-
gia, que nao contenham matéria, no sentido usual de massa de re
pouso, podem, no entanto, produzir campos gravitacionais com um
comportamento assintGtico fisicamente razodvel. Bem recentemen
te (setembro de 1976) Souza e Teixeira (17) éstudaram uma dis -

tribuicao em equilibrio estatico de duas densidades de fonte. A



primeira, produzindo um campo escalar de longo alcance, atrati-
vo, € a outra associada a um campo escalar de alcance finito,do
tipo repulsivo. 0 campo gravitacional produzido por essa distri
buigao apresentou-se regular em todo o espago, € COmMm um compor-
tamento assintotico do tipo Schwarzschild. Entretanto, = também
o) camﬁo escalar de longo alcance apresenta um potencial assinto
tico atrativo do tipo hiperb611co (proporcional ao inverso da
distancia), competindo portanto com o gravitacional. Embora tal
resultado nao constitua demérito total, procurou-se nesta tese
estuydar um sistema cujo Unico campo presente a longas distan -
cjas fosse o gravitacional.

Na secgao 2, obtivemos a expressao do tensor energia-
-momentum apropriado a uma distribuicao de energia, com sime -
tria esferica, estatica, e cujas partes sao fontes de campos es
calar de curto alcance repulsivo e atrativo. Levando em conta
a simetria, foram obtidas as equacoes de Einstein para o siste
ma. Em vista da dificuldade em obter uma solugao exata para 0
sistema, foi feita umsa aproximagﬁo de 12 ordem, para campos fra
cos, tendo entdo as equagoes para os campos eScalares ficado de
sacopladas das equagoes para 0 campo gravitacional.

Na sec¢ao 3, foram obtidas solugoes para oS campos es
calares, regulares em todo o espago, e com um comportamento as-
sintdtico identico ao de um potencial de Yukawa.

Na seccao 4 foram entdo resolvidas as equacoes para
o0 campo gravitacional. Foram obtidas solucoes tambem regulares
em todo o espago, com um comportamento assintdtico identico ao
da so]ugﬁo'de Schwarzschild.

Finalmente, na secgao 5, foram feitas analises do sis

tema fisico estudado, dos resultados obtidos e uma resenha das



expressoes analiticas encontradas, com a identificacao de um pa
rametro em poténcias do qual as densidades e 0s campos 7oram ex
pandidos para a obtengao das equagoes aproximadas para os cam -

pos escalares e o campo gravitacional.



2. Equagoes Fundamentais

As equacgoOes de campo de Einstein sao

(2.1)

onde G & a constante de gravitacao Newtoniana, ou equivalente -

mente

o _ 816G en 1 Y
R v = —EE- (T v 5 T S8 v) . (2.2)
Para obtermos a expressao do tensor energia -momentum
T”v apropriado ao sistema fisico que queremos estudar vamos usar
a definigao (13)

Lo 8nG v 4
aJib dx* = 278 J T, 8 " /Fgaxt, (2.3)

onde varijamos o0s g“v e mantemos fixos os campos escalares.
Uma densidade Lagrangeana conveniente para um campo
escalar de curto alcance @&

o= /g (25, slo o 0262 L oagsy (2.4)

onde o & a densidade de fonte do campo escalar, e a barra sim-
ples indica derivada ordinaria. Estamos designando por k o in -

verso do alcance do campo.

k = % ' (2.5)

Inicialmente vamos verificar que a densidade Lagrange
ana eq. (2.4) @ satisfatoria para a obtengao da equagao do cam=

po escalar, substituindo-a na equacao de Euler-Lagrange

3 4o _ 9o

(3§TC)1v 55 =0 (2.6)



como
G?F
gg\r Sayg sV, (2.7)
N .
e como
o
89 - /g(-ak’s 4 4o) (2.8)
vem que
1 (/g sl kZs = . 2.9
7:("9 )}\J+ =0 . (2.9)
-9

Fsta & a equagao para 0 campo escalar de curto alcance,com fon-

te (equacao de Klein-Gordon); em notagao covariante escrevemos

SHH sks =0, (2.9')

onde a barra dupla significa derivada covariante.
Vamos agora substituir o = /=g %' dada pela eq.(2.4)

na definigao, eq. (2.3), do tensor energia-momentum. Como

R
2

o 'sv=g + /g o', (2.10)

e como
—~ . .1 =& uv '
6 'g = = -2' g gu,\)ﬁg ) (2'-1])

] .~ .
vem, usando 25 para a regiao exterior (o = 0), que

s P LV Lo uv
8 (' V=9)=-57"G g,,89" (25 S -2k 5)+/_(2s| Spee) ,(2.12)
ou seja, que

- _ | o 2.2 uv
65{9 f_g ZSl l\) S|aS g}w + k7S g}-l\)) 8¢g . (2.13)



Entrando com este valor na definigac, eq. (2.3) e tomando a va-
riacao da integral como a integral da variagao, obtemos final -

mente a expressao do tensor energia-momentum

3
_ € - | e 2.2
T =35 (25,51, = S8 o, + k5% g.) L (2.14)
cujo traco e
T (-25 1% +\4k252) | (2.15)
A VRN - Lo ) )

No caso da distribuicao que estamos considerando, pre
cisamos de duas equagoes do tipo eq. (2.9'), uma para 0 campo
escalar atrativo S1 e outra para o repulsivo 52; e o] tensor
energia-momentum vai ser a soma de duas expressoes do tipo eq.
(2.14}, levando em conta os sinais associados aos campos répu1—

sivo e atrativo (14). Assim, a evolucao do nosso sistema e des-

crita por
- u _ _ 8=nG w1 U
RY = T (TH, - 5 T8%)) (2.16)
v z - - |
st vt < Sy = -0y (2.17)
v 2 _ \
710t K2 Sy = 9y . (2.18)
TH = Jii(zs!“s _slog 8" +k 252Uy _
v 8671 Ty Y1 Tla 1917 v
o (251¥s,  slag o gH 2 g2 gH (2.19)
e 2 2lv 72 Y2la” vit2 Y2 Y ovwl ¥

Esta expressac de T”V nao apresenta uma dependencia
explicita nas fontes Gy & Og, pois usamos a densidade lagrangea

na exterior para o calculo do tensor energia-momentum; entretan
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to, quando usarmos o tensor energia-momentum interior a distri
bui¢ao estaremos empregando na expressao eq. (2.19) o0s campos
escalares interiores,. que satisfazem as eqs. (2.17) e (2.18)
com as respectivas fontes ndo nulas (o # 0); para o tensor ener
gia-momentum exterior a distribuicdo usaremos as eqs. (2.17) e
(2.18) para calcular os campos esca]éres exteriores, com as res
pectivas fontes igualadas a zero. Assim sendo, ocorre uma depen
dencia impiicita do tensor energia-momentum interior nas fon -
tes 0p € 0,

Como nossa distribuigao & estatica e tem simetria es-

ferica, usaremos um elemento de linha do tipo

2 2

(ds)? = e®M(dx0)%-¢ 2@

(dr)-r%(ds)?-r2sene(ds)? . (2.20)

onde n e o , assim como S], 82, o1 € 0y, sao fungoes apenas da
coordenada radial r,

As componentes do tensor R“v para a métrica,eq.(2.20)

s30 (15)
0 - -zuru - [ 1 2 i
R o = -e LP nta' + n + 2n /;] . (2.2][
R]] - _8‘2@E|| - T}lOf-l + n|2 _ ZOZ.E/Y‘A' \ (2.22)
R22 . R33 - - r-z[;-za(1+rn‘ - ra'y-] , (2.23)

e . ~ 1 .2
onde as ' significam derivadas em relagao a r, e onde (x ,x R

3
)
Levando em conta que S] e 82 s0 dependem da coordena-

da radial, obtemos das eqs. {2.14) e (2.15) as seguintes expres

soes para as componentes nao nulas de T“v- % TG“U:

0 A r 2

1L 22 2.2



4
1 1 . ¢ “20, 012 12y 2.2 2.7
TS RE TR SO N S TS N 3 (2.26)
2 77 "7 V377 T Eme N2 1°1] ¥ :

Para a adequacdo das equacOes dos campos escalares ,
eqs. (2.17) e (2.18) a metrica dada pela eq. (2,20) Tembramos

que
|
shy =L (/g g™ s ) , (2.27)
=3 iy
onde g e o determinante do tensor metrico gpv, ou seja

y-q = X senp et

Assim sendo, e como S, e S, sao ambos fungoes de apenas x = r,
1 2
vem que
P -n-a - - !
S'|u“u = 97———— [}n+u r2seno (-e 2u)SE] =
r-send
-n-u —[I
. e n-o 2¢1 |
= e r-S . 2.28
= B (2.28)

1

Levando agora as componentes de T”v- » Tg¥ e de

A
va na eq. (2.2), e levando a eq. (2.28) nas eqgs. (2.17)e(2.18)

obtemos as equagoes de Einstein

_e"2aE.._n.al+n12+2nu/YZj - k]zs'lz—kgsg . (2.29)

_e-za[n“_niu.+n‘2_2ua/£]= _Ze“zu(s;2-séz)+kfs$-kgsg »  (2.30)
-2[ -2a e - 1252 _ 2g2

-r I—e (1+YfT} ~ra')-1 = k.is] - kzsz s (2.31)

e as equagoes dos campos escalares
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e L SiJ - k7S =9y (2.32)
r‘ b
-n-4a [ o , 1

E;?_~ e NG 2 sé} ~kis, =g, . (2.33)

Como consequéncia das identidades de Bianchi contrai-
das
U 5 R &Y (2.34)
v I!

0 tensor energia-nomentum deve savisfazer

H = 0 ‘
T vl (2.35)
No nosso sistema, em que S, e S, sao fungoes de xV = r apenas,

essas quatro equagoes de conservacao se reduzem a uma uUnica,

TI]I!] -0 . (2.36)

Usando a eq. (2.19) obtemos entao

sqﬁl Sypp * ks

2

2 S2|1 0 (2.37)

5. = sl

17211 7 22

e partindo das egs. (2.17) e (2.18) podemos obter para a nosSsa

distribuicao

™o

—
It
o]

™

levando esses resultados a eq. (2,37) obtemos finalmente  para

a identidade de Bianchi contraida

6181 + 0, S, = 0 (2.38)

ja que as derivadas covariante e ordinaria de um escalar S30
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idéﬁticas.

Notamos que o sistemé de egs. (2.29) a (2.33) contem
cinco equacles a serem satisfeitas por seis funcoes (n,a,s],sz,
01,02). 0 sistema permite portanto a imposicao de alguma condi-
cao adicional. Imporemos entao uma homogeneidade na relacao en-

tre as densidades das fontes escalares
d](r) =B cz(r) » B = const . (2.39)

Nao nos foi possivel obter uma solucao exata do siste
ma de eqs. (2.29) a (2.33). Em verdade, Jjamais foi obtida uma
solucdo exata das equacoes de Einstein envolvendo campo escalar
de curto alcance. Assim sendo, vamos obter uma solucao aproxima
da, para campos fracos, expandindo os potenciais n, a, 51, S2 e
as densidades Gps T, em potencias inteiras de um parametro adi-
mensional & , que sera identificado posteriormente.

Em nossa aproximagao, tomaremos as grandezas escala-
res g,, Op, S], 52 de ordem & , e as grandezas gravitacionais
n, o de ordem 82. Como todos os termos quadraticos em n ou «a,
ou cruzados, sao de ordem superior a'ez, & consistente com a

nossa aproximacao usar, em vez da eq. (2.29), a equacgao

nv o4 2nt/r o= kb sEo- kEsE | (2.40)

Analogamente, as outras equacoes tomam a forma

nt-2a /o= 2(5,7-50%) + Kl S - kEsE o (2.4
-n'/rta /r 4 2u/r2 = k? S$ - kg Sg y (2.42)

s tﬁ Sil -xEsy o= oo, (2.43)
r



-14-

IS S A S (2.44)

juntam-se a essas equagoes a equacao de equilibrioc estatico ,
eq. (2.38) e a vinculagac de homogenefdade relativa eq. (2.39).
Vemos que, nesta aproximagao, as equacoes para os potenciais S,
e 52 estao deéacop]adas dos potenciais gravitacionais; podemos
entao resolver inicialmente as equagoes para ST e 52 e utilizar

0s resultados para obter n e a.
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3. Solucdo para os Campos Escalares

Passamos agora a integracido das equacgoes diferenciais
obtidas na seccao anterior. Uma nota se faz necessaria, antes
de prosseguir. Tanto nesta secgao 3 como na seguinte ( solugao
para os potenciais gravitacionais) o numero de constantes de in
tegracao que surgem no decorrer dos calculos & apreciavel; e co
mo oS campos escalares comparecem de forma quadratica em algu -
mas equacoes de campo, nos deparamos com freguencia com combina
coes longas de constantes de integra§5o, combinacbes essas que
se repetem com o correr dos calculos, e que aconselham portanto
& aposicao de um simbolo. No global, apenas quatro parametros
bastarao pafa caracterizar 0 nosso sistema: trés ja foram apre-
sentados (k], k2 e B), e 0 quarto representara a iﬁtensidade ge
ral do sistema {linear para as grandezas escalares, quadratica

para o campo gravitacional); esta ultima questao sera melhor

considerada na secgao 5.

3.1 - Solucdo Interior

Vamos chamar de regiao interior (subscrito i) a regi~-
ao em que as densidades de fonte Gy @ Oy nao se anulam. A par -

tir das egs. (2.38) e (2.39) obtemos para esta regiao

o
i . Z2 I _-ll
117 "5y S2i T g Sa
a integracgdao e imediata e da
- -
Syi = - 5 So5 T 0y C; = const . (3.1.1)

Com este resultado, & eg. (2.43) se torna



] ji 2 T\ k12 2
-3 {;? [} 821.__l >+ - SZi-kl C1 =07 > (3.1.2)
’ b
e usando a vinculagao oy = Bo, a eq. (2.44) fica
8 {iz E‘z 321.] - BkS Spi = - 0y 3 (3.1.3)
qr
somando as eqs. (3.1.2) e (3.1.3), obtemos uma equagac para So;
apenas
a 2 1} 2 N
;? [} 52{} + b S,. -k C] = 0 , | (3.1.4)
onde
a = , b = — . (3.1.5)

A eq. (3.1.4) pode ser escrita tambem

a = {r 521)" + b{r 521) = k] C1r ; - (3.1.6)
a solucdao, regular na origem, da homogenea associada a eqg. (3.18)
é
5., = A sendr ‘A = const (3.1.7)
21 r ’ i T
onde
A =Vrg ; (3.1.8)

substituindo agora uma solugao particular de forma 521=K= const

na eq. (3.1.6) obtemos K = kf C,/b, e assim a solucao completa.

para S,., reguiar na origem, @

_ A senAr 1
S2i % "%

! ©(3.1.9)

Usando a eq. (3.1.1), vem pard o campo SH a expres -~
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sao, tambem regular na origem,

~
- M

S _ _ A senhr +‘(]_

» - ;o (3.1.10)

Uf)l
o
B Y
)

3.2 - Solucao Exterior

Chamaremos de exterior (subscrito e) a regiao em que
as densidades de fonte gy & O, se anulam. Nessa regiao, as eqs.

(2.43) e (2.44) dos campos escalares ficam

2 2 i

Ste V¥ S1e T K1 S1e =0 (321
v 2 2 }

Spo + LS, - ks, =0 . (3.2.2)

Multiplicando a eq. (3.2.1) por r vem

)u_k'lzrs = 0 .

(RS le

le

cuja solucao geral &

k-lr -k—IY‘ )
rS1e = F e + b e ., F, D = const

selecionamos a solugao que nac diverge no infinito,

-Kqr
S = E~3w~l— D = const (3.2.3)
le 7 r i ) te
Analogamente obtemos
s = E—E:EEi C = const (3.2.4)
Ze r ? - e

3.3 - Condicoes de Contorno

Vamos agora 1mpor a continuidade de S], S2 e suas
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derivadas radiais primeiras em R = p, onde p & 0o raio da distri

buicao; a continuidade de Sq>

nos da, comparandoc a eq. {3.1.10) com a eq. (3.2.3),

% D L
_ e
pe = — (3.2.5)

k
A senhp
- —— 4 .l_._
8p (

Analogamente a continuidade da derivada radial do campo S},

Spil 7 Syl ’
implica em que

. A (hcostp _ senhpy _ _ p ¢ (— o+ -y (3.2.6)
B p 02 P p2

Eliminando D entre as eqgs. (3.2.5) e (3.2.6) obtemos

Ab k1senAp + Acoshp

C, = ( )
1 Bb-k% T+ Kyp

(3.2.7)

A sequir consideramos a continuidade

S2e

Sz
21 rep r=p

de onde tiramos, considerando as eqs. (3.1.9) e (3.2.4},

2 ~k,p
A senip . k] C1 - ¢ & 2
p ' b P ?
ou seja,
: 2
L kye pky Cy
C = e (A senip + -7;—u)

Analogamente, da continuidade da derivada radial de 52,
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S, | = S, | ,
“Jr=p “Jr=p
vem gue
-k,p T+k,p
Acosh senh - 2 2
MEE) - AR = - e S (=)
P P e

Substituindo nesta equacao o valor de C dado pela eq.

(3.2.8) e o de (4 dado pela eq.

:
brismo trivial

(3.2.7), obtemos apos um alge -

tanip

que @ uma restricao aos possiveis raios da distribuigao,

dendo unicamente dos alcances k{

res e da relacao B entre as densidades volumétricas

(1+k D
- A( - L ) (3.2.9)
Bb k ]p) 1 2
depen-
! k51 dos dois campos escala -

de fonte

(A e b, dados pelas egs. (3.71.8) e.(3.1.5) tambem dependem ape-
nas de k], kz'e B). Devemos notar que tal restrigao nao ocorre
em sistemas contendo apenas campos de longo alcance, no limite
de campos fracos.
Agora, da eq. (3.1.3) obtemos
n 28 1 _ 2 _ .
6521 = 521 Bk2 521 = Gq 3 (3.2.10)
multiplicando a eqg. (3.2.10) por r, vemnm
B(rS,:) - BkZ rS,. = - oyr (3.2.11)
21 2 21 1. T
Usando a eq. (3.1.8) para S,; vem
2,2 :
koky Cyr
2 2 271 71 _
.B(—AA senir - k2 AsenAr - -——E~—~—> = gqr .
ou seja . )
2,2
koks BC
oq(r) = 5A(A2+k§) senir , 2 l ] (3.2.12)
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E de (2.39) vem que

2
2 k2k ¢

o,(r) = - (A2+k2)A !

Tl — ra

senir N
r

(3.2.13)

E facil ver que a densidade de fonte repulsiva deve ser maior
que a de fonte atrativa (em mdodulo), do contrario a distribui -

cao entraria em colpaso. Logo, devemos ter

18] < 1 . (3.2.14)

Como o alcance do cémpo atrativo deve ser maior que 0
do campo repulsivo, para ser possivel o equilibrio do sistema ,
vemos que uma troca de sinal nas densidades de-fonte tornaria im
possivel a manutencdo das condigdes de equilibrio estavel, pois
passariam a coexistir fontes de sinais contrarios de campo re -
pulsivo (que se atrairiam) e fontes de sinais contrarios de cam
po atrativo (que se repeliriam).
' Assim, da infinidade de sotugbes da eq. (3.2.9),s0 de -

vem ser mantidas as que satisfazem

koK

N
—) (3.2.15)

2
0 < Ap < arc sen (= Z
o (

b(AT+kK

2
essa condigao impede gue as densidades de fonte 01(r) e oz(r)
dadas na eq. (3.2.13) mudem de sinal em cada sistema fisico con

‘sjderado,
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4. Solucao para os Potenciais Gravitacionais

4.1 - Solugao Interior

Substituindo as egs. (3.1.9) e {3.1.10) na eqg. (2.40)

vem
2
g2 sen Av , (4.1.1)

v

.+ X =
g 2n; /v

onde fizemos

& (4.1.2)

multiplicando (4.1.1) por rZ, vem

(rzn;)l = 82 senlhr + 12 (4.1.3)

efetuando a primeira integragao obtemos

€

v 2, senZhr r 2
7]1"6 (-z—r“—ﬂ—r—g—')‘l'x—g'l';—z . (4.].4)

onde C2 & uma constante de integracdc. Um levantamento de inde-
terminacac nos leva a conclusao de que a expressao entre paren-
tesis & regular na origem. Assim sendo, devemas considerar esta
canstante C2 igual a zero, se guisermos obter solugoes nao sin-
gulares para o sistema. Para a subsequente integracao. da eq.

{4.1.4) utilizamos o resultado

5 dr = - —/—— + 2A | ————— dr R

senzir sen2hr cos2hr - (4.1.5)
r r ] r

sendo que o Ultimo termo nos leva a fungao integral-cosseno(16)
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B cosy i
C_I(X) - ( u d}l H

obtemos entao i
62 B 2Ar sen2ir r2

ni(r)= - L}og e Pyt Ci(ZAr) +_{} toxg t C3 »(4.1.6)
onde y & a constante de Euler, e C, uma constante de integragao
cujo valor sera obtido posteriormente. Note~-se que embora tanto
a funcao logaritmica quanto a integral-cosseno sejam singulares
na origem, a éoma das duas tende ao valor reguiar -y guando R
tende a zero; assim sendo, a solucao interior (4.1.6) & regular
na origem,

Obtida a expressao de n interior, diretamente associa
do ao coeficiente metrico g  interior, passemos a obtencao de
a interior, associado ao coeficiente 911 interior; inicialmente

tiramos o valor de n em (2.40) e substituimos em (2.41), obten

do
-n'/r - a/r = 5,0 - sy ; (4.1.7)

somando a eg. (4.1.7) com (2.42) vem que

- on'srezased = 0% - s B kBsE - kBsE
ou seja, que
2 , =
alr) = Tx |20 /ras,? - 51 skdst - kgsgjl . (4.1.8)

Usando agora a eq. (4.1.4), as expressoes para 0s campos escala’
res interiores, e as expressoes para suas derivadas primeiras ,
obtemos

? 2 ?
os(r) = 2? [EenzAr + SERFAP - ig” gf} - X%T , (4.1.9)
r
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E interessante notar que ui(r) tende a zero na origem,

ou seja, temos g1}(0) = - 1 em uma métrica em que gop = = rZ.Es

‘te resultado coincide com o que obtemos para a mé@trica interior

de Schwarzschiid.

4.2 - Solucao Exterior

Entrando agora com as expressoes para 0S Caip0S esca-

lares exteriores em (2.40) obtemos

-2k .y -2k,
" yoon'/r = k2 gl e © k2 pl ] : 4.2.1
he ne r= 2 Y‘z 1 rz 3 ( AN )

muitipiicando por rl e integrando vem

K 02 —2k2r K D2 -Zk]r C
”; | é S 12 Tt —% . (4.2.2)
r 8 r

onde Cg @ uma constante de integragao cujo valor serd posterior
mente obtido.

A subsequente integragdo nos da

) |'— e—ZkZI" '—l 2‘—-' e-Zk-]l"' —I

n.(r) = - k,C° |- +k ,E, (2k,r) | +kyD Tk By (2kyr) -

e 2 L_ o R I 151t )
Cy

- =+ C (4.2.3)

onde definimos a funcao integral-exponencial do modo (16)

Ei(x) = 1 Cilla du >

X
e onde Cg. e uma constante da integragﬁo; vamos tomar C. =0 &
fim de ficarmos com g, , = T no infinito.

Como a eq. {(4.1.8) & valida tambeém para as quantida -
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des exteriores, vem

2_
rc T, 2 o2 2.2 L 7o27]
ry = & qu /r o+ S2e S1e TKIST. kZSZQJ :

utilizando as eqs. (4.2.2), {3.2.3) e {3.2.4) e simplificando
obtemos, finalmente

'Zk 27 14k r . 2k r 1+k}r Ce
ue(r) ( 2 - 2 ( v >+ - - (4.2.4)

4.3 - Condicoes de Contorno

Como consequencia da eq. (4.1.8), que & valida nas re
gioes exterior e interior, a continuidade de o estara automati-
. . . |
camente assegurada se impusermos a continuidade de n , uma vez
que ja foram supostos continuos os campos escalares e suas deri
. . - a 1 P
vadas primeiras. Logo, as continuidades de n e de n Sao as
unicas que precisam ser consideradas, e sao suficientes para a

fixagdo das constantes (4 e Cg. De

ng {r) ]| = n,(r)l
L I}":p e Ir‘.—_p
obtemos
2 [ ] 2

) : ., sen2i

7 Eog.e Zho '+ Spgo t G (2ae)wr) v x S

kzcz r e—2k2p _ |<1|32 J— e—2k-lp
+ Cp= - —— L: -7;mf+2k2E1(2k2p) = 1: o +
C5
+ kEg(2kq0) - =1, (4.3.1)

enquanto gque de



~25=

ni(r)! = ﬂ;(r)|
ir=p. . ir=p
vem
8711 _ sen2hpl . p_ "1° e . 2.8 + (4.3.2)
TLD W X 5 7 2 2 Z T
D 0o o o

de (4.3.2) tiramos imediatamente o valor de C5 .

pi : 2
2 3 k,C -2k ,p kD -2k, P

_ 8 - sen2hp N 2 2 1 1 .

C5 = ~§{} ——*——;1+ X5 + —— e - 5 e ; (4.3.3)

2h

ol

substituindo agora a eq. (4.3.3) na eq. (4.3.1) obtemos

_ 2,2 2.2 _
Cq = k1D Ei(szp) k,C Eﬁ(ZkZD)
62 02
- 11096 2hp + Ci(ZAp)+Y~1 X g - (4.3.4)
B

Usando estes resultados, as expressoes para n e o in

teriores e exteriores podem ser escritas nas formas

2 [a)
ng (r) =§2— ]}oge- (g) +5—§7Q%f + C.(2hr) = Ci(2hp) - 1] "

2

2
X (r_-3p 202 202
+ % (53P) 4 k(DTEL (2ky0) - k5CTEL(2k,P) (4.3.5)
| 2 2,1 2 |
_ 8 2 sen2Ar  sen Ar r
Olu_i(r) —_T EE‘H Ar + 5hr - 5 > - X ? , (4-3.6)
AT ¥
2 e“Zkzr i} 2 e”2k1r T C5
nglr) = ko€ o k2E1.(2k2r)‘,—k1D l____z.r_.__ - kqE {2k T) >
' (4.3.7)
> o 2Zkpr Tk, > e—Zk]r T+kyr  Cg
o (r) =¢C —(——) - D (——)+ = . (4.3.8)
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Ao escrevermos estas expressoes, as constantes C, D e
C5 nao foram escritas explicitamente para evitar expressoes de-
masiado longas. No entanto, Tembramos que CS ¢ dada pela eq.
(4.3.3), C pela eq. (3.2;8), engquanto que o valor de D pode ser

imediatamente obtido da eq. (3.2.6).



-27-

5. Conclusoes

5.1 - 0 Sistema Fisico Estudado

Nas consideracoes anteriores obtivemos uma é1asse de
so]ugﬁgs aproximadas das equacoes cde Einstein, acopladas com as
equagoes para campos escalares de curto alcance; cada solucgao
representa uma distribuicao de energia e tensfes com simetria
esferica, em equilibrio estatico, sem singularidades,com as den
sidades de fonte dos cempos escalares partindo de um valor‘méxi
mo na origem e diminuindo monotonicamente ate a fronteira do

sistema.

5.2 - Resenha dos Resu]tadds Analiticos Obtidos

Consideracoes dimensionais simples nos levam a conclu
sao de que a constante & que aparece nas expressoes dos poténci
ais gravitacionais & adimensional. Como podemos expressar os cam
pos e as densidades de fonte escalares proporcionais a 8§, & 0S8
potenciais gravitaéionais proporcionais a 52, parece natural i-
dentificar & com 0 parametro adimensional e, em potencias ao
qual a expansao dos campos e fontes foi feita, na seccdo 2. Nos
sa aproximacdo sera valida entao para

2 g koeo-k

§° = A (——E?fﬂ_) << 1

(5.2.1)

Podemos entao sintetizar os resultados analiticos ob-
tidos da seguinte forma: sao dados inicialmente o0os quatro para-
metros ki, kp, B, &; esses parametros devem satisfazer, no Timi

te de campos fracos,'k1 < k2’ BZ <1, szg > kf, a fim de que
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—

0 sistema tenha equilfbrio; e deve-se ainda ter 52 << 1, que e
a condicao de campos fracos. Todos os demais parametros do sis
tema sao obtidos a partir desses guatro. Inicialmente definiu—
-se 0 parametro A pelas egs.{3.1.8) e (3.1.5), e o raio p das
fontes pelas egqs. {(3.2.9) e {3.2.15). Para a expressao sinteti
zada dos campos escalares na secgao 2, foram definidas as cons
tantes A, eq. (4.1.2); Cl’ eq.{3.2.7); C, eg. {(3.2.8) e D,
eq. (3.2.6); note-se gque todas essas quatro constantes sao di-
retamente proporcionais aoc parametro inicial &§. Obteve-se en -
tao as expressoes analiticas das grandezas escalares S1; eqa.
(3.1.10), S1e eg. (3.2.3), 521 eq. (3.1.9), SZe eq.{3.2.4),
Gy eq. (3.2.12), o0, eq. (3.2.13) . Para a expressao das gran
dezas gravitacionais foram definidas as tres constantes y eq.
(4.1.2), Cy eq. (4.3.4) e Ce eq, (4.3.3), todas proporcionais
ao quadrado do parﬁmefro inicial 6. Obteve-se entao 0s poten -
ciais gravitacionais n; eqa. (4.3.5), oi eq. (4.3.6) , ng eg.

(4.3.7), o, eq. (4.3.8), todos proporcionais ao quadrado de

S.

5,3 - Analise dos Resuitados

Das egs. (3.2.3) e (3.2.4) vemos que 0Ss campos esca-
lares exteriores tem 6 comportamento usual dos campos de Yuka-
wa, com um rapido enfraguecimento para valores crescentes da
Qariive] radial.

Ja os potenciais gravitacionais, para r - o , tém o0

comportamento tipico da solucao de Schwarzschild,

n(r.) ="OL(Y')="‘l:F.— r‘—;-oor (5.3])

[S]
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pois tanto é_kr/r COmo Ei(Zkr) tendem a zero mais rapidamente
do que 1/r quando r » «. Lembrando que em sistemas do tipo
Schwarzschild o parametro massa.m & dado peio comportamento as

sintotico de ng(r}, ou seja

-

Tim Erne(r):{ - - oo (5.3.2)
C

oo
vemos que nhosso sistema gera um campo gravitacional de compor-

tamento assintotico identico ao que seria criado pela massa

me | (5.3.3)

que e de ordem 52,

5.4 - Estabijlidade

Deixamos de realizar um estudo analitico da estabili
dade do sistema, mesmo para perturbacfes radiais (que naoc des-
truiriam a éimetria esférica), pela extrema complexidade alge-
brica com que quase sempre nos deparamos em estudos dessa hatg
reza. Entretanto no limite de campos fracos 0s conceitos usu -
ais da mecanica Newtoniana comumenie mantem sua validade na Re
latividade Geral; assim sendo, podemos tentar um raciocinio
nio-relativista. Suponhamos construida uma esfera em equili -
brio estatico, nos moldes descritos nesta tese; e suponhamos
que uma pequena perturbacac nas densidades das fontes escala -
res produza momentaneamente‘uma maior concentracao em dada re-
gido do sistema. Com esse aumento de concentracao local as for
cas de repulsao {(de alcance mais curto) sobrepujariam -as de

atracio, e uma tendencia a rarefagao seria notada. No caso da
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pequena perturbagao pro}ocat uma rarefacao momentanea em dado
local, as forgas atrativas (de alcance mais longo) prepondera-
riam, e de novo se verificaria a tendencia . a restauraééo da
configuracao do equiiibrio.

No caso de nos afastarmos do 1Timite de campos fracos
o procedimento a adotar seria o de escrever as equacgoes dos
campos com dependéncia também temporal, e analisar a evolucio
tempbra? de uma pequena perturbacao a partir da configurégéode
equilibrio; dada a alta complexidade do sistema de equagdes a
reso]vér, a utilizacao de calculos numéricos aproximados e de

computadores nos parece inevitavel.

5.5 - Um Exemplo Numerico

Apresentamos a seguir os graficos correspondendo a so
lucao de um caso especifico da classe de solucoes obtida nesta
tese. O0s graficos apresentados correspondem aos valores numeri

CoSs

ky = 1013 cm"T, ko = 10'% ep! , B = 1/V2

como as grandezas escalares (campos e fontes) dependem linear-
mente de &8, a escala das ordenadas foi calibrada com multiplos
de &. Para 0s campos gravitacfonais essa calibracao foi feita
com multiplos de 52,

Em todos os graficos a escala das abcissas foi gradu
ada com multiplos de r/p; o valor da abcissa r/p =1 represen

ta portanto a fronteira entre as regioces interior e exterior.

Na Fig. 1 apresentamos as densidades oy € 0, das fon
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tes dos campos escalares. Essas densidades tem seus valores ma
ximos na origem e decrescem monotonicamente até a fronteira r=

=p, & partir da qual assumem valcr nulo.

Na Fig. 2 apresentamos o grafico do campo escalar 52
e 0 negativo do campo 81. Note-se que o campo 82, do tipo re -
pulsivo, tem o mesmo sinal que o de sua fonte o (da mesma for
ma que um potencial eletraostatico que & do tipo repulsivo, tem
o mesmo sinal que a carga eletrica que o origina). 0O campo atra
tivo S1 tem sinal oposto ao de sua fonte o, (analogamente ao
que ocorre ao potencial gravitacional Newtoniano). Observe-se
ainda o decréscimo acentuadamente mais rapido do campo 52, com
relacao ao Sy, a partir da fronteira r/p = 1; isso se deve a
gue no exemplo numérico aqui estudado considerou-se o alcance
do campo 82 bastante inferior ao do campo S.l (k2 = 10 k1). Am-
bos os campos apresentam valor absoluto maximo no centro da si
métria, com variagao monotﬁnica'para valores crescentes do afas
tamento com relacao a esse centro, assumindo o valor nulo no
infinito.

Na Fig. 3 apresentamos os potenciais gravitacionais
n = % 109e 950 & & = % 'loge (—911)._0 potencial n pode ser
identificado, neste limite de campos fracos, ac potenciaI gra-
vitacional Newtoniano (dividido pelo guadrado da velocidade da
luz); apresénta-se porfanto como uym poc¢o de potencial, de va -
Tor minimo na origem e crescimento monotonico até o valor nulo
no infinito. Seu comportamento assintdtico & do tipo hiperbﬁli_
co; para efeitos de comparacao foi tragado também o potencial
Ng correspondente ao produzido por uma massa de Schwarzschild

de mesmo valor que a associada a energia do sistema em gques-
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tao. Nota¥§e ﬁue n > n, quando r - e,

0 potencial o apresenta-se continuo e com derivada
radial continua na fronteira r/p = 1. Assume valores negativos
nas regices centrais, e positivos em regices mais afastadas. Is
SO0 representa uma contragac das distancias radiais nas regides
mais centrais com respeito a intervalios de coordenadas ( d& =
= eadr-i dr), e uma dilatagcao das distancias radiais em regﬁﬁe;
mais afastadas (df > dr). Seu comportamento assintdotico também
€ do tipo hiperb3lico, como pode ser observado por  comparagao

m ' = - n_ .
com a curva og <
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