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RESUMO

Um estudo da iﬂteragéo gravitagao-neutrino & fei
to com base nas equagoes acopladas de Einstein-Dirac. Duas
classes do solugoes sao obtidas, correspondendo a duas situa
coes fisicas especificas. Um modélo cosmoldgico com expansao é
obtido, tendo neutrinos como inica fonte de curvatura; suas
propriedades e os parametros que podem caracterizar a solugzo
como modélo cosmoldgico sao estudados. A segunda classe de so
lugoes corresponde a um mod&lo completo simples de uma estrela
esfericamente simdtrica emitindo neutrinos: a regiao intérior
& suposta ser constituida de uma distribuicio de fluido perfei
to esfericamente simétrica, limitada no espago e gue emite neu
trinos; a matéria da estrela & considerada transparente para
neutrinos; a regiao exterior contém somente neutrinos e campo
gravitacional. © prob}ema da compatibilidade de neutrinos com
campos gravitacionais esfericamente simétricos & examinado. As
leis de conservacac locais e as condig¢oOes de jungao das  solu
goes interior e exterior na superficie do fluido sao estudadas
e permitem caracterizar dois tipos de solugoes. Num caso, a so
lucao descreve a fase de emissaoc de neutrinos, com consequente
contragao da configuragao, imediatamente antes de o fluido es
tar totalmente contido no interior do seu raio de Schwarzs

child, quando a emissao de neutrinos e a contracao da estrela



dessam. A outra possibilidade pode corresponder a uma configu
racao quasi-estacionaria, com emissio de neutrinos, onde a e
quagao relativistica de equilibrio radiativo permite definir o
equivalente de "pressao de radiacao" para neutrinos, que _atﬁa

+

no mesmo sentido da pressao gravitacional.
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4= ATl
1. Introduga

Podemos considerar que o estudo da interagao gra .

1,2
' de Cartan,

vitagao-neutrino foi iniciado com os trabalhos
Infeld e van der Waerden sobre spinores em uma variedade Rie
manniana; posucriormente, muitas outras contribuigdes & teoria
de spinores em espagos—-curVOS3 apareceram. Sem dtvida, porém,
podemos tomar ¢ artigo de revisao de Brill e Wheeler (1957) ,
"Interaction of neutrinos and gravitational fields““, como uma
referéncia basica. A importdncia do estudo de neutrinos em es
pagos curvos foi colocada pelos dois autores com a seguinte ar
gumentagao. Nosso conhecimento de neutrinos limita-se a pro
cessos de emissao e absorgao, isto €, ao dominio das transfor-
magoes das particulas elementares. Por comparagaoc, imaginemos
que se éoubesse dos eletrons somente a taxa em que eles sa0
produzidos no decaimento beta ou absorvidos em processos como
absorgao do k-eletron — mas nada se conhecesse sobre o movi
mento de eletrons er Eampos elétricos e magnéticos, sobre a 1i
gagac dos eletrons nos atomos ou sobre a existéncia do acopla
mento spin-Orbita, e muito pouco sobre © tensor momentum—-ener
gia do eletron. Para aprender sobre neutrinos tanto quanto se
;abe sobre eletrons hoje, temos que considerar forgas que in
fluenciem o movimentc de neutrinos e que sejam sujeitas a uma
andlise simples. O neutrino nao responde diretamente a campos
elétricos ou magnéticos'——lpor isso, temos que fazer uso de .
campos gravitacionais, cuja interagao, com © neutrino & passi

vel de uma andlise simples. Em outras palavras, & preciso con



siderar a fisica de neutrinos em espagos curvos.

Nos Gltimos quinze anos, muitos outros argumen
tos vieram =2 somar acs de Brill e Wheeler, Em Cosmologia, neu
trinos passcram a ter um papel importante na questao da densi

'
dade de energia do Universo e no problema da distincac  entre
varios modélos cosmoldgicos "% um géas de neutrinos (sem inte
ragao com o restante da matéria do Universo) encheria todo o
cosmos, contribuindo significativamente para a curvatura do
Universo. Embora nio haja ainda evidéncia experimental deste
gés de neutrinos, a descoberta da radiacao residual de COrpo

0 7 8
negro de 2,7 K ' - remanescente de uma fase inicial quente
do Universo — levantou a guestao da existéncia de uma radia
¢ao de neutrinos com origem andloga e de uma fase na histdria
do Universo dominada por neutrinos. Também processos astrofisi
cos ligados a emissao e absor¢ao de neutrinos t&m sido extensi
vamente discutidos, onde, em certos casos {estagios avangados
da evolugao estelar, colapso gravitacional em supernovas ,

9
etc.) ;, a teoria da Relatividade Geral deve ser levada em con

ta.

Neutrino em interag¢ao com a gravitacao sdo descri
tos por campos spinoriais sobre o espago-tempo curvo. Os cam
pos spinoriais bem como a métrica do espago-tempo devem ser so
lugoes das equagoes acopladas de Einstein~Dirac. Um tratamento
completo do problema deverla levar em conta a guantizagao do

campo classico do neutrino , que & discutida na segaoc 5.



Na segao 2 fazemos uma revisao da teoria de spino

res a quatro componentes sobre um espago-tempo Riemanniano;

-

Os

1

cinorss gio trotados somente do ponto de vista do formalis
mo de tetradasz (vierbein), com as transformagoes de spin gera
das pelas transformagBes de Lorentz locais das tetradas. A uti
lizacao de spinores no formalismo de tetradas tem a vantagem,
na nossa opiniac, de ser mais operacional, permitindo inclusi
ve uma unificacao simples com o formalismo de formas diferen

L o, 1,12 . - . '
ciais para O espaco-tempo e a utilizacao imediata dos
cadlculos (cf. apendice 1). Outros formalismos para spinores
(cf. refs. (3} e (4)) sao, em principio, equivalentes. No en
tanto, na discussao da compatibilidade de campos de neutrinos
com campos gravitacionais esfericamente simétricos e na inte
gragao da equagao de Dirac nas métricas esfericamente simétri
cas consideradas, spinores a guatro componentes_no formalismo
de tetradas também se tornam a escolha mais natural para a ana
lise do problema. As equagles acopladas de Einstein-Dirac sao
derivadas pelo principio variacional a partir da Lagrangeana
total, soma da Lagranéeana de Einstein e da Lagrangena do neu
trino. No caso de haver matéria presente, o tensor mémentum—
energia total que aparece do lado direito das equagOes de Eins

tein deve ser a soma do tensor momentum-energia do neutrino com

o tensor momentum-energia da matéria,

Dois modélos sao examinados onde a interagao gra
vitagao~neutrino tem um papel dominante. Elas correspondem a
duas solugoes das equagoes acopladas de Binstein-Dirac. Na se
gao 3, uma classe de solugoes cosmcldgicas tendo neutrino como
finica fonte de curvatura sao obtidas, e suas propriedades e 0s

parametros gue podem caracterizar a solugao como modélo cosmo



18gico sdao estudados. Na secao 4, obtemos uma solugdo  corres
pondendo a um modele completo simpies de uma estrela esferica-
mente sim@trica emitindo neutrinos. Duas regiodes sdo considera
dag: (i) regido interior, constituida de uma distribuicao de
fluido perfeito esfericamente simétrica e limitada no espaco
{gque & suposta emitir neutrinos) e neutrinos em interagao gra
vitacional. Neutrinos, uma vez emitidos, teﬁ somente interagao
gravitacional, quer dizer, a matéria da estrela & considerada
transparente para neutrinos; (il) regiao exterior, contendo so
mente campo gravitacional e neutrinos. O problema da compatibi
lidade de neutrinos com campos gravitacionais esfericamente si
métricos é examinado e uma redefinigao proposta. As condigoes
de jungao das duas solucgoes (interior e exterior) na = superfil
cie do fluido sao estudadas e permitem caracterizar dois tipos
de solugoes. A emissao (absorgao) de neutrinos leva a <configu
ragao a se contrair (expandir), correspondendo a um resfriamen
to (aguecimento) localmente observavel da matéria da estrela.
Unm sumdrio dos resultados & feito na se¢ao 5. A guestao da
guantizagao do campo ée neutrinos, nos espagos-—-tempos curvos
correspondentes, &€ examinada na segao 5, onde & discutido como
algumas varidveis e parametros arbitrarios da solugao podem

ser reinterpretados.

O Apendice 1 contém uma revisdao sumiria da teoria
de formas diferenciais sobre um espago-tempo Riemanniano, cu
jos resultados sao utilizados para a realizagdo dos calculos
necessarios nesta tese. Para nossa descricgao do neutrino com

spinores no formalismo de tetradas, o formalismo de formas di

ferenciais nos fornece uma base unificada para descrigao e cal



culos, relativoé a neutrinos e ao préprio espago~tempo. Em
grande parte da literatura sobre néutrinos em. espagos-tempos
curvos, neutrinos sao descritos por spinores a duas componen
tes no formalismo de Newman—Penrose. No Apéndice 2, fazemos

uma breve revisao da teoria de spinores a duas componentes em
Relatividade Geral e uma introdugao ao formalismo de NewMdn-
Penrose. O tensor momentum—energia, bem comoc a equacgao de Di

rac para o neutrino s3o obtidos em termos dos coeficientes de

NP e da base correspondente de vetores nulos.

Notacao e Convencao

Num sistema de coordenadas admissivel {xM|u = 0,
1,2, 3} o espago-tempo & descrito pela métrica guv(x), de as-

sinatura -2. Sua inversa, que existe em todo ponto, & definida

por guhgkp = 65’. Em geral, Indices gregos miniisculos variam
de 0 a 3 e sao levantados e abaixados, respectivamente, com
guv e guv' Indices latinos maifisculos denotam indices de te

tradas e variam de 0 a 3; sdo levantados e abaixados, respecti
AB

vamente, pela matriz de Minkowski constante n LIPS diag
(+1, -1, -1, -1). Indices latinos minGisculos (segao 2) deno
tam indices internos spinoriais e variam de 1 a 4. Estas con

vengdes ndo valem para o Apéndice 2, onde Indices latinos mai
fisculos,pontuados e sem ponto, denotam indices spinoriais e va
riam de 1 a 2. Para gualquer tipo de indice, usamos a conven

cao de soma de Einstein.

Derivadas em relagao a variavel " s3oc denotadas

por au ou pelo Indice p antecedido de uma barra (Eﬂ% = 3u® =
9%



= @zu). A derivada covariante em relagdo a X', construidacom o

simbolo de Cristhoffel & denotada por (||) precedendo o indice

=0 - - O o 5 . . )
u (@i,u = Qi!u + {“€}® ). A derivada covariante de um objeto
i ' H
que contém indices vetoriais e spinoriais &, em geral, denota
!

da por Va' O tensor de curvatura tem o sinal definido por

1 o
V t - V = - R V
uitello wllolle 2 HpO o
Finalmente, usamos unidades tals gque T = c = 1. A
constante de Einstein k = B8IG & positiva, exceto no caso da

solugao interior da seg¢do 4, onde tomamos k = -8uG.



2. SPINORES EM UMA VARIEDADE RIEMANNIANA

Consideremos uma variedade Riemanniana localmente
. 13 . ad
Lorentziana e um sistema de coordenadas {x } gue cobre pelo

menos uma parte da variedade. O elemento de linha

dst= () dxX AxP | (2.1)

Jus

pode sempre ser decomposto localmente como
2 2 2
{2 2 3 :
ds*=(9°) -(0') -(87) ~(9) (2.2)

A decompesigac (2.2) corresponde a seguinte construgao intuiti
*

va( ): num dado ponto x% da variedade, tomamos para © espago

vetorial local uma base de guatro vetores linearmente indepen

dentes
. :
el @ | A=O,1,z,3} (2.3)

Qualquer vetor Xa, definido no ponto, tem componentes XA

& ¢ A
= € X

X

segundo a base (2.3). Em particular os vetores ax%  tém compo

(*) Para uma construgac mais rigorosa usando o conceito de es
pago tangente a variedade no ponto P e base local de coor
denadas em P, ver recferenciafli§],



nent2s, nosta bass local, dadas por

ik. e 4 ' (2.4)

Substituirde (2.4) em (2.1},

« A
d s e . e e? 9%
¢ RS Ay (BY

)

i

(*)

e podemos sempre escolher a base (2.3) de tal forma gque

Jes Can el = Tos = cling (+1,-1,-1,-1) | (2.5)

guer dizer, e tipo-tempo, (e?i)i i=1,2,3) fipo—espago, e mu

(0)
tuamente ortogonais. Devemos notar gque a escolha {2.5) nao im
pce nenhuma restrigdo schre as componentes da métrica. Com tal
2
egscolha, o elemento de linha ds assume localmente a sua forma
Lorentziana
B
z_ A ‘
ds” = 7 00 (2.6)

A matriz n ode ser interpretada como asgs componentes do ten
AD P 12

sor g na base local {e% eB | A,B = 0,1,2,3}. De modo ge
afB ( (B) =

A)

(*} A escolha de Nas = diag(+1,-1,-1,-1) corresponde a tomar co

ordenadas locais do tipo Cartesiano. Pode-se, alternativa
mente, fazer uma escolha de hase de modo gue nAB assuma va

lores constantes mas nao diagonais, correspondendo a uma
base de tetradas nulas e algumas das coordenadas locais nu
las [%]. Uma base de tetradas nulas parecer ser a mais na
tural quandeo se trabaiha com spinores a duas componentes
Es]. No presente tyabalho, onde somente usamos spinores a
4-componentes, a escotha (2.5) é adequada e suficiente.



ral, para um tensor qualguer de ordem k, do espago produto Caxr

teslano usual de k-espagos vetoriais locals, teremos a base lo

cal
o s Y '
{ € S Cm | a,8,..0=0,1,2,3 }
\-—.__(—-..__,
k~ falores

A bese local {2.3) & chamada base de tetradas no ponto x> e os
Indices (A) sao chamados indices de tetradas, Indices locais
ou indicés internost.

A base de tetradas (2.3) pode ser sempre escolhi
da independentemente em cada ponto da variedade e, com a condi
gﬁo (2.5), define de modo natural a estrutura de Minkowski lo
cal (2.6) da variedade. Indices de tetradas sio levantados e a

baixados com a métrica de Minkowski

N == diag (41, -1,-1,-1) (2.7)

respectivamente. Os vetores (2.3) com a escolha (2.5) satisfa
- S my O (A) _ ;o a (B) _ 4 B
zem &s relacoes Obvias €y g = 66 v ©(a) Sy = GA . A

forma (2.6) & invariante por transformagoes de Lorentz locais

A
L B(x)

A b
Ly, Lo, = Mac (2.8)

Tais transformacgdes correspondem a uma rotagao na base de te

tradas

~ &
etm ) = L, &) € 1y (%) | (2.9)
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de modo que as tetradas ficam definidas a ménos de uma trans
formacao de Lorentz local, que pode ser feita independentemen-—
te em cada pento da variedade. |

Tendo em vista a estrutura Minkowskiana (2.6) e o
grupo de Lorentz locais, podemos entao transportar, naturalmen
te e independentemente para cada ponto da variedade, toda a

teoria de representacao do grupo de Lorentz.

Nota: E um fato bem conhecidos que a algebra dos geradores do
grupo de Lorentz restrito(*) & constituida de duas subalgebras
disjuntas, isomorfas a algebra dos geradores do grupo das rota
goes espaciais. Assim todas as representagdes irredutiveis de
dimensao finita do grupo de Lbrentz restrito podem ser obtidas
diretamente, uma vez gue se conhecam as representacgoes irredu
tiveis do grupo de rotagoes. Estas Ultimas podem ser caracteri
zadas por um Unico nimero j, gue assume gualguer valor inteiro
ou semi-inteiro de 0 a ». O espaco-base para a representacao
de ordem j tem dimensao 23j+1. Desta forma, as representacoes
irredutivels de dimensao finita do grupo de Lorentz restrito
podem ser caracterizadas por dois inteiros ou semi-inteiros
(j,j’), que assumem valores de 0 a «, e cujo espaco-base cor
respondente tem dimensao (2j+l)(2jf+1), As representacgoes (%%,
0) e (0,%?) definem spinores a duas componentes: spinores a
duas componentes sao objetos que se transformam sob matrizes

1y, a representacgao

de Lorentz das representacoes (%?,0) e (0,7?

(*) No gque se segue, vamos nosg restringir ao grupo de Lorentz
- o ' o
homogeneo, proprio (det L= +1) e ortdcrono (Ih > +1), ao

qual nos referiremos como grupo de Lorentz restrito.
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1 - -
(??;-%ﬁ corresponde a representacao usual das matrizes de Lo

rentz 4%x4 e atuam sobre vetores de 4 componentes. A representa

gao (0,0) & a representagao escalar. Com relagdo s operagoes
de inversao ESpaéial e conjugacao complexa, temos ¢ : (1) se
um objeto se transforma sob uma matriz da re%resantagéo (3,3"),
apds uﬁa inversao espacial ele vai se transformar sob (3i',3);
(1i} se um objeto se transforma sob uma matriz da representa
¢ao (j,3'), por uma conjugagao complexa €le vai se transformar
s50b (j’,j).'Entﬁo,rse quisermos incluir inversao espacial e
conjugacao complexa, devemos ter um espag¢o base de dimensao
2(23+1) (23'+1), soma direta (j,ﬁ') @ (3',3) dos espacgos base
de representag¢io (33 ) e (3'3).

Spincres a duas componentes e a guatro componentes

Embora as representagoes (0,%?) e (%?,0) nao se

jam equivalentes, pela propriedade (ii) acima, & sempre possi
vel encontrar uma base de representagéo {ou, equivalentemente,

uma transformagao de similaridade) tal que
1 - 1
(0,5" = (5,0

onde = indica conjugagao-complexa. Neste caso, a representagao
(=,0) & ait 5 ' 0, ;
S ) & dita representagao conjugada de (0,-3) e, neste senti
do, temos dols tipos de spinores a duas componentes que, na 1i
teratura, sao geralmente chamados de spinores pontuados e nao-
' . : . T
-pontuados, sendo um o complexo-conjugado do outro . Eles se

rao tratados com mais detalhe no Apendice 2, guando estudarmos
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neutrino no formzlisme de Newman-Penrose. Spinores a quatrc com
ponentes sac chjetos do espago base;de representagao (0,%ﬁ C)
+ (%%,0). Soh © ponto de vista de transformagao, nac  existe
distingao entre um spinor de 4 componentes e seu_cémplexo—conjg
gado. E este o ecpage base onde estao definidos os spinores de
Dirac e no gual as matrizes constaﬁtes de Dirac {YAIA=0,1,2,3}
constituem una representagzo da adlgebra de Clifford associada &
métrica de Minkowski nAB, e gque tomaremos cho uma estrutura lo

cal independente em cada pcento da variedade.

Spinores de Dirac num espaco-tempc Riemannianc

Em cada pontc da variedade, definimocs spincres de
Dirac ccme cbijetos de 4-componentes que, sob o grupo das trans
formagoes de Lorentz locais (2.8) se transformam como oS seus

correspondentes em espacgo plano
Fx) - )= SCLK)) Yx) (2.10a)

e seu cenjugade correspendente

e e o~ - q
P - F(x)= Fx) S (LX) (2.10b)

onde S(L(x) & uma matriz 4x4 representagaoc da transformacac de

o L~
Lorentz L, (x), com a restrigao

B

det § = 1
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Em termos de componentes, podemos esérever (2.10 a,b) como
) - T = §Y, ) P ®) (2.10a")
) -1, % ’ '
P )= Fox) = F o (§) . (x) (2.10b")

Spinores de ordem mais alta se transformam como produto direto

de spinores de primeira ordem do tipo (2.10 a,b).

Sob transformacdes de coordenadas scbre a varieda

de
Xt - x'"= x"x) (2.11)
0s spinores se transformam como escalares
t I
Fx) = Yx) (2.12)

Neste caso, n3o existe relacao entre o grupo de transformagdes
(2.11) sobre a variedade e o0 grupo interno de Lorentz(2.8)., Di
ferentemente da variedade plana da Relatividade Restrita, onde
o grupo de transformagéés {(2.10) pode constituir uma representa
gac do grupo de transformagdes lineares e homogéneas sobre a va
riedade, no caso de uma variedade curva a estrutura Lorentziana
local existe independentemente em cada ponto e as transforma
¢oes locais (2.10) nao podem constituir uma representagao das
transformagoes gerais de coordenadas (2.11) scobre a variedade.
No entanto, uma relagdao entre a estrutura interna spinorial e a

estrutura (externa) da variedade & possivel pela existencia de
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(*)

uma algebra de Clifford’ . As matri?es constantes de Dirac
, XA_é ('XAa's)

satisfazem a relacao de anti-comutagao
'yt -3”7A81 (2.13)

onde 4 & a matriz identidade 4x4. Com a operagiao (2.13}, estas
matrizes constituem, na base dos spinores de Dirac uma repre
sentagao para a algebra de Clifford associada & métrica de Min
kowskl local NS Usando a base (2.3}, podemos definir sobre a

variedade o campo de matrizes

Y'“(x) < f';) OFr e (2.14)
que satisfazem, devido a (2.5} e (2.13),

OB HOER RO l){“(x) = 2 g‘“v(x) 1 (2.15)

constituindo a Algebra de Clifford associada & métrica g™’ (x)
da variedade. Usandoc (2.13) e (2.15), gualguer elemento da geo-
metria métrica do espago-tempo pode ser construido como fungao
de vM(x).

Sob o grupo de transformacoes (2.10), as matrizes

YH(x) se transformam como

(*) Utilizando a convengao de S. Gasiorowicz, referéncia [21]] ,

A 2
onde YP =y’ YA YD , com (yﬂ)2 = (—Yk) =4 , k=1,2,3.
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i & o -1 4 o 1 o
(Y"0)s = STENS ), ) K"(x)A = (S(x) ¥ 5'(@) s (2.16)

No presente formalismo de tetradas; a transformagac (2.16) & ge
rada dando-se & base de tetradas uma rotagdo de Lorentz  local

conveniente — o que fica claro pelas relagoes (2.9) e (2.14):
A 8 AT '
L'y = S&) " S &) | (2.17)

A condigao (2.17), juntamente com det S=1, implica que o spinor
P o= ¢+Y0 (cf. (2.31)), onde YO & a matriz constante de Dirac,
se transforma como um spinor conjugado (2.10b),desde que (2.17)
implica YUS+YG = 5°! . Deste modo as quantidades fisicas consg
truidas com § e ¢ sao invariantes .sob (2.17). Notemos que as ma
trizes constantes YA sao supostas nao se alterar sob transforma

¢Oes que satisfazem (2.17), como usualmente.

Com relagao ds transformagoes de coordenadas

(2.11), as matrizes (2.14) se transformam como um guadrivetor

contravariante
I o
0= 2 yS(x) (2.18)
ox$
Devido ao fato de que as matrizes do grupo de
transformagoes (2.10) sao fungoes de ponto, a derivada de um

spinor ndc se transforma como um spinor. Definimos entao um no

vo tipo de derivada

Y= 9 -5, 00 %) (2.19)

de tal forma que (2.19),so0b o grupo {(2.10), se transforme como



le6

um spinor

!

2 a b
v Y= ST Y ) (2.20)

o

Da lei de transformagao (2.20) segue que Pa se transforma como

| o a d f a — 4y d
RN E{_FSbﬂ-S‘a]pc(S )s (2.21)
ou
! -1 -1
Vo = SQS '*'Suxs (2.21)
Sob transformagaes de coordenadas, a derivada (2.19) de um

spinor se transforma como um covetor. A derivada Va & chamada
derivada covariante de um spincor e as quantidades Fa sdo chama

das os coeficientes de Fock-Ivanenko, afinidades spinoriais

- , 23
O conexoes internas .

Por (2.10 a,b), a expressao

S O

& um escalar por transformacgoes (2.10), e isto implica (utili

zando~-se a propriedade padrao V,(BB) = (V A)B + A(Y B)):

P
Vot )= % )+ o)l o (2.22)

ou
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A derivada covariante de um objeto com Indices spinoriais e

tensoriais serd entao generalizada para

d [
o F7 4 (2.23)

n.. oo ¢ a a ¢ d
Y&(”FS’ b)‘?;‘?’e*’{«p}fﬁ b=l a £ oot My
Impondo

7 \0,};.:' B'fmx “{}E“i X{ HP« XI"’ + er % =0 (2.24)

(condicao suficiente para Vaguv = 0, e portanto preservando a

estrutura Riemanniana do espago-tempo (notemos gque Vaﬁab = 0.),
encontramos a seguinte expressao para Toc "
1 1 ® F L2yt P]
r;fr; = Axﬂ“_{‘[f Xyla"yp‘mx “{,.ut}(¥ Yg“b’;b’ ) (2.25)

oﬁde Aa ¢ um campo vetorial real arbitririo {(pode eventualmen
te ser interpretado como o potencial eletromagnético). Para
neutrinos, tomamos Aa_: 0. Existem ainda outras arbitrarieda
des na determinacao de Ta. A imposigéo.(2.24) & suficiente pa
ra garantir que Va Iy = 0 em (2.15), mas nao &, de forma ne

nhuma necessaria. De fato, tomando
v, }{F;[Vg, ‘{‘,ﬂ (2.26)

para gualguer Va pertencendo a algebra de Pauli das matrizes

Y“(x), a estrutura Riemanniana do espago—tempo & preservada
2

(VQ guv = Q) . A afinidade spinorial Fu, por (2.26) deve sa

tisfazer
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Eoipe ™ {,-fvll ¥e = F,v- Yot o [—'/u.'.: Ve Yo = YoV

: ~ . Vo
Contraindo esta expresao, regpectivamente, com vy a esquerda e
_ _ ;

YV a direita, e subtraindo uma da outra obtemos

Ff,, = - “3“ [YO Xa[,u, - Yulprg-{;o&waxe - Ysb’g)]— \/,,._

+—$—()’°I_',,,y9+ ¥ Vi ¥ )

i F i v
G T = Ver g (VT vy + Y VRYY)

Uma solugao possivel para TU é

FI
I Fr“ - Vi

desde que podemos verificar diretamente que, para egte valor,
v v
Y Pru Yot ¥ V{-‘“XV:O
E a derivada covariante (2.19) se expressa
FI
Ved= 2% %= T, F+ Vet
Escrevendo Va(x) da forma

_ s,
Ve (1) = Ao L+ By (x) IOR C“ﬁf(ﬂ AR YR PYPT
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onde A+ B (x), etc. sao funcionais da métrica, naoc temos, em

aB
geral, critério para decidir entre (2.24) e (2.26). A escolha
{2.24), porém, parece ser a mais simples no tratamento da inte
ragao gravitacdo=-neutrino (por exemplo, o tensor momentum-ener
gia do neutrino em interagéo.com a gravitagéé, para (2.24) tem
a sua forma da Relatividade Restrita, a menos da substituicao

{2.28)). No que se segue, a nossa escolha serad (2.24) onde r.=

= r ' & dado por (2.25) conm A = 0.

Com a nogac de derivada covariante (2.23) em rela
cao a transformagoes de coordenadas e transformacoes de Lo
rentz locais, podemos generalizar a equagao de Dirac do espago
de Minkowski para uma variedade Riemanniana, pela substituigao

usual (acoplamento minimo)

% —> Vﬁz Opu = T‘,A, (2.28)

Assim, a equacao de Dirac covariante sob os grupos de Lorentz
local (2.10) e de transformagaes de coordenadas (2.11) & dada

por

5XFQ)U} #wwvm’?zo
ou

¢ JP?X) ( %u—-f;,) Y Y =0

A equacao de Dirac para o neutrino (m=0) fica

}”’"(x)(B,Lw}"},,) Y=o (2.29)



A eguacao de Dirac para o neutrino (2.29) e sua
conjugada podem ser derlvadas do principio variacional
Y S f"; L 4% =0
por variacao inderendente de Y e ¢, ou, eguivalentemente, das

Es

eguacoes de Buler-Lagrange

2 (7 L) =% %(QL):O
/! aﬂ

Ip
205 L) -2
W_(ﬁ L) =% D%P(FLL

onde

{’%—X“(X)Vx’%u Ve by ) (2.30)

Agui g & o determinante da métrica e Y &€ o spinor conjugado de

Pauli

Yoty (2.3

+ . e . 0 . )
P indica o hermitianoc conjugado e y € a matriz constante de
Dirac. Em termcs da base local, a equagao de Dirac (2.29) pode

ser escrita

Y o

A - . .
onde v sac as matrizes de Dirac constantes e
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o~

Equacgces Pcoplauas de Einstein-Dirac

A interagao gravitagao-neutrino, onde levamos em con
ta que o campo de neutrinos nao somente & atuado pelo campo gra
vitacional (cf. eq. (2.29)) mas também & fonte de curvatura, e
descrita pelo conjunto de equagoes acopladas de Einstein-Dirac.

(*)

Elas podem ser cbtidas da densidade de Lagrangeana
, ,
V=5 (_.;:_ R+ L) (2.32)

cende R € 0 escalar de curvatura e L & dado por (2.30). Desde
gue R nao depende de Y, pela variacao independente de J e y na
agazo correspondente a (2.32), bbtemos a eguagao de Dirac
7(2}29) ¢ é:é§ﬁ§ﬁgaaéuéssociada, reépectivamente. 0 principio

variacional

Sg\f:a (——;— R+L) 4"

ara variacoes de leva as eguacOes de campo de Einstein
p ¢ Ius quag p

4
Ryp — — ==k I,
onde o tensor momentum-energia TOLS & definido, para campos spi

noriais, por

gT Seﬁ\r—"dx ggb\f:;&"}{ (2.34)

(*) K & a constante de Einstein; na nossa convengao K = 87G.
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Devemos notar que a variagao de Iup S€ reflete em variagao das
Ya(x) {de modo que a‘relagao'(Z.lS) seja preservada)e em cor
respondentes variagoes dos coeficlentes de Fock-Ivanenko (2.25).

0 tensor momentum-energia para o neutrino & entdao dado por

!

Taem UF Ve G b+ Fpud "fm Y, 4] (235

Notemos que a invarifncia da acao
N APTEY 7y '
fﬁ;{"ﬂ( x)V, ¥ - V.,’}"b"‘(x)’ib} A% (2.36)
sob transformagaes de coordenadas (2.11) implica
- >
v, =T =0 (2.37)

A confirmagao disto pode ser feita utilizando-~se as relagdes
g 1 Py ® oy _
:W”.V Yo o ¥ ¥y .2/49f€"7'_

YV Vgt L g Yty Rupge Fm0

guando calcular (2.37) explicitﬁmeﬁte. Podenos também mostrar
gue a simetria

Tap = g
gue aparece explicita na forma (2.35), & conseguencia de que a
agao (2.37) & identicamente invariante sob as transformagoes de

Lorventz locais.

Pela eguacao de Dirac (2.29) para o neutrino, po
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demos verificar diretamente que o trago do tensor momentum-cner
gia se anula. Assim as equagoes acopladas de Einstein-Dirac

(2.2%%, {2.22) com (2.325) podem ser escritas

¥, ¥ o LS

= “{/’7 B'(a( vﬁ)/L’L‘ V(x"?)//s)’%}

af"['i

O conjunto de equagoes (2.38) constitui a base do
estudo da interagao dos campos gravitacional e de neutrinos e
cujas solugdes, correspondendo a algumas situagoes £isicas onde
esta interagdo & dominante, serao objeto de estudo do presente
trabalho.

Do ponto de vista de c@lculo, o sistema de equa
goes acopladas de Einstein-Dirac & extremamente complicado. No
entanto, podemos nos utilizar do calculc de formas diferenciais,

devido a Cartanzé

, um instrumento poderoso da moderna geome
tria diferencial e que se revelou bastante apropriado no trata
mento de muitos problemas na teoria da gravitagao

a7
de Einstein .

J& no caso da equagao de Dirac em espagos curvos,
vimos gue um formalismo envolvendo referenciais locails {tetrg.
das) € nac somente Util mas praticamente inevitdvel. Torna-se
entao natural usar os mesmos referenciais para descrever o cam
po de Dirac no espago curvo e o préﬁrio egspago curvo. Em outras
palavras, descrevendo a estrutura do espaco-tempo em termos dos
referenciais locais de Cartan —— base do cilculo de formas dife

renciais de Cartan — a equagao de Dirac pode ser formulada
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mais simplesmente e mais diretamente que em qualquer outra des

. além disso, neste formalismo, todos

cricac do espaco-tempo
os calculcz se tornam diretos e mais simples. Uma breve revi

sao do formalismo de Cartan serd feita no Apéndice 1.

Com a base local (2.3}, satisfazendo (2.5) pode

mos introduzir simplificagoes importantes em nossas formulas:

A afinidade spinorial para © neutrino
=1 1 o » L1 I #*
!x=““’§’"[¥ Y‘,u.ip( ‘B’Hu‘d "{rd}(b, Xg‘xg}’ )J

pode ser escrita

1 { & ¢ ® A B _
T A U NG S
ou
¢
Mo=-5 ¢w eraux (Y V°-Y8Y") (2.39)

Definindo os coeficientes de rotacgao de Ricci por

: 3
Yase = 7 Epeminy €y € (o) (2.40)

que satisfaz por (2.5)

XMC = =~ ¥rac

podemos reescrever (2.39) como

A .3 {3
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r.- =L vo. X'y° (2.43)

Assim, uma vez obtidos os coeficientes de rotacdo de Ricci di

retamente do calculo de formas, os coeficientes de Fock-Ivanen

ko T4 szo imediatamente dados por (2.43). A eguagao de Dirac

para o neutrino fica explicitamente

A, 1 AvHUN AL _
I € % /?’+-'7YNNAyy J f(f"o (2.44)
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3. COSMOLOGIA DE NEUTRINOS

Em 1965 Penzias e Wilsonrr descobriram uma radia
cao de micro-ondas residual (background), aitamente isotropi
ca, gue correSpondia-a uma temperatura de radiacao de fotons
da ordem de 3 K. Observagoes posterioress da radiacgao de
background numa larga faixa de comprimentog de onda (75m > A >
3mm) sdo consistentes com um espectro de radiacdo de corpo ne
gro, de temperatura de 2.7 k. 0 alto grau de isotropia desta
radiagao e seu cardter de radiagdo de corpo negro sao hoje con
siderados como uma evidencia poderosa de gue o universo teve
uma fase inicial guente (origem big—bangai }. Em vista disto,
e andlogo 3 existéncia de uma era dominada pela radiacgao de fo
tOnS(*), podemos levantar a possibilidade da exist@ncia de uma
era dominada por neutrinos, representada por um gas de neutri
nos incluindo todo o Cosmos?' e sendo a fonte de sua curvatu
ra. No entanto, devido d segao de chogue muito peguena do neu
trino com a matéria, ndo houve até agora nenhuma evidéncia ex

perimental de tal gas de neutrinos.

Do ponto de vista tedrico, aparecem muitas  difi
culdades guando se tenta achar uma solug¢ao cosmoldgica das e

quagaes acopladag de Einstein-Dirac (2,38), correspondendo a

(*) Uma era dominada pela radiagac de fotcns corresponde a uma
fase da histbria do Universo onde a radiacao de fotons & a fon
te dominante da curvatura. O modélo de Friedmann, gue fornece
uma boa descrigao da geometria do Universo no seu estado atual,
preve naturalmente que o gas de fotons (radiacfo de background)
foi dominante para a curvatura do universo numa fase antervior a

atualzg.
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um universo chcio de neutrinos e sendo sua Unica fonte de cur
. . o 30 . - . . .
vatura. E bem conhecido que modelos cosmoldgicos tipo Fried
L L. . 10
Soiten neutrinos como fonte. Em 1966 Brill e Cohen

mann IlE:LO Sl Lo dlT o

mostraram que wi canpo de neutrinos gera uma curvatura que nao

-

. X ) 1]
e consistente com um universo do tipo Taub . Para uma grande
classe de universos homogéneos, pode-se também mostrar a incom

patibilidacde J« nautrinos como Gnica fonte de curvatura .

Neste capitulo, apresentamos uma solugac para es

32 . - - .
te problema, construindo-se uma classe de modelos cosmoldogicos
compativeis com neutrinos comoe fonte, e suas propriedades sao

estudadas.

As equacgdes nao acopladas de Einstein-Dirac (2.38),

escritas na base de tetradas sao
Rap =- & las | | (3.1a)
Y' Vv, ¥=o (3.1b)
Tw= {7 .2((,* V,, V- % ’F)(’A)"JL} (3.1¢)
onde a derivada covariante Va & dada por

o =
VA q%: €y O« QJL" I +
com FA’ dado por (2.43),

- 1 M N
lA"”Zf Urann ¥

Na convengao gue estamos usando , escolhemos as matrizes de

. M
Dirac constantes v da forma
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o &
J°=(;ff | ?fk= (_o"*oc; )
y=(16)= oyt B

(3.2)

{l,ok} sao a identidade 2x2 e as 3 matrizes de Pauli hermitia

nas. Elas satisfazem

+
(xo)Z____ (Xk>2= 1 , XA - Xo XAXD (3.3)

Em nossa solugao, escolhemos o spinor ¢ na
( tf(f) )
t= 61 (t)

1. . . = .
onde ¢ e a matriz de Pauli constante e onde T € um spinor ar

forma

(3.4)

bitrario de duas componentes, dependendo somente da coordenada

t. Tomamos um elemento de linha da forma

dste ditt~ 2408) dadt - CHE) (dx?+dy?)

(3.5)
As componentes nao-nulas das tetradas e(i),correspondentes a
escolha (2.5), sao
1)
e - 2 oMo - A
(3.6)
e, = e 5....C('t)

Como convencionado, indices de tetradas sao abaixados com a ma

triz de Minkowski n

an © indices de coordenadas com a métrica
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— (A (B) . -
gaB e, ‘CB UP As componentes;lnversas nac-nulas de (3.6)
sao

o
e°(°J= - c('f) = 1 -
(3.7)
r 1 2 3 1 !
C =TT Cpp= CwmF C

Os coeficientes de rotagao de Ricci yp,., defini
dos em (2.40), podem ser calculados para (3.6). Este calculo

foi feito no Apéndice 1 utilizando-se o formalismo de formas

diferenciais. Obtemos

E.zo.z . C/C Yor1= A/A Y122~ C:/C
(3.8)

B‘gosz - C/C XO{D =7 A/A Yfasz B C/c

onde + denota derivada com relagac a t. Todas as outras compo
nentes sao nulas.

Da expressao (2.43), levando em conta a simetria
(2.41) e a propriedade padrao (2.13) das matrizes YA, encontra

mos para as conexoes internas

E =‘€_ é% on{

™ 1 A o 4

R I (3.9)
C [ 4

r‘zz—""‘;— "E—(K X‘Z_'X ‘L{z)

’5 ="j? 'E" K K K
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Com as expressoes {(3.7) e (3.9), a equagdo de Dirac para T

= % (t) se escreve

Com a escolha (3.4} do spinor y, usando (3.2), podemos verifi

car diretamente gue
Xn,%‘: X"QIL (3-10)

Usando (3.10) e as propriedades (2.13) e (3.3) das
matrizes vy na equagac de Dirac acima, verificamos que ela & i
denticamente satisfeita para o spinor (3.4) e a métrica (3.5),

sem impor nenhuma restrigdo adicional sobre as fungoes A e C

da métrica ou sobre o spinor V.

Devido & forma (3.4) do spinor, podemos também ve

rificar que

,?ery,m - yiY=o (3.11)
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Usando as propriedades (2.13), (3.3), (3.10) e (3.11) e a for
ma (3.9) dos coeficientes de Fock;lvanenko para a métrica
{3.3), vodenmos mostvar gue as componentes nao-nulas do tensor
momenﬁum—energia do campe de neutrinos, na base de tetradas

(3.6) ,sda0 dadas por

B,= Ty=~Ty= "'5(‘1"+‘7‘7’ - ‘f°+‘70) (3.12)

As componentes do tensor de curvatura, bem como
-as componentes do tensor de Ricci da métrica (3.5) sao calcula
das no Apéndice 1, usando o formalismo de formas diferenciais.

As componentes nao-nulas R do tensor de Ricci, na base (3.5),

AB

sa0
¢
T) (3.13)

Usando (3.12) e (3.13) nas equag¢oes de Einstein (3.1la), obte

mos somente uma equagao independente, gue é

.y . . . + s c.{.
L AL L ik ‘f’“‘;’?’). (3.14)
C A C
Como a equacio de Dirac & automaticamente satis
feita para este caso, temos somente uma restricao (3.14) para

as duas fungoes métricas A e C e o spinor ?. Se tivéssemos gue

selecionar campos de neutrinos com um Gnico tipo de helicidade

fyf::i-gr"f’ (3.15)
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isto apareceria como uma restrigao sobre as componentes de ¢ .

. < 5 .
De fato para helicidade direita by = Y Vg » © spinor a duas

podz g2y escrito ¢R =('%) (A+ica) e para helicida-

9]
{

componanita
de esguerda ¢L

onde A e ¢ 830 fungaes de t que satisfazem (8) para um dado

= -Yaqij o spinor & dado por ¢L =(_i) (A+ic) ,

par de funcgoes métricas A e C.

e

importante notar que todas as componentes nao-
nulas do tensor de curvatura Rascp podem ser relacionadas de

modo simples a R - De fato, nos temos

R . =~ R = = Rp3q3 = 21212 = ‘21313

220z Rbsos - 2212 (3.16)

Roo

1
<
Isto mostra claramente gue o© campo de neutrino € a causa real
da curvatura, porgue usando a equagac de Einstein (3.14) pode
mos ver que R, se anula quando a densidade qﬁ? de neutrinos
€ zero. Este caso corresponde, por (3.16), ao limite de espa

co=-plano.

Uma vez obtida esta solugao (3.4), (3.5), (3.14)
vamos estudar com detalhes algumas pr0priedadés de nossa mé

trica.

Métrica conformalmente plana

Um calculo direto, utilizando (3.16), mostra que

todas as componentes do tensor de Weyl
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Z &
w.  BIBLIOTECA gﬁi

se anulam f{agui usamos gue R = 0 para neutrinoé} Dest odo

: - , a3
podemos sewpre encontrar uma transforma¢ao de coordenadas que

leva a v "irica (3.5) na métrica de Minkowski multiplicada por

uma funcao das coordenadas.

t

Esta propriedade vai ser muito importante para a
quantizaczo do campo de neutrinos y no espago-tempo (3.5). De
fatc, pode-se mostrar, analogo ao caso de um campo escalar. ;
gque uma transformacao conforme presérva a quantizagao candni-
ca, isto &, as relagoes de comutagao candnicas (cf. seééo 5).
Neste caso, a quantizagao sobre um espag¢o-tempo base curvo nao
apresenta problemas porque podemos quantizar sobre o espago de

Minkowski e fazer a transformagac conforme correspondente.

Isometrias

Dados p-vetores contravariantes Eg(x), eles geram
por definic¢8o, um grupo de simetria da métrica guv(X) se a de
33 -
rivada de Lie de guv relativamente a cada um dos p-~vetores e

nula

é v E pae T & oip =0 (3.17)
2 (P (P

O grupo das transformagoes infinitesimais
¥ x'%s X+ e 370X

& chamado grupo de simetria e os p-vetores gue satisfazem inde

pendentemente (3.17) sao chamados vetores de Killinggq .
Assim, determinar as isometyias da métrica guv

{grupo de simetria da métrica) corresponde. a determinar todas
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as solugoes linearmente independentes da equacao de Killing

=0
5;«4.25;-) “""f*é;i;-t | (3-;7)

A métrica (3.5) admite isometrias especificadas pelos seguin
tes vetores de Killing
(1)

1)

3. = (0, 0, ayy+a, , - a—,X+%)h_ff) (3.18)

onde a , a, e a, sao constantes aribitrarias e h deve satisfa

2

zer a equagao
h-Z% h=o0 (3.19)

Este vetor de Killing gera rotagoes no plano x-y e translagoes

em X e em y, como iremos ver mais tarde.

(ii)

é;:) = ( .,f'(f)(fz,y-f 6£x+53) , 0, ?(f)) E(f)) (3.20)

onde b , bz e b sao constantes arbitrarias e onde £, g e 1 sa
s a

tisfazem as eguacgoes
A
f._ ?mf=0 (3.21)
by ] ¢ (9
70(5)+(£?)_"?E_ (e)"o (3.22)

Notemos que para g=1=0, este &€ um vetor de Killing nulo; caso

contrario, & tipo-espaco.
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As equagoes (3.18), (3.19) e (3.20) podem ger facilmente inte

gradas e dao

kte) = g, C*
FE)= %, A

g()=[3, -t [ 25 ]
Adl

0= 9, - b1 1 [453] ¢

(3.23)

onde q, , q, , q, sdo constantes.

De modo a determinar os getadores independentes do
grupo de isometria gerado por (3.18) e (3.20), €& mais conveni-
ente lidar com as componentes contravariantes dos vetores de
Killing. Utilizando (3.23) e rearranjando as constantes conve

nientemente, temos

»
5(4):(0,0,‘€17+k1).—k1x+k3) (3.24)

»

5';;) =( Oy hyy+hextky , Ry - ReA(t) hy-k, A(f)) (3.25)

onde ki' i=1...8 sao constantes arbitririas e A(t)==f£%2dt.
C

Para simplificar a notagao, introduzimos uma nova

0
coordenada x  tal gue

Hj

dxos Loar J N ()= x°

C&
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A métrica assume a forma

y
dst= S0 (dx*)? — C‘a(dx‘-f dy?+ 2 dx"di)

s
A
e o vetor (3.253) & reescrito

é;:(o)/«ayyjterjtkh /e,?—é,x”) k,-k,x") (3.26)

Os geradores independentes do grupo podem agora ser imediata
mente obtidos. Das expressodes (3.24) e (3.25), podemos ver di
retamente que o grupo de simetria da mitrica € um grupo de 6
parametros independentes Geca,correspondentemente, 6 geradores

40-13

independentes. Utilizando a base local natural {B/BXG}, po

demos expressar os geradores Como

o
xi, - Z(‘:) .._a_.; 3 (,:1.6
2X
onde EUUJ sdo vetores independentes, contidos em (3.24) e

(3.25), associados a cada parametro independente k,. Temos

Xo= Y Yox = *x Oy Xg=Y %a =% Yoy
Xe= P Xe= % %y = %" Py (3.27)
(.2

Xs= oy X, = %22

Da &lgebra (3.27) podemos extrair subalgebras correspondentes a
subgrupos G, gue atuam sobre hipersuperficies 3-dimensional do
espaco-tenpo (3.5). Tais subgrupos vao permitir caracterizar ,

como veremos mais tarde, possivels homogeneidades do nodélo



cosmologico.
A

& a seguinta
r
C%yr %,
[Xl’ X3 .J‘
[xl, Xq]

estrutura completa
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da algebra (3.27) do grupo G,

=0 Cx,, X, ] =X,
=0 Cx ,Xx ] =0
P (3.28)
= X [xh,x6]=0
=0 CXgr X, 1 =0

Os seguintes subgrupos de G, s5ao possiveis:

6

(i) De (3.27) podemos extrair uma Gnica subilgebra de 5 ele

mentos, correspondendo ao Gnico subgrupo G, de G,. Consis

te de todos os X,, com excegao de X, .

(1i) Podemos ter 6 diferentes subgrupos de 4-parametros. Eles

tém as seguintes estruturas:

(a) (X2f
(b) (X,
(c) (XZI
(d) (X,
(e) (X_,
2
(£) (X

Xar XGr

X,r X,

X1)

X,)
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(iii) Um exame simples das estruturas em (ii), tendo em conta
(3.28), nos mostra que cada G, tem pelo menos um subgrupo G,
. - e = . .35
Abeliano, que correspondera, na classificacao de Bianchi™ , ao

.

tipoe Bianchi I. Temos, por exemplo,

{(a.l) (X,, X, Xs) Bianchi T

{a.2) (X,, X3, X;) Bianchi VII

{(b.1) (XG, Xs’ Xu) Bianchi I

(b.2) (X,, X, X,) Bianchi VII (3.29)
(c.1) (X, . Xa,.XG) Bianchi I

(c.2) (X,, X s X.) Bianchi II

(c.3) (X X.) Bianchi I

e assim sucessivamente.

Podemos notar gue as estruturas (a) e (b) de G, sao isomorfas.

Na caracterizacdo da métrica (3.5) como modélo cosmo
logico, a escolha mais simples do grupo G, € supor o G, com a
estrutura (X,, X;, X;, X,) e com o subgrupo correspondente a

(a-l)) (er Xar Xs)-

Tal escolha de G, como Bianchi tipo I — subgrupo
Abeliano gque atua transitivamente sobre uma hipersuperficie
3-dimensional —— vai nos permitir obter homogeneidades do modé
lo.

Qutros resultados, relativos as isometrias do modélo,
nos foram comunicades pelo Dr. B. Kuchowicz e deverao ser publi

cados futuramente.
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Homogeneidade

Un espaco~tempo € dito ter uma homogeneidade espa

cial se existe um grupo (ou subgrupo) de isometrias Gk cujas
B L]

orbitas em alguma parte do mod@lo, sdo hipersuperficies tipo-

espago. A Orbita de um ponto P do espago-tempo sob o grupo Gy

€ o conjunto de pontos equivalentes a P mddulo Gk’

Vamos estudar as Orbitas do subgrupo Abeliano gera

do pelos vetores de Killing (a.l),

— - :
Xe= hx 0 A ?/Zy y K6 = Yo (3.30)

que sado os geradores das translagdes em X, v, Z. A Srbita de

um ponto P do espago—tempo pode ser gerada aplicando-se a P as

-5

translagoes descritas por (%2, X is), e tem claramente a to

31'

2
pologia R XN (N uma curva nula).

Um ponto P', de uma vizinhanga infinitesimal de P e

pertencende a orbita de P, pode ser descrito pelo vetor

—%

—> - >
PP e a X, + 6 X5+ X,

Desde que, por (3.18), (3.20), (3.25) e (3.26), (X,, X,, X,)

sac mutuamente ortogonais, os dois primeiros tipo-espaco e o
Gltimo tipo-nuleo, temos que pp' & quase sempre tipo-espago, ex
ceto para a=bhb=0, guando entao & um vetor nulo. Na figura que
se segue, numa regiao infinitesimal de P, representamos 3 pon
tos da Srbita de P. N & uma curva nula, caracterizada pelo

par de nimeros (a,b).
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f " T

P, P , P pertencem 6rbita de P. Os intervalos (PP') ,

Qr

(PP") e (PP"') sBo todos do tipo-espago, mas o intervalo
(P'P" ), por exemplo, & nulo, em primeira ordem em a, b, c. As
sim, uma parte da Orbita considerada & constituida por uma

congruencia de superficies tipo-espago 2-dim, geradas pelos ve

tores (X, , X,) de (3.30).

Podemos também usar a estrutura (a.2) para carac
terizar homogeneidade espacial — neste caso temos somente Or
bitas 2-dim tipo-espago.

De modo geral, as Orbitas geradas pelas estrutu

ras (3.29) de G3 sao hiperficies de homogeneidade (no maximo

3-dim}, no sentido matematico de homogenecidade. Para modélos

cosmoldogicos, somente as homogeneidades espaciais tém interesg
Cox . P . 36 .

se {(principio de Copérnico estrito) do ponto de vista obser

vacional. O modélo cosmoldgico em questao apresenta uma con

gruéncia de hipersuperficies de homogeneidade 2~dimensional ti

po-espago ao longo de linhas nulas.

Geodésicas

Na interpretacao da métrica (3.5) como um modélo

cosmoldgico, temos que definir observadores fundamentais (como
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ventes) e o tempo cosmoldgico do modélo. Para isto, vamos ini
cialmente integrar a equagao da geod@sica para alguns casos ti

po—-tempo e tipo-nulo.

A equacao da geodé@sica pode ser escrita

4 sy g sp 2t
_1}_(7”(;)2 )+T Toriy 2 2 =0 (3.31)

onde gu“(Z) designa a métrica ao longo da geodésica e

a' = (t(s), z(s), x{(s}), y(s) denota as coordenadas de pontos
EU

sobre a geodésica, parametrizada com o parémetro afim s;
u
az .
/ds

Uma integral primeira da equagao (3.31) & dada por

dif'ciiv {'1 se gebdésica tipo—tempo
ZF’G% as  ds Lo se geodésica nula
(3.32)
Para a métrica (3.5) a equagao (3.31) da
:c!t_ {«_Aé)+{j{;§+ CC(X*+ )'z’z)} (3.31a)
s
& (At) =0 (3.31b)
L5
L (c*X)=0 . (3.31c)
a5
2 (C"ka) =0 (3.314d)
4s
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As equacgces (3.31b, c ,d) podem ser imediatamente integradas

2 (3.33)

]
COm 0O , 0,0, constantes. Substituindo

{3.33) em (3.31a) e
(3.32)}, obtemos
. \ . R -
ds N A A C c3
2 . 9 2 Z 1
Ko _ 2oty B~ — (0(7 + o‘,.?) = { (3.35)
1 0
A% C
Caso I: geodésicas tipo-tempo
ot . 1 2 2
X g i — (af 4 &) =
A ¢
Temos entao i
* & 1 4 2 4 :
3= - - . (o) + ;) (3.36)
A% Xy Ze,C

Substituindo (3.36) em (3.34), tendo em vista que A e C 56 de

pendem de t e usando, por (3.33) gue

2 dt o Ao .._._‘iL.__
ds 4ds 4t A 4l

obtemos gue (3.34) & identicamente satisfeita e
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hd 4 ad 2
2= ﬂo.z _ 1 _ 1 (d, + o{a)
_E _ o
A | ' (3.37
k= 2 o
= Y
* &g
Y" C,z
congruéncia de geodésicas tipo-tempo

& solugac para uma
o, Vuvv= 1, onde v e o campo vetorial tangente da

vH vY o=
Il v
do por
Vs ghe (2 % 1 T el m w5
AT A pwy i CP ’ a3

Caso II: gecdésicas nulas

Por procedimento andlogo ac anterior obtemos

- I'¢ P “‘ - 0(
- 1 - =
k= Mfex | Tys Bpea b=y
- 2 2 (3.39
N G /e |
o o A A A% é (“,.z p(.z) _
& — = AR 44K L 4 — T4 ) =0
dx * A ) { A c3 7 }
Por simplicidade, tomamos o = o, = 0. O conjunto {(3.39} é so
lugdo para uma congruéncia de geodésicas nulas, V || KAS 0,
v" vn = 0 , onde V" & o vetor tangente dado por
visiro(% % 0,0) (3.40)
AT amR

Para o caso de gecdésicas nulas, temos a relacgao
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d’f‘,;-;= 1/M s (3.41)

No estudo de modé&los cosmologicos, € sempre feita

sica: a existéncia de um substrato material no
37 !
Universo (Weltsubstrat) . Tal substrato constituiria a base

an

uma sugosiclo b

material para o conjunto de observadores fundamentais, que
permite definir um sistema de coordenadas para descrever o mo
délo de universo. Na aproximagzo de fluido galéticc>3s — em’
que o contelido de galdxias do Universo & descrito como um flui
do perfeito, e cujo tensor momentum—-energia entra no lado di
reito das equagoes de Einstein, sendo responsavel pela curvatu
ra do Universo — tomamos sem ambiguidade o Weltsubstrat como
o proprio fluido galatico. Os observadores fundamentais estdo
ligados as particulas do fluido e, portanto, sado ditos comoven
tes com o fluido. A congruéncia de linhas de universo de tais

observadores (particulas do fluido) & entaoc definida pelo cam

po de velocidade tipo-tempo V“,

\/’*”v V' =0 \J"\/Pﬁc 1 (3.42)

Nota: para uma fonte de curvatura tipo fluido perfeito, a den
sidade de matéria e a pressao medidas pelos observadores como
ventes acima sdo denotadas por p e p, respectivamente. O ten

sor momentum-energia & dado por

p?

T (s+p) VIV = py

Un sistema de coordenadas comoventes &, por defi
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nigaa, aguele em que o campo de velocidades vH assume o valor
yH = 55 . Maste caso, a coordenada temporal & o tempo proprio
dos obszivielooss comoventes (gGU = 1), & definida globalmente e

caracteviza o tempo cosmoldgico do modélo.

4

A condigao necessaria e suficiente para que o cam
po de velocidades v seja ortogonal a uma hipersuperficie em

23
todos os pentos do espago-tempo e

V,

iy \/QH/A- =0 . (3.43)

Neste caso, podemcs sempre f[azer

Fop = S; (3.44)

or uma escolha conveniente de coordenadas, e o elemento de 1i
P ' : i

nha se reduz a
2 _ F . - ot ] -
ds*= dt’+ 9. (X Jt) dxtaxd (,j=123. (3.45)
A congrueéncia de hipersuperficies tipo-espag¢o 3-dim {t = cte.}

tem a geometria intrinseca dada por (gij(§ » £) e o campo de ve

locidades yH assume a forma
Va = T = n
i (1,0)

Para um universo cuja fonte de curvatura & radia

ao {(neutrinos, fatores ou ondas gravitacionais), o Weltsubs
e ’ g ' =



. *
trat & suposto existir )

mas de tal forma ténue gue nac con
tribul para a curvatura. Neste caso, a escolha do sistema de
obsefvadofes comoventes, quer dizer, da congruéncia de linhas
de universo 4o Weltsubstrat, & algd ambigua,, embora  restrita
pela imposigao de que sejam geodésicas tipo-tempo do espacgo=~
tempo.

Para o modelo cosmoldgico com neutrinos, (3.4),

(3.5), (3.14), a congruéncia mais geral de gecdésicas tipo-tem

po € dada por (3.38). Sem perda de generalidade, vamos tomar

o =0, = 0 em (3.38) e teremos
oy o 1
V‘“=(A Berrinw ;9,9> (3.46)
-]

como o campo de 4-velocidades do Weltsubstrat. As componentes

covariantes sao dadas por

, =9 ,o,o) (3.47)

-

A

Vo= (24 =
‘ZA l?“(n

e satisfazem 3 condigac (3.43). Podemos entao tomar a congruén

cia de gecdésicas definida por (3.346) como base para um Sistg

ma de coordenadas comoventes, no qual a métrica (3.5) assume a

forma (3.35) e Vu =2 { " = (1, 6). Vamos considerar uma transfor
, .
macao de coordenadas % %= X% (x) dada por
t = g (t,2) % = X
i= A (T,2) Y=Y (3.48)

(*) Este substrato & constituido, por exemplo, pelo fluido ga

1atico que se mecve ac longo de geodésicas do espago-tempo.
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onde (t,z,x,y) sao as coordenadas onde a métrica do modélo cos

mologico em guestdo tem a forma (3.5). As fungdes g e h, que
aparecem 2m (3.423), deverao ser determinadas de modo que, no
sistema (t,%Z,%X,Y), o vetor (3.46) e as componentes da métri
ca gou ' '

. o 1 oM 4
vie( 1 50 = (0,-—,0,0 (3.49)
A AT R Y > 7 I )
tenham componentes
— - . ol
vsz (110) , j,of&_-: So (3.50)

respectivamente.

Sob a transformagao (3.48), os objetos vl e guv se transformam

—_ . A 1
Va: ?%1+3’(‘?;4—32)

T ZAR Ay
T (kg h) L gk
q°"= _(?k + 9 )A Az? (3.51)
— o0 ,2 '1 tZ ,ﬁ‘_i-
AR G A A A
—11_ _ 2AN “_(_E)"‘
A A
onde g = %% e g' = %g , por exemplo. Todas as outras compo

nentes permanecem inalteradas. Para as expressoes (3.51), va

mos fazer a escolha (3.50). Obtemos
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Ao AL

A,'"(«.-f )
&

i_f_._}.‘.;_..f_-—j—-_-zo

7oK

Usando (3.52) em (3.53) obtenmos

ou

Substituindo (3.54) em (3.55) obtemos

(9’)'2 = 0492 O ? = 3} A

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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E, de (3.54)

—0
v

£ica ent3o determinado univocamente: substituindo (3.56)

(3.57) na expressao de Vo, ocbtemos

— i

A AT Qe

—

—e A 1 —
Ve g (Do) L () =

Assim, T = +1 fixa em (3.56) e (3.57) as escolhas

L S Ao - Ao A
? j LA * Lelo

—1u - . ~
A componente g da métrica fica entao

-11 FRY;3 A: 4
z_k{_%__ ~
7 ()Ah'+A‘

E, substituindo (3.52},

5 (5

temos

Assim, com a escolha (3.50) o sistema de coordenadas

(3.57)

e

comoven

tes {(3.48) fica determinadc a menos de h', que deve satisfazer

a condigio de integrabilidade (3.52). Uma escolha simples

sivel &

1
h = constante = B,

o gue nos da

POE
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7' (g )

e as transformacoes (3.48), neste caso, tém a forma

F e oan(t)— Aok

(3.59)
T= alt) + [

onde

om (t) = f(""o/g,q + Ao, ) dt
mit)= po (W2 ~ Yon )t
A métrica (3.5), neste sistema de coordenadas, assume a forma
_2 _ - _
dsts A~ (X) dFt o CU(E,E)( ARt dFR) (3.60)
fe |

com ¥ = (1,3) tangente d congruéncia de geodésicas tipo-tempo

da métrica.

P

Expansao e anisotropia

Com o campo de velocidades do fluido galatico
(Weltsubstrat), dado por vH = (1,6) no sistema de coordenadas
(3.59), podemos calcular um parametro importante associado a es

36,39

te campo de velocidade — a exXpansao ~ , gue tem uma interpre

tagao imediata relativa a cinemitica do fluido galdtico. O pa
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- - (* ,
rametro de expansao( ),definldo por

o

6= V x ' (3.61)

mede a taxa dz variagao de um dado volume espacial do fluido,
ao longo de sua linha de universo definida por vH, isto &, me
de a exnanzho cosmoldgica do fluido galatico ao longo de suas

linhas de universo. Um calculo direto nos da

b= 2 é/c (3.62)

onde C = 3C(z, t) . De (3.60) podemos ver gue a exXpansao &

v _

at
isotrdpica no plano x-y, com valor (3.23) e gque nao existe ex
pansio cosmoldgica ao longo do eixo z. Por isso, o eixo z cons
titui um eixo de anisotropia do modélo. Para ver que a expan
sio & isotrdpica no plano x -y, considere um circulo no plano
Z = cte. num dado instante de tempo t; podemos mostrar que es
te circulo ndo se deforma com t variando (equivalentemente, ao

longo das linhas de universo definidas por Vu), embora seu

raio se expanda.

Em resumo, nesta segao foi apresentada uma classe
de modélos cosmoldgicos, correspondendo a um universo contendo
somente neutrincs com helicidade direita e/ou esquerda. Tal
conjunto de solugdes € nao estacionidrio, com superficies 2-dim

de homogeneidade e isotropia. A existéncia de um eixo de aniso

(*) Se 9 < 0, teremos uma expansac negativa, ou uma contragao.

No texto, O termo expansio engloba as duas situagoes.
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tropia e a nao éxisténcia de um subgrupc de isometrias G, atu
ando transitivamenﬁe sobre hiperSup;rficies 3-dim tipoc-espacgo,
limitam muito a possibilidade de tais solugoes corresponderem
a uma descricio realista da geometria de uma fase da historia

L

do Universo.
Notas:

1) Neutrincs fantasmas: sao solugdes da equagao de Dirac para

neutrinos numa dada métrica, cujo tensor momentum-energia

correspondente & identicamente nulo, embora a corrente ju

seja diferente de zero e, em particular, yp*y > 0. Tais solu

Yo

coes foram pela primeira vez discutidas '° numa métrica com

simetria plana, mas pode~se mostrar ?'que grande parte de
mecdélos cosmoldgicos do tipo Bianchi tem nao s neutrinos
fantasmas como fermions fantasmas. No caso da métrica (3.5),
o spinor (3.4) é uma solucao de neutrino fantasma se tomar
mos o 2-spinor ¢ da forma ¢ = f£(t) X(O) onde f(t) & uma

funcao real e X um 2-gpinor constante. Com esta escolha,

(0)
as componentes do tensor momentum~energia (3.12) se anulam

u

2
mas p = ¢ty = 2 £ Xt e 3" =1{p,p,0,0). Una bha

(o) %0

se de neutrincos—fantasmas pode ser utilizada para expandir
~ L}

gualquer solucao (3.4) de neutrinos . Considere a base de

solugdes—fantasma

Fu= “x (t)(;) ¢ Y = s (¢) [‘f)

onde o e Bk

cac gqualguer ¢ como

sao fungoes reais. Podemos expandir uma solu
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Y ; (1) ° | 3.63

{E - ‘;_ a,’_\_ f‘r’( ('{:) 0 + bk ﬁk(t) (1) ( )
onde (a, , b ) sdo coeficientes complexos & serem determina
dos. Ewbora os . sejam solugdes-ghost na métrica (3.5),

{3.63) nio mais val ser uma solugao-ghost, desde que
Aot Wwte) - * y - 2, K * 5 A
(- 9) = 0 2 afa, (R, 4o = % Ke)+ b1 b (i f-Fse)

2) A,éolugéo (3.4), (3.5), (3.14) das equagoes acopladas de
Einstein-Dirac poderia ser interpretada como uma onda plana
gfavitacional acoplada com neutrinos. Isto nos & sugerido,
em parte, por algumas isometrias em G_ , especificamente (cf.
{3.27)) as translagdes em X e y, a rotagaoc no planoc x-y e a

translacao ao longo da direcao z, ortogonal ao plano x-vy.

Consideremos a métrica (3.5)

dst= arP- A ardz - C'(t) (Ax*+ dy?)

Introduzindo uma nova variavel v por

d2= %(d‘v‘*?it)

temos
dst= (1-A) d1* = Advdt ~ C*(ax?sdy?)

Fazendo as transformagoes de coordenadas
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~4

X"_"->_<_._ 3 y-_—,_y__, R 't
C(7)

ve Vot e (X+YF)

ohtemcs )

asi= [(1+A) -(% . -2— %)(xﬁ yz)}dT2~AngdV- dx2dY? (3.64)

Usando a equagao de campo (3.14), (3.64) pode ser escrito

st {09 43§y PRI T - paTay
| —Axi-dY*?

(3.65)
O coeficiente de dT’ em (3.65)

He (148 +i(¢7 9= 7" 2) (X4 y?)
satisfaz 3s equagbes de Einstein com neutrinos,

Z;’L_i + fﬁi = 2 i(pTp- ff’Lg'b) (3.66)
Xy

Como (3.14) & uma Gnica eguacao para A, ¢ e C, podemos ter A e
% como arbitrarias e a métrica (3.65), solucao das equagdes a
copladas de Einstein-Dirac, pode ser considerada como uma gene
ralizacao das solugoes de ondas planas—gravitacionais de Ehlers
e KundtQ3 correspondente a um campe gravitacional tipo onda-
plana acoplado com um campo de radiacgao de neutrinos de ambos

os tipos de helicidade.



4. NEUTRINOS EM CAMPOS GRAVITACIONAIS ESFERICAMENTE SIMETRICOS

- SOLUCOES IWTERIOR E EXTERIOR PARA UMA ESFFRA DE FLUOIDO

TMITINMDO NIMTITRINIOS

Atualmente considera-~se que em alguns processos as

trofisicos - como por exemplo em certos estagios do colapso gra

(o] gs

vitacional - pode haver uma emissao intensa de neutrinos
ta producgao de neutrinos ocorre somente em regioes de campo gra
vitacional intenso, onde a Relatividade Geral deve ter um papel
relevante. Uma tentativa de estudar estes estagios no esquema
da Relatividade Geral deveria levar em conta nao somente os efel
tos dos campos gravitacionais ndo-~estaclondrios da matéria so-
bre os neutrinos, mas também as reagOes sobre a matéria devidas
aos campos gravitacionais associadqs com 08 neutrinos gque esca-
pam. Estas Qltimas poderiam ser importantes se uma fragao signi
ficante da massa total do sistema pudesse ser convertida em ra-
diagdao de neutrinos.

Tratando Aeutrino fenomenologicamente como um flui
do nulo - i.e., com um tensor momentum energia T&ﬂzv vﬁ v“,v“v:

_ «

6 - C.W. Misner (1965)[44Jestudou o colapso gravitacional esfe-
ricamente simdtrico de um fluido perfeito com producdo de neu -
trinos. O tensor momentum—-energia deo fluido & suposto nao se con
servar localmente (Tr»“w # () devido a emissaoc de neutrinos. O
tensor momentum-energia do neutrino {(considerado como fluido nu
lo) também & suposto nac se conservar localmente, mas o© tensor

momentum-energia total, soma dos tensores momentum-energia da

esfera de fluido e do neutrino, se conserva. O trabalho se limi
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ta a formulagao das equagdes badsicas e ndo considera nenhuma sO

. - | . [46] :

lugao. Antericrmente, P.C. Vaidya {1951) , com um modelo ana

logo, obteve algumas solugOes ndo-estaticas das equagdes de

Einstein para esieras de fluido irradiando energia eletromagné-

tica. Com o elemento de linha esfericamente sim@trico mais ge -
N 1]

ral

o s*Ar*"cl(i@2+sm’6dcf’) (4.1)

o

[ 2
Ao

il

,

—
Pa

T
¢

(A, Be C fungﬁes de r e t) descrevendo a solugao interior ’
vaidya (et al.)[42] mostrou que o tensor momentum energia ele-
tromagnético assume a forma do tensor para um fluido nulo, mas
com derivada covariante nula. Além disso, ele considera gue a
radiagao & em parte absorvida ao atravessar o meio. Embora am -
bos usem fluidos nulos para descrever a radiagao (neutrinos ou
fotons), a diferencga essencial entfe os tratamentos &: (i) enm
Vaidya, o tensor momentum-energia do fluido nulo satisfaz
T(n)ﬁo”? = 0 identicamente em (4.1) e é-se, eptéo, levado a
considerar a absorgdo da radiacao pelo meio, que & um efeito de

origem nao-gravitacional. (ii) em Misner, o tensor momentum-ener

gia do neutrino &, por definigao, o de um fluido nulo mas
T(n)FQHQ # 0, de tal forma que a soma dos tensores momentum -
—energia da matéria que se resfria e da radiac@o de  neutrinos

emitida satisfazem A lei de conservagdo local, com a matéria
transparente para os neutrinos.

Nesta segao, nds estudamos um modelo anélogo aos
dois aﬁteriores -~ uma distribuicac limitada e esfericamente si-
métrica de um fluido perfeito emitindo neutrinos - com as se-
guintes suposigdes somente: o0s neutrinos sdo descritos microsco

plcamente, i.e., levamos em conta a descrigao da interagao en -~
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tre campos gravitacionais e de neutrinos de acorde com a secgao
2; neutrinos, uma vez emitidos, tem somente interagac gravita -
cional {(matéria tranzparente para neutrinos); o modelo & solu -
¢ao das equagoes acopladas de Einstein-Dirac. Consideramos du -
as regicas distintas: I. regiac interior, constituida de uma
distribuicio de matéria e campo de neutrinos fluindo radialmen-
te para fora e II. regiao exterior, somente neutrinos radialmen
te emitidcs. As eguagles de Einstein e condigles de jungac das
suas correspondentes sclugfes na superficie do fluido sdo sufi-
cientes para determinar propriedades substanciais do modelo. So
lugctes analiticas exatas sac encontradas e suas propriedades disg
cutidas. Ao examinar a regiaoc exterior, vamos tratar o proble -
ma, largamente discutido na literatura, de neutrinos nao serem
compativeis com um campo gravitacional esfericamente simétrico.
Um exame cuidadosce da questao vai nos permitir recolocar o pro-
blema e apresentar uma solugdo. A utilidade de spinores a 4-com

penentes neste caso parece natural.

-

0 PROBLEMA EXTERIOR E A COMPATIBILIDADE DE NEUTRINOS COM CAMPOS

GRAVITACIONAIS ESFERICAMENTE SIMETRICOS

A regiao exterior & suposta conter somente neutri
nos em interagac com O campe gravitacional. O tensor momentum -

energla dos neutrinos & dado por (2.35)

Toy= ¢ {F You Wy ¥ = Vi FYn) Y}

onde Y satisfaz a equagaoc de Dirac

Y%%e%=0

na metric¢a do problema exterior. Desde que o problema & esferi-
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camente simétrico e nao-estacionario, e o trago do tensor momen-
tum-energia & nulo, tomamos uma métrica da classe Ldﬁ]z na clas-

sificacao Plebansky—StachelLéQj. A {inica solu¢do conhecida das

equagfes de Dinztein pertencente a classe [4N]2 & a métrica de
Schwarzschild radiantei4qz que, em coordenadas (&, ¥V , 6 ,f), tem
a forma

dste wlddod e ddide - ¢2(d8% sin’Bdg?) (4.2)

-1 -
onde otz 1= 2m) 17, Aqui w«w & uma coordenada (-t gt 22 ) tal
gque W= const. define hipersuperficies nulas. O vetor normal a

estas hipersuperficies

_ -
k= = (1,0)

(4.3)
h“z %“°= (011.010)
satisfaz
kek=0, kayg k?=0 (4.4)

As linhas nulas com tangente k% _séo geodésicas, ao longo das
quais (wn,?® ,? ) sao constantes {(cf. (4.3)). De fato, elas cons-

tituem uma congruéncia de geodésicas nulas, contidas nas hiper -

superficies. W= const., e parametrizadas com o parametro afim
K . 2w

¥ (notemos que h* 3 5_3_ e, em particular, k“aqﬁ=:—m—~= o ). A
] I e 2r

coordenada x~ = r pode entao ser interpretada como uma distan -

0] ]

cia de luminosidade no sentido usua:l.lj5
Para a métrica (4.2) vamos utilizar a base de tetra

das 6(2 (x}) . dada por

1 (4.5)
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' , _ (A)
que satisfaz (2.5), i.e., em termos das variaveis 9A= L d x% .

temos _ )
dsi= (9")2- (8’)2 _(ea)-?__(ez)-l = 7A8 BAGS
Devido a simetria esférica do problema, vamos nos
restringir a campos de neutrinos éorresp0ndendo a uma 4-cor-
'
rente

j%= S i (4.6)

* ~
radialmente ao longo dos cones de luz de (4.2)( ). Entao escolhe

mos qf da forma

":‘=(0jtf) (4.7)

- , _ . 1 - .
onde (f & um 2-spinor a ser determinado e 0 & a matriz cons-

. b
[2l]. Com a escolha (4.7), a corrente (4.5) assume

-
by

tante de Paulil

a forma
j¥e (0,8¢,0,0) (4.8)

onde j’=3if+? . Os coeficientes de rotagao de Ricci de-

XHN A f

finido em (2.40), podem ser calculados para (4.5). Este calculo

foi feito no apéndice 1 e obtemos as componentes nao nulas

Yoo = «'+ M/Pf'z Y135 = M/r

. K 2 (4.9)
KO” /K \0/.25 37 mT? 8/ Y
b/u,-z = D{/r

aqui &K'=y e &=0xfy . Usando (4.9) em (2.43), e tendo em

conta a simetria (2.41) e a propriedade padrao (2.13) das matri-

(*) Isto é equivalente a supor gue todos os neutrinos se movem ra
dialmente quando emitidos, ou que somente neutrinos radialmen
te emitidos contribuem no tensor momentun~encrgia.
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A s
zes , encontramos para os coeficientes de Fock-Ivanenko

1, A 1
rla:_. % (« t df/v”\”‘) b/px

™ 7 = voylt
=0 7y (4.10)
1 1,2 ,

1,3 23
Paz-f'ovf 1 X = aﬂ%%@~y X )
Notemos gue o coeficiente de Fock-Ivanenko f} depende de e e ’

portanto, tomaremos em (4.7)

?: 7’(Mlﬂ 9)

~ A .
Com a convencgao (3.2), (3.3) das matrizes Y e a propriedade do

spinor (4.7},

1
Y =y (4.11)
a equacac de Dirac (2.44), na base (4.10), se escreve

Yo (% gt €t %) Fe ¥ (7 Yy + C0%ar) F=0
("( 2/Br + “'/.2 + K/T‘) ‘f"f' (r‘f "3/33, + C’OT'}'B/,zr) G\Z(T"(forgo
(& Yoot <t e) ot (r gt alyb], ) 0'62q =0

0 par de eguagodes acima se reduz a

I
o((lp'-f(_,ii__i_.?%) ¢ =0 (4.12a)

1 y =
?(’9/36 + - wr?@ p=0 (4.12b)

Notemos gue ¢ ndo & determinada pela equagao de Dirac e, por

(4.12b), ¢ deve depender de f na forma
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Pl = gy O

A equagac (4.122) pode ser diretamente integrada, dando

cfﬂ(a,r) = AMw)

4 :
rx 2 '
onde Afw) & um 2-spinor arbitrario.

Assim, o spinor (4.7) mais geral, solugao da equa -

cao de Dirac para o neutrino na métrica (4.2), & dado por

. M) '
Y= (G",\(u)) (4.13)

1
(X 5im )% T

onde Alw) @ um 2-spinor arbitrario. Usando a express3o (4.13) na

corrente (4.8), obtemos
J'“: (O, 'CJ o,o) {(4.14)

2

onde Zk:(cvg%étg)xtokao. Podemos verificar que, sob as transfor-
magées locais (2.10a,b) e (2.16), a corrente j“ permanece in-

variante. Analogamente, usando (4.10) e (4.12a), as componentes

nao-nulas TAB do tensof momentum-energia do neutrino na base
— *
(4.5) sao calculadas( )
2 _
—_— - —_— _‘__. - l{l: CD _%‘o _ '+
lo= Tog ==l = o= P (M =5%5) (4.15a)
|- S : : ’ '
2 o 6 1
Toi=-T, = Lo «igC (At 6)) (4.15b)
S & ¥

* - . ~ ., 2
(*) Devido & Forma (4.7) do spinor % , as expressdes Y X”X’X '%

e ‘?:{°E’Js’% - se anulam identicamente.
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As expressoes (4.14) e (4.15a,b) deixam claro porque tem sido am

.
plamente afirmado na literaturaL5lr5%r53J

que neutrinos nao sao
compativeis (como fonte) com campos gravitacionais esfericamente
simétricos. As componentes do tensor momentum—-energia (4.15) de-
pendem de & e o lado esquerdo das equagOes de Einstein,kkg, de
:

pende somente de (W4, r). Vamos discutir em seguida porgue esta
incompatibilidade & aparente. Nossa analise & feita, sem  perda
de generalidade, no espago-tempo esfericamente simétrico ae
Vaidya mas os resultados e as expressoes sao anidlogas para gual-
quer espaco-tempo esfericamente simétrico nao-estacionario.

2 dependéncia em angulos de (4.15b) nao & tao dras-

tica, porque poderiamos considerar
AMoeta=o (4.16)

o0 que corresponde a campos de neutrinos com helicidade nao defi-
nida. Estas componentes (4.15b) devem,de gualquer forma, ser nu-
las pelas equaces de Einstein para (4.2). O fator crucial &
1/sin® gque aparece tanto na corrente (4.14) como nas cOompo -
nentes relevantes (4.155). Como j& vimos anteriormente (cf.(4.10))
o coeficiente de FJ r} depende de © e, como a equacdo de
Dirac contém ): linearmente, o spinor solucdo devera depender
necessariamente de 6 . Porém; para um campo ¥ associado a uma
corrente radial {ao longo dos cones de luz), esta dependéencia
& bastante sugestiva, porque & exatamente o fator 1/sin® que ca
rige &Areas quando expressas num sistema de coordenadas esféricas.

Isto pode ser visto mals claramente guando consideramos uma medl

da de um fluxo radial de particulas:
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LA
N
- d.A
xx\é::>
AN
N\
T \
0 \
> \
r1¢A !
0 U

coloca-se um detetor de area efetiva dA com a janela perpendicu-
lar & diregéo do fluxo (perpendicular a linha detetor-origem da
fonte, conforme na figura acima) sequndo © angulo @ de medida.
0 detetor nos da o numero de particulas por unidade de tempo na-
quela direcdo dN(6) , ou o nimero de particulas por unidade de
Area e de tempo, guando se normaliza o fluxo para a area do dete

tor {equivalentemente, usamos sempre O mesmo detetor). Assim, pa

ra uma medida dN ( & , medido) na diregao 8 , temos

AN (6, medido) o,y LA (4.17)

onde a relagéo (4.17) define a corrente medida _g) . Vamos rela-
*

cionar estas gquantidades com guantidades calculadas( ). Num sis-

tema de coordenadas esféricas, os elementos de adrea para r cons-

tante estao relacionados por

tiS(G) _ = Sim B
/dS(ﬂh)
e, como as medidas sso sempre feitas com a area do detetor nor -
mal & direcao do fluxo, dA = dS (3[2 ) e

45(8) = dA swm D

3
() Uma relacio idéntica 3 cbtida abaixo, entre quantidades (flu-
vos) calculadas e guantidades (fluxos) medidas, & considera-

da na referdncia [55].
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Assim, em (4.17),

dN(omedido) = Joofcs g A S(8) = oteutedo (778 45(8)

gque indepence de & se depende de & como 1l/sin8 ,

Jcalculado
como & o caso de {4.14), que portanto corresponde a uma emissao
- . - - 13 l ¢ -
isotrdépica ou esfericamente simétrica. E neste sentido que enten-
demos simetria esférica da corrente spinorial (4.6) e nao a defi-
- - f L o - _ 4 ~
nicac matematica A3 J =0, onde fujlt= :4:3} sao os vetores de
L)
Killing da métrica (4.2).

Notas:
1yo nimero total de particulas por unidade de tempo através

de uma area, subentendida por um angulo finito o , a uma

distancia r, & dado por

B+l Hoted
N8, ,o) = j"rrlnnecwé¢ = g V-¢ J° dode
B, O

onde T & dado por (4.14). Para & muito pequeno, medido a par-

tir de 6, , temos

N(&Y = (T sinb,)rdbdy

_ . -— . *
e, pela definigao (4.17), 4w= Tsun d | como esperado( ).
2) Algumas simetrias do problema podem ser examinadas .
Vamos considerar a métrica
dst = 0{2 af.u“l—f Ldudr - r"(of62+'s£«w29 G‘g‘f)z) (4.18)

- - - . X -
onde X & uma funcao arbitraria de v e & (para &« = l—2m(u}r]'

temos a métrica de Vaidya (4.2). O spinor da forma (4.7), solugac

geral da equagao de Dirac em (4.18) & dado por (4.13) - com ten-

* ' - N Y4 .
") Notemos que a corrente globalmente conservada {~7 J {'Qq(ﬁgyikw)

independe de b e & analoga a Jm) .
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sor momentum~energia correspondente, dependendo de €& - como am

(4.15) . Definimos uma transformacdo conforme sobre a esfera uni-

taria
(40*s sim?6de®) 5 k3co)(d B2+ sim? dy?) (4.19)

Sob (4.19), a métrica (4.18) se transforma

as?z at ' + 2dudr - r? K*(6) (dp 4 5’0 d‘f‘z) (4.20)

Os coeficientes de Fock-Ivanenko calculados com {(4.20) tem a mesg

ma expressac que (4.10), exceto [ gue assume a forma

3
Mo = e Y'Y+ (f—"—+—°—'3tﬁ)x‘x*
? a Rk

Vamos escolher (4.19) tal gue

Ke-i-KooT?@:O (4.21)

- 7
de medo a eliminar a dependencia angular de !5 e, consegquente-
mente, © spinor~solug§o (4.7) da equacao de Dirac em (4.20) ser

independente de 6 . Temos

K= Ku/mg (4.22)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci de (4.20); na base

e(o) = e(o) - 0(“1

(4.23)
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sac dadas por

R, =-2ax"-2a" Yuay. - 44 R VR (4.243)
] s [ ! _

lR’f.__. Aoe +,29{ __‘1{&/0“’ +‘/0(9(/r (4.24]3)

R =R, = 9x« +1“Z/.1+'3/.z(k”_._‘£. .5.?—'0 9--—1—) (4-2405

ez 33 /r r r _k? k! * I “T P

Para a métrica de Vaidya, K = 1 e os termos entre paréntesis em
{4.24¢c) dao -1. Para o valor {(4.22) de K, que elimina a dependén

cia em & dos spinores,

2 _
Koo Ko Ko o Lo sin'p
k¥ k' Kf Ko
e transforma (4.24c) em
Ry, = Ryg= L"’“’"/,-“F'Z“z/rl | | (4.24d)

gue independe de & . O spinor (4.13) e, correspondentemente ,

o tensor momentum-energia (4.15) passam a ter a forma

C A) {4.25)
= o 4 .
¥ /”‘ b 0 A

Too=T, == T, = qi C:/l.l (/\'f,i_'_):"')\)
i (4.26)

A Tnica componente do tensor de curvatura de (4.18) que se alte-

ra sob (4.19) @ (na base de tetradas)

z - 2 K 1‘
R 35 = ‘r”fr‘l+ s (59_9-- 9+_u_c03,e_.___2_) (4.27)
k'K K
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- . . - . - _'1 L
de modo gue as propriedades assintdticas, até 0(r ), sao pre-

servadas; mas os efeitos sobre a curvatura se tornam importantes

em oydaens mais altas de r_l, Para (4.22), as componentes R22

2
R3z & R3gs

com ﬁP e TAB dados por (4.25) e (4.26) resgectivamente. Esta

530 profundamente alteradas (cf. (4.244d) e (4.27)),

transformacgao conforme sobre a esfera gera, para todos os valo-

res de r, uma solucao das equagoes acopladas de Einstein-Dirac,

(4,244 =0 , {4.24a,b) = (4.26), na forma
ds?. m(u.)r""dw‘-}- 2dudr - 2 (&92-1- rc}»"@.djp'z) (4.28)
sinld ‘
onde

meay= Thi( ATA = 2*D)

A métrica (4.28) & da forma da solugao obtida para neutrinos na
referéncia [54] . Para finalizar, a transformag3o conforme(4.22)
sobre a esfera, embora preservando a estrutura assintdtica da mé
trica (4.18), nao pode ser assimilada a uma transformagao do gru

po BMS 56 .

Como a correnfte associada ao campo de neutrinos(4.13)
corresponde a uma emissao esfericamente sim@trica (ou isotrdpi -
ca), a métrica (4.2) pode ter curvatura compativel - via egua-

(*)

coes de Einstein - com este fluxo de neutrinos . Analogamente,

podemos interpretar Tg

como sendo uma densidade de corrente de
energia-momentum, gque depende de & como 1/sin 8 e, portanto, po
demos considerar o fluxo de energia como iso-

tropica, de acordo com a andlise feita anterior-—

(*) E fisicamente intuitivo que uma estrela esfericamente simé -
trica pode emitir reutrincs em interagaoc com seu campo gra -—
vitacional e contribuindo para a curvatura.
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mente para a corrente (4.14). Por isso, somos levados a redefi -
nir o tensor momentum-—-energila pafa o neutrino, Jue déve entrar
do lado direito das eguagoes de Einséein, COMmo

~ p .

T}w = S Fw A1) (4.29)

¥

A redefinigao (4.29) nao deve alterar a fisica do problema e con
sideramos que a métrica esfericamente simétrica (4.2), solucao

das equacoes de Einstein

N
R, =-kT
o p (4.30)
descreve a geometria exterior de uma esfera de fluido esferica -
mente simétrica emitindo neutrinos isotropicamente. Se na redefl

nicao (4.29) a integral em 8 for tomada como o valor principal

m T
e P )
= — Ao VP gdB sim 8@ Ty (4.31)
T"f YT S ? e

a condigao (4.16) de termos campos de neutrinos com helicidade

nao definida pode ser eliminada, desde que
« .
vp {40 clyh =0

e 2 emissao de neutrinos pode eventualmente ser de neutrinos de
- . ¥
um Gnico tipo Qf(}ﬁix Ye+)
A redefinicao (4.29) (ou (4.31)) tem duas proprieda

des importantes:

F s
1} o tensor momentum-energia T%ﬁ ainda se conserva localmente
na nmétrica . (4.2),
Fa¥)
.T. ﬂ =0
I

s
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gquer dizer, a redefinicao (4.29) nao altera a propriedade

A
7; ﬂP

~e

=0

-T;@ tem a forma do tensor momentum~energia de um fluido nu
[44,45,46]

2)

io (¢f. (4.36)) gue & comumente usado como uma descri

cao fenomenoldgica de neutrinos.

Substituindo (4.15) em {4.31) obtemos

(e

~ — < . .
toy ¥ T‘H = lu = A _9_’_ ()\+)\ - >‘+>‘) (4.32)

2

L-1

. 2 -
Usando a métrica de Vaidya, com & = 1—27ﬂh0"t em (4.24a,b,c )

para K=1, obtemos

L 11

R,, = R ='—Ro1= L/,,;L/rzxz | (4.33)

As equagoOes de Einstéin (4.30) implicam

o= REE f()(‘*k—)x*):) - (4.34)
R
A distingéo entre os tensores momentum—energia (4.32) e (4.26),
o primeiro redefinido, esta exatamente na forma das correntes
dos spinores (4.13) e (4.25) associadas, respectivamente. No pd
meiro caso, o fator 1/sin@ determina a simetria esférica do
fluxo medido. |
E interessante notar que a caracterizagéo geométri
ca de simetria esférica através da derivada de Lie f}ia , onde
{zi)!£=h2,3} sdo os geradores das rotagoes espaciails, pode
ter algumas. limitagdes. Por exemplo, a métrica (4.20) com K(H)

satisfazendo
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Kse/ks - K:/Kq + Ko COT?B/KS - 1//(# = consL. (4.35)

nao €, em geral, esfericamente simétrica de acordo com o crité -
rio acima, mas tem curvatura esfericamente simétrica pelo mesmo

critério (notemos que (4.27) & um escalar). '

PROPRIEDADES DA SOQLUCAQ EXTERIOR

0 tensor momentum energia (4.32) pode ser expresso

na base de coordenadas

T = emeta) —

ke N Y (4.35)

A
e

com o “dado por (4.23), cuja Unica componente nac nula &

~ 2 . o
T = 2@ Lo (XA-27A)
oe r&

de modo que podemos escrever

-

Lt
-4 . .
T = 2T Lo (Mx-ATA) ugp wyy (4.36)
Pﬂ ey »
T
Como %ul=(1f3) & um vetor nulo, (4.36) tem a forma do ten -

sor momentum-energia de um fluido nulo.

~ (* ;
Vamos calcular a emissao( ) total de energia do sis

tema descrito pela métrica (4.2), com a%:1—£wﬁu)fd. Isto foi

* - . ]
*) Podemos ter o caso de absorcao para m » 0, como veremos adi-
ante. No texto, © termc emissao pode eventualmente englobar
os dois casos.
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feito na referéencia [57] utilizando~se o pseudo~tensor momentum-
: r
—energia total de Landau e Lifshitsts]. As equagoes de Einstein

foram reescritas por Landau e Lifshitz na forma

By
Hf-wﬁw =T, , (4.37)

-_—py . -, .
onde Gﬂ envolve o tensor momentum-energia da matéria mais o pseu

do-tensor momentum-energia do campo gravitacional, que & uma ex-
pressac quadradtica nas derivadas primeiras da mdtrica. O obje -

'3 . ; i
to Hf‘ £ tem as mesmas simetrias que o tensor de Riemann ,

com a expressan

Hr*““ﬁ a i)/qu ( c}r*v ?«p _ ?Pﬁ ?\M )

v

Desde que por (4.37)} [ut jv =0 , define-se como usualmente o ve

: M - .
tor momentum-energia total ?%J @ a potencia total emitida Ltot'

e utiliza-se (4.37) para calcular estas quantidades. Um calculo

explicito feito para a métrica (4.2) em coordenadas cartesianas,

resulta[57]
™ A >y ~
= % 4,38
T"to't‘ k (M' 0) ( 2)
| oa- R dm (4.38Db)
Tot R d i '

De (4.34), tiramos gue a poténcia total emitida & dada por
2 27 » g
L, =-37 Co( AF2-X'X) (4.39 )

Chamamos Ltot a luminosidade de neutrinos emitidos pela esfera

de fluido, medida por um observador em repouso no infinito.
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O resultado (4.39) pode ser alternétivamente deriva
ﬁo pelos seguintes argumentos. O tensor de Weyl para a métrica ex
terior com neutrinos (4.2) & formalmente idéntico ao tensor de
Weyl da métrica de Schwarzschild. Pode ser obtido por um calcu-

lo direto a partir da expressao

i

1

1 1 1
Cﬁ.scn = Raacn Y Tac RGD * r3 7’”’ Roc + 2 Mac RAD 75» RAC
utilizando-se as componentes RABCD da métrica (4.2), calculadas
no apéendice 1, e da
to) <
C {(4.40)

ABCD — ABCD T3
3

égéD & um tensor constante do tipo de Petrov D [60], com
59

duas direcoOes principais nulas degeneradas . Esta & a forma

onde D

do tensor de Weyl (idéntico ao tensor de curvatura)do campo de

Schwarzschild. Se escrevermos a méetrica (4.2) na forma

-1
3}“) = 77’“ —Amn) T U Wy

onde 7#9 & a métrica de Minkowski em coordenadas (4, Y, 8,
? ), podemos COncluir[62] que o vetor nulo «p. define uma dire
¢ao nula principal degenerada da métrica (4.41), ao longo das
gquais o neutrino se propaga (cf. (4.14) e (4.36)). Notando que
(4.41) & a forma da métrica de Schwarzschild para m=const., pode
mos concluir que as diregoes nulas principais em Schwarzschild
sao diregoes nulas para a propagagao do neutrino, no caso de uma
eventual emissdo esfericamente simétrica. Isto sugere que na eunis
sdo de neutrinos, como descrita por (4.34) e (4.41) nao ha simul

taneamente emissao de radiacao gravitacional, desde que a estru-
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tura algébrica do espago-tempo permaneceu inalterada 63 . De fa-

to, examinando o tensor de curvatura R
' - “ABCD

ra valores de r suficientemente grandes, vemos que o termo de

da meétrica (4.41), pa

menor ordam em ¥ & proporcional a

Rascn n 'ﬁz
-

. . - , .
Assim a parte semi-radiativa do campo & devida am # 0 e, como

por (4.34}, 1 é devido somente a neutrinos, ndo podemos ter emis
sdo de radizcao gravitacional juntamente com neutrinos. Neste
caso, a poténcia total ifradiada estd associada somente a neutri
nos ¢ podemos entdo usar no seu calculo o tensor momentum-ener -

gia (4.36). Para um .observador comovente ,

B oM A A_5*
o . e(A) A ) w = 80
temos
-1 -
(a7 D (4.42)
A luminosidade total (luminosidade de neutrinos), como medida
por um observador em repouso no infinito, & dada por
L - e T, (nealring) v (4.43)
Gotel M

Yoy

Usando (4.36) e (4,42) obtemos para a lumincsidade de  neutrinos
( r— oo )

L, - st o ¢ (AT X - XTA) (4.44)

que coincide com {(4.39). Notemos gue, se m< 0 (emissdo) , por
(4.34) Ltot » 0, como era de se esperar.
No referencial de Lorentz de um observador com d-ve
L

locidade v /* , temos Wt - (1,1,0,0). Portanto, a densidade de

energia da radlagao bem como o fluxo de energia (luminosidade) ,



74

medidos localmente por tal observador, tem a mesma expressao
(cf. (4.32))
i f"‘v" 2 ‘ '
Q= T/w % Yo r (4.45)

como em (4.43). De '

M 2_ /3
vV V“_sz ) V= V20 . (4.46)

obtemos
o 1
(1= 2wmy) (V)" 4+ 2VV = 120

e tomamos a solucgao

1
)
2 - 2
\/D'-"-{(“' (v') --Z'm\'"f) - V"}/ 4 (4.47)
1wt

o] - . .
que corresponde a V- » 0, quer dizer, v/ no interior dos cones

de luz locais do futurc. Escrevendo VO com

e

-1 |
Ve = {(H(v')'z—-?'mf + v (4.47")

e substituindo em (4.45), obtemos

e v -}
gT{:-’.i C:‘()\+)\,"' )\ A)

1 b}
/ 177
A A
Q[(H(v') = 2mr™") +V:] = (4.48)
Assim vemos que o valor da luminosidade total (4.44) cbservada
por um observador em repousgo no infinito 2 um fator (VO)2 vVezes

a luminosidade localmente observada. Vamos adiante ver que, em
(4.48), um fator (V°) da conta da dilatacao, relativa ac tempo
proprio do observader, do intervalo du no qual a energia & emi

. . - . 1 . s
tida, devida a velocidade V~ do observador e'a presenga -do campo
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gravitacional. O outro fator (v©) pode ser interpretado como ti

. . . 57
pico de desvio para O vermelho gravitacional .

Sejam x% (s) as coordenadas de pontos sobre a linha
de universo do obsarvador (4.46), parametrizada com o tempo pro-
prio s. Podemos entao expressar

V‘i:' dr a5

VA Q:;{AS
e, por (4.47})

1, -1
o [0 < 2 ) 4 V1] (4.49)
4s

Desde que sinais luminosos se propagam ao longo de curvas de u
constahte, dois ginais emitidos por um observador com intervalo
du sdo recebidos no infinito com a mesma separagaoc du. Assim, pa-
ra um observador em repouso no infinito, o seu intervalo de tempo

proprio & dado por du, desde que

(;-!1&_) 1. (4.50)
ds 1 .
V=-o

o
Isto pode ter uma interpretagao intuitiva 43 . Com a escolha do
sistema de coordenadas (&,T, 3,<f ) para a métrica esfericamente

A \ . ~ -
simétrica do problema, um vetor nulo radial gualquer « tera com-

2 3 .

ponente ®°= w =z w =0 , de modo gque a velocidade da luz ao lon
. o .. 4 . e -

go de diregoes radiais (dada por ‘u/uﬁ ) & infinita. Entao pode

nos dizer que as coordenadas (u,r) tem o cardter de coordenadas

Newtonianas e dai, para um observador em repousc no infinito, du
& o intervalo de tempo Newtonianc e u o tempo Newtoniano usuais,

medidos pelo observador. Assim (4.50) pode ser expresso

(d-3> " = 41T =i,

Vizo Newnl
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e, por (4.49) ,

= ds 1 : (4.51)
dTN.w't, = /(7{.(\/’)1-—.?7;17‘") fz+ vf )

Se um observador radial emite dois sinais com intervale de tempo
*
proprio ds, assintéticamente um observador em repouso vai rece -
ber estes sinais com um intervalo dtﬁwﬁ dado por (4.51). Dila
tagao de tempo infinita ocorre para
V go

(4.52)
= Zm(u-)

No entanto, pela escolha (4.47}, a condicgao vl £ 0 em r=2m(u)nzo
pode em geral se‘verificar para qualquer observador tipo-tempo ;

& igualdade ocorre, por exemplo, para observadores inerciais lo-
cais vFs e‘:;) 82 .

Descrevendo a geometria da hipersuperficie r=2m(u)
com as coordenadas Aﬂ:(“,a,?) , & as coordenadas externas XX CA)
dadas por u = u, r=Zm{(u), b=0 ) ?==(P , temos que a métrica

[67]

induzida sobre a hipersuperficie por (4.2) & dada por

A

Yij ()= Guq (x0) K70 24
com componentes nao nulas
Yyg = T
Yaz"'“rz Y33 = - risin’0
0 elemento de linha intrinseco & hipersuperficie & entao
dsie Yom dut— r2d 00

- £ » °
e caracteriza uma hipersuperficie tipo espago para m < 0. Ela de
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= 2m. Para construir
. ' . e ‘L"‘LL-
tais cones, vamos considerar o vetor nulo U = ? 1o

vera entao estar fora dos cones de luz em r

(rees-
~calado com o fator 1/J7 )

Ao (o, 1,0, 0) |
7 (4.53a)

Uima base local de vetores nulos pode ser construida a partir

de
wh (cf.apéndice 2),
_ | ,
ghe = (2,27, 0, 0) (4.53b)
vz .
p ! t
N o 0 —— .
— [ [ ~c
mle — (0,0, — ) ——) (4.53a)
' r rsom b
- ~ ,“"e — F,;; — 1 .
com Gnicos produtos nao nulos W {p=-=" M = . Com os dois

vetores radiais (4.53,a,b), na base natural local { .?:.K} '
, X

"(_i’_- U_“_?_. = -I—- -?—'
T % 7 or
7 *?__J._(z?;_x*?
L=t 5@ T\ ar
pode-se esbogar os cones de luz no plano (&,v ):
2 3

g TEdmlu) , Mo

& Ny

14{

Da figura podemos ver que um sinal luminoso emitido na regiao
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r > 2m {(u) ou gualguer particula material seguindo uma tra -
jetdria tipo-tempo a partir de um ponto em r > 2m nao podem a-
tingir a hipersuperficie r=2m(u). Esta situacdo seria invertida

se usassemes a forma

ds?= (1= 2w e ) gut = 2dvdr — r24 02F

onde v & uma coordenada tipo nula avancada 13,

Devido as propriedades acima da solucao exterior, a
fonte deste campo potencial exterior nao pode estar localizada
na regido r=2m{u) - um observador ligado a fonte em r=2m(u), que
supomos sempre ser um observador inercial (Vh=¢¢b } (ef.(4.73)),
teria seu intervalo de tempo prdprio observado assintoticamente
com dilatagao infinita (cf. (4.51)) e, correspondentemente, gual
quer guantidade de fluxo de neutrinos emitida através de r=2m(u)
teria que ter uma energia infinita para ser observada assintoti-
camente {cf. (4.48)). Portanto a fase de emissio de neutrinos
deve corresponder a uma fonte limitada por uma superficie esféri
¢a de raio RS=RS(u), R5$ &n(u), com a métrica no interior difé -
rente da métrica (4;2)'géﬁidoré'pfeéenga.da fonte. Esta descri -
cao poderia eventualmente representar um estigio imediatamente an
terior ao de um objeto no interior de seu raio de Schwarzschild,
desde gue, por (4.34), a variacao de massa & devida puramente &
emissao de neutrinos com consequente contragéo'até valores de dn

69

sidade criticos . Quando m = 0, a configuragao final da solu-

cao exterior serd a solugdo do vazio de Schwarzschild, dJescrita
. : 68 . .

convenientemnaente em coordenadas de Kruskal . Excluimos a sgi -

tuagao improvavel de toda massa do objeto ser emitida sob for

ma de neutrinos, sem . antes atinglr seu raio de

Schwarzschild. As condigoes que eliminam tai
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possibilidade Serao examinadas mais tarde (cf. (4.171) que im -

e

plica r > ).

QO PROBLEMA INTERICR: ESTUBO DE UMA

CLASSE DE SOLUCOES

Como ja foi dito, consideramos a regiao interior co
mo sendo constituida de uma distribuigao de matéria e neutrinos
fluindo radialmente para o exterior. A distribuigao de matéria
& uma esfera de fluido perfeito, de densidade € , pressao P e
raio r, e que emite neutrinos., Os neutrinos sao supostos se move
rem radialmente quando emitidos ou, equivalentemente, sd neutri-
nos radials contribuem para o tensor momentum-energia. Neutrinos,
uma vez emitidos, interagem somente com a gravitagao, nao sendo
espalhados ou absorvidos pela matéria adjacente, gquer digzer, a
distribuicao de matéria & transparente para os neutrinos. Com as
hipGteses acima, as eqdagBes de Einstein e a conservagéo local do
tensor momentum-energia total, podemos tirar suficientes informa
¢oes sobre o comportamento do modelo: duas solugdes  analiticas
exatas sao obtidas e as propriedades de uma delas discutidas ao
longo desté segao. Nesta solugao, o fluido emitindo neutrinos tem
equagao de estado F=-—%— ¢ . Esta equagao decorre simultaneamen
te das equagOes de campo e da conservagao local do tensor momen-

1

tum-energia total. Como para == 7 g ; O tensor momentum-ener-

gia do fluido tem divergdncia covariante nula e o tensor momen -

tum-energia do neutrino tamb&m tem diverg@ncia covariante nula ,
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independentemente, dizeﬁos que para P=-%'§ os neutrinos estao
desacoplados da matéria. Com a finalidade de evitar equagdes de
estado com presszo negativa, somos levados a introduzir um termo
tipo cosmoldgico nas equagOes de Einstein, mantendo a mesma solu
¢do para as fungbes métricas mas redefinindo § e P . As identi
dades de Bianchi implicam entao que a divergencia do tensor mo -
mentum-ecnergia total & proporcional a um 4-gradiente de uma fun-
cao A, que @a conta dos processos locais de troca de energia
do fluido emitindo neutrinos. Para processos quasi-estacionari -
os, /\ permite descrever o analogo de uma pressao de radiagao
para neutrinos. A jungao das solugoes interior e exterior na su-
perficie de raio r (&) & considerada, permitindo fixar  varios

parametros da solugao.

Para o problema interior, nossa escolha de cooxdena
das (que parece ser a mais natural) & o conjunto X“=(“,V,B,(f) r
-b0§ WL +D , o<r<p , com as seguintes propriedades: (i}as
hipersuperficies u = const. sao hipersuperficies nulas tangentes
em cada ponto ao cone de luz local; (ii} r & um parametro afim
ao longo das curvas nulas ccm tangente hﬂ:qfﬁbHﬁ e define .
portanto, uma distancia de luminosidade; (iii) os escalares 6
e (f s30 constantes ao longo das curvas nulas em (ii). Neste sis
tema de coordenadas, um elemento de linha esfericamente simétri-

co pode sempre ser posto na forma[64j

dsts a%dul+ 2dudr- {32 (d8% + 55*-4290!?'1)

onde « e f sdo fungles de r e u. Como anteriormente, defini-

A)
mos uma base de tetradas Eﬂ%(x) por

(
pA = e::,) (x) dx%
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tal que {(4.54) assuma a forma

dsi= s 8°0% = (877 (07" - ()7 - (%)

Temos
- 2
6°= sdu+ e« dr b = p 49 '
1 d 3 w0 d
pl- « dr e=ﬁ,sm9(]0
~ _ ~ (A) -~
e entao, por (4.55), as componentes nao nulas de ch s5a0
() y -1
e = & e = «
(4.56)
(1) -1 () (3) .
€ 1:9( ezfﬁ es..fg,swv
Na base (4.56), os coeficientes de Ricci Yagc , definidos por
(2. Y0 ), podem ser imediatamente calculados. Este calculo foi

feito no apéndice 1, utilizando-se o formalismo de formas dife -

renciais. As componentes nio nulas de Jfage  dao

L] . l
Yoro =( 4+ %/a?) Yiaa = = Flauct %
e~ &2 .
14 -
Lots [ Yosz® s
- B 4.57)
b,o-h'{" (3!{30( - - ! (
- . 4
Xﬁs' ﬁ/ﬁof * ﬁ lﬁ
e
Yiss= co;B/F
Aqui, um ponto e uma linha denotam, respectivamente, - derivadas
com relagao a u e r. Com as expressoes (4.57), os coeficientes

de Fock-Ivanenko ({cf. apendice 1)
1 HyN
T-'A.= - T XNNA Y y

sao dados por
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e yoY* - j{‘(ﬂ!d//s - s ) ¥ (4.58)

= B 1V Y By - T

Como scmente neutrinos radiais sao considerados, va

mos nos restringir a campos spincoriais da forma

‘?f:((;f(r) (4.59)

, 1 . .
onde Cf e um Z2-spinor e & a matriz constante de Pauli, gque

correspondem a uma 4-corrente

J-A:(?.'SDJO)O) | {(4.60)

radialmente ao longo dos cones de luz locais. Desde que , em
(£4.58), o coeficiente de Fock~Ivanenko E" depende de © , to-
mames em {(4.59)

(lﬂ:: (_F(LL,T', 9)

Com a convencdo (3.2), (3.3) das matrizes Y e a propriedade

do spinor {4.59)
- ;
Y-yt (4.61)

a equagao de Dirac (2.44), na base (4.56), se escreve
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.(o(o( 3/’2”_{. "(/.z'*(g""//a)”f \{ (1{/!. /36 + C.o 9/2/5>-’I;L,_0

ou, em termes do 2-spinor ’

4‘(2'/35; +2L°ﬁ5r8>‘f +(o Ppe + %2+ /W/ﬂ) r‘&"rf:o

1/[3 (3/39 +.§_ w?,}a)z]oqu (« Yo + “’/.z + ﬁ'x/{s> 162 $=0

0 par de eguacces acima se reduz a

Il
o

7"%9 +::— ooTI} 0 (4.62a)

(4.62b)

]
o

ol 4 (& +F’—g~) ¢

Motemos que, devido & propriedade (4.61), a dependéncia em u do
spinor ¢ nao & determinada pela equacgac de Dirac. De (4.62a),

vemos que 7’ deve depender de O na forma

(f’(up Ty 9) = Co}ﬁs‘fm. 9)‘"& (f( u.,r)

A equagao (4.62b) pode ser diretamente integrada, dando

f.f(!‘]u.): /\(u')/ﬁﬁfqla
onde /A(u) & um 2-spinor arbitrdrio. Assim, a solugao mais ge-

ral da eguagdo de Dirac para o neutrino na métrica (4.54), com

a forma (4.59), & dada por

4 (/\t’%) )
P Lo

onde A\(u) & um spinor a duas componentes arbitrdrio. No siste-~
ma de coordenadas usado, para a metrica esfericamente simétrica
geral (4.54), a equac¢ao de Dirac para campos de neutrinos radi -
ais pode ser imediatamente integrada na forma (4.63), cuja

dependéncia funcional em (&, r, 6 ) se reflete na



84

forma da corrente e do tensor momentum—energia permitindo uma
interpretacao bem simples. Esta € a razao mais forte para tales

colha do sistema de coordenadas da solugao interiocr (4.54).

Na expressao da corrente (4.60), a solugao (4.63)

nos da ,

¢ = 1 4 A Alw) (4.64)
ﬁw@ wﬁz

cuja dependéncia em b & andloga a& da corrente (4.14) para o

problema exterior. Usando (4.58), (4.61) e (4.62b), as componen

tes nao-nulas T do tensor momentum-energia do neutrino podem

AB

ser obtidas por um calculo direto
Toem T Ty = 2 (Frod- Fy° )
Tes wGby YUY
T, <Gl VY'Y

as seguintes propriedades adicionais do spi-

(4.65)

No calculo de TAB'

nor da forma (4.59) foram usadas:
Fyitp= Yo
@r&)#/axx = ’%3’32%%:0
Fyoyiyibs #ry =0

A substituicdo de (4.63) em (4.65) resulta

—— 'f [ .+
loo Tleq T -T:H - l“ 7.2 ( /\+/\'_ /\ A) {(d.66a)
, Son B o p
(4.66D)
T oo T, = 2. =la® Afg'A
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com uma dependdncia em & analoga a de (4.15). Como no caso da
solucao exterior, a dependéncia em angulo de (4.66b) nac & tao
drastica, porque poderiamos considerar campos de neutrinos satis

fazendo
ANE'A =0 (4.67)

- ~ T
e gue, portanto, nao sao autoestados de ¥ . O fator-égem (4.64)
Jin

e (4.66) permite uma discussao analoga a que foi feita no caso
da solucao exterior: a dependencia em e gue aparece em r; é
devida puramente ao sistema de coordenadas usado e gue se refle-
te em guantidades mensuraveis - corrente, tensor momentum—ener -
gia - através do fator 1/sin 6 gque, como ja visto, & um fa-
tor gue simplesmente corrige areas no sistema de coordenadas usa
do (andlogo ao do problema exterior). Desta forma, como em(4.29),

somos levados a redefinir o tensor momentum—energia do neutrino,

gue deve entrar do lado direito das eguacgoes de Einstein, por

‘,[;9 = T,i" g T, adl (4.68)
3

Analogamente a (4.31), se na redefinicao (4.68) a integral em 9_

for tomada como o valor principal, a condicao (4.67) de termos

campos de neutrinos com helicidade nao-definida pode ser elimina

Lard o

da porgue, neste caso, ]asz 113= O . E a emissao de neutrinos

- ’lL' ¥
pode eventualmente ser de um unico tipo Ki)::t ¥ 4f .

Esta redefinicao ndo deve alterar a fisica do problema, e a mé -

trica esfericamente simétrica (4.54), solucao das eguagoes de
Einstein, |
4 — = . '
Ruw = g R = & Tole2) + Tho (neulrino) | (4.69)



86

descrevera a geometria interior de uma esfera de fluido emitindo

. o » - I
neutrinos isotropicamente, autoestados ou nao de U .

Substituindo (4.66) em (4.68), obtemos

i i o~ . 1 G * 4
Tee= T=-T, = 2 = (N'A-ATN)
x ' (4.70)
e’ facd
T =T =0
@3 1%
i Ay 8y 22
Na base de coordenadas, © tensor momentum-energia -T#v r_€, !AB

tem uma Unica componente nao nula

NS
T = 2R (ATA- ATAY (4.71)
op /s
D it
onde ?ﬁ‘ e dado por (4.56) e TAB por {4.70) e deste modo pode-

mos escrever

™

T ZTEL (A-!-' __/\ /\) u'lr‘ (4.72)
= P
-
com qusz,O) um vetor nulo radial, tangente ao cone de luz 1o
cal. A forma (4.72) & a de um tensor momentum—energia para urm
fluido nulo, gque & a deécrigéo fenomenoldgica comumente us:amc?lam[.72-i
para neutrinos. Na expressao (4.70) o fator
2L (KA -ATA)
pode ser convenientemente interpretado como a densidade de ener-
gia dos neutrinos, medida localmente pelo observador com 4-velo-

-4 -
cidade (X , 0 ).

Para obter o tensor momentum-energia do fluido per-
feito, vamos supor que um observador se comovendo com a matéria

tenha 4-velocidade

L'y [
vi=e’ Vy = 8, - (4.73)
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no referencial inercial local determinado por (4.56). Isto cor -

responde a um campo de velocidade da matéria dado por

M~ A #*
\/fb= e(ﬂ? \/ = e(o)

Denotamos por f e P , respectivamente, a densidade de matéria
!

(massa-energia) e a pressao do fluido medidos localmente pelo ob

sexrvador (4.73). Assim, no referencial inercial local definido

por (4.56), o tensor momentum-energia do fluido assume a forma

T = (547 ViV =P =(g+p) &, $B°~!i>7ﬁ5 (4.74)

que & a expressao conhecida do tensor momentum—energia de  um

fluido perfeito em Relatividade RestritaEGSJ.

Assim, o tensor momentum-—-energia total para o pro -
blema interior sera a soma dc tensor momentum-energia do neutri-
no (4.70) e do tensor momentum—-energia do fluido (4.74) que, na
base local (4.56), assume a forma

_[;s(t"m”(f*f?)ﬁ:ﬁé’;?m“-zéf-)-k k (4.75)
' o<

ppone

onde kA = (1,~1,0,0), e
. . .
[(u_)=7(£(/\ A-N /\) (4.76)

As componentes do tensor de curvatura, bem como as
componentes do tensor de Ricci da métrica (4.54) sao calculadas
no apéndice 1, usando o formalismo de formas diferenciais.As com

ponentes nzo nulas R do tenscr de Riccl, na base (4.56), sa0

AB
dadas por
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R = ”ifx"-ic("ﬁ B/t + ‘1/5“'{4“ - ‘{xa(’,e’# - 7":’/”/“/,

Rop = “q/g//ic{‘z + l{/;':'/fs - 9f§x%3c( T q/s"?g.x

Ry = 2o + Qu'?y ?ﬁ/ﬁw:_ 7/5/';3 - sr,s'&/ﬁo{ . qféx%x . "'/3"“2/,5 (4.77)
+?Nx$¢

.t . 22 7
KR:R“:-—‘//S//, +.zﬂ”x*/ﬂ + 4wy = sz - 9,:p}ﬁ1+.zp e
As equagoes de Einstein, na base local, sao dadas por

RA — .-g.— 7/18 R:‘: kj;ﬁ (tora.f)

]

Notemos que agqui estamos usando X ¢ 0. Usando (4.75), podemos

escrever as equagoes independentes

(4.78)
L)

Pl

1
R‘” —f"z—' R= KF+:2K

'
K&z"’}"R:KP

" 0 escalar de Ricci R que aparece em (4.78) & dado por
R= Ry, - RH = Raa— Ry

e usando as expressces (4.77) obtemos

1 " ) 1ol . ¥ .
Re-Yau - o' 14 o{&’/s/?s_,_ {éfg}ﬂ -—g/,: p(-% + [{//3'3_'1' ?ﬂf’}/ﬁ (4.79)

- 1{/3""0{'2//3-2
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As equacgdes de campo (4.78) podem ser reescritas

L) 1
Roo = 2K ——= 4 ke + — (4,80a)
e .
R, = - 2% () (4.80b)
0(2‘1 '
1
R22= le'" :Z-R {(4.80c)
R+ Roy- Rzg =0 (4.804)
A equagdo (4.80d) é obtida a partir da relagao Ty1~ Tyg *Tgp = O

que vale para o tensor momentum-energia total (4.75). Ela & equi-
valente a uma combinag3o linear das trés Gltimas equacoes (4.78).

Das equagaes (4,78) podemos também obter a relagao

Roo+ Ry + RRyy = k(g+p) (4.81)

e um calculo explicito do lado esguerdo de (4.81), usando (4.77),

nos d& a relagao importante

TR o= k(g1P) - 4.8

Como, para eqguacgoes de estado fisicamente razoaveis,

§tp>0 (4.83)

e desde gque K { 0, devemos ter ﬁ$?<c9 em todos os peontos da re-
gido interior. Vemos tamb&m que a existéncia de matéria na regiao
interior, descrita pela métrica (4.54) depeﬂde essencialmente de

ﬂv% ser diferente de zero.
' A condigdo (4.80d) restringe as fungdes & e £

solugoes do problema interior. Uma vez conhecidas, podemos em
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principio determinar § , P e vC(u) a paftir das outras equa
gdes (4.80) e a equagao (4.82) nos determina entido a equacao de

estade do fluido F=;F(§).

Tendo em vista as expressodes (4.77), a obtengao de
solugGes das equagoes de campo (4.80) torna-se bastante compli-
cada. Vamos tentar uma seluc@o por separagao de variaveis, no

presente caso da matéria sem opacidade para neutrinos. Tomamos

b

a= R, () T, (w)
A=K, (r) T (v

Usando as expressdes (4.77) nas equagoes de campo (4.80,b,d) po

(4.84)

demos escrever

Ty a1 REE gt (4.80d)
ot g e
2pf -2 a*pf +2 mgalp- 2ug K p'= kL () (4.804)

Substituindo (4.84) em (4.80d) acima obtemos

I L Q4 ¥° R 2 1 -
i\” RGT ‘f‘R T + 2 ’?1 4 — T.! +£R:! -T:: RS )'ZR;_[;'&_—_O

—

i 1 1 1 _— 1 2 == .= =04
Rz R Rz 2 R,
ou
U 12 o, R 2 -2 1 2 -
{‘?1’?1"’2! * g—i Rr ‘(—%—1) } if t = L "+ 2% o (4.85)
4 K PR

Em (4.81), temos duas escolhas possiveis:

1)

-2 © (4.86)

Pl I:G‘; *
i}
o
P
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0 que implica

R, Rf" + R;'z+ Re gr - ( Ry &)"
Rz R, / (4.87,88)

]

1

' P
i R R
Lo+ 23 K 7 L7
onde g e 7 sao constantes arbitrarias;

1)

o que implica
RX[R. R" R:-Z gY o s RUR zf__ e -2/ -2 -
ki A R (BE g T )

Solugao I
Vamos estudar a escolha I). As eguacgoes (4.86) a

(4.88) podem ser reescritas

7';=37;"’ | (4.86)
2 2 1 -
TAT, =‘7_i (4.87)

RRU + R+ Ry gro KRN 4 R} (4.88)
1 1 i — f - = - + 2 22
Rl ( R-Z ) '7 (Rz g R.z)

Vamos agora examinar a equacgao (4.80b) para este caso, Substitu-

indo (4.84) em (4.80b) obtemos

2RI T A RIRRAT LT, + T, T+ R KR T T T, = kL

A 2
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O fator entre paréntesis na segunda parcela a esquerda €& nulo,de

vidoc a (4.87) e (4.30b) para a eScolhé I) reduz-se a

& . I pR TR T
ARST, T, + 2R Ry R T T =kl (4.89)

Porém, por (4.86)

AR 2
[, =— 3

e, substituindo em (4.89) juntamente com (4.86) e (4.87), temos
~2

2 _z R ! pa T
=R T, +.ZR,R,R42_7%=/<,C

Gu

2 4 ’ 2 2
—2 R 32k R .3_'2 . kLT = (4.90)
onde X & uma constante de separacao. A equacao (4.90) resulta

nas duas equagoes

- (4.91)
P
2 o
R, = T (x+23K) - (4.92)
3 28, R

Comparando (4.91) com (4.76) vemos que o funcional do campo spi-
norial arbitrario A(w) do neutrino pode ser descrito pela fun-
gao métrica _E ou vice-versa. De qualgquer forma, (4.91) rela-~
ciona ‘f(u) e T, Analogamente, pelas condicgoes usadas na jun -
¢ho das solugOes exterior e interior, que serd feita mals tarde,
poderemos ?ambém determinar a forma funcional de wm(w) , para -
metro da solugdao exterior que aparece arbitrario na eXpressan

(4.34), em termos das funcgoes métricas Iinteriores.
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Derivando {(4.92) resulta

o g F 2 | :
o o'y B 2 s R Turaf) S ao
favt YT ,?13’ Ry Z RIR,

e, substituindo (4.92) e (4.93) em (4.88), apds um longo calcu-

lo, obtemos

ﬂ:.ﬁ(fi +,R;)___1__ ’I"z qé”?z Rz ) (4.94)
ﬁi KA R-'{ Rf kf R:

(4.92) e (4.94) constituem um par de equagaes diferenciais aco -
pladas para as duas fungbes métricas R; e R,. Uma vez determina-

da uma solugao (Rl,R Yo (e+ P } estd determinado por (4.82),

9+?"~—{’”fif T

e se supomos uma equagac de estado para o fluido
p= kf ) o< A< 1 (4.95)

a densidade de materia ¢ fica determinada

{!\? T = ! {R,i‘i_ 7,7% (4.96)
k( 74+2) k(1473 Rz

Em {4.96), R%% & dado por (4.94) e T, uma solugac de (4.86).
2

No entanto, resta verificar se as solugaes dadas nor
(4.86), (4.87), (4.93) e (4.94) sdo compativeis com as equacgoes
de campo restantes (4.80a) e (4.80c¢c). Para isto vamos inicialmen

te mostrar que a eguagao (4.80c),
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Ryp=kp=7 R
pode ser obtida por uma combinagao linear conveniente de (4.80a),
(4.80d), (4.80bk) e (4.81): substituindo (4.804) em (4.8l) resul-

ta
Rao + Rz.z + RM: K(-?.PF)

e usande (4.80b) acima obtemos

Roc+R-zz= k¢ +

gue, por (4.80a), reproduz (4.80c). Notemos que a equacao (4.81)

nao impoe restrigdoes adicionais sobre as solugbes R R

lf Tlf 2 r
T2 mas apenas define a variavel adicional (§+p ) em termos das
solucOes métricas. Assim, a {nica condigao adicional a ser satis

feita pelas solugaes (4.86), (4.87), (4.93) e (4.94) & a equa-

cao
&l
R, = + kg + — R (4.80a)
“zﬁz 4
Usando as expressoes anteriores, podemos mostrar que {(4.80a) é
equivalente a i
£
R,‘g,“' = T (f—P) i (4.97)

ou, usando (4.77) e (4.84}),

.
Klp-py== 2 R oy 5 Ra pap2, g & pig TR 2 T
2 A 7

Tendo em vista {4.86) e {(4.87), podemos escrever

y P ﬁ’” i ;
K(p~p =l’_ 373 I BN S S AL R 22
2 R, R: , . (4.98)

A

2 .2 R R
- = + 222
Ra-z 7 ( %
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Vamos mostrar gque a restrigao (4.98), juntamente
com
2" 2 -2 ’
_k(j’-fi?)z 4.2 RS T (4.82)
Z

determina de modo univoco a equagao de estado P=p (¢ ). Substitu-

+

indo (4¢82), na forma acima, em (4.98) obtemos

2 B f
= 2 R Ry o2 Ry o 2 .2
ng[ T et R MR T e (4.99)
2 ‘2 2 3 .

+ Z(Rifr ).z] —I;Z

#

Usando ¢ valor (4.94) de j&_em {4.99) a densidade de matéria fi-
R
3
ca determinada por
T I ' ] Fi
R Rz Rz R !
2

Analogamente, usando (4.100) e (4.94}) em (4.82), temos

Ry R, \* Y
2

Ry Ry !

Rf
2 M
¢ %
De (4.100) e (4.101) tiramos a relagao

ou

(4.102)

A equagac de estado (4.102), embora satisfazendo ds condigoes de

(*)

anergia (§+?>c) ), implica na existéncia de pressoes escala

(*) Para uma discussao completa das condigoes de enerxgia em seu
significado,ver Hawking e Ellis,ref.[43 j, capitulo 4.
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res negativas, o queegfisicamente insatisfatdrio. Para evitar
tal fato, scmos levados mais tarde .a introduzir nas equagoes
de Einstein (ou,eguivalentemente, no tensor momentum-energla to
tal} um termo que descreve o resffiamento do fluido pela emis -

sao de neutrinos.

’

vamos, portanto, examinar a lei de conservagao lo-

cal
T (1t -0 (4.103)

do tensor momentum-energia total (4.75). Um calculo explicito

de (4.103) nos da

-

. v . 4
g - (1+>~)o(f(£(_ __,,z_f_) -b (4.1044a)
o® X
4 2 T+ A 0:/ A
¢~ « el - )c{f’(ﬂf"f“"—;')ﬁo (4.104b)
A A
onde usamos p = A ’ g = constante., Notemos que as componen -
tes do tensor momentum-energia do neutrino nao contribuem em

(4.104a,b) desde gue, por construgao, O tensor momentum-energia
do neutrino (2.35) tem divergéncia covariante nula e a redefini
cao (4.29) (ou (4.31)) nao altera esta propriedade. Usando a ex

pressao (4.96) para 3 (w, ), a equégéo (4.104a) se escreve

[a“ﬁﬁ,m(ﬁq-x)?ﬁfff( LR )]( ¢« pp R )=o0

!
1
A
R, RTT; K{1+) R,

o que inmplica

; (7 _—2T% T _ 4.105
2T, T, -—(7+x)\TfT1 2T, 7},/7;) =0 ( )
Como, por {(4.87), i; __;Ii ,

(4.105) resulta

o]
‘{
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[a-30142)] T, T, =0

ou

-,

A= —

2
-

consistentes com (4.102). Assim, vemos gue a egpagac (4.104a) ndo

acarreta novas restrigSes sobre a solugao e & consistente com a

equagio de estado encontrada (4.102). Vamos agora examinar a
equacgao (4.104b). Usando A—-—j}- e a expressao de [

Y_ (&2 KLy 72

= 1
$ K (14)) Ry

dada por (4.96), podemos reescrever (4.104b}) como
2 7 - 2 RN 49 / 2 RY y
YR L )T 7, — RP(RF 22 ) T+ 2 RR (7 4)1%0  a.100)

Usando (4.86) e (4.87) em (4.106) resulta, apds alguns calculos,

o 2 pU ' 2 o

_tf§7(k, _&_) R (;? R—t) +4R,R,(k, Rz )zo (4.107)
Ry Ry

0 segundc termo em (4.107) pode ser escrito (—&Qi (’RR) )

e, simplificando com o Gltimo termo de (4.107), ontemos flnalmeg

te

R, ) =0 (4.108)

2

Ry '

%) e
Assim, a solugao interilor, dada vor (4.84), (4;86), (4.87),(4.92),
(4.94), (4.100) e (4.102), satisfaz as equacoes de Einstein e &
lel de conéervagéo local do tensor momentum-energia desde due

(4.108) seja satisfeita. Quer dizer, as fungoes métricas R, (xr) e

1
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r) devem satisfazer simultaneamente as trés equagoes

R, (
R’,— ; (2 + 235 R) R‘" (4.92)
2R,

i ' 2 ‘ : ! i :
_@_fz(_ﬁa_f_h_’z_ﬂ,_qg,fﬁ_’?.k R R, (4.94)
S Ry &S Re R,

RN R ( (4.108)

Um cAlculo direto e longo nos mostra que (4.94) & uma integral
primeira de (4.108) contanto gque (4.92) sejalvélida. Portanto
as trés equagoes acima para Rl e R, sao consistentes e restam
somente duas equagoes independentes que vao nos determinar Rl(r)
e Rz(r). Em resumo, podemos interpretar esta solugao como descre
vendo a métrica (campo gravitacional) interior de um fluido per-

feito, em interagdo com neutrinos descritos pelo tensor momen -

tum-energia (4.72), mas completamente desacoplados da . matéria
para a equagao de estado p = -~ % .

A equagao (4.108) nos permite estudar o comportamen

-

to de g com r. Por (4.96) temos

g('rauj = (r) _F,&

onde

Assim

50 i 5 ety

dr kK Ry
e, usando (4.92) e (4.108), obtemos

LU B U Y
K 3 R:



ou
4§} ’7'1 x 1 - oo
= etn) { L - ,zi} | (4.109)
dr RY 3R]
besde qgue g’(r) > 0, o sinal de c:f(r) & dado por (_.?Zf; ...jz. - 22 ).
. r
2

Para o casc de densidade decrescendo com r, temos

x ._7__.?§<o
3 &

ou, equivalentemente,

4
?—— 3 R <o (4.110)

A desigualdade (4.110) se verifica para os casos abaixo:

(iy %>
i >c; | ___\/74 S Rz(r)> \/Z
2 43 237

(14) X>0 - /E ¢ R (r)< x
z(O ‘222 221

(iii) X<o para gqualquer valor de R, (r)

37°
{iv) %<0 incompativel com (4.110}

2(0
A possibilidade cada caso acima para § decrescendo com r fica
restrita pelos sinais de X e i . No estudo das condigoes de jun
cdo da presente solugao com a solugao exterior, veremos que, em

alguns casos, X deve ter o mesmo sinal de Iﬁ, de modo que ¥ < 0

corresponde a emissaoc e % > 0 corresponde a absorgao de neutri
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nos. Em outras situagdes de jungao, 32 < 0 corresponde a emissao
de neutrinos pelo fluido, com cohsequente resfriamento e diminui
¢ao da ﬁassa—energia total como observada no infinito. Devemos
tamb®m levar em conta que, pela relacao (4.91), o sinal de X

determina (ou esti determinado por) o sinal de dC(u),desde gue

L}

. . 2 o~ .
o sinal de K e T2 sao fixos, com K< 0.

Para a densidade g crescendo com r, devemos ter

2 ' -
-1;— - 23R >0 (4.111)

gue se verifica para os casos abaixo:

(i") X)o X z

3o g ¢ RO
(11') %>o [z %
| 340 232 > Kz(‘")> ;é—z

(iii') %<0 qualquer valor de R, (r)
3<0

(iv') %<0 incompativel com (4.111)
220

se em algum ponto C=Y correspondendo ao interior da estrela, a

fungao R, assume o valor

R (rY= / * |  (4.112)
4 2
-Zg ,

entdo a densidade da estrela tem um maximo ou um minimo sobre a

2~esfera de raio R,(r ). Para as duas regioces 0 < r < r. e
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rnt( r ¢ rs, onde r_ & o valor de r correspondende ao raioc da es

trela, escolhas compativeis de_(i)—(iii) e {(i')-(iii') podem ser

feitas. Como a juncao de dois casos em r = T deve ﬁaler para quwl

guer « , ambas aS escolhas devem ter 3 de mesmo sinal, devido

a (4.86). Isto exclui a possibilidade de X< 0 com a densidade
'

e tendo um maximo ou minimo no interior da estrela; para X< 0

a densidade § deve ser uma fungadao mondtona de r.

Vamos interpretar o parametro z . A congruéncia de
observadores se comovendo com o fluido & definida pelo campo de

4-velocidades (cf (4.73))

Lt - 4
Vs e = (a7, T) (4.113)

Para nossa escolha de observadores no interior dos cones de luz

do futuro, temos a condigao
%70 | (4.114)

Para a congruéncia determinada por (4.113), o pardmetro de expan-

sao & definido por

e IS
9-_-\/},’,.: €

(&W&

ou, usando (2.40),

6=~Y ", | (4.115)

O parametro 0 tem a seguinte interpretagao[741: no sistema iner-
cial local de um observador determinado por {(4.113), vamos consi-
derar um volume esférico infinitesimal do fluido, em torno da ori
gem deste sistema de coordenadas -~ & mede a razio de 'variagéo
deste voluﬁe a0 longo da sua linha de universo determinada por

(4.113). O volume se expande se B> 0 ou se contrai se §< 0
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Equivalentemente, o observador na origem de seu referencial iner
cial v& as particulas do fluido numa vizinhanca infinitesimal da
origem se aproximarem ou se afastarem - o fluido estid em contra-
¢do ou em expansao devido aos processos fisicos que ocorrem ao
longo de sua linha de universoc - se 6 menor ou maior que zero,

L

respectiﬁamente. Usando {4.57) em (4.115),

0= 2f/gx ~ /e

e, por (4.84), (4.86) e {(4.87), resulta
e = Z 3 2 (4.116)
&7 T

Desde que « >0, o sinal de & & determinado pelo sinal de 7 .
Assim, para 2> 0 ou 3<¢0, o fluido estia em expansaoc ou em

contragao, respectivamente.

REINTERPRETACAO DA EQUACAQ DE ESTADO

Apresentamos acima uma solugao completa para o pro=-
blema interior mas as eguacdes de campo e a conservagao local do

tensor momentum-energia implicam na equagao de estado

f:..__ ¢ (4.102)

envolvendo, portanto, pressoes escalares negativas. Podemos, po-

rém, considerar tal solugiao, com equacao de estado (4.102), como

uma descricac efetiva de um comportamento mais complicado, envol
vendo o resfriamento do fluido por emissao de neutrinos. Para is
to vamos escrever as equacoes de Einstein com um termo tipo cos-

(*)

moldgico

(*)

0 lado esquerxdo de (4.117) pode ser derivado de um principio
variacional,mas as identidades de Bianchi nao mais implicam na
conservagao local do tensor momentumi-encergia.
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4 : '
Rpw = o Guo R= N8, = T (Btal) (4.117)

ou, na base local (4.56},

4 _
KAB—T-%BR:‘IC_];B +/\°7Aa

Usando a forma (4.75) temos

K 7{;5 ('f:—ota.l) + A ’7,“3 = !{@’+ F) 5;08: _ F7AB]+ /\‘7/18 +k_[s (ﬂcu'f?-i-,..,) (4.118)

~ ~ -~ ' . - .
onde ¢ e p sao a densidade de energia e pressao reais do
fluido, medidas no referencial local de um observador comovente

vom o fluido. O lado direito de (4.118} pode ser reescrito

— , ¥ o A [ [+] La /\
k 1‘3 (utu)‘f/‘?‘&: k[(f+ % +F"T) 8;\ Ss "(F"'_/{-)??As]
{(4.119}
+ K _T;E (Heu—ﬁ’ino)

e o0 lado direito de (4.119) tem a forma de (4.75) para densidade

e e pressao p definidas por

§=¢ _,___;__ ) (4.120a)
- A_ (4.120Db)
p=F K ’

Se tomarmos (S’ ' P) da solugao interior exata obtida, satisfa -

zendo a equacgao de estado |
1S

resulta que ¢ e p correspondem a mesma solucao métrica das

equagOes de Einstein (4.117) com termo A , satisfazendo a equa

¢ao

i | 4 A . -
— - (4.121)
T + 3 S 3k -
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As identidades de Bianchi contraidas implicam, por (4.117),a lei
de conservagao

k LEED,, = = Ny | (4.122)

Como, por construgao, © tensor momentum-energia do neutrino tem
divergéncia covariante nula (a redefinicao (4.29) nao altera es-

ta propriedade), (4.122) se reduz a

. ~ N Y
f T (5 ) e A (4.123

O segundo membro de (4.123) permite descrever a quantidade de ca
lor por volume especifico perdida pelo sistema (ou cedida a ele)
e gque pode ser interpretada como a taxa de resfriamento do flui-
do devida a emissac de neutrinos. Para isto, vanos escrever

(4.123) na base local de tetrados (4.36)

K € lf* (S’,P)W == €A /\l,w (4.124)
Usando (4.74), (4.56) e a definigao (2.40), podemos escrever

{(4.124) como -

K-eg) { (§'+ F). «5'(h1 J?,r,,(o) —(?1- ’];) EF(U) L BO _{f+F)ef‘{°)3/ose

. (4.125)
l\..‘ 0 ] 4
Notemos que, para A=0, obtemos a equacao (4.123) descrita no re-

ferencial de repouso do fluido desde que, por (4.73), Vﬂ¥=€$; .

Temos entao

o~ ~ Y ﬁ: A
K{g“_ §+P(_£___.?7)}=../\ (4.126)

onde usamos (4.56) e (4.57). Denotando por n a densidade de nli -

mero baridnico medida localmente pelo cbservador (4.73)comovente
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com o fluido (referencial de repouso do fluido), a conservacac de

matéria &, entao, expressa por

M _ (4.127)
(n ety ) =0

ou por (4.56) e (4.57), ' '

. ; I '

Podemos definir uma energia interna especifica (i.e.,energia in -
terna por barion) £ , que nac inclui a energia especifica de mas-

sa de repouso, por
é“: 7 (pote) (4.129)

onde Fv & a massa de repousc 4o barion . Usando (4.128) e

{(4.129) em (4.126) resulta

K{éﬂ- F—;’-}=—- A

ou
A (7’) Tk m

A equacac (4.130) & a expressao, no referencial de repouso do
% 1

fluido( ), da primeira lei da termodinamica, onde (-— -é}* 7 é

a variagéo da quantidade de calor por barion cedida (ou recebida)

pelo fluido.

Para A=1, a equacgao (4.125) nos da

{*) ¥

Notemos, por cxemplo, que é="<£gr& %
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[54F ¥, vy a P A= « A —a N (4.131)

Usando (4.125) no lado direito de (4.131), bem como o valor ana

no lado esguerdo,. cbitemos .
r

g B - 1, ot 1 1 ~
PR (v £) L 2 L e+ )
. . ! (4.132)
Ars a5V (28 _ %y D
+‘x(3'+P!(E; MA) p
gue substitui a eguag¢ao usual para distribuigaes estaticas gt+
; .
x
.+(§-yp).:;_ = 0.

A expressao (4.132) pode ser considerada como a equa
cdo de equilibrio ﬁidrostético para a configuragao da estrela. De
fato, por (4.131) ou (4.132) podemos ver gue f»k & homogéneo a
uma pressao. Vamos agora considerar distribuigoes guasi-estacio -
narias. Desde que, por (4.116), a taxa de expansao ou contracgao
& determinada pelo parametro 3 . vamos definir configuragdes gua

si-estacionarias para valores de 3 tais gue
3“ «< gl . (4.133)
Uma integragao imediata de (4.86) e (4.87) nos Aaa

7;“: 23w+ 3, (4.134)

2. 1 (4.135)

_T; - ,71(22'“.;- Z“)

onde §° & uma constante de integragao. Para (4.133) e valores fi
nitos de u, as funcoes (4.134) e (4.135) assumem aproximadamente

os valores constantes
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2 | ’ ' N : (4.136)
2N11 .
L=
Notemos tambhém qgue, por (4.86) e (4.87), as derivadas em relagao
a u das fungdes métricas « e ﬁ , bem como das quantidades ¢ e
P (cf. (4.100)), dependem linearmente de Z e portanto poden

ser desprezadas para {4.133) e valores finitos de u. Neste caso,

a equagao (4.132) pode ser escrita
""_( ) (¢+F) % =0 (4.137)

que & a equacdo de equilibrio radiativo para configuragoes qua -
si-estacionirias esfericamente simétricas. Neste caso a quantida

(*)

de A/K pode ser interpretada como preszac de radiagao no

interior do fluido e gue denotaremos por

Pr:ﬂi\—-— > :él<<‘f\

K

(4.138)

A eguagao

-

~r f; +(§**F) i?,: 0

2 o anilogo relativistico quasi-estacionario, para neutrinos, da

equacgao de Chandrasekharl“, para equilibrio radiativo da configqu
racac de uma estrela, em aproximagac Néwtoniana. A denominagaocde
pressiao de radiaciao & feita por analogia formal com a pPressao de
radiagao de fotons na equagao Newtoniana de Chandrasekhar. A di-

ferenca bisica @ que o gradiente da pressao de radiagao de neu =~

% -
) Notemos gque, por {4.121), N; % 0 e portanto tem o sinal
/x Pr

positivo correto, como era de se esperar.
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trinos (4.138) contribui negativamente na equagaoc de equilibrio
radiativo da configuragao da estrela..Isto era de se esperar,des
de que neuvtrincs nao tem interacgao com o fluido (o fluido & su -
posto transparente paré neutrinos) e o©o.efeito dos neutrinos &
resfriar a configuragéo, este resfriamento Segdo equivalente a
uma pressao no sentido inverso, adicional 3 pressao gravitacio -
nal (neste caso, devemos garantir que efetivamente /V/k > 0) .
Assim, uma vez conhecida a forma da fungéo /\(r,u) podemos em
principio determirar as grandezas caracteristicas de uma configu
racio estelar com emiss3o de neutrinos, a funcdo 7\ contendo in
formacao da taxa de resfriamento do fluido (cf. (4.130)) pela
emissao de neutrino, bem como a pressdo de radiagao devida  aos

neutrinos como foi visto no caso estacionario.

Condicoes de Juncao (e Contorno) das Solucgdes Interior e

Exterior

Vamos denotar o sistema de c¢oordenadas usado para a
solugac interior (4.54)’por_ x?:(ﬁf,ﬁ, B,t?) e o da solucgdo
exterior (4.2) por x;:(w,r,a,?). Para a solugac exterior, as
coordenadas X%

jris

trita por r > 2m(u). Para a solugao interior, podemos ver, por

sdo admissiveis na regiao do espago-tempo res

(4.92), (4.94) e (4.108), que nao existe restrigac nc dominio
da coordenada R, excluidos os pontos tais gue R2(R) =0 ( gue
sao improvaveis desde que Rg € proporcional d curvatura das es

feras U,R = const e gque é sempre suposta finita), a coordenada

U deve ser restrita pela condicao (cf. (4.134))

.
¥
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conseqguéncia de T, () 0 e Tl(lf) finito, no dominio admissi
vel de UV . Na andlise que segue, estamos considerando apenas as
regices do espaco-tempo (das solugoes) cobertas pelas coordena -

das acima.

Segundo Lichnerowicz[67], fazemos a suposicao basi-
ca que as mdtricas-solugoes, nas respectivas coordenadas,sao con
t+inuas e tem derivadas parciais de terceira ordem seccionalmente
continuas. £ facil ver gue estas condigoes sao satisfeitas pelas
presentes solugoes, nas regioes acima consideradas. Vamos agora,
considerar a hipersuperficie 3-dim 2 de jungdo das duas solu -
¢oes e uma vizinhanga D finita de Z . Z & escolhida de  tal

forma que existe uma vizinhanga finita D que pode ser coberta si

o

multaneamente pelos sistemas de coordenadas X} e Xy . Supondo
~ ~ < d

gue em D as fungoes de transformagao de coordenadas XI:“* Xr

tem derivadas parciais de primeira ordem continuas através de
E; e derivadas parciais de segunda ordem seccionalmente conti-
nuas em D, a métrica transformada sera continua através de 2 e
com derivadas segundas seccionalmente continuas em D (querrdizen
as derivadas parciais gegundas da métrica podem tender para limi
tes diferentes em cada lado de 2. ). Se a equagdo de 2. & dada

- - 1
por ¢ = 0, tem—-se a condigao de jung:ao[68-J

v ‘ -

Gh* (#w = continuo através de 2_ (4.139)
onde G?? & o tensor de Einstein. Usando as equagoes de Einstein
em (4.139), podemos escrever a condicao de jungao de O'-Brien-

[69]
—~aynge
v ' ’
Tra.‘b qﬁl = conlinvp oalraves de 2. (4.140)
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que expressa a continuidadeido fluxo do 4—momeﬁtum através de 2- .
Embora seccicnalmente continuas em D, as derivadas parciais de
primeira ordem da métrica serdao descontinuas através de 2 se o
tensor momentum-energia for descontlInuo através de 2 .

Vamos tomar como hipersuperficie de juncao uma esfe-
L]

ra com raio variando, descrita em coordenadas exteriores por
r = rs(u) (4.141)

. . « : -
Em coordenadas interiores XI , notemos que R e uma coordenada

comovente com o fluido, desde que

r 2R
€ (o)

=0
»
I Xy

Ent3o 2 & descrita por

R: RS= c,o'ns—[- (4.142)

A mdtrica induzida sobre J pela mdétrica exterior pode ser calcu
: £
1ada: tomamos sobre 2  as coordenadas A = (u,8 y ¥ ). As coor

- . ‘-
denadas extrinsccas de pontos sobre Z: , parametrizadas por A,

.

sao dadas por

x¢ (2)= (u, W, 0, ¢)

e a netrica induzida sobre 2: ’

o A
Yij = Xpai ¥z Jup

resulta

(as?)_ = (1- 252 4 25 ) dut - o’ S (4.143)
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A métrica induzida sobre 2 pela mdtrica interior pode ser calcu
: A(v,e, ¢)
lada analogamente: tomamos sobre ) ‘as coordenadas A =(V,¢, ¢/,
As coordenadas extrinsecas dos pontos sobre ), parametrizadas
Fa¥d

por A; , sdo dadas por

C(x ) = = const

AI("L)-(V, Ry = comst. 8,4) .
e a métrica induzida sobre 2  pela métrica interior,

« 8
Yej= Xzie A1l Bap

b3
nos dé( )

(as), = «° (R, V) dW - g2 (Rs, V) 40 (4.144)

De acordo com a discussao anterior, a primeira COndigao de jun -

cao & dada pela igualdade de (4.143) e (4.144) e resulta

ﬁl(Rs,U)-—- Tszf“) - (4.145)

2m(uw) :
x?(Rs, V) AU (1j :}u + “s)aluz (4.146)

A expressio (4.145) nos d3 a equacdo da superficie de contorno

e a expressac (4.146) nos relaciona ¢ intervalo de tempo prdprio
(ou tempo Newtoniano) du  de um obsefvador em repouso nco infini-
to e o intervalo 4 U de um observador sobre a superficie 2. .
A ilgualdade das dués primeiras formas fundamentais de 2. , (4.143)

e (4.144), garante a continuidade das componentes da métrica atra

(*)

Notemos que, contrariamente & hipersuperficie r=2m(u) que era
tipo—-espago para m £ 0 , a hipersuperficie 2. r=rs(u) tem

assinatura (+,-,-), por (4.144}.
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vés de ). . Notemos que se iS:O, pela equagdo (4.146) poderiamos
tomay U =u e prolongar o sistema dg coordenadas exterior ﬁatu -
rélmente para O interior RY Tyr correspondendo a uma solugao com
pleta éb probiema de Schwarzschild para uma esfera estatica de flu
ido. Para-fs # 0, a identificacgao X; ='x} tqrna (4.145) ,

(4.146) incompativeis com a continuidade das componentes da métri

ca atravis e 2. .

Dadas as duas métricas

<
as? = «(V;R)dVU? + 24V 4R -p(V,R) 4]

: 2
dsd = (1-2m@ ™) g + 2dudr —r? adl
vamos examinar o conjunto de transformagoes de coordenadas de

o of
XI—b XI dado por

w=F(V,R) (4.147)

= G(V,R) (4.148)

Diferenciando (4.147),

du= FdR+ F dU (4.149)
de Fr =2F P 2F Calculando (4.149) R=R
onde Vo= e = -, alculando . cm R= e comparan-
PR U - S P '

do com (4.146), temos a condigao

F' (R ,'U) =0 (4.150)

I
Poderiamos,eventualmente, escolher ]?(R,Uj==0 =y F=‘F(If) , mas
deixamos em aberto.

Assim, podemos: esCrever

* bl hd 4
ds* = (1= 2m(F) 6 N(F+ F6)dU 42 F ' dUdR -G AL (4.151)
s _
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2 .
Para R*RS, comparando com dSI ; tiramos

(R, V) = RIRNTH(V) : (4.152a)

(FG )(R) =1 | (4.152b)

[(7_.3%4005"1Xﬁ2+-ﬁéj] = Rf(ks)7;z(v) (4.152¢)
R= Ry |

As equagﬁres (4.152) definem um conjunto de transformagoes de co-
ordenadas (4.147), (4.148), numa vizinhanca D finita de J. ,que’
permite realizar as condigoes de jungao acima discutidas e com
as propriedades convenientes. De fato,‘ {4.152) & a expressao

da continuidade das componentes da métrica através de Z. . Por

{4.142) e (4.150), (4.146) nos da

-1
RARDTA(V) = {1~ 2m (F(R,U)) 6 (%, V)
+ 26 (R, V)} FA(R, V) (4.153)

e, de (4.152b) com (4.153),

1

. _ -1 . /5y
6'(R W= {1 2 (FORLVGE &,V) 426U} (a.150)
R, (&) T, (V)
As transformagoes inversas de (4.147) e (4.148) sao definidas
por

d;g:_gg (G du u—TEdr)

dY = *21—"(”6!"'{“ + F'dr)

onde L\le'ér--_,f:"GE e G- ?—? ’ G:ﬁ ; por exemplo. Para a esco -
2R 2V

lha F = F{V),

A |

dvrz F DLLL
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e podemos ent3o, por (4.145), (4.148), (4.152a) e (4.153), calcu
4 '
lalr Ts I

Assim

dry - 2'2 ]5_1(?;) R;,(Rs) 7,;~4 (U)

dw ,
ou
1
25 () = 23 RalRs) {7_ Im) o ‘.‘sf“)}& (4.155)
du Rq(Rs) i (w)

onde a \}ariével U estd relacionada & varidvel U por u=F(®U).
A eguagio (4.155) & uma equagao de evolugao da superficie XL e
permite determinar - por (4.1475) e uma vez conhecida a fun¢do de
transformagaoc F, restrita por (4.152) - a fungao m{u) da solugao
exterior. Desde que, por (4.146), {"" 1’"(“)7:;:“)-?2'";‘“)}1& & sempre
positivo, podemos ver gue © sinal de i‘s(u) & dado por Z sde mo
do que se o fluido esta em contragaoc i‘s < 0, e se o fluido esta
em expansao 1':5 » 0, correspondendo a crescimento ou diminuigao

da area de 2 .

Vamos examinar agora a condig¢do de juncgao de O'Bri-
en-Synge (4.140), na superficie de jungao (4.141),

T : r=(w)

Denotando a normal a superficie z por Z'f" , temos

L=(-#,100) | T g = (1, = (R +t), 0,0)  (4.156)

Como a métrica & continua através de /. , a condigdao de Jungao

(4.140) pode ser expressa,por exemplo, na base de tetradas (4.5)

ot v B,
em)_r; € e Zlf = continua através de J_
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ou
1B ) _
TAS Z = continua através de J_ (4.157)

-1 -1,
onde Z}8=(~«1rs,d(r5+o<‘z)}0,0) e & e dada por

g =( 17— am(u) ‘r':(u-))

=i

desde que a normal (4.156) & expressa em termos da métrica exter
na. Aqui a fungao x* & calculada sobre 2. e a coordenada &

&, entdo, dada por w=F (R, V) em termos das coordenadas X% da
solugdo interior. Por isto, designamos a fungao métrica acima por
o{;{(}_'“_) e seguiremos uma notagao andloga em outros casos. Das equa

¢oes (4.157) tiramos que

(AT,")Y 2, =0 (4.158)

g ao atravessar L ,

] B B - B
explicitamente A-l; = _,; (I)Z_ 'A (K)Z Notemos que as quantidades em

onde A TAB designa a descontinuidade em T

(4.158), expressas na base de tetradas, sao invariantes pelas
transformagoes de Coordgnadas {(4.147) e (4.148) e, portanto, as
componentes (4.32) e (4.75) do tensor momentum-energia interior e
exterior podem ser usadas diretamente no calculo de [SW;B . Com
a notacao ‘
Lew)= 2T i CAL MR- AT
em (4.32) e usando (4.145), temos

aT, e 2 (4 ¢
. _
e S R

5 I ¢ (4.159)
AToo = 4 + =5 -
§7 (x*’(z) o2 (Z) )
2 L ¢
AT =-0ap- = -
‘ PT (d;cz) 0(_;[(2)>
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onde di(Z): RfC%)'ﬁz(Uj.

Usando a expressao de ZIB , (4.158) pode ser escrita

AT, (F5+ei(Z)) = AT fy=o

| (4.160)
AT11(;-S+°(§I_‘(Z))_ AT rs=0 .
e, substitﬁindo (4.159), resulta
- _
L4 2 T -e 2
Ag 5= - o (T (4.161)
FET (x;(Z) <2 (E) )<
. [
-ap( % + 22 ()~ 2 ! ) a3 (E)=0 (4.162)

s xffz) x;(}_'.)

As equacoes (4.161) e (4.162) sao a expressao das condigodes de
jungac do problema interior e exterior para uma estrela emitindo
neutrinos. Ag e AP denotam a descontinuldade na densidade de
matdria e pressio através de 2. . Agui ¢ e P sao as guanti-
dades (4.100) e (4.101) da solugao interior das equagoes de Eins
tein, que devem satisfazer P=- f/3 - Isto implica que as descon-
tinuidades atravdés de 2. devem satisfazer

-

Ap=-+ B¢ (4.163)

T
Esta condicio (4.163) nos determina como a solugdo real ( g, P,/\>

deve sofrer descontinuidade através de Z . Por (4.120 a,b)
~ 4 _
= — AN .
A AK+I<A (4.164a)
L
_ ~ O AA (4.164b)
Ap= A K

onde AA=ARV), com a condi¢3o adicional, de (4.163),

T A + A5 =22 AA 4.165
?Af'r P 3K . ( )
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Fisicaments devemos ter
A¥=o | (4.166)

0 gue reduz (4.164a,b) e (4.165) a

ﬂg:ﬂ?+i~AA :
. k . (4.167)

A P = AN

Ap= - % an At K

Ao examinar as condigdes de juncao (4.161) e (4.162),

podemos distinguir duas situagoes relevantes:
(2) Ng ,4p F 0

Substituindo (4.161) e (4.162) em (4.163) obtemos

4
:z:x (X e + Az (Z
) = y( 4 @)y,
rsz KI(Z) (Z) rS
0 gque implica

£t -0 (4.168)
«202) (D)

ou
a(;: (Z)=32rg (4.169)

0 caso (4.168) serd examinado mais tarde. A equacao (4.169) pcde

ser escrita

. J'Wt(u-) i
2 = 7~ s w= f'(Rs;V) (4.170)

Vs

Substituindo (4.170) em (4.155) podemos tirar a expressao para

m{u)

2

/{’,?(23)

g (0) = { 1~ 69379 ——— } 5w (4.171)
RAR) 2
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Podemos ver que r, 7 2m{u) sempre, correspondendo, portanto, a
tma regiao do espago-tempo admissivel ao sistema de coordenadas
usado. A equacaoc (4.171), que resulta da escolha (4-.169)_, conte
rd a informagio importante de que, no limite estatico 3> 0,
a superficie ;.. coincide com a suéerfid’ie de -Schwarzschild da
estrela, quer dizer, para Z - 0 o fluido estada todo contido no
interior de seu raio de Schwarzschild. Em (4.171), usando a ex-
pressao (4.145) para rs(u) bem como {(4.134), o wvalor da massa

de Schwarzschild no limite estatico ( 3 —> 0) & dado por

m= 3. Ry (Rs) (4.172)
2
o8 " R, (Rs)
= 3, 26.

que & o limite estatico da configuragao de uma estrela emitindo
neutrinos (imediatamente antes de passar o seu raio de Schwarzs

child).

Pelo que foi discutido acima, a escolha (4.169)que
resulta em (4.171) n3o & satisfatdria para distribuigao quasi -
-estacionarias, em equilibrio radiativo (cf. (4.137)), com um

eventual limite Newtoniano. Por isto vamos considerar

(b) distribuigoes (¢,P, A ) due se anulam suavemente em J. ,sem
descontinuidade: A¢, 4p, AA = 0.

Por {(4.161) e (4.162), isto implica

i ¢,
T TN 4.168
a3(X)  «L (X (4.168)

que & o primeire caso de (a). Usando (4.91}, temos

2 -
2w) = «1(2) « T, 2('1}_“) (4.173)
dé(z) K .
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2 2 -
ou, tendo em vista gue c{I(Z)z/?,(f?;) Ly (V) e por (4.87),

L) = (1- 'Z"”(“)/rs(u)) 7* X/ (4.174)

Por (4.34) (estamos tomando agora K £ 0)
b4 (L\.) = g’?’;vt /k
gue, substituido em (4.174), nos da uma'equagao diferencial or-

dinaria paia m(u)

Yo (i) = 7% (1- 2 () [ ) ) (4.175)

A eq'uag'éo (4.175) nos permite discutir o sinal de X . Sabemos
que se hd emissfo de neutrinos m < 0 e se had absorgdo m > 0.
Desde que 0 termo entre paréntesis do lado direito a sempre mai

Oor gue zZero, temos entao

(b.1) X < 0 emissao (m < 0)
(b.2) X > 0 absorgac (m > 0)
sem nenhuma relacao com o sinal de Z - Contrariamente ac caso

(4.169), (4.171), onde o sinal de mé dado por Z , nos presen—
tes casos (b.l) ‘e (b.2) podemos eventualmente ter emissao com"
expansao e absorgao com contracac do fluido da estrela. Por ou-
tro lado, como ja vimos anteriormente, para emissao de neutri -
nos ( X< 0) a densidade ¢ deve ser uma fungdo mondtona de r,
mondtona crescente no caso de contragao e mondtona decrescente

no caso de expansao do fluido (cf. estudo do sinal de d—f(f)/M ,
nos casos (iii) e (iii')). Finalmente, por (4.90), podemos ver
guc para se- ter R:'L(r) finito; X deve ser da mesma ordem de Z ;

guer dizer, X —» 0 guando Z-—>0 independente do sinal de ambos.
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Finalizando, vamos ver como determinar a fun -
cio AR, U ) (que contém informagdes sobre a dinamica da confi
g b - | . g ~s - .
guracio do fluido) bem como a densidade real ¢ do fluido, defl
nida em {(4.1202) (aue deve ser distinguida da densidade efetiva
¢ . Por excmplo, utilizamos o caso da condigao de jungao(4.169).
N - ] 3 !
A densidade § & medida no referencial local de um observador

comovente cocm o fluido. O volume prdoprio deste observador & dado

por
() (@ (3) o 4.0
dV= e Clﬁ e dx dxfdx¥ (4.176)
7)) _ . :
onde ( €x } & dado por (4.56) (notemos que a 4-velocidade do
o
observador & vi= €y (cf. (4.73)) . Assim, a energia total de

repouso do fluido contido numa esfera com raio correspondente a

coordenada R, para um dado v , pode ser calculada como

M(R,V) = ¢ (R, V)4V C(4.177)

Ot_a")m

~o

Devemos, no entanto, nqﬁar que a densidade de massa-energlia §
medida localmente, inclui somente a massa de repouso e as energi-
as interna e de interagao dos barions - mas nao a energia de inte
ragdo gravitacional. Assim, a definigao (4.177), para R=R_, dife-
re de m(u) - fungido que aparece na métrica exterior - pela ener -
gia de interagao gravitacional. Como nossa solugao interior tem
um limite estatico natural definido por Zwa o ;, podemos definir
a energia total de uma esfera de fluido, com raio correspondente a

coordenada R, de modo anadlogo ao caso estético[70'7l]

R .
m{R, V)= 47 f ¢ (RV) s (RV) LR (4.178)

&
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incluindo corretamente a energia_de interagéq gravitacional. Como
foi discutido anteriormente; devido & estrutura algébrica do espa
Co~tempo bem como a forma do tensor de curvatura, nao existe emis
sac de radiacgio gravitacional simultaneamente com a emisséo:de neu
trincs. Portanto, o problema de localizagao da energia de ondas
gravitacionais nao se apresenta e a energia total n(R, V' ), defi
nida por (4.178}, é localizada, desde gue outros fluxos de ener -
gia (neutrino , etc.) sao sempre localmente mensurévéis (cf. equa
goes (4.130) e (4.132)). Para RxRS, a maséa—energia total do flui
do & dada por
Rs
(R V)= qnf[g(ﬂ‘u’%——-—— (R,V)] B (R) (V) dR (4.179)

onde usamos (4.120a). Igualando (4.179) a (4.171) e usando(4.145)

podemos escrever

Rg K
y? § ROTWIR = 4 [[gr7)- f— RVRIR) TV AR (2.180)
A ]
2
onde -E-{ “’3 72 'QJ(R‘)/R;?(RS)} . Por (4.96), escreven—
do g(RfU)= g(R)—E—J(vj , tiramos de (4.180)

YR (RY (V) = 4T p(R) Ry(R) - ‘/'t (%, v)xe 2R) TV

a menos de uma fungao de (R, U ) cuja integral em R, entre 0 e RS
seja identicamente nula. Podemos entdo ter a expressao de A (R7V)

para este ¢aso

et
77 R.;(R) L) (4.181)

A R,'U; = e(R,V) -
( ) § ) 4 Rfﬁ@



122

onde {R,U) & dado por (4.100). Substituindo {4.181) em

(4.120a) obtemos a expressac para a densidade real

. 1
() - e Y R T (V) 14.162)
47 R, (R)
y? Ra(R)
- YT RI(R)
& sempre decrescente com R, i.e., dffkauk 0O . No presente caso,

Usando (4.82) podemos verificar diretamente que }'(R)=

em gue A Tg‘) . A? , etc. sao diferentes de zero, o valor
da coordenada RS correspéndendo ac raio da configurggéo pode ser
escolhido com alguma arbitrariedade, sujeitec a condigoes que
uma determinada solugao RZ(R) deve satisfazer, por exemplo, por
(4.182),-R5(R)/R2(R) Y0 0 para 0D ¢ R RS , etc. No caso
de o tensor momentum-energia nao ter descontinuidade através de
z; r © valor da coordenada RS pode ser tomado como a primeira

raiz da equacao ‘g(R) = 0.

Nota: a escolha {II) em (4.81) nos da uma outra solucac (por se-
paragcdao de variaveis) para o problema interior. Esta solugdo ndo
apresenta nenhuma caracteristica excepcional. O tensor momentum-
~energia total nao se conserva e somes levados a introduzir nas
equacoes de Einstein um termo tipo cosmoldgico que, como ja vi -
mos, da conta dos processos locais de troca de energia do fluido
emitindo neutrinos. Equacdes de estado p = A g, ) constante ,
sdo compativeis e, uma vez dada a equacac de estado, todos os

parametros da solugac ficam fixados.
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5. CONCLUSOES

Mo presente trabalho, examinamos dois modelos onde a
interagao gravitagzo-neutrinos tem um papel dominante. A gravita-
cao é descrita pela Teoria da Relatividade GCer'al, onde temos um
campo métrico classico ?P”(x) , que satisfaz as equagOes de
Einstein cujo lado direito @ suposto conter o tensor momentum—ener
gia do campo classico de neutrino. O campo de neutrino satisfaz
a4 equagao de Dirac {(m=0) sobre a métrica gpg . Este conjunto de
equagoes constitul as equagﬁes acopladas de Einstein-Dirac (o ten
sor momentum-energia bem como a equagao de Dirac para este campo
s3o derivados a partir de um principio variacional, pela prescri-
¢ao usual (cf. sec¢ao 2)). As duas solugOes completas apresenta -
das, do conjunto de equagles acppladas de Einstein-Dirac, corres-
pondem a duas situagdes fisicas especificas. Uma solugdac cosmolo-
gica para neutrinos - de fato, uma classe de solugoes - foi obti-
da, descrevendo um universo tendo neutrinos como unica fonte de
curvatura. A motivacdo na procura desta solugao cosmolagica & a
sugestdo da existéncia, na histdria do Universo, de uma época do-
minada por neutrincsg, por analogia com uma fase dominada por fo -
tons descrita pelas solugOes de Friedmann e cbservacionalmente ve

[22]

rificada Os principais parametros e propriedades-que caracte
rizam um modelo cosmoldgico foram estudados. O modelo tem expan -
sao, apresenta uma hipersuperficie bidimensional tipo-espago de
homogeneidade e isotropia, mas & anisotrdpico devido a existéncia
de uma diregao privilegiada. Embora sendo a primeira solugao cos-—
moligica tendo neutrinos como fonte, & pouco provavel dque ésta clas

se de solucOes possa constituir uma descrigao realista de uma fa-

se da historia do Universo.
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A segunda solugao descreve um modelo completo sim -
ples de uma estrela emitindo neutrinos. A estrela € suposta ser
constituida de um fluido perfeito - descrito por sua densidade
de matéria g pressao p e densidade de nOmero de baricns n - es
fericamente simétrico e limitado no espago. Os neutrinos_sab su-

)

postos interagir somente com a gravitagao, quer dizer, a matéria
da estrelz & transparente para neutrinos, e 0 tensor momentum -~
-energia total para a solugdo interior & dado pela soma do ten -
sor momentum-energia do fluido e do tensor-energia do neutriho.
Este Gltimo & construido com campos spinoriais classicos ¥ , so
lugoes da equagao de Dirac para neutrino na métrica do espago -
-tempo considerado. No sistema de coordenadas usado, e para a ég
colha da corrente ,j1=’¥§100'#' radial ao longo dos cones nulos
locais, a equagac de Dirac é diretamente integravel (para o caso
interior como para o exterior) e o spinor-solugao depende de um
spinor arbitriArio funcdc da coordenada nula u. Esta solugdo de -
pende necessariamente de ® como (sin B )—1/2 , O gue implica
que ndo somente a corrente mas todas as componentes nao nulas do
tensor momentum-energia dc campo de neutrino dependem de 6

L Interpretamos este fator como uma corre

por um fator (sin & )
cao de areas devida ao sistema de coordenadas esféricas usado e
propomos uma redefinicdc, para o caso esfericamente simétrico,do
tenzsor momentum-energia do'neutrino, que deve entrar deo lado di-
reito das equacoes de Einstein. O tensor momentum—energia redefi
nido tem duas propriedades importantes: (i) tem (ainda) divergén
cia covariante nula; (ii) tem a forma do tensor momentum-energia
para um f£luido nulo, gue & a descrigao fenomenol&gica usual para

neutrinos em Relatividade Geral. A redefinicao permite também

que campos de neutrino com helicidade definida ('?&i:xréf ) se
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jam solugdes compativeis. A métrica exterior & a mdtrica de
Schwarzschild radiante (a regiao con#ém somente neutrinos e cam
po gravitacional) e obtemos a variagao da massa da estrela co-
mo um funcional determinado do spinor-solugao de neutrinos e
gue & interpretada como a luminosidade total da estrela relati-
,
va a um observador assintdtico em repouso. A solugao interior &
obtida por scparacao de variaveis e a forma do tensor momentum-
~energia do neutrino interior {que € um funcional de um spinor
arbitrario dependendo somente de u com um fator dependendo so -
mente de fungoes métricas) ja determina a forma de algumas fun-
¢gdes da solugac. Para a solugd@o obtida, as equagdes de campo im
plicam uma equagao de estado pP== §/3 , que corresponde a neu
t;inos completamente desacoplados da matéria no seguinte senti-
do: para p=- f/3 o tensor momentum-energia do fluido e o ten
sor momentum-energia do neutrino tem, independentemente, diver-
gédncia covariante nula. Para evitar pressoes escalares negati -
vas na nossa solugao, introduzimes nas equacgoes de Einstein um
termo tipo cosmoldgico, descrito pela fungao A(x) . A  solugdo
acima corresponde uma splugao para densidade de matéria e pres-
sao ?= £~ A/k e p=p+ A/K , respectivamente,com ?4“ F/g = A/K .
As identidades de Bianchi implicam na lei de conservagac local
v ' -
k-EAHQ =-—f\”L - gque nos fornece duas equagoes de conserva -
cao. Para Fﬁ=0 , temos o analogo da primeira lei da termodi-
namica para ¢ sistema, onde /& & interpretado como proporcio-
nal a taxa de resfriamento (calor cedido) do fluido. Para dis -
tribuigoes gquasi-estacionarias, estas  eguagoes nos forne-
camn o anilogo relativistico da equacgao de equilibrio radiativo
de Chandrasekher para uma configuragao esfericamente simétrica,

onde interpretamos ﬁvk como uma pressao de radiacgao de neutri-
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nos. Diferenterente da pressao de radiagao de fdtons na equagao
Newtoniana de Chandrasekhar, o gradiente da pressao de rédiagéo
de neutrinos tem sinal negativo, de modo que tem efeito aditivo
3 compressao gravitacional (o efeito dos neutrinos & resfriar a
configuracao, este resfriamento sendo equivalente a uma pressao
no sentido inverso & pressao de fotons e adicional & pressao gra
vitacional). Esta funcao A (%), que contém suficiente informa-
géo.sobre a dinadmica do sistema, & déterminada a partir de um
exame cuidadoso das condigdes de jungdo das duas solugoes (exte-
rior e interior), na superficie do fluido definida pelo raio
rs(u). As condigoes usadas foram as de Israel-Synge-0O'Brien, dque
decorrem de um estudo definitivo do problema de jungao em Relati
vidade Geral (cf. referéncia [68]). Temos duas escolhas possi -
veis que correspondem a situagdes fisicas distintas. Para uma de
las a solugao descreve a fase de emigsao de neutrinos, com conse
quente contragao da configuracgao, imediatamente antes de a super
ficie do fluido coincidir com a sua superficie de Schwarzschild,
quer dizer, imediatamente antes de o flﬁido estar totalmente con
tido neo interior do seu raio de Schwarzschild - isto acontece
gquando a emissao de neutrinos e/ou a contragao da estrela cessa
( 3=>0 ). A fungdo /\ fica ent3o completamente determinada .
A outra possibilidade pode, por exemplo, corresponder a uma conw
figuragdo quasi-estacionfria onde A/ tem a interpretagao de
uma pressao de radiagao de neutrinos.

No entanto, embora seja razoavel desprezar efeitos
gravitacionais quanticos -~ a incerteza na curvatura produzida ,
via equagoes de Finstein, pela incerteza na densidade de ener -
' 33_. -1 (%)

gia & desprezivel para valores da curvatura RO_{<IlO 11

2
(s}

* : -
( )para um dado observador com velocidade % em um ponto P, R” &

dado por supiﬁdﬁy3| em qualguer tetrada ortonormal cujo ve

[721

~ 0 - - ¥ " 0] + “ .
tor tipo-teumpo coincide com ¥ ». O comprimento de Planck im

o valor 10-33am.
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a teoria quintica tem um papel fundamental na descrigcao dos cam-
pos da matéria. Assim, deveriamos procurar quantizar o campo de

neutrino sobre o espago-tempo curvo classico, descrito pela

't
O

nossa solugio chtida. A construgao de uma teoria quantica de cam

pos num espago-tempo Riemanniano arbitrario & bastante contro -
IEEPEDE

vertidal’?’ 774, nic havendo um procedimento padraoc para a quanti
zagao no sspago-curvo. Em geral, a expansao do campo em termos
de uma dada bace de funcdes - correspondendo a modos de excita -
cao do campo associados a freguéncias positivas e negativas ou,
equivalentemente, i definigao de operadores de criagao e aniqui-
lacao dé modos de excitacdo do campo - nao tem significado inva-
riante, desde que a escolha de um novo sistema de base em geral
mistura frequéncias positivas e negativas e, desta forma, torna

tamb&m amblgua a definicao de um estado de vacuo. No caso de o
espaco-tempo apresentar um niomero suficiente de simetrias (veto-
res de Killing), podemos construir um sistema de base que permi-
te uma definigéo invariante de estados de "particula" e "antipar
ticula", e do estado de vacuo. Por exemplo[77j, vamos considerar
um campo escalar complexo ¢ solugdo da equagao de Klein-Gordon
num espaco-tempo que admite um vetor de Killing tipo-tempo K" .

Podemos entao construir um operador monmentum-generalizado de-

finido por

K = deﬁ k% 2z (5.1)

onde T“‘!,3 & o operador energia-momentum obtido de acordo = com
(2.34) e onde a integragéo se estende sobre uma hipersuperficie

b conveniente de valores iniciais. (5.1) independe de con-

tanto que ¢ se anule suficientemente rapido no infinito, des-
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= 0. Pode-se mostrar gue o operador (5.1 )

de gque .(Txﬁ kﬁ)

gera transformacoes sobre ¢ no sentido de que ele & um gerador

I

infinitesimal de transformacgoes unitadrias sobre o espac¢o dos ope
: * . =
radores '), @ L&, K= f« CP . Vamos escolher solucdes ¢ com
K .
uma dependéncia exponencial no pardmetro do grupo corresponden—

te
=3 ( . )

onde « & constante.As solugoes de (5.2) podem ser considera-

das uma definigao invariante de estados de frequéencia « , des
L . j . - .

de due K e uma simetria associada a translagoes temporais com
: . iw t ' ~ ~

parar, no caso de espago-planc, com e ). Estas soclugoes vao

atuar como operadores de criacao e ani'quilagéo de modos de fre-

quéncia w , desde que se [k> & um autoestado de ,{ com au-

- + -
tovalor k, ent3o ¢ /K> & um campo de autoestados de K com au

tovalor kK +w , e (?!K) € um campo de autoestados com autovalar

R - . .

k-w | Se L e um outro wvetor de Killing, dque comuta com
o ~ ~ -
K  entao podenos considerar solugoes de (5.2) dque tambem

obedegam

of,g‘i’: iec ¢ (5.3)

_ o~ ~ + -
e escolhendo tais solugOes como base, entao qb correspondera a
uma operagac de criagao de estado de particula com momentum ge-
neralizado ( @, & ). E assim sucessivamente, para um subgrupo

G,. Abeliano de simetria do espago-tempo. E interessante  notar

(*) Notemos gque, por definicao [?”(*) Qb (")] 8(" ") [4’(") ‘P("g [CP(:) 43(*)] o

onde ¥ (x,x') & a fungao delta sobre 2
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gue no casc do espago-plano podemos escolher como vetores de
: | -
Xilling os quatro geradores das translagdes, ( V, 2 ); alter-
nativaments, paderiamcs usar o gerador das translagOes temporais
e os geradores LZ (momentum angular relativo ao eixo 2 ) e
L2 (momentum a@ngular total). Ambaé as escolhas podem ser relacio
.
nadas por transformagoes unitirias, nao havendo mistura de fre -
guéncias w ({(associadas a %@t ) positivas e negativas.

Na nossa aproximagao, a criagao de particulas pelo
campo gravitacional clissico (cf. referéncias [72] e [74]) n3o &
levada em conta porque consideramos que, Se hd o efeito de parti
culas criadas pelo campo gravitacional, a densidade de enerdgia
destas particulas & pequena qqando comparada localmente com a
curvatura gue as criou.

No caso do modelo cosmoldgico tendo neutrinos como
fonte, estudado na segao 3, a quantizagéo(*) do campo de neutri-
hos ’Y’ s NO espago—curﬁo do modelo, nao apresenta problema devi-
do 3 propriedade de o espago-tempo ser conformalmente plano. Is-

to quer dizer que & sempre possivel colocar a métrica do modelo

na forma
Tp = X s (5.0

onde ‘7%5 & a métrica de Minkowski e £ (%) uma funglo deter
minada, e podemos, convenientemente, considerar (5.4) como uma
transformagao conforme sobre a métrica plana de Minkowski. E ime
diato verificar que uma transformagao conforme nao altera a quan
tizagao candnica de um campo de Dirac (i.e., preserva as rela -

¢bes de comutagao candnicas) se, sob (5.4), se transforma ccomo

Y2
Y- | (5.5)

-

’Li'-—% ;ZF.:_Q

a secao, estamos considerando somente a represen-

Y e DAY IV Y

-~
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e
=
=
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Y
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Como vimos na segao 3, o spinor 1% ::(T’Y) nao tem nenhuma res-
tricio desde que a equagao de Dirac & automaticamente satisfeita
e temos uma Gnica equagao de campo para A, C e ‘f . Assim O campo
oo f )
= L ( .
ry

]

*
no espago-plano Y4 o

, pode ser expandido na base de ondas
planas na direcio do eixo z e seus coeficientes convenientemente
interpretados. Podemos entaoc calcular, sem ambiguidade na métrica

do modelo, o valor

(L=< ilgTe-¢T kD>

para um dado estado [ N > de neutrinos e {L} , na equagao
de campo (3.14 } determina as fungoes métricas A(t) e C(t).A gquan
tidadge < L > pode ser interpretada como a densidade média’
de energia dos neutrinos num dado estado e as fungoes métricas A
e C, solugoes de é?-ﬁ%.=<<L> sao as solugGes das equagOes de

Einstein correspondendo a um espago-tempo com neutrinos come fon-

te de curvatura.

No caso da solugao de uma estrela emitindo neutri -
nos, a quantizagdo nido nos parece imediata. As solugoes (interior
e exterior) sao nao estacionarias e os Unicos vetores de Killing
gque elas admitem s3o os geradores do grupo das rotagoes eépaciais.
Estas simetrias nao sao suficientes para caracterizar uma base
de decomposigdo do campo em modos invariantes de excitagao ( por
exemplo, caracterizar frequencias de modo invariante) e o proces-
SO descrito acima ndo se aplica. Come a solugao exteri

or & assintoticamente plana (para Y-»#&° a métrica assume a forma

(*)

Notemos gue nas coordenadas_(i,z,x,y) definidas em (3.48), e
uma_fungao determinada de (t,z) e uma fungao arbitraria de
(t,z). Elas constituem um sistema de coordenadas Cartesianas pa
ra o espago de Minkowski, nas quais a métrica 7%ﬁ assume a

forma diag{(+1,-1,-1,-1}.
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da métrica de Minkowski é até O(r"l) todas as componentes do ten
sor de curﬁatura poden ser desprezadas) consideragoes aséintéti—
cas poderiam permitir uma escolha das fungoes-base assintdSticas
como fungoes de base usuais no espago-plano 25:7% | No caso da
condicdo de juncao (4.168), a forma (4.91) de.f(v)=i§ 75-2 po
de ser um guia adicional na escolha das fungBeé assintoticas de
base usadas para expressar ¢ (u). A partir da forma cléssica de
£ (u) e seguindo um eventual esguema de guantizacao consistente
(por éxemplo, processos usuals de decomposic¢ao numa dada base ,
identificacio dos operadores de criagdo e aniquilacdo, ordenagao
normal e média num estado IN‘) de neutrinos), podemos, utili -
zando (4.168) e (4.91), caracterizar o parimetro X como  uma
funcdo dos momenta generalizados correspondentes & base escolhi-

da. Tal programa nao sera desenvolvido nesta tese, mas deve cons

tituir o objeto de um futuro trabalho.
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APENDICE 1

POPIIAS DIFERENCIAIS EM UM ESPACO-TEMPO RIEMANNIANO

'

Este apéndice contédm os principais resultados da teo
ria de formas diferenciais sobre uma variedade Riemanniana 4-dim,
gue se seguem de uma maneira intuitiva a partir dos conceltos usu
ais de algebra linear e geometria Riemanniana, mas que apresenta-
mos, em geral, sem demonstracao. Para um tratamento completo, ver

Cohn e Cartan, referéncias [11] e [12].

Seja 7 uma variedade 4-dimensional, P um pon-

' *
to de . e {x} um sistema de coordenadas( ) admissivel em P.

Por definigao, um objeto da forma

L= A\ 2 (T.1)

o ~ \ . - . -
onde { A 3 &= 0,1,2,3) saoc constantes reais arbitrarias, & 1m

vetor tangente em P. Eéta definicao envolve um particular sistema

de coordenadas em P. No entanto, podemos mostrar que um vetor tan

gente L, em gualgquer sistema de coordenadas {x} , pode ser ex -

presso por

L= Lxx 2_
PxX

que & da forma (I.1) onde X=L x¥ . Os vetores tangentes em P(I.1)

(*) Um sistema de coordenadas em P & definido por um homeomorfis-—

mo» de algum aberto de 7 contendo P em Ré.
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formam um espago vetorial sobre R, que denotamos por .C? . Se
{X.‘:' & um sistoma de coordenadas admissivel em P, entaoc os ve-

tores tangentes {éfﬁl.q} formam uma base do espago Ié'?. .

*
Vames agora considerar o espago dual 'CP de[?, que

* .
& o espago das formas lineares soObre £P . L & um espago vetori

?
al sobre R e define o produto bilinear
' 2
para todo M-,Ci,,ze -C;v . Temos o resultado: 'CF tem a mesma di-

mensio de e se {"U”,‘ c<=0,l,2,3} & uma base para [f sen

?
-~ * & i
tao [? tem uma base 3 satisfazendo

)

8
<1r,”2f’>=-_ 8 o (1.2)

* - .
Esta base “l de L , € que & unicamente determinada por
3 q

?
(1.2), & chamada base dual da base { 1;’2

Toda funcao £, analitica em p, define uma forma li-
near sobre -C por L >Lf = X‘( ) Este mapeamento de '[P em

R & denotado por df. Assim df &€ o elemento de .C definido por

L,ap> =L¥ (1.3)

Em particular, se { xf & um sistema de coordenadas me p, os
*
elementos {dx“} formam uma base de ‘[F r Porque eles pertencem

* .
a oC p e satisfazem

{l,dx“) (

- ¥ (1.4)
2x8 £

?;\ﬁ

2 )
COHStltLlan.O, portanto, uma base dual & base { -—-«-}- Os elemen-

#
tos de [? sao chamados d:LFerenc1als em p e tem a forma /-t,(dx“'.

Uma forma diferencial « de primeira ordem ({1l-for
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ma) sohre M &, por definicdo, uma colegio de diferenciais oy,
uma =m cads gcﬁto de p. Um exemplo dq uma l-forma diferencial & a
colegzo de diferenciais df, onde f & uma funcdo analitica defini-
da soLire toda a variedade 7L . Esta forma serad denotada também pox
df, sem ambiguidade significando a forma diferencial ou seu'valor
: )
em um ponto'particuiar. Formas diferenciais de ordem mais alta po
dem ser definidas da seguinte forma: em cada ponto p de 7%, , con
sideramos ¢ produto Cartesiano anti-simetrizado de n espagos veto
riais f;r , que denotaremos por E(n, ;C::

de ordem n & uma colecac de elementos de E(n, £¢

). Uma forma diferencial
), um para cada

ponto p de M

PRODUTO EXTERIOR

Se & e g8 sao duas l1-formas diferenciais, defini-

mos produto exterior (ou produto de Grassmann) por suas proprieda

des
AAB =~ AN
| ) (I.5)
KAK = O
Para um sistema de coordenadas {}c} admissivel em p, podemos_
expressar
Ry = &y dxt
(I.6)
Gp = pﬁ"ixF'
e

I )
= & A XA dx
(ﬂ(A(’&)P v
Pelas propriedades (I.5) vemos que somente a parte anti-simétrica

“[ﬁrﬁf] contribui na defini¢ao de «Af . Pela definicao  acima
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de E{n, 4{: )y, fica claro que XAp & uma 2-forma diferencial.Em

geral, em terros de um sistema de coordenadas admissivel em 7L,
uma n-forma linzar pode ser escrita como

3 = L oy L7 I.7
w—_a{f....o{“(") dx A ... AdX ( ‘)

K, -
¥ ™ & o produto de Grassmann de ordem n, completa

. - . X,
mente antisiméirico em (Ay,..., Kn) e portanto {dx““/\.../\dx ”j- cors

i

titui uma base para as formas diferenciais lineares de ordem n.
As seguintes propriedades podem ser mostradas, relativas a (I.7):
se & uma p-forma e 3 uma g-forma, entao 0 produto 743

& uma (p+q)?forma e temos a relagao
P
NAg= FJ)? 3A% (1.8)

Notemos que se p e g forem impares, o produto anti- comuta; caso
contrario, comuta. O objeto completamente antisimétrico.ﬂxr”ngoo
se transforma como um tensor covariante de ordem n, pela mudénga
de sistemas de coordenadas admissiveis em p. A forma « & dita

analitica em p se la

x (*) for analitica em p.
107 m

DERIVADA EXTERIOR

A derivada exterior d de uma p—forma & uma ptl-for-

ma diferencial, definida do seguinte modo: se

w= A (x) dx"ta.... A dx%a
Kyooo A,

entaoc
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dm: ()—{l(f...ﬂcw dxﬁ/\ d*“g/\.../\dxxﬂ ) : (I-g)
axﬁ E

e as seguintes propriedades podem ser verificadas:

{i} 4@ & uma operagzo linear

a,,bé }R.

?

d(a.w%ba])z a dw+ bdv? ) Pume E(f;:)

' *
(ii} para todo w eE(n,{?), a%w=

(]

{(iii) Se @ e 7 sao formas, @ de ordem p, entao

d(wAn)= dwﬂ7+-F1YcuAd7
Em particular, notemos por (I.6) e (I.7) que a diferencial de uma

fungao analitica em 7l (0~forma) & uma 1-forma diferencial,

?
df = __70_ dx¥
x5
Vamos considerar agora uma variedade Riemanniana

(x)

4—~dim, localmente Lorentziana, determinada pela métrica gﬁg

num dado sistema de coordenadas. Vamos introduzir o campo de te -
tradas linearmente independenba{ ez}O)]A=oJ“L3 } {(cf. por exem-—

plo, (2.5)) tal que

» » -
Ipy (x) € iy (%) ey (%) = e (I.10)

ou

: ~ » '
?N(x): Cwy Sy '7“ (T.11)
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onde 7AB é a métrica constante de Minkowski e a inversa ‘)7AB
é definida tal gue ‘7AB Npe = Sé. Indices de tetrada sao levan
tados e abaixados com ‘7AB, VAB’ respectivamente, e indices de
. ' M ' _
coordenadas, com g e g , . De {I1.10) e (I.1l1l) seguem as
propriedades ohvias ,
[t (8) g8
e e,u - A (1.12)
B Ay Sf*
¢ €, = v
Associada & base dual {dx"} ; introduzimos as 1-formas
{A)
A o
g = e , dx (T.13)
com inversa
[ A 1.14
dx¥= € (a © | (1.14)

As 1l-formas de conexac sao obtidas a partir de derivar exterior-

mente as l-formas (I.13). Por (I.9) temos

d@‘: szt” clx'(/\dxx (I.15)

-

Notemos gque em (I315) (bem como em (I.9)) & irrelevante se usa -
mos a derivada simples ou a derivada covariante, desde qué o sim
bolo de Christoffel {é} € simétrico em ( &, ¥) e portanto nao
contribui nas expressodes (I.9) ou (I.15). Reescrevemos entao

(I.15) como
A ) ¥ X
de’s € wny dx®n dx

ou, por (I.14)

€AY L ¥ 8

A ¢ I.1%6
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Em (I.16) aparecem naturalmente os coeficientes de rotagao de

Ricci, definidos em (2.40)},

x B

€y %e)

B,ABC == e(ﬁ)f{”{‘s

e podemos entao reascrever (I.16) como

A A oA 0° (1.17)

Notando que

(A) A) A c 8y
de = ey dx¥= - ¥ 0 e, (I.18)
definimos as l-formas de rotagao por
A A c
w g = X 5c e (1-19)
Entao (I.18) & escrito
{A) A (8)
de =~ W B ¢ [ (I.20)
e (I.17) assume a formé
A A B '
d8'=~-w'gAb (r.21)

que & chamada a primeira equagao de estrutura de Cartan. Derivan
do exteriormente (I.10), usando (I.20) e levando em conta que
9wy (x) & constante com relagao a derivagao exterior, obtemos

.22
d(’qhe ) = W+ Wy ( )

Para .7Zﬁs constante, como & 0 nosso caso, d( '7AB) =0 e
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- : (1.23)

(£.21) e (I.23) determinam ‘*)Ae de modo Unico. Conhecendo

-se w‘s , podemos determinar og coeficientes de rotagao de

Ricci 1{‘4 sc Giretamente por (I.19).

Cs coeficientes de Fock-Ivanenko, expressos por
(2.23)
4 (g (g
];z—T(K rp-im—XP-“KX)'i“Adl
podem ser reescritos (A 4 = 0 para neutrinos)
! Lo '
F“ = - —q— ¥ Yf‘“‘" (X.24)
K (8 a
(notemos que XP'(!\) {P(X)s € CF, Y Xa = 4 1 ), ou
m 1 By Byh (I.25
i,( == 7{“ _e)uu:)lix € 8) X ¥ )

Na base de tetradas, (I.25) se escreve

o { f o & B.P ! s>
= € Ty i Camytin Gy Sy § ¥ = 7 Yoor ¥ ¥
ou, usando a propriedade Y, =~ Ysac
1 ByC {I.25)
PA =T T KECA B’ X

gue & a expressao usada para calculos e gque pode ser imediatamen

te obtida uma vez que se conhegam xaac ou w* g

2 - TORMAS DE CURVATURA




140

Por {(I.19) temos

A _ A ey M
« . b, {0 ef"" d)(

Tomando a derivada exterior desta expressao

A <) '
dty=(¥5e € ) tEads (T.26)

Por (I.20) tiramos

A) A (&) (c)
CFW==~X sc ¢ n ef
e dai,
D! . A cc) (8) A ) (8
€ pngne * - (Y g ), Cp TV e B & pad
ou - l

4) P A <) (3) A ) B M) A)
= - e
€ pugni = (Y'se € e Pt Ve 8 Yun Ep g (127
c . K dxSA o '
ontraindo (I.27) com €.,y @X°A aX , usando (I.14), (I.26) e
a definicao
(A} 1 ® ()
€ knlgned =~ 77 R pef C
obtemos finalmente -
A € b A
_E’.Rme/\a = dwiy + wio A (I.28)
A @a s 7 « |
onde R sco= Cn €% e't,,)R ﬁyg . Definindo as 2-formas de curva
tura por
A ! A ¢ i
D= oL R, 050 (I.29)

£

obtemos a segunda equagao de estrutura de Cartan

L] r WA A (g
Ny = dwip+ wi AwS, | . (T.30)
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Com (I.29) e (I.30) as componentes-tetradas do tensor de curvatu
A

ra R p., poden ser imediatamente obtidas por inspegao, apds um
cadlculo irediato de dw®; a partir de who .

~ As identildades de Bianchi, bem como as condigoes de
integrabilidade de (I.17) (equivalente a RA[BCDJ = 0) podem tam-
béem ser expressas em termos das formas m‘a.e/ou ilAs e suas
derivadas exteriores, bem como dog coeficientes Xasc . Também, des
de que as formas diferencials sao uma espécie de dual das trans-
formagoes infinitesimais, nds podemos considerar a variedade co-
mo sendo um grupo de Lie, cujos geradores sao os vetores de Kil-
ling da métrica, e o formalismo de formas diferenciais se adapta
perfeitamente a uma tal descricgiZo (cf. ref. [11]). Aqui, porém ;
nos limitamos a utilizacgao do formalismo de formas para os cdlcu
los da tese como, por exemplo, componentes do tensor de curvatu-

ra, componentes do tensor de Ricci, coeficientes de Fock-Ivanen-

ko.

CALCULOS EXPLICITOS UTILIZANDO

. 1]
dota- Wiy A D
A A [
w g~ Y B¢ 9
n* de? wh A wg
8 Wig F ¢

A 1 A c b
_Q. B-‘-—":z—' R ech 8/\9

As componentes omitidas sao nulas.

i

I) Modelo Cosmoldgico {segao 3)
dst= dt? - A dzdl - CHD) (dxts dy?)

Escolhemos



%= dt- At)da dt= 6°- o
b'= - A(tlda daz- 1,0
pl= C(t)dx dx= Yo b2
93= C(i)o{y d7= 1/(: 93

tal gue
a’.SA:‘. 7‘%3 an gB - (9')1 _ (af)i B (BIJ.L _ (9,)1.

d6°= AA 90’“91 - ole:: A/A 9’/\51
A : P e ¢ gt p2
d-92= C/C BDAQJ-_ C/CB’ABL des-'-'- C/C 9/\ Bi_ /C B /\9
Por inspegao, obtemos ( Wug =—~ gy }
A 4 & .
oty Ay (0°-8) oy e G 0
. 4 . 3
“’1 = S © wi'y= ¢ 8
s ¢ 3
UJS = C/C B
e
L] - A o _ é ! - 6:
Y 40° = A TR Y a2 = Tl
| i . t_ ¢
XDH= A/A §33° o Y s = /e

2-formas de curvatura ( £, =- Qgs )
0°, = (% = Anc) ond* - (Y- ACrc) e'a b’
L7 =( C/C - Aé/AC ) orAp®- (% - Aé/ﬂ(:) o'h 6?
= - Alne) oant (. - L7 iy 02

ae . % . 3 . .&
Q=% - A%hc) o'n0’ = (e - Aac) a8}
Ag componentes R BCD

retamente
R 200 = -2 (€ - AC/AC)
Ro.zfz = ‘e(.c./c B AC/AC)

6 _ o L&
Rsag_— R513:“Z(QQ A AC)

do tensor de curvatura podem ser obtidas di-
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1

1 - Ac
Rzoaz‘kuz:"‘z(c/C“ /AC)
‘f c _ A
Rfaog“—'- 373 7 -Z(/ F'rC)
O tensor de RlC-l RAB = RDADB tem componentes

R < Roe R == (G = A)

II) Métrica Interior e Exterior da Estrela (segac 4)
dst= o (u,r)dul+ 2dudr "ﬁ"(u,") (d.(ﬂz-r s&n"’edja*)

Nossa escolha

0°= adu+t « ldr du= ot (6" e')

o' aldr ' dre x B

p*= (46 d40= R 3

pr= ponf g dip= (psind) B
implica

dsts 7y 07 g% (90 (80 - ()" - ()" |
d6°= - (x'+ &[42) o°n6" d o= ﬁ/ﬁx 6°A83—(ré//5,,-(""‘//5)9‘/\ 93+/§1c5t}9€%63
1

46" = - %2 0°0 0

. ﬁ/ﬁ“ 0°A e"-(ri//g,x - (%/s) 0'n 8"

e, por inspegao, obtemos ( w,,=- Wy, )
o H y o k f 2 -1 3
wf:-.(ﬂ('!"“'/“g)@-;’_:z@ u)s_._.._/& (,o‘rge‘@

“”sz:(‘é//szx" ﬁ"(//s)e*
= ’é//sc_x o*

w43 :(ﬁ/ﬁ“ "‘/5’0{/(5)93



144

As componentes do tensor de curvatura podem Ser obtidas diretamen

te, a partir de derivar exteriormente ,g € usar a expressao pa

ra fl,; - Resulta:
RG’?? = 2 &4 ')
Roza.z = ‘Z(/S"%//s;-x + ’("(lfsl//:..‘ féd!//gp( - {'5'//50(&)
Rz = _,z(}s'/{wz - [:3"//3 + {é‘('//sx __/s'x'//w)
Rasoz" 2(_/'3'//33{; _ “'/;/“/5 + 0(«"/5’//3 - o'(/S’/“/s)
Kﬁsﬂ = l(“{é’//g +/§x'/{5x + ﬁ//s""_l ~ ‘;(fs’/x/s)
’Qquz = 1 ( ﬁ/pwz -4 /5'//4 - /s".(//ﬂos’ + /%’(’//So( + /5”“’2/{5"' xx}s’//s)
R, - '3(13/{“1 2 Al _,3';,/,“4.,3««-23 + <y, )
Ry 2 (- 4 6+ )
| .

s D _ aCD .
As componentes do tensor de Ricci R,p ADE = ’7 Roapp) S20°

Rpp =~ 2ux'~2 «'*+ Yffe a4 Tafsy - 4 «Afs = V% s
Roy= — ‘lﬁ/ﬁo{a + ‘lﬂ"//s - ‘//3'0(’//,,,{ + ‘/ﬁ'a%“

= a ' Y ' g ’ 7®
R,= 2ux"1 Zo' "+ qﬂ/ﬁﬂ’z - 3’[3% - t/ﬂo%q-r ‘//so('/w-} ‘//3«"//5

+ s(p(ar'ﬁ’//g :

Riyp= Ryg=~ ‘//é’//g + .Z/.‘!"a(z//g + ¥ D{“’/”'//s“"%z - ‘//éﬁ’/ﬁa.fzp’zc(“//ai



APTNDICE 2

NEUTRINOS NO FORMALISMO DE SPINORES A DUAS COMPONENTES EM UM

ESPACO-TEMPO RIEMANNIANO

Este apéndicé constitui uma revisao suscinta do mate
rial contido nas referéncias [16] e [80] a [85] , para o forma -
lismo de spinores a duas componentes. Neutrinos no formalismo de
spinores a duas componentes sao tratados, por exemplo, nas refe -

réncias [82] a [84] .

Definimos, em cada ponto do espago-tempo, um espago-
-vetorial linear de duas dimensoes. Os elementos deste espago sao
funcoes complexas ordenadas

tf(x)' '
( ) ‘ (IT.1)

wlx)

Chamaremos este espago vetorial linear de espago spinorial e seus
elementos de spinores a duas componentes. Indices spinorials sao
denotados por letras latinas mailisculas e variam de 1 a 2. Nesta

~ - A I g .
convencgao, (II.l) & expresso por u (%X). Os spinores sao caracteri
zados por suas propriedades de transformacao com relagao a mudan-
ca de base do espago spinorial, num mesmo ponto do espago-tempo .

As componentes da matriz de transformagao de spin (SAB(X)),

n

W § g w (II.2)

sao funcgoes complexas arbitrarias, mas restritas pela condigao

det ($*)= 1 - (11.3)
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Estas transformacoes constituem o grupo que sera referido como
* ~ . . s
SLZ(x)( ) Spincores pontuados sao definidos como o conjugado com

plexo de (IT1.1)

A A * | '
wrex) = (wx) (11.4)

com as matrizes de transformagao correspondentes

. *
SAa(x)z (SAB(;:)> ' {II.5)

de modo que
A A 8 _
W §7; (II.6)

Indices spinoriais sao abaixados e levantados  por
meio das matrizes spinoriails BAB’ EZAB e suas conjugadas com
plexas

0 1 AB

655 = (_1 O) = & (11.7)
(0 1 gAB
8;‘5 =\.10 ﬁ {I1.8)
. com g propriedade
A A
£ &4 - % (IT.9)

Definindo

(*)

Os spinores uA(x) e as matrizes de transformagao g® (x) estao

B
associados ‘& representacgao (0, 1/2) das transformagaes de Lorentz
locais (2.8) restritas. Analogamente, os spinores pontuados uA(x)

e as matrizes de transformacao SA-(x)-correspondem a representacao

B
{1/2, 0) local.
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A ¥ - .
(o= £ Uy - (II.10)

Uy = & &,, \ - (II.11)

segue que

W, =y Y (II.12)

Em particular

at uy = - U, &0 =0 (I1.13)

Spinores de ordem mais alta se transformam como pro
. ) A8
duto direto de vetores de spin, por exemplo, W : se transfor-

A__B
ma como w v W, , sob o grupo SLz(x). Usando (II.2), segue gque

£iAL= S‘ X S &

Por (II.7) e a condicao unimodular (II.3) obtemos que

de modo que estas matrizes tem a mesma expressao em todos os sis

temas de base. 0 mesmo resultado vale para € e para as con

AB
jugadas complexas.

Um spinor hermitiano de segunda ordem & definido por

ch = UJCA
A hermiticidade & preservada sob transformagdes do SL, (x) e qual
guer spinor hermitiano de segunda ordem pode ser descrito por um

conjunto de quatro fungoes reais.

A correspondéncia usual entre tensores e spinores o



148

Je ser feita pelo conjunto de guatro matrizes de spin, hermitia-

kM
aas e linearmente independentes, G;_(X) , definidas em cada pon

ro do espago-ten ( ). Sob o grupo SLz(x) elas se transformam co
Mo
ot ) S";‘ . (x) © "’;cx) ' (LI.14)
- (x)= S5 b ”
£ 5 0) ,elas

Jom relagao as transformagoes de coordenadas

;e comportam como um guadrivetor covariante

6‘ )= 25 2x% Gj((x) 0 (II.15)
x's

Al
lstas matrizes de spin q; (X) permitem associar a gualquer ten

AB,KM, ... TE

cor pl? --- um spinor T tal gue para cada indice spi-

sorial corresponde um par de indices spinoriais, um pontuado e

“uatro nao pontuado,

TA&K;"... _ 6\":5 6\”“‘:' -,__ru‘
(IT.16)

— KH RS ...
...-...r.\’... B 4 ﬂ ,“" 6\," ’
! = ('1—) Gx-k& RS 7
de n & a ordem do tensor. Da condigao de hermiticidade das

gue que

TKMRS... - TMKSR...

Yt modo que o mesmo nimero de componentes em ambos os lados de
« - . = Cs s
A.16) é preservado. A realidade de tensores leva & hermiticida

de seus spinores correspondentes.

Estas guantidades foram intrcduzidas por Infeld e van der Waer

den em 1933, referencia



149

‘ A8
Numa base local (2.3), as matrizes q; (x) assumem

a forma

otwyz(”\ (;mcir:(j;) ) Faxh_ (0 -5), gtw'i_(::) (£1.17)

01; 3 % o
»

gue sao as matrizes de Pauli hermitianas e a identidade 2x2. As

correspondentes matrizes q;&) sao entao dadas por

&5 ° K
GVP (X):: e’h(d) (X) 0’“ " : (IT.18)

onde (e« ), (p )y, etc. denotam os indices de tetradas (ou iIndices
internos). As matrizes (II.l7) constituem uma representacao da

algebra de Clifford associada & métrica local ‘7”’ ,

~akn 24 PR S “p Ck 1
eI o P = 2y S¥ (IT.19)
onde . .
]
A pRS
6\kl:l - £RK 6\) 65{:1'
v T oA ¥
ou, em forma matricial €6f#= ¢ 0" ¢ . Analogamente, podemos ter
°x n °f . I o
R A L A z7f £ o (II.20)

Notemos que os indices vetoriais de (II.1l7) sao abaixados com a

métrica local ‘%% .

Formando o produto simetrizado de (II.18) e usando

(IT.19), obtemocs

. oy |
G";H(x) GopL D+ 0 ") G () = 23, () Sy (TT.21)

desde que, por construgao,

o«
O}Jw (x) = e,v-(d) (x) 69(/5) ) 7/3 (rr.22)



Usando (II.3) e (II.14) em (II.21) vemos que © campo métrico em
um.dado ponto do espago-tempo & o mesmo para todas as escolhas pos
siveis de referencial de spin. Uma conexdc entre as transformagoes
de Lorentz locais (2.8), (2.9) e as transformacoes de spin pode
ser feita utilizando-se (II.14) e (II.18) e supondo que as matri -
zes constantes (II.17) sao invariantes. Obtemos

LP

£ G S 8T O (11.23)

(8 (x)

ou

. © +
L(‘Z , (x) 6 A_ S(x) ¢ % § )
s

Por (II.19), ou diretamente, as seguintes propriedades podem ser

verificadas .
I3 6\,55 .2 SC S?
G;i b T A %3
. X (I1.24)
P KA _
¢ G;ﬁL_ 9 SL
o xS 'S
jo KA =29
o Coai = 2
A Qltima relagao (II.24) pode ser reescrita
1 KA RS
= - . I1.24"
P G 0% - e €as ( )
de modo que o equivalente spinorial da métrica Ipv sac as matri -
zes €
ALGEBRA DE SPINORES E EQUIVALENTES SPINORES DE ALGUNS VETORES E
TENSORES

Pela propriedade dc spinor EAB '

=- & (IT.25)
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tenmos a seguinte identidade
po

icitrnonta, usando (II.25)

rid
ok

ou, ex
- L e =0
€5 Eep T Cac Loy €an Epc : '

Levantando os Indices C e D, levando em conta (II.9j,poﬁemos re—

apcrever (IT.26) cono

cd C o & <
& & = S" SG—SA SB

A5
e contraindo com um 2-spinor arbitrario 729 resulta
= c (17.27)
?;s“ qgﬁ" 6&5 ?l
Para quaisquer dois spinores de primeira ordem ?A ' ’V ; temos

(1T.28)

Fa Yo = G h= s £ Y

,%A- sao proporcionais se e somente se  seu

de modo que ?A e
produto se anula. Também qualguer par de spinores kAJ }Al) com
A ] o
kA. f& = 1 pode ser tomado como uma base no espago de spin |,
desde que, por (II.28)

8 8 8 :
3‘A= Ky —-/uAK (I1.29)
Como ja vimos por (II.16), a todo vetor k° pode-
mos associar o spinor
A
(11.30)

Usando (I1.24) temog



Aé == kﬂ( = £ ‘ékcaz
Rk = 2 Ay €ca £55 K (II.31)
- ‘z de-tlkAsl

guer dizer
5 ‘ Ir.32
act PR = k" kg ‘ :
De {(II.32) tiramos gue k% & um vetor nulo (k-“ k x = 0) se e

= i . _ S

. somonte se kkbijAv . Além disso, se kX e real, kAB & her-—
mitiana isto &, kBB = PR o4 ’/'(.A '73 = %B 7]A, 0 gue implica

7A = A X% para algum A real. absorvendo A em X%, temos

(em resumo)

A A
8% real , R kyg=0 => k**-1 2'x (II.33)

Assim a todo vetor real nulo estd associado um spinor de primei-
ra ordem.
Vamos considerar um bivetor (tensor  antisimétrico

de segunda ordem)

-F“P = F[d{ﬁj

O spinor equivalente deve ter a mesma simetria

Faged = Fepas (IT.34)
e pode ser reescrito
4 f—
Fascs =5 (Fases —Feans) =
e (IT.35)
4 F F . . F * I — M .
= 'Z‘('-Aécé - }-CBAD + ["csao h‘;fma )
Usando (IX.27)
| . 5 30 ; I1.3
fAéC'i} = :l" (EAG ’_RB 5 * &3 I-'(;Jr:A ) ( 6)



Vamos denotar FCéA = ‘# AC Tenos

(PA c = CPCA

Analogamente denotando F_ -

Vil
Yok = Tis
* 1] *
Em particular, se F“F‘ & real, (¢AC) = QILA& ou (’%Aé) = cleC'

Assim

—

g €= £, P t+ € qaﬂ (11.37)

i

onde 4)AB & um spinor simétrico. Portanto um bivetor real deter
mina um spinor simétrico e vice-versa. As seis componentes reais

independentes de Fﬁﬁ correspondem as trés componentes complexas

independentes (?ll’ (#12 e 432. Pode-se também mostrar que
o equivalente spinorial do tensor de Levi-Civitta EEFXS é da-
do por
FRed L F L6 5 LR 6 oF of oS
abed = i(8 5 85 8 -8 8. 8 &%) (I1.38)

e entao podemos calculdr o equivalente spinorial do dual de F

e
¢

Fo:s = '.'a[' 6“{5 Fxs > ':(Eaa 4’&' ~ &4 ?Sm) (II.39)
de modo que

55((: = F«p o F«? ey P (I1.40)

Finalmente, wvamos considerar um tensor de 4 iIndices

C“f"f“’ com as mesmas simetrias do tensor de Weyl ou do tensox

de Riemann no wvazio
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Cospr = Cpares] = Cpong
(II.41)

C“’P“‘) = O

Usando procedimento andlogo na determinacao dds equivalentes spi

noriais (II.37) e (ITI.38) obtemos

& (I1.42)

s = E. En T G Cee Dasin
ABCDEFGR (P“” 8o FR

Coppos

' . # : . . I1.43
C“{sf*‘>+° c'(/ﬁ,.g\) —> ABCD Ein Cap ( )

onde #’AECD & um spinor de quatro indices completamente simé -

?AECD - ci)(azw«scn)'

tensor de Weyl determina e & determinado por um spinor simétrico

F R
de guatro ordens, c%)(ABCD) :%— C(Aﬁ‘ B CRD) °

trico, Assim, um tensor com as simetrias do

BASES PARA SPINQORES DE PRIMEIRA ORDEM E SEUS CORRESPONDENTES VE -~

TORIAIS

Por (II.33), vimos gue um spinor de primeira ordem

kA determina um vetor real nulo k% segundo

o 8
k= ¢ AB 5"2
2 ;8 re
A

- A
O vetor x% fica inalterado pela transformacao gz -»¢€

al., Vamos introduzir um spinor A, ue forma uma base com
p q

3417‘“":1 ’ anaz ZA 173"25’?.& (II.44)
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De acordo com (II.6), com estes spinores podemos construir os

guatro vetores nulos seguintes (e linearmente independentes)

gdzz% Fté 7A7é |
. 1 &\.‘ ‘& (II.45)
q“’=]?’ N 7
':;‘qt:f; % 257A
com 05 Qnicos produtos escalares ndo nulos k“,C“ =1, m“iix==

= - 1. Os dois primeiros vetores sao reais e os outros dois com
plexos, sendo um o conjugado do outro. A condicao de preservar
a base sob

2.:__> 34 359 (IT.46)

& gue

Y. '
A ‘7” e + A.z“ (I1.47)

Substituinde (II.46) e 2II.47) em (I1.45) obtemos

k% 5 4%

.-.6__' N ®
(I1.48)
I

A%

m¥ —> m“-} A* e

-i 0
sy m e ae kY

) ~ ~ ~ &
Estas transformagoes sao chamadas rotagoes nulas em torno de k.

Usando (II.44) em (II.24Y),
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i . Aé cu
?x‘b -7 0% G\;‘ €ac €52
resulta
3,7 kaep'fkﬁgw - 7”K;;ﬁ - s e (II.49)
\"”*i

Assim a base (II.45) constitui uma base de vetores para o espa =
go-tempo que & denominada base de tetradas nulas. Por (II.44) po
demos verificar que as transformagées {(IT.46) e (II.47)'ou(II.4®

deixam (IT.49) invariante. Denotando
£ « ®  — X | T
2= (&%, €7, m", (I1.50)

podemos escrever (IT.49)
o« ol - AB
Fap = 2y %o 7

AB . .
onde '7 & a matriz constante

O O O
O O O

0 0
0o -1 |~ 7AB
0

gque & interpretada como a matriz de Minkowski em coordenadas lo-

cais nulas (por exemplo, (U,V, X+iY¥Y, X-iY).

DECOMPOSICAQ CANONICA DO TENSOR DE WEYL

Vamos agora ver que o spinor simetrico ¢(ABCD)que
determina o tensor de Weyl (ou & determinado por ele) pode ser
decomposto num produto simetrizado de spinores de primeira ordem
Este resultado vale para spinores simé&tricos de qualquer ordem.

. A , . - . , ~
Seja g um spinor arbitrario e consideremos a expressao
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¢(§)= (})ﬁECD 2“232525;

4) (é } & um polindmio homogéneo de grau 4 em El e 22. Desde
que estamoz no corpo dos complexos (que & algebricamente fechado)
este polinomio pode ser fatorado em 4 fatores lineares em ( Zl,é%

(0 teorema fundamental da adlgebra garante a existéncia e unicida-

de da fatoracao). Assim podemos escrever identicamente

c%(z): (<, éA)(ﬁa 35)(Y. fc)(gpzp) (I1.51)

A - sy =
ou,desde que g e arbitrario,

= (1I1.52)
(PABCD - D((A PB fc SD)
Cada 1l-spinor da decomposi¢ao (II.52) determina uma diregao nula
e, portanto, o tensor de Weyl tem nco minimo uma e no maximo gua -

tro direcgoes nulas, chamadas diregoes nulas principais, o que per

mite a classificagao de Petrov-Penrose do tensor de Weyl. Como
exemplo, vamos considenar o spinor simétrico C#AB (associado,por
exemplo, ao campo eletromagnético). Neste caso, ha somente duas
possibilidades que dependem se as duas diregoes nulas principais

sao distintas ou nao:

Forma de #AB Nome do Bivetor Particao
Considerado
(})AB = %als) - geral [11] 4

7

Prp = %n %y rulo 2]

Os invariantes do campo podem ser expressos
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E‘(’ F“P ~J Re ("(AFA)

F F® n T (26"

- Fat , . -
Para o caso nulo ([2}) os invariantes do campo sao nulos, corres
pondendo & zona de radiagio do campo, onde as duas diregbes nu-
las coincidem. A classificag¢do Petrov-Penrose do tensor de Weyl

& feita de modo analogo, usando (IT.52):

Tipo de Forma de Equagao satisfeita
Petrov- Partigao (ib
Penrose ABCD ppr ABCD
B ,c 0
! [1111] (cho = Keafo¥e Sn) (P“CD o Ko A,
I - [211] (Fascn = ™y Ky e Vo)

D [22] ¢)A3CD = % s fre (o)

, AFO

c, P Y
cli)ABCD“ K= AoyKg ) AFO

T11 . [3]'] 74)“555: Kia X e £ _ ¢Aaco "= AR By Ko, AF

VN [43 4>A3C.D= Xy K Xe Xp ¢ABCD = Hpdg K #y

0 C'JPABCD =0

O tipo I é denominado algebricamente geral e os outros tipos, al
gebricamenter especiais. A hierarquia dos .tipos .de Petrov (especi
alizaciio no sentido I—> N) tem uma significagdo fisica considerd
vel na caracterizacdo das diversas regioes dos campos de radia -
¢ao gravitacional emitida por fontes limitadas (ver teorema de

"Peeling-off", referéncia [16] ).

DERIVADA COVARIANTE DE UM SPINOR E COEFICIENTES DE NEWMAN-PENRGC-

SE

A derivada covariante de um spinor & definida de mo
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do que 0 spinor derivado preserve todas suas propriedades de transg

formagao, com relacao ao grupo de transforma¢des de coordenadas e

ao SLZ(X):
V, k= o kAo T0 L KE ' (II.53)
onde
DA 1 | gat ¢ poal
' i“ 8:———(—{* 6}56 [ 6\’ 1% +{r‘-"(} G‘ J ('II.54)

Por (II1.53) e (IL1.54), esta derivada covarlante tem as seguintes

propriedades: linearidade, regra de Leibnitz do produto,

Vd £,5 = © (IT.55)

Al '
v, G =0 | (1I.56)
(IZ.55) e (II.56) sao suficientes para Vd ?P)/ = 0. Quando atu

ando sobre escalares, ela & a derivada parcial usual. (II.53) pode

ser expressa Ccomo

B _ & B
Vﬁa k= G'Ai Y& kR (IX.57)
Nesta notagao, as identidades de Bianchi no vazio sao dadas por
DE
- (IX.58)
v dfnacn =0

Vamos considerar a base de tetradas (II.50) determina

da pela base de l-gpinores | ZA,‘7A). Os coeficientes de Ricci com
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plexos szo definidos por
| oY
- 2 - - ' (II-59)
nﬁc = ‘%(A)-,uiw %ts) (e

D= doze coeficientes de Newman-Penrose podelt ser @Xpressos em

termos de (IT.59) ou na notacao (II.57), usando (IIL.45), pPOr

L= Ypro = Cpmy ™ 2 Z Z Vi le

n
o<
A
o
|
-
X
E7
3
§
M
\3
C\M
;.<3
>
ag
o

—_—— D i &
= "3,133:: -‘{/A'!“’ 'rnf‘m‘)-: 7A2A7 VAA 78
— A_, 8 '
== Yyga= = ey A= 2T Ve
— T A _A A
'“'Xfu"‘ /LIIP"“ €=77 7 V:ui73

! 1 a — M A_A_B
&= E"(Xm“b’m):*"(k,w ¢ k7 - gy T ﬁa):z 2 '7

(IT.60)

1 A 3 .
?(3,013 Y;_gg) (lef&-'.')’ e M - }A-IIQM m J— 2 2 v:hﬁ 75
1 . _ .
F: -E—(B'of,{— Xz-?z):—}(k}*llﬁ eﬁmg — m}"’”" M""m")=2‘7.¢l7 V
A
ra

¥= (3'011 - 3/231) = EL(‘&}*IN f'ﬁ ¢’ - ety "-"—"ﬂfg)'-' 7‘475582‘; 78
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As dez componentes independentes do tensor de Weyl (ou do tensor
de Riemann no vazio) podem ser expressas pelos cinco escalares

complexos independentes
' r Aozt P
Y o=~ Cﬁufr.&ﬂ7noéy7n = ¢hmm ¢ 2 ¢

Yo - Cpgr A7CK T = fraes 72T
- IT.61
A == 3 Cuvpr (K" € T L tar A~y I ﬁngza,}c?p ( )
— [ A_8B_c¢. .0
Y= - cﬂ,rf ke mfel = qbww 3777

Yoo Cpupe U3 AT Dy 777177

Pelas equagCes satisfeitas por <PABCD' no gquadro de classifi -
cagao de Petrov-Penrose, podemos concluir: (i) se o vetor nulo
x ¥ & tangente a uma congrudncia de geod&sicas nulas, X = 0 .
Al&dm do mais, se k" & um vetor nulo principal do tensor de
Weyl (determina uma diregao nula principal em cada ponto do espa
¢o-tempo) entao '?(3==0. (ii)} Se o tensor de Weyl & algebrica-.
mente especial, com dire¢ao nula principal degenerada definida
por k x P | X =0 e “fo = qfl = 0. Pelo teorema de
Goldberg-Sachs [ ], entao &= o. (iii) o tipo & Petrov II se

"fz # 0; Petrov tipo D se somente 'Vé # 0 em (II.61l), onde a
outra diregao nula principal degenerada & definida por fx(ou 7Ai.
(iv) Petrov tipo III se '%2 =0 , 'V3 # 0 e Petrov tipo N se

1#2 - jg =0 e ?Z # 0. Definindo as derivadas intrinsecas

D= A" °¢ 373" U ¢

]

2 x4 .
¥ (IT.62)
qu aj::g?%q) I1.62
. Ay
3{) 5_%:75 Vs ¢
0¢=t =" ¢
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e fazendo todas as possiveis projecoes na base (II.50) das ilden-
tidades de Bianchi (por exemplo, para o vazio)

“ppd
C 0 = O (IT.63)

bem como das identidades de Riceci

= & (I1.64
2(&)«:1(51!)’ - f(a)d“b’”f* = K «ay 2eave )

e usando a notacao anteriormente introduzida, obtemos as equa -
coes de Newman e Penrose[84] (para o vazio) que, para uma esco -
lha conveniente de coordenadas, permitem obter classes‘muito ge-
rais de solugOes das equacgdes de Einstein[87]. Estas eguacoes
poderiam ser analogamente obtidas, usando-se as expressoes sping
riais correépondentes (por exemplo, (II.58) para identidade de
Bianchi no vazio; para identidades de Ricci, conferir literatura
citada) e tomando todas as possiveis projegoes na base (zzﬂ 7AL.

Como ilustracao, considerar (IT1.64) no caso A=0,

kaul/sug - kduxup = «Rs,({sb, ke

e a projecdo sobre m% m ¥ xf

(Redﬂx ka)wqﬁrkﬂ = (k_a'u(sn)’ - k.,(nYn{g )m"‘ﬁrkﬁ (I1.65)

Usando (IT.49) podemos escrever

m“-;;iY:: _ %O(b'-{_kv(g‘fi_hrﬁﬁ_wfﬁﬂf

e 0 lado esquerdo de (IT.65) fica

v o £ —
REapy kek® (- g ¥k €74 N I A

ou
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ke ) me T kA 2L R R¥AS

£
(R 7+ Kus

K‘,{;Y
Do lado direito, por exemplo,

w Y kA (R 58 kEyy mIm®

O TR

kﬁ,ﬁfs Hr «QS3

e usando as definigdes (IT.60) e (II.62), e (IT.49)

o — v o B mmo i) RE o V&
Ruigiy mEm Tkl S - kg (kﬁe? thy 8= g = rmg )h"fw o

De novo usando as definigdes (II.60)

Renuy 77 m*k? = S§X— X(xt3) +0T+p*
Analogamente

_ _ _ . _
k,("”ﬁ M ¥ k7 = (kamx ¥ ¥ ap k- kaﬁly 7"‘“’11/5"'" k- k.(:lr W”wﬁﬁh";—

= Df— kn(”r 3; Wgn{s';;\rhﬂ-kxur 5; '):lg”/s'?ﬂ'(kﬁ

Usando (IT1.49) e as definig¢gOes (II.60), finalmente (II.65) pode

ser reescrita

Do— 8= g%+ OO+ (84E) g~ ZT - X(3wif- )

' (IT.65)
1 KA

+ = Rys R¥ K
2 %

Temos ao todo 18 equacgoes deste tipo, correspondendo s identida-
des de Ricci projetadas. Para o vazio a Gltima parcela do lado di
reito se anula. Para outrds campos, usamos as equagoes de Einstein

- LAY S X 7 1
R“ﬁ:k(-r“ﬁ._"} | ?xfi) , de modo que em (II.65) :Qq,ﬂk kP= /,ﬂlz A7

No caso do neutrino ou campo eletromagnético,as iden
tidades de Bianchi (IT.63) se modificam para

o T pelaip] | (IT.66)

1
uv“‘z‘
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onde usamos as equagoes de Einstein R“ﬁ = Tﬂ’/ﬂ . As equagoes

projetadas conterao termos correspondentes s projegdes de Tx[s na

base {(I1.50).

NEUTRINOS NO FORMALISMO DE SPINQRES A DUAS COMPONENTES

No formalismo de spinores a duas compconentes, um cam
po de neutrino no espago-tempo & descrito pelo 2~spinor ZA(X) ’

que satisfaz a egquagao de Weyl para o neutrino

G'“A A(x) % E‘(x) =0 - , (11.67)

o . : :
onde O\'Afx e Voc sac definidog em (IT1.18) e (II.53), respecti-
vamente. Em cada ponto do espa¢o-tempo, o campo de neutrino ZA(X)

determina uma diregao tangente ao cone nulo local

‘j«= Gdfmi 5‘55 (I1.68)

-

No que se seque, fazemos a hipltese que a dire¢io nula determina-

da por EA & uma direcdc nula principal . Isto implica "f‘o = 0.
A partir de %Ar vamos construlr a base (ZA,'?A) com EA "7A=l ’
que determina as tetradas nulas (II.45). & equagao do neutrino
(IT1.67)
A
Vi 3 =0

pode ser reescrita
AD B

e usando (II.29)
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(ZA‘75—§5'74)VAL§5 =0 ' (II.67')_

Projetando sobre ZA e ‘7A' obtemos, respectivamente,
A oA B A oA 280 - , I1.69
5?7%3?8“7?2vﬁ358_0 ( )

?4 7 78 Vai 25 - ’]A 7A?BE; 3g= 0 (I1.70)

ou, pelas definigoes (II.60)

E-g=o - (II.69)
F__-C =0 (IT.70)
gque expressam as equagoes de campo do neutrino no formalismo

NP (notemos gque o0 spinor do neutrino & determinado por (ou deter
mina) uma direcao nula principal em cada ponto do espago—-tempo ,
sendo que suas equagoes de campo implicam nas restrig¢des adicio-
nais (II.69) e (II.70)). O tensor momentum-energia do campo de
neutrino tem forma analoga ao seu correspondente no formalismo de

4—- spinores

. A A LA (II.71)
To= i{3" Gai B 2" -G & w27
Podemos reescrevery (II.71) como

Lo s AB . A L AB
Tow i 0w 3" €™ % do + G 37 M e

SRR FIERONE AR P
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Usando f_‘AB = ZA"yB - EB ’]A e (IT.45), resulta

:\,’?i{"‘:x 78"75 25 ~ T x EBV/S s _+;k(-" 73V‘38

L 8 3 by o,
- PtV ds ks 7Y 3g tms 2 .V« 35—k« Vi3
] PR LTS I
As expressbes tipo ’7 Vx ZB podem ser escritas em termos dos

T;’ﬁ (IT.72)

coeficientes de NP e das tetradas (II.45): por (II.16)

CA éi 2
6\;{558'6 7 EAE&

1 AL 3 ' 1
7 Vet KT i Ze s o

e usando gCA = zC 7A —ZA 7C '

‘76?‘ 25: E,L 6:“_) (Zcéi'u,]a?i_ zczﬂ,7A75_'7.:262@7;*‘7:75?4\?5)73zﬂzs

u
7 W g,= £ (P ke = aomgm gt s eb)

Tratando os outros termos em (II.72) de forma andloga e usando as

equagoes de campo (II.69), (II.70), obtemos

T

e VZ i { 2(r-7) kika +(g-5) 9(Aa be) - Jus )

-2 6:'7‘"-(”"‘/5 + 20\’;‘«"”7‘/8 + 2% Ly wﬁ) + (II.73)

=2 byt 2{2T =) ki ™M)= (2T~ 2)}%«7",‘)}

Assim vemos que a forma do tensor momentum-energia do neutrino de

prende fortemente das propriedades da congruencia de geodésicas nu
L N ks A -

las, determinada pela direg¢ao nula principal Z (campo do neu -

trino). Se a congruéncia & geodésica Y =0, sem distorgao 0 = 0,

- 2 1 ' ¥ N s
e sem rotagao ( W™ = 5 k[“”{g] k ) se (¢-%) = 0. |
Na integragao das equagbes de Newman-Penrose, para

uma métrica solugao das equagoes de Einstein tendo neutrino como
fonte de curvatura, usamos a expressao (II.73) (por exemplo, em

(II.65) e (IT.66)) cujas projecoes na base (II.50) (notemos gue
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£

« — - -~
k. 4 = -m, m =1, outros produtos nulos) serao fungoes so

mente dos coeficlentes de NP (II.60). Para exemplo de uma integra

¢c30 simples com neutrinos, ver referéncia [53] .
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