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INTRODUGXO

As equagles de Navier-Stokes descrevem a evolugfo de um
flugdo, possuindo determinadas propriedades, denominado flu{ﬁo de
Stokes~Newton. Em situag¢des simples, como movimentos unidimensio
nais, estas equagles sfo resolvidas com facilidade.

Aqui estamos interessados na questdo de existéncia e u=~
nicidade de solug¢des do problema de Qalor iniéial, para o sistema
de Navier~Stokes; no caso de um fluide viscoso incompressivel;
Tal problema foi estudado por S. ItGl gque mostrou a existéncia e
unicidade de sclugles cldssicas usando um método diferente do usa
do aqui., Kato e Fujita em [8] e [10] demonstram existéncia e uni
.cidade do problema de Cauchy para o sistema de Navier-Stokes. O
presente trabalho consiste de uma exposicfo autosuficiente dos re

sultados de Kato~-Fujita,

No Capitulo I faz~se uma revisfo rdpida dos conceitos
e resultados necessdrios para a dedugfo da equacgfo:

o} g%-: pf + div T

que descreve ¢ movimento de um meio continuo qualquer, onde p &
a densidade, u € ¢ campo de velocidades, f a forga externa por
unidade de massa e T o tensor de tensdes. Ainda como revis3o,
encontram~se no Capitulo II as condigBes a serem impostas ao tene

sor de tens8es T. a fim de que a equagdo descreva o movimento de

1 The existence and uniqueness of regular solution of non-sta-

tionary Navier-Stokes equation -~ J., Fac., Sc. Univ., Tokio =
Sec I, 9 (103-140) (1961)
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um fiunido viscoso incompressivel e chega-se ao sistema de equacgdes

de Navier-Stokes:

2—:—}:%— Au -»%'—Vp + (ulv)u + ¢

onde K € um coeficiente de viscosidade.,

No Capitulo IITI considera<se um fluido viscoso incom~
pressivel ocupando um aberto {Q < RB, limitado e conexo, e resolve~
se no L2(Q) o sistema de Navier-Stokes, com condig¢fo homogénea
na fronteira e valor inicial da velocidade conhecido, isto &, re-

solve-~se o0 seguinte problema:

5z = 0u - vp - (ulv)u + f x€0 +>0

Ve u=divu =0 x € Q t >0
,aQ = 0 t >0

u|t;0 = a(x) x € Q

Para isto consgtrdi-se o espago de Hilbert H(Q) cujos
elementos satisfazem a condigfo de fronteira do problema e pos-
suem divergénoia nula ., Isto pode ser feito devide ac fato de
que dado um campeo vetorial solenoidal w(x) qualquer pode=se
construir um outro campoe solenoidal u(x) +tal que uf(x) assu-
ma um valor dado na fronteira de {1, Além disso, L2(Q) pode
ser decomposte na soma direta de dois subespacgos ortogonais
E(Q) e G(Q) onde E(Q) € o fecho, na norma do LZ(Q), do
conjunto das fungdes u E'Cz(Q) com divergéncia nula e G(Q)

0 fecho de conjunte das fungSes v = grad 9, @ € ¢c”(Q).
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A construgfo de H(Q) e a decomposicdo de L2(Q) estfdo no Apéndi
ce 1. Existe uma projegido ortogonal P, definida em Lz(Q), que
projeta Lz(Q) sobre E(Q2) paralelamente a G(Q). Através da

projegio P o sistema anterior se transforma em:

d
E% = Phu - P(u|v)u + Pf

(*)
t=0 = e

que € Um”prahlemaudeuva&orwinicﬁal;mpéréfﬁﬁd'equaggo'diferencial
YL
,qem  LZ(Q).
A iddia bdsica para resolver este problema de valor
.iqicial € transformd-lo numa equaggo integrél.abstrata e utili-
zar o métodoe de aproximagges sucessivas de Picard. Fazendo a
extensdo auto-adjunta a E(Q) do operador -PA bo&éﬁos escre-

S

ver o problema de valor imnicial anterior na formas

E%~= ~Au + Fu + PTf
u = a
1 t=0
sendo A a extensfo de Friedrichs de _fPQ“:er Fgu;af?(ng)u. .
Como =A gera um semigrupo continua ”Stfjl;ué:%ﬁhu;;;ﬁ;fb;ma—se

& prioblema de valor inicial (*) na equacgfo integral abstrata

seguinte:
t -t

(**) u(t) = R f e”(t_S)A Fu(s)ds + ( e_(t-s)A Pf(s)ds
0 O
0O problema reduz-se a mostrar que uma solugio u da
equagdo integral (**) & tambédm solugdo do problema de valor ini-

cial (*). Ainda no Capitulo IIL sfo apresentados, em forma de



el

lemas, os resulitados necessérios para a construgdo da solugfo da
equagdo integral, que faz-se no Capitulo IV, utilizando o método
de aproximagdes sucemsivas, Mostramos também a unicidade. Ainda
no Capftulo IV deduzimos que a solucZo u da equagfo integral ¢

diferencidvel e & solugfo do problema de valor inicial,

Como conclus®o, fazemos no Capftulo V uma breve conside

ragfo mobre a preas®fo p asamociada ao campo de velocidades u.,

No Apéndice 1 estd a decomposigo de 1°(Q) na soma di
reta de dois subeapagos oritogonais E(N) e G(Q) e no Apéndice

2 apresentamos & extensfo auto-adjunta, a E(N), do operador P,

No Apéndice 3 encontra-se um resumo da teoria dos semis

grupos continuos,

CAPITULO I

§1, Considerag¥es Iniciais

0 movimento de um fluido d represenitado matematicamente
por uma fungllo contfnua do B> no Ra, No caso de uma iunioa pay
ticula,; ae fixade um sistems de eixoa cartesianos, o seu movimenw

to pode ser desorito dando suas coordenadas como fung8ea do tempo:
%y = x;(%) Xy m %,(%) Xy = xa(t) (1,1)

Pordm; me tivermos uma porgfo de fluidec em movimento

(gds, 1lfquido ou sdlido eldstice) devemos ter um conjunto destas
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equacdes para cada particula do meio. No entanto, cada particula
pode ser caracterizada por suas coordenadas em qualquer instante
t dado, por exemplo, t = to. Assim, as equacgdes das trajetdrias

das particulas podem ser englobadas num conjunto de trés equacdes

dependendo cada uma delas de trés constantes:

*1 = x1("01*}‘02’}‘03*1’)’ o = x2(x01*x02’x03?t)
(1.2)
Xq = X3(x01,x02,X039t)
sendo X9i xi(to) i=1,2,3.

Estas equagles nos d#o, no instante t, a posigl@io da

particula que no instante t = to estava no ponto X, de coorde~

nadas x01,x02,x03.

Supfe~se que as fun¢Ses que ocorrem nestas equagdes sa-
tisfazem certas condig¢des de continuidade, podem ser resolvidas

em relagao a x i=1,2,3 e Xi se reduz a x quando

0i? O0i

t =+t , isto €,
O
x ::x:,(x
1

0i 01°%02°%03+%,) 1 = 1,243 (1,3)

As velocidades das particulas sdo vetores cujas compo=
nentes sdo as derivadas das coordenadas em relacdo ao tempo:

dx.,
1 g
M, = ———= X

i dt - i(XOlixozsxOBSt) i=152’3 (1‘1")

Estas equagles dao a velocidade de uma particula do
fluido em qualquer instante t em termos de sua posigao no inse-
tante t = 1,;(?;r Porédm, muitas vezes, o que queremos saber € a ve-
locidade com;a qual o fluido passa por um ponto dado do espacgo
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num instante qualquer t., Para isto, teriamos de saber a locali-
zagdo, no instante t = to, da particula que no instante t pas-
sa pelo ponto de coordenadas X15Xy,Xq. Basta entdo resolver as
equagles (1,2) em relaclo a X01°X021%Xg3 © substitui-las em (1,4)
para obtermos:

dx,

;= gp = 04 (x 0xp.xg,t)  i=1,2,3. - (1,5)

§2. Definicles e Notacgles

Suponhamos um fluido ocupando uma parte aberta Q do

3

R, ! um aberto limitado e comnexo contido em Q e 3, a frone

teira de (), uma variedade de dimensfo 2 e classe 03. Um ponto

x de Q sera indicado por suas coordenadas x = (xl,xz,x3).

Indicaremos por @ o conjunto Q X [0,T), O0< T< =,

T

e um ponto genérico de Q, serd escrito (x,t). Deste modo, as

express8es (2), (3), (4) e (5) do pardgrafo anterior se escrevem

regpectivamente:

x, = x, (x,,t) (2)!

X, 4 = xi(xo,to) (3)!
dxi

w, = gr—= xjlx,,t)  i=1,2,3 (&)
dxi

Consideremos a aplicagfo (2)!', isto €,

x,8 Qn = QX [0,T) » R

(6)

(Xo,t) -+ xi(x,t)
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Vamos supor que X 6 de classe C em Q. e se
(xo,t) € Qn o jacobiano da transformagdo (6)!, J xi(xo;t) £ 0
para todo (xo,t) € Qp. Entdo, dado qualquer ponto (xo,t) € Qp
existe uma vizinhanga B((xo,t)) de (xo,t) (QT ¢ aberto) tal
que B((xo,t)) C Qps Nestas condigles, a restrigfo de x;, a
B((xo,t)) ¢ biunivoca, existe a inversa de x; om B((xo,t)),

a3

sendo uma aplicacfo de classe

B((Xo,t)) por xi i[sj

Sempre dque empregarmos a palavra volume queremos sig~

definida na imagem de

nificar a medida de Lebesgue de um aberto  C QT° Pelo que
foi dito antes fica entendido que o interior de  estd inteira
mente ocupado pelo fluido em estuido,

Vamos definir agora uma aplicagfo @ biunivoca e so=

.ti

bre, tal que:

9.0t 0(¢) (2.1)
isto €, a aplicagdo ¢, associa a cada t € [0,T), O0< T< =,
um abertoc conexo limitado do RB, por exemple, o interior de uma
esfera de raio r = r(t).
Em geral, quando t varia em [O.T), o volume de

Q(t) ©(Q(t))), n¥o permancce constante. Vamos supor que no
instante t = 0 o volume de 0(0) seja u(0(0)) e num instante
t qualquer, t > 0; seja M(0(t)).

Sabemos do Cdlculo que vale a relagfo, W{(Q(t)) =
= | Tk (Q(0)) sendo J = detcgzig) o jacobiano da transformagdo

(6)F (isk = 1£233)'

Nestas condigdes J = J(t) & bem definida, Vamos
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£ aJ
calcular J “'E%'Eh]

Ox
Seja entdo w(t) a matriz Gg;&—ﬁ e w; ~um seu ele-
N OWik 3 3% K ax;.  Bu
mento; Teremos entdo -y3— :-g;{ax ) = % ng—) =35 s ©
ok ok ok
Bwik aui ( )
_'_“_'—zﬁr., = 2#2
ot ik axok

A expressf@io anterior pode ser escrita como:

Bwik aui aui Ax ,
3t = 3¥x T ¥x, dx J=1,2,3 (2.3)
ok J ok
Assim,
qu. 3x
dw!t) i j
= g ) (2.4)
J ok
du, A%,
Chamando axl = aij e ij =-§§Q—- vemos que {2.4)
j ok
pode ser escrita como produto das matrizes a(t) = (aij)
“(t) = b)) o
dwit
%(:-—-)- = a(t)w(t) (2:5)
com
3
T )ik g i3% ik (2.6)

X,
Teremos ent¥o de J = det(ax1 ) que J = det w(t) e

ok
F =-§¥-(det w(t)).
Mas,
1)zrll ﬁl2 1:7.].3
J = Wa1 Wan Waj + ﬁ2a + ﬁBa (2.7)
Y31 Y32 Y33

onde estamos indicando por W.

io um determinante semelhante ao pri
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meiro em que a i«g€sima linha foi derivada em relagdo ao tempo.
Considerando a relagdo (296) e uUsando propriedades elementares
da teoria dos determinantes, o primeiro determinante de (2,7) po-
de ser escrito na forma a det w. Procedendo do mesmo modo com

11

os outros dois determinantes obteremos:

3
aJ A
ar = 211 detw + a,, detw + a4 detw = detw iil a; s
Lembrando que a,, =3yz— e que iil_ggz_: divu, vVvem
finalmente quez:
3 du,
dJ _ i ;
g5 = detw _2 sy = J div u (2.8)
i=1 i

Considerando as expressdes (3') e (€!) concluimos fa-
cilmente que J(to) = 1 (vide observagdo).

Assim, se o fluido se move sem que haja variagdo de vo=
lume conclui-se que div uw = 0 e neste caso o fliido € dito ina

compressivel. FE claro que o fato de %%- ser nulo ndo implica
que uma segdo transversal de ((t) seja constante quandé t va=
ria. De fato, BQ(t), a fronteira de Q(t) pode pulsar desde

que sujeita &4 restrigdo de que o volume de (Q(t) seja constante.

Observagdo: De %%Az J div u obtemos, fazendo div u = a(t) que:
dJ
“af_E"=G.(t)J
dai :
e dai que &
‘L a(s)ds
J(t) = 3(¢,) e ° 0s t < t<T

Como
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3 (x X nsX. n)

ol? 027703 .
= = 1 H

J(v,) 5%y 1 1 %02 %ag) por (3%)

ven Iﬁt o (s)as
J(t) = e ©

ou seja

0< J(t) < w, t € [0.T] 0< T< = (2.10)?

Consideremos no R3 uma base ortonormal de vetores

{91’92’93} e um produto escalar (<|-) definido por

(ulv) = J8, uv; se u.ve RS, Se ja o operador diferencial V
definido em B = {f; f3 R + R, T € Cz(Q), Q c R3} e com valores
no R3 dado por V = g -gé——e s

i=1 °%; 1

Seja F € CB(QT), uma fungfo real (ou vetorial) defi-
nida em QT gue descreve uma propriedade gqualquer do fluido.
EntZo, F como fungfo de t estd bem definida e podemos estudar
o comportamento da propriedade representada por F gquando +t va
ria. Vamos supor inicialmente que F € uma aplicagfo numdrica,

Neste caso teremos:

F: @ x [0,T] » R
(x,t) » F(x,t) (2.11)

A variagdo da F com relagfo a t & dada por:

3 d3x. .
dF 3F i BF
dF _ 5 ; 2.12)1
at = 42, 3x; 3t ' 3% (
ou
a g 3T L 3F | (u|vF) + 2F (2.12)
at T 421 Tidx, T3E T WM 3t ’

onde V e (*Iq) sfo os definidos anteriormente. Se F for



uma fun¢do vetorial em (2.12) escreveremos:

ﬁ% = (u]v)F + %%— | (2.13)

Pl .
Se o fluido em quest@o for ndo homogeneo e ndo estacioe

nario, isto €, se suas propriedades variam ponto a ponto no R3
e com O tempo e se em (2,13) F representar, por exemplo, o came-

po velocidades, entdo:
a = e o= (ulv)u + '3‘? (2.14)

e esta expressdo nos diz que a aceleragfio de fluido € a soma de
. . i . . .
duas contribuigdes: uma € conseqiiencia do cardter nfo estaciondrio
. -’ au ’
do movimento e € dada por 3¢ © @ outra dada por (u|V)u ¢ de-
corrente do fato de o fluido nfc ser homogéneo e a velocidade va=-

riar ponto a ponto no mesmo instante +t.

§3. Um Teorema de Transporte

Seja Q(t) wum aberto conexo limitado que se mMove com o
fluido e wvamos supor que Q(t) €, em qualquer instante t
(t ¢ [0,T)), sempre constituido das mesmas particulas, No que se=-
gue, para facilidade de notag¢fic, vamos indicar o volume de Q(t),
“{((t)), por V(t) ou V e a drea da superficie de 30(t) por
s{(t) ou S, lembrando sempre que (%) estd nas condigBes de
(z.1).

Nestas condigdes a integral j/ 4V, F de acordo com
. .
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(2.11), é uma .fun¢gfo bem definida do tempo, e podemos entdo cal-

jo R

cular E%J/( )FdV. Vamos mostrar inicialmente que
Q(t

df f dF .
= Fav = =— + F div u)dv.
at g (4) a(e) oF

Lembrando as condig¢8es da definig®o de (2.1) e usando

(2.8), (2.12) podemos escrevers

d )F(x,t)dv =4 P(x_,t) J(t)av

dat Q(t 9t ‘5 (o)

=fﬂ(0) %(F(xo,t)J(t))dV = [Q(O)[J(t) ‘;——-Ft + F %—Jdv =

{1

=fﬂ(0)[.:r(t) g% + F J(t)diva]av =f + P divu]J(t)dv

| Q

Q(t)

dF
(O)[dt
(§ + F diva)av(s)

e obtemos:

%fn(t) F(x,t) av(t) = fﬂ(t)[% + F divu]dv(t) (3.1)

Usando agora a relagaos

div(Fu) = F divu + (u|vF) (3.2)

(F funcf®o numérica) o integrando do segundo membro de (3.1) pode

ser modificado da seguinte maneira:

%‘Efﬂ t)F(x,t)dV(t) = (Q(t) % + P divu]dv(t) =

= div (Fu) dv(t) + oF av(t),
fo(t) (rz(t)“’T
onde usamos a relacdo %% = (u|vr) +'%% .

Empregando © teorema de Gauss podemos escrever
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Q?J; F(x,t) av(t) = Lg(t)F(u[v)dS(t) + fé(t) %%-dv(t) =

T av(t) + gg(t) F(ul|v)as(t)

%"g&(t)F(xst)dV(t) =g—t-£(t)F(X,t)dV(t) +faQ(t)F(u1v)ds(t) (3.3)

sendo a derivacgfo, no primeiro termo do segundo membro, realizada
num instante t fixo, e Y um unitdrio normal externo & 3Q(t).
A relagfo obtida em (3.3) nos diz que a taxa de variagao temporal
de F em Q(t) € igual & taxa de variagfo, no tempo, de F em
um O fixo, coincidindo instantaneamente com Q(t), t fixo,

mais o fluxo de F através da fronteira 30(t) que limita QO(t).

§4. A Equagdo da Continuidade

Ao estudarmos o movimento de fluidos, uma lei de conser
vagido importante, entre outras, € a da conservagido da massa. Va-
mos supor como na secgdo anterior que (O(t) seja sempre constitui
do das mesmas particulas e se move com o fluido, Seja ¢ uma

funcfo numérica definida em Q p € Cl(QT), com as dimensdes fi

T’

sicas de massa por unidade de volume. Assim, a massa de fluido

contido num Q(t) & dada por M(t) = f‘( )p(x,t)dv sendo uma
ai(t

fun¢fo bem definida do tempo. A afirmagdo de que a massa de flui

do contida em () € constante equivale matematicamente a4 expres-

sdo dgtt) = 0, Teremos entdo:



0 = %ﬁ_: _g_fg( )p(x,t)dV@
t

Mas:
%[}(t) p(x.t)av = %—tﬂ‘z(o) p(x_,t) J(t)av =
=fg(0) & (p(x,.4)3(¢))av = fﬂ(o (@ 5 4+ p T diva)av =
49(0)(%’_; + o divu)a(t) av = fﬂ(t)(‘—j% + p aivu)av.
Logo:

dt

aM(t) _ l;(t)(%% + p divu)dvV = O (4.1)

Como o integrando em (4.1) & continuo e portanto limita
do no fecho de Q(t) e t € [0,T) € qualquer podemos concluir

que a relacgdo (4.1) implica que:

—fT‘fc— +p divau = O (4.2)

que é a equacgdo de continuidade para um fluido de densidade p e
é uma condigdo necessdria e suficiente para gue a massa, contida
em um ((t) que se move com o fluido, permaneca constante duran-
te o movimertnito.

Usando (2.12), (3.2) a equacio de continuidade pode ser
escrita do seguinte modo:

%)1‘3- + p divu =—a—i + (uIVp) + p divu =

3 .
='§%'+ div(pu)
3p

g%-+ p diva =% + div(pu) = 0 (4.3)
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Observacdos Vamos obter agora, visando aplicag¢8es posteriores, uma

relagfo importante vélida para uma fungfo F € Cl(QT}
numérica ou vetorial. Se F satisfaz estas condigles e p & a
fungfdo densidade definida anteriormente consideremos a funcfo |
dada pors
t(t) = f p(x,t) F(x,t)av (4.4)
2(t)

Podemos ent#o calcular a derivada da ¥ (t) em relagdo

ao tempo. Teremos:

G(e) _a pF av = & b F Jdav = & (pF Jav =
dt T (4) Eﬁg(o) [n(o) Tz (P )

%fn(o)(g_f (PF)J + pFJ divu)av =[rz(o)(%_’° (pF) + pF divu)Jdv

—
=

($z(PF) + pF aivu)av.

(Q(t)

0 integrando do dltimo termo escreve-set

%ﬁ«(p:ﬁ‘)+deivu=EEF+pg%+de:Lvu=

dt
= p %% + F(%% + p divu) = p %E

em virtude de (4.2). Obtemos finalmentes

%%(fl(t) pF av = fn(t) o & av (4.5)
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§5. Consideragles Dinémicas

Até agora obtivemos relagses entre fungaes gue represer=
tam propriedades cinemdticas do fluido em movimento. A seguir con
sideraremos a dindmica do fluido que se move, isto &€, vamos encon-
trar relagles que governam a agfo de forgas, externas e internas,
sobre o fluido. SeJja ent®o um fluido, em movimento descrito por
um campo de velocidades u = u(x,t), {Q(t) wum aberto nas condigdes
de (2.1) que se move com o fluido, Q(t) e 230Q(t) sempre consti~
tuidos das mesmas partficulas.

Nestas condig¥es 1(t) estd sujeito 4 aglo de forgas
externas e internas que modificam seu movimento. Aqui, por forcas
externas queremos significar aquelas que dependem da quantidade
de massa ou do volume vezes a densidade do fluide. S#o forgas
que agem em todo elemento de massa do fluido e sfo transmitidas
sem necessidade de contato ffsico entre o meio em consideraglo e
0 que causa a presenga da forga, S8o0 geralmente chamadas de
ﬁbody foroes"., S&o forgas deste tipo, por exemplo, as gravitacig
nais e magndticas. Tambdm ((t) estd sob a agfo de forgas que
agem nea superfiole que limita ((t) e dependem de contato fimico
entre o meio que causa & forga e o meio onde ela é tranamitida.

A estas ohamaremos forgas internas.

Vamos representar por f wm f£(x,%t), definida em Qs &
forga externa por unidade de massa ¢ por ¢ = o(x,t,vV) a distrie
buigllo de tens¥es (forga por unidade do drea) em 30 (t) exeroida

pelo fluido exterior a N(t): ¢ = o(x,t,v) depende em oada ins=

tante 4, da normal externa & 8f(t), VvV = v(x,t). Vamos supor
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ainda gue tanto f = f(x,t) como 0 = o(x,t,v) s80 continuas e
integrdveis, no sentido de Lebesgue, em Q(t) e 9Q(t). Assim,

podemos escrever que a forga total que age em Q(t) ¢ dada por:

fﬂ(t) pf dV + faQ(t) ods (5.1)

A quantidade de movimento linear total do fluido conti-
do em Q(t) & dada por:

pu dv (5.2)

L}(t)

e pela segunda lei de Newton podemos escrever:

Sl emav= |

o (t) o (s) pf dV + f ods (5.3)
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A relag@o (5.3) nos diz que a variag®o, no tempo, da
quantidade de movimento do fluido contido em Q(t) € igual 2
forga resultante que age em Q(t).

Usando a (4.5) podemos escrever a (5.3) na forma:

U gv - + .
‘é(t) P 5¢ av ﬂl(t) pf dv I;Q(t)cds (5.4)

Suponhamos que o volume de Q(t), num instante t, fi-
x0, seja equivalente ao volume de um cubo de lado 4, isto &,
ula(e)) = 47.

Dividindo ambos os membros de (5.4) por 12 obtemos:

1
s P —— dV = = pf av =1 o(x,t,v)ds (5.5)
%Z{Q(t) £(t) faQ(t

Vamos tomar o limite de (5.5) quando K {Q2(t)) » 0 1lem

brando que os integrandos sf3o fungdes limitadas em f{l1(t) e que



as integrais em (5.5) existem.

Teremos: [ 15]

1im L f' c ds =
H(Q(t))"o'b Q(t)

ET U gy - 1im L { £ av.
k(@ (t))s0 ¢? Ez(t)p dt w@(t)) ¢? Q(+) i
Porém,
lim |Ls as| s lim —l—~f du gy
u(t))sole Z«LQ(t)G H(Q(t))r0 42 Q () P dE '
, 1 1 du
+ lim —5 pf aAv, < lim — av
k(2 ()0 &Zﬁ(t, 1 (@ (t))s0 ¢ fg(t) S
+ 1im 1 £l1av lim M av
u(Q(t))s0 27 (Q(t)lp I Su(ﬂ(t))-po& fﬂ(t) '
+  lim N f av
u(ﬂ(t))»O L2 o
onde
= s d—u- e = s -
" D% R T
Mas, ( av = u(Q(t)) = 43 por hipdtese.
Q(t)
Logo:s
lim 1_2. ( 0dS | < 1lim ML + 1im N = O
n(@(t))s0l 4 20 (t) 440 240
ou seja: .
lim —1—2 ( cdS | = 0
w(@(2))0 147 by,

0 Qque implica em:
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1im X { odS = 0 (5.6) |

2
Consideremos agora em -QT = Q ¥ [O,T), O« T < o,
um tetraedro regular com vértice num ponto arbitrdrio x € Q e
com trés de suas faces perpendiculares aos eixos coordenados

como mostra a figura.

Sejam Vi e Sj a normal unitdria externa e a drea da
face perpendicular ao eixo xj.

Seja ainda S a drea da face inclinada e n sua nor=-
mal unitdria externa. Teremos, entdo, de acordo com estas con-
vengdes que a normal V. & face cuja drea § S, € dada por

J J
vj = aej sendo ej ult elemento de uma base ortonormal do R3 e
ainda que

S, = n.,S onde n= I n.e..
, i i
i=1

Vamos aplicar a equag@o (5.6) ao tetraedro considerado,
lembrando que ¢ = 0(x,t,v) & uma.fungao vetorial continua que
depende do ponto (x,t) e da normal VvV & uma superficie que
passa por x £ Q.

Teremos, entfo, indicando a superficie que limita o

tetraedro, por ST ¢ as superficies de suas faces pelas mesmas
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letras que usamos para indicar suas dreas, que:

c(x,t,v)dsS, = c(E,,t,=e,)dS, + ( o€, ,t,~e,)dS, +
{S T (S (€4 ©1/%°1 5 2 2/%%2

T 1 2
+ [ 0(§3,t,-e3)d83 + ( o(g,t,n)ds
S5 S5
3
onde §i e £ sdo pontos em Si e S5 respectivamente. (i:lﬁLBL

As integrais do segundo membro existem e seus integran-
dos s@o fung8es continuas e limitadas. Usando o teorema do valor

médio podemos escrever a expressao anterior comos

3 - -
( G(x,t,\))dST = I o(E.,t,~e.)S. + 0(E,t,n)s (5.7)
T
sendo §j, g pontos de Sj e S5 respectivamente. Como foi
visto antes S; =n S e a (5.7) ficas

(S G(x,t,\.})dST =
T

= S[U(gl,t,-el)nl + c(gz,t,-ez)n2 + G(EB,t,-eB)n3 + U(E,t,n)].

Podemos supor que o volume do tetraedro seja igual ao
volume de um cubo de lado igual a {., Assim, a darea S da face

inclinada do tetraedro pode se tornar igual i drea de uma das

faces do cubo, isto é, S = Lzﬁ Esta relagdo ocorre quando B
a altura do tetraedro, € igual a 3i.
Supondo que S = Lz, a expressdo anterior fica:
_15( c(x,t,‘\))dsT =
£
Sp (5.8)

= [d(gl,t,-el) + c(gz,t,-ez) + G(EB,t,-eB) + o(E,t,n)]
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Mantendo fixo o vértice do tetraedro no ponto x e to-
mando em (5.8) o limite quando o vdlume tende a zero e c¢bservando
que os pontos Ej’ E, j=1,2,3, tendem para o ponto x obteremos,

usando o resultado (5.6), o seguinte:

3
0 = 1im -1§ o(x,t,v)dSy = T olx,t,~e )n. + 0(x,t,n) (5.9)
V0 12 j=1 Jmd

T T

ou sejas

G(x,t,n) = "nl G(Xst,-el) - n2 G(X,t,—ez) - n3 G(x,t,meB} (5.10}

5e n = e, i=1,2,3 obtemos que:

U(X,t,ei) =—O(x,t,-ei) i=1,2,3 (5°ll)

Aplicando o argumento do tetraedro aos outros octantes

e usando (5.11) a (5.10) fica:
1 2 3
of{x,t,n) = n c(x,t,el) + 0 U(x,t,eg) + 1 c(x,t,eB) (5.12)

o(x,t,n) &, portanto, expresso como fungHo linear das

componentes de mn, isto d:

Tji = Tji(x,t) (5.13)

A matriz dos coeficientes Tji (1,3 = 1,2,3) represen
ta um tensor de segunda ordem chamado tensor de tensdes que sera
indicado por T, sendo 0 =neT ou seja, o vetor 0 €& igual ao
produto escalar de =n por T.

Cada componente Tij € a j=€sima componente da forga
que age num elemento de superficie com normal externa na diregfo

de e, i=1,2,3, Substituindo ¢ = n.T na relaglo (5.4) temos:
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du

(Q(t)p at 4V = fg

pf dv +f- (n~ T)ds (5.14)

(t) 30 (t)

Aplicando o teorema de Gauss ao Ultimo termo da (5,14)

vems?

f;(t)(p %%-- pf = div T)av = O (5.15)

Sendo o integrando uma fung8o continua e logo limitada

em (Q{(t) e t € [0,T) qualquer podemos concluir de (5.15) que:

du
P Tt

= pf + div T (5,16)
onde p € a densidade do fluido, u €& o campo de velocidades,
f §é a forga externa por unidade de massa do fluido e T o ten=
sor de tensdes,

A equagdo (5,16) € a equag@o de movimento de um fluido
qualquer, e na verdade, a equag@o de movimento de qualguer meio
continuo,

A segulr vamos ver as condig3es sobre T a fim de que

(5.16) represente a equa¢g®o de movimento de um fluido viscoso in-

compresaivel,
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CAPITULO IT

"8§6. Fluido de Stokes

Vimos que a equag@o que governa o movimento de um fluido
qualgquer depende do tensor de tensGes T. FE o tensor T que ca-
racteriza o tipo de fluido caracterizando a resposta do fluido
sob acfo de forgas externas e internas.

Como nosso objetivo & chegar as equagles de Navier-
Stokes, estudaremos a seguir as propriedades dos fluidos aos
quais estas equagles se aplicam.

Inicialmente, vamos supor que ¢ tensor T seja simé=-
trico, isto &, Ti' = Tji' Isto equivale a dizer que o fluido em
consideragao € nfo polar [16] [1] e gque o momento angular se con-
serva, pois, se o fluido & n#o polar pode se fazer a hipdtese de
que hd conservagdo do momento angular e mostra-se que isto acon-
tecendo, entdo T € simétrico. [1] [16].

Vamos supor tambdém que o fluido n#o & perfeito, ou seja,
possui viscosidade,

0 fendmeno da viscosidade num fluido decorre do fato de
haver fricg¢les internas, isto €, diferentes partes do fluido se
movem com velocidades distintas. Se hd um movimento relativo en-
tre as particulas, um aberto " (0, que se move com o fluido e sem~
pre constituido das mesmas particulas, se deforma continuamente
durante 0 movimento., Esta deformagfo € descrita por um tensor si

métrico, de segunda ordem, definido por:



=24

1 aui du .
Dij =% (SXJ + axl) i, = 1,2,3 (6.0)

Geometricamente, as componentes Dii representam dila=
tagles ou contragdes na diregdo do eixo x, de um sistema de co-

ordenadas ortogonais [Xl’x2’x3] e iZj, € igual a

33
1d ) . ’
- E'EE'eij(t) onde eij(t) ¢ um angulo tal que, no instante
t = 0, eij(o) € o dngulo formado por segmentos paralelos aos
eixos X, e xX.,. [1]

i J
Diremos que um fluido € um "Fluido de Stokes" se satis-

fizer as seguintes propriedades: [16]

a) O tensor T ¢ uma fungfo continua do tensor deformagdo
D (e do estado termodindmico local), mas ¢ independente

das outras varidveis cinemdticas,

b) 0 fluido € homogéneo, isto &, Tij n&o dependem explicita-

mente da varidvel espacial x.

c) 0 fluido & isotrdpico, isto ¢, nflo existe diregdo privile=-

giada no fluido,

d) Quando nfo existir deformacgdo, Dij = 0, entdo a tensdo

T.. & hi {t3 j L= - o
ij ¢ hidrostatica, ou seja, TlJ P 5iJ

As condig8es a) e b) nos dizem que T,. €& da forma

iJ
15 = fij(qu)" Se efetuarmos uma rotagdo no sistema de coorde-

nadas passando de [xl,xz,XBJ a [il,xz,isj ent&o0 a condigdo c)

implica que se T, ., = fij(D- ) em [xl,xz,x3] entdo T,. =

iJ Pa 13
= f..(ﬁ

i3 ) em [xl,x2,x3].

P4

0 tensor de tengdes T de um fluido viscoso pode ser
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escrito comos

Ty = =P 855+ Pij (6.1)
onde Pij é a parte de Tij gue decorre do fato do fluido pos-~
suir viscosidade, A quarta condig¢@o diz, entdo, que Pij =
= Tij + P sij sdo identicamente nulas guando nfo houver movimen-

to relativo entre diferentes partes do fluido.

Se ja agora uma rota950 do sistema de coordenadas de um
dngulo © gqualguer, O< 86 < 2m,

As componentes dos tensores T e D se transformam
como?

T.. =a_. a . T e D = a a D
iJ mi nj mn P4g rp sSq Is

(6.2)1

Como a condig&o c) implica gque Tij = fij(ﬁpq) teremos:

a . a_ ., f (p_ ) =1, .(
mi "1nj mr. Pa 1]

) (6.2)

arp asq Drs
Se um tensor A, de segunda ordem, ¢ simétrico entfo sa=
bemos que existe um sistema de coordenadas no qual A & represen-
tado por uma matriz diagonal. Os elementos da diagonal sdo chama-
dos valores proprios ou valores principais de A enquanto gue os
eixos coordenados do sistema, onde A €& diagonal, s8o denomina-
dos eixos prdéprios ou eixos principais. Vamos supor entdo que de=
pois de efetuada a rotagdo, acima mencionada, o sistema de coorde-
nadas coincida com os eixos principais de Dij' Podemos tomar en-
tdo Dy, = d;, i=1,2,3 e D,y =0 iZj. Assim, £, em (6.2) ¢
uma fungao de dl’dz’dB’ os valores prdprios de D. Suponhamos a=-

gora qﬁe a rotagdo seja representada pela matriz L = (a )  onde

id
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Bpp & a33 = =1 aqq = 1 e aij =0 se i1#j. Observamos que nes

te caso occorre que:

B,=D,, =ai omde D=1 (1% =1)
Porém, em (6.2), le = ap) 8,4 = —fl3 o gue implica
le = 0, Do mesmo modo, f12 = le = fBl = 0,
Supondo outra rotag@o L' = (aij) com ail =az, = -1,
agq =1 e aij = 0 i#j obtemos que £oq = fap = O.

Assim, no sistema de eixos principais do tensor defor-
magfo D o tensor de tens3es T também € representado na forma
diagonal e portanto possuili os mesmos eixos principais. Logo, po=-

demos escrever:

D,. = .8 L. e
ij T Py "id p

sendo que pela condicgdo c) Py deve ser nulo quando di o for.
Resta agora saber qual a forme mais geral da expressiao p; =

d em D

d2’d3)' Uma vez que uma permutagao de dl’dz’ 3 ii

pode ser efetuada por uma transformagfo ortogonal, esta permuta-
¢fo, quando efetuada, deve permutar da mesma maneira as fungdes

£, em (6.3). Por exemplo: o temsor deformagdo diagonalizado
(dl,dz,dB) € transformado em (dB,dl,dz) por meio da transformae
gdo L = (aij) com a;, = 8,3 = a5; =1 e demais elementos nulos.
Admitindo-se que os di sd0 todos distintos entfdo existem a, B,

¥ tais ques

2 .
p; =G + B d; + Y 4y, 1=1,2,3 (6.4)

onde 0, B, ¥ podem ser funcgSes de 11’12913’ os invariantes de

I,,I n2o sao afetados por permutagles. Quale

D, uma vez que Il’ 2:14
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quer d?, n > 2, pode ser escritec como combinaggo linear de di
e di sendo os coeficientes, destas combinagles, fungdes dos
invariantes de D [16]. Com a hipdtese ja feita anteriormente
de que d; # d, # d3, podemos determinar 0, 8, ¥ em (6.4). Se
dois dos di forem iguais entfo p; = a + B di. Finalmente, se
tivermes d; = d, = d3 entdo p; =@ onde como foi dito acima,
a = a(Il,I2,I3).

Concluimos ent@c gque guaisquer que sejam os di’ dig=
tintos, dois iguais ou todos iguais, p; & expresso por (6.4).
Passando agora para um outroe sistema de eixos cartesianos orto-

gonais gqualquer e lembrando que, devido a condiggo c) os O,B,Y

devell permanecer 0s mMesmos, teremos:

P,, =« . . .
ij 613 + 8 Dyg + ¥ Dy Dy (6.5)
ou, Ccomo Pij = Tij + p 5ijg

ij = (np+a)5ij + B Dyg Y Dy Dy (6.6)

§7. Fluidos Newtonianos

Diz~se que um fluido € Newtomiano se € um fluido de
Stokes e se as componentes do tensor de tensdes dependem linearm

mente das componentes do tensor deformagf@o, iste &,

Tij:‘-pé.."!‘BD..o

ij |
Lembrande que P, . = T,., + p 8. . deve ser nulo quando

13 13 1j
D,., = 0 pela condigdoe d), teremos no sistema de eixos principais

14J
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P.; = p; =a;.d, (7.1)

Porém, a hipdtese de isotropia implica que qualquer per-
mutagdo nos di acarreta a mesma permutagao nos p;- Escrevendo

0 sistema (7.1) por extenso, temos:

py = all dl + ajo d2 + a13 d3
Py = 8,7 dy + a5, d, + 8,4 d3 (7.2)
p3 = aBl dl + a32 d2 + a33 d3

Efetuando em (7.2) a permutacfo (dl’d2’d3) - (dB'dl’d2)

e depois (d3,d d2) - (d2,d3,dl) e comparando os resultados obti

l!

dos, com (7.2) concluimos que:

i1 22 33
alz = 321 = a23 = 332 = a31 = 313
Fazendo a;; = a5, = Agq = Ae 815 = 857 = 8,5 T 8g, T
= 85) = aj5 = A+ 24 onde * e H s#o nimeros reais, podemos
escrever:
P.. =p; = k(dl +d, + d3) + 2 dy
ou
P, =D, = AO + 24 d (7.3)

Passando para um outro sistema de coordenadas cartesjianas

ortogonais qualquer, obtemos:

P,. = A0 8,. + 2u D, .
iJ 1)) 1J
ou
T, . = (-p + le)ﬁij + 2 Di (7eh)

ij J
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sendo que A e W serdo posteriormente interpretados como coe=

ficientes de viscosidade do fluido e onde 8 = trago de D =

3
=X D,..
i il

§8. Equagdes de Navier=Stokes para Fluidos Incompressiveis

Se estamos estudando um fluido que € um "Fluido Newtoni-
ano" entdo o tensor de tensdes T para este fluido & dado por

(7.4) ou seja:

Ty5 = (-p + xe)aij + 24 Dy
Substituindo esta expressfo para Tij na equagdo de mo-
) - du .
vimento (5.16) que € p ac = Pf + div T temos:
dui aTij
Pgg— = PLy +-§§G—— (8.1)

Porém, de (7.4) obtemoss

] a P
T‘l .5 ot b by A (8.2)
J J
e usando (6.1) vem:
3D, . du, du . a2u d3x
—rd L dy - 1 i 1.3 7
axj Bx (aX * axi) -2 5xj§xj t 3 axi(axj) (8.3)

Substituindo (8.3) em (8.2) e depois (8.2) em (8.1)
tem~se 2

dui ap 36 au
Pae T Ph ks 1J+"?’§61j+“w *“T‘(?—“) (8.4)

ou
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dui 3p 38 Bzui 3 du.
Pai = pfi T 3x. * A ax. | M 3x 3x. | M Bx.(ax.)
i T 3 J 1 J
ou ainda:
o g%—: pf = ¥p + (A )V s u + & Au (8.5)

As equagles (8.5) s¥o as Equag3es de Navier-Stokes pa=
ra um fluido viscoso, de Stokes-Newton.

Se, alédm disto, o fluido for incompressivel, isto €,

se Vou=divus= 0 entdo a (8.5) ficas
pg—%=pf-VP+uAu (8.6)
Lembrando gue %%—:-%%—+ (u|v)u a (8.6) se transforma
em:
%—:%An——g‘—»v'p- (u]9)u + £ (8.7)

que ¢ a equagfo procurada.

CAPITULO ITT

§9. Problema do Valor Inicial para as equacOes de Navier~Stokes

Vamos agora estudar a quest3o de existéncia e unicida=-
de de solug8es para as equagdes de Navier-Stokes dadas por (8.7).
Podemos fazer, sem perda de generalidade, p =1 e g = 1. Seja

entfo o seguinte sistema:
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3

T:Au-Vp-(u]v)quf x€0, >0 (9.1)
Vou=divu=0 x€0Q, t>0 (9.2)

”‘laQ =0 t>0 (9.3)

u‘t=0 =a(x) x¢€Q (9.4)

3

Para recordar a notagdo, estamos indicando por { C R
um aberto conexo limitado com fronteira 3 de classe CB,
us © x [0,T] = Qn = (L2(QT))3 € o campo de velocidades, P:Qp
€ a pressfo, a(x), a velocidade inicial e f: QT -+ R3 a forga
externa por unidade de massa.,

S30 conhecidos a forga f e a velocidade inicial
a = a(x) sendo u e p as incdgnitas.

Nosso objetivo inicial € transformar o problema (9.1)
(9.4) em um problema de valor inicial para uma equagfo diferen-
cial em um espago de Hilbert.

Precisamos, entfio, construir um espago de Hilbert H
tal que se v € H ent¥o v satisfaz (9.2) e (9.3).

Conseguimos isto construindo inicialmente em { um
campo vetorial solenoidal (divergéncia nula), que assume um Va-
lor dado na fronteira de (, mostrando depois que L2(Q) = H,

o espago das fungdes g tais que |g]2 é integrdvel em (),

se decomp8e em uma soma direta de dois subespagos ortogcnais,
que vamos indicar por E(Q) e a(Q). E(Q) €é o fecho, na nor=-
ma do LZ(Q), do conjunto das fungdes u € Cz(ﬂ) com div u =

e G(Q) o fecho, também segundo a norma do L2(Q), das fungles

h tais que h = grad @, © € c (Q).

R

0
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A construgfio do campo vetorial solenoidal, bem como a
decomposigfo do L2(Q) est8o feitos no Apéndice 1 (a-1).
Supondo feita a decomposig@o de L2(Q) = H, como ex-

plicado acima, temos:

H(Q) = 1L2(Q) = E(Q) + a(n)

Definimos, agora, em H(() uma projegfo ortogonal P
com valores em E(Q), isto €, P & um operador, linear, conti~-
- nuo, auto-adjunto satisfazendo P2 = P e que para cada elemen-
to u € H(Q) tem~se Pu € E(Q). Dizemos que P projeta H(Q)
sobre E(Q) paralelamente a G(Q).

Nestas condigles, aplicando P & equagfo (9.1) e le-

vando em conta as propriedades das fungdes de E(Q) obtemos

— = -Au + Fu + Pr(t) t >0 (9.5)
u(0+) = a (9.6)

onde u e f s&o consideradas agora como fungBes definidas em

R* e com valores em E(Q) e H(Q) respectivamente, isto ¢,
t + u(+,t) e t o £(s+,t). %%— é a derivada de u mna topolo-

gia da norma de E(Q), Fu = ~P(ulv)u e -A & a extensHo de
Friedrichs do operador A = «PA a E(Q)., Esta extensdo estd
feita no Apendice 2 (A-2) e 14 mostramos que o dominio do ope-
rador A € o conjunto das fungSes u € Hi(Q) satisfazendo
div u = 0 e que coincide com o deminio da raiz gquadrada posi-
tiva do operador A [14], ou seja, D(X) = D(Al/z).

Assim, transformamos ¢ problema de um sistema de equa

¢Oes 4 derivadas parciais com condigdes de contorno e valor ini



2\
! »
o S0, 1w0-m)

1R

-3~

BIBLIOTECA %{’

cial num problema de valor inicial.

Para facilidade de notag¢lo vamos indicar o problema de~
finido pelas relag8es (9.1), (9.2), (9.3)-(9.%4) e (9.5), (9.6)

por P(1) e P(2), respectivamente, e escrever A em lugar de A,
Daremos agora a seguinte:

DEFINIGXO (9.1): Uma fungfo u = u(t) diz-se uma solug®o de (9.5
du,

num intervalo aberto I C Rt se FE e Au exis

tirem e forem continuos em T e se a (9.5) for satisfeita neste
intervalo. Se u for uma solugfo de (9.5) em I=(0,T), T > O
e também satisfizer (9.6) entfo wu = u(t) € uma solugfo do pro-

blema do valor inicial P(2) em [O,T).

DEFINICZXO (9.2): Seja I um intervalo fechado [tl,t2] ou um
intervalo semifechado [tl’tz)' Chamaremos de
S(I) ao conjunto de todas as u = u(t) com
u: I » E(Q)

u continua em I, Al/2

1/2

u continua em I - {tl) e

Y 2u(ere )l = o(e™VH), ko ot

Em S(I) as solugBes de P(2), se existirem, sfo dni=-

cas e podemozs enunciar os geguintes teoremas:

TEOREMA (9.1): Se a = u(0¥) ¢ E(Q) e {|Pf]| for integrdvel em
[0,T] entdo a solugldoc de P(2) € unica em

s[0,T] .

TEOREMA (9.2): Em P(2) se supusermos que:
1) a = u(o™) ¢ D(Al/h)

2) Pf & contfnua no sentido de H8lder para t >

)

0
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e llpe(4)] = O(t“s/h) t + 07, entdo existe uma solug3o u € S[0,T]
de P(2) onde T € um nuimero real positivo que depende de

a = u(0+) e de Pf.

TEOREMA (9.3): Se além das hipdteses do Teorema (9.2) supusermos

que:
1/4 1
onde M_ = sup t3/””Pf(t)H, B = B(1/4, 1/2) & a funcg®o beta
o<t
e C € uma constante a ser introduzida posteriormente, entdo

1
existe uma solug¥o u = u(t), u € S8[0,=) de P(2).

TEOREMA (9.4): Sejam @,s W, mnimeros positivos quaisquer tais

que s
0O< o <o 0 < 108 ot < o (9.8)
o GClB Mo o ‘
onde C, e B sdo os do teorema anterior e C! = “A-l/hl.
Se a = u(0¥) e Pf satisfizerem as condigBes:
Ja%al s oy eeell su, v (0,0) (9-9)

entdo existe uma solugfo u € S[0,x) de P(2).

As demonstragles destes teoremas serdo dadas na parte
final do trabalho, e antes daremos alguns lemas e resultados que
servirdo de auxilio nestas demonstragles.

A existéncia de solugBes serd mostrada construindo-se
uma solugfo. Para isto vamos transformar o problema P(2) na e~

qua¢f@o integral abstrata seguinte:
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t -t
~u{t) = e~ tha 4 (‘e-(t-s)A Fu(s)ds +’[ e-(t_s)A Pf(s)ds (9.9)
@) O

e indicd-la por P(3).

A redugdo de P(2) a P(3) & possivel uma vez que
sendo A a extensfo de Friedrichs (A-2) a E(Q) de -PA te=~
mos que:s

1) A & fechado e D{A) & denso em E(Q).
2) A € positivo definido no seu domfnio, com
(Au,u) 2 k“u”zo
3) O espectro de «~A & um subconjunto dos reais negativos,

(AT+4)"Y  existe e |G+ A)-lH S-E%x (Lema 9.7 (9.27)).

De acordo com o teorema de Hille=Yosida {Apéndice 3)
(A-B), -A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
=tA

C0 «A»B) {S(t), t 2 0} fortemente continuo com S(t) = e .

A expressdo Fu = -P(ulV)u ndo faz sentido para
u € S(I). Portanto, para estudarmos solugdes u € S(I) vamos

reescrever a equagdo integral anterior, P(B) como:?

t
u(t) = e” %4 & ( A]'/lL e.(t-s)A Hu(s)ds +

0 (9.10)

f o= (=) priyas (9.7)
O

onde

P(ulv)u (9.11)

Hu estd bem definida sempre que u € D(Al/z) em vir-

tude dos lemas (9.1) e (9.4) a seguir:
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LEMA 9.1: Existe uma constante positiva C tal que a desigualdade
147" p(alo)vdl s o a¥2 dffjat/2 v (9.12)

€ vdlida para quaisquer u,v € Ci(ﬂ) divu = 0 div v = 0,

Para facilitar a demonstragfo deste lema daremos inicial
mente treés resultados, um teorema do qual ndo daremos a demonstra-

gdo e dois lemas que serfo demonstrados.

TEOREMA (9.5). (Desigualdade de Heinz generalizada)[9]:
Sejam A e B operadores fechados, definidos em
espagos de Hilbert H e HO! respectivamente, com Re(Au]u) = 0,
Re(Bv|v) = 0 ¥Yu € D(A), ¥v € D(B). Seja ainda J wum operador
limitado de H em H?,
Se
J D(A) c D(B)

e [Boul| <= M|Au| u € D(A)
sendo M uma constante, entdo temos:

Jp(A%) « (%)

e
[820ul s o°R(1=e) 2510 | %) w e p(a%) (9.13)
com O< gs 1, C uma constante. Se A e B s#o anto-adjuntos
e ndo negativos, podemos tomar C = 0 e teremos
I8%5ul] < M| J)|T%fa%u] we D(a%) 0<as 1

LEMA 9-2 [7]: Seja Q wum dominio, n3o necessariamente limitado, e

u qualquer fungdo em Hi(ﬂ). (Hi(ﬂ) € o espago ve
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torial obtido completando Ci(Q) com a norma ”u“ = ”Vu” 2(9)).
L
se u(y) € definida por u(y) :-TELE%- com y arbitrdrioc (y#x)
y-x|
porém fixo, entdo:
u < 2||Vu
, | HL2 [9ull 2(0)
ou seja a )|2
' uilx
[‘—————5——dx < h“Vu“z
| X=y ] L2 (Q

Demonstragdos Tomemos u em Ci’(Q)° Podemos estender u a to-

3

de o R definindoe wu(x) = 0 se x & Q. Indica~
remos por Br(y) uma bola aberta com centro em vy e raio igual
a r. B_(y) ¢ a bola fechada. Consideremos o dominio Q' de=

finido por

Qr = Br2(Y) - Brl(Y) r, > ry

e a identidade:

_jr ghfdx + j/ %%-gds = j/ (vflveg)ax
0

Fazendo

0q

—
I3

g
]
a
™

teremos gue?

1 -
| x=v| | x=y]
Substituindo estes resulbados na identidade acima obte-

mos

-[ u2 (X) . dx + f u2 (x) _(_:’KSL ds = f %,2uVudx

2 2
|x-v| |x=v| | x|
O IR Qr

ou
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( uz(%) dx = ZJ/ u(x) vu (x-y) dx +‘( 2(x) (x-y) _ dS (9.15)

,
N ESY | x| 30! [x-v]

Calculando a dltima integral do 2° membro temos:

r
J u (x) Lf:Zlg ds = ,f u (x) iﬂ_~l- dS ~ S' u (x) -i——Xl—

’q? | %y | x=y|=r, |X"YI Ix-y!:rl Ix-yl
= I2 - Il
[I2] s f}uz(x)l :.%g. { uz(x) ds.
| x=y | =1 | x~y| 2 | ey | =1
2 2
Logo, 1lim IIzl = 0 pois u € Ci(Q) e u(x) = 0 se
T,
2
x & Q.
Também, lim |T.] = 0 porque
+ 1
r.40
1
1 2 2 1
]Il] s —-- ( u (x)as = max Iu (x)]6~— f ds ) =
l r
xaylor,  X€Br, ) |x=y =z,

= max_ __ uz(x) %5 Lt ri = max u2(x) Lt r,

XEBrliy) 1 xéBrliyi

Tomando limites em (9.15) fazendo Ty 3 @ € T ot

obtemos: 2 ‘
[ugc_zgdx _ ?_[ w(x) o, (xey) o,
| x| eyl Jxeyl

Usando a degigualdade de Schwartz vem:

[’uz(x? ax < 2‘( u!x) v (x=y)
0

dx =

| x~3 [ x=v | | x=v|

< 2([[ lu(XX dx)l/2(4{4|7u|2 dx)l/2 <
Q

Jxey [
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Assim:
(f BT () 4)2 2 o ( M% ax) |lval?
| x=y | o lx=vy (@)
ou seja
2

f uT(x) ax < u flvu?

q lx=v]| L=(Q)
sendo )

HVu|2 _ ( du 2 N du |2 . du 2)dx.
I ey = BRI+ RN+ B3

LFMA 9-3: Se B & a extensfo de Friedrichs (A=2) a H(Q) = LR(Q)
do operador A entdo B com O<a< 1 & um ope =
rador integral com micleo Na(x,y) satisfazendo

20 =
ING(x9Y)l = Calx"Y| =3

onde C € uma constante que sd depende de (.

Demonsgtragdos Consideremos, inicialmente, a equagfo de Helmholtz

=Au + Au = 0 com condigflo de contorno u(x) = 0
se x € 3Q,.
=AU + Au = O
(9.17)
ul = 0
1¢)

E fdcil mostrar que os autovalores A de (9.17) s%o nime-
ros reais negativos. Logo, se A = O o operador (=A+A) = B+ &
sempre inversivel,

A fungfo de Green para o problema (9.17) &:

Gk(x9Y) = E(x,Y) + V(X’Y)



onde E(x,y) ¢ a solug@o fundamental,
Como A =2 O podemos substituir A por k2 e teremos:
(-Au + k2)u = 0

ul = 0
a0

cuja solugfo fundamental E(x,y) €& dada [18] por:

quxlx-Yl

E(x,y) = —7——
4 | x=y|

A fungfo de Green € entdo:
oV | x=v]

lﬂT'X-yl

Gy (x,¥) = ¢ v(x,y)

Mas Gk(x,y) deve também satisfazer a condigZo de con=
torne, isto €, devemos ter Gk(x,y) =0 se x € 30. Logo, se

x € 3Q +teremos que E(x,v) + v(x,y) =0 e
oV [ x=y| \
V(xv'Y) = "E(X,Y) = = W x € 9Q.

Pelo principio do mgximo, segue-se que +v(x,y) & estri-
tamente negativa em Q.
Em vista destes fatos teremos que:
0= G (x,v) = E(x,y) + v(x,¥) s E(x,¥) ou

eﬂJXIX-Yl

= «18
I | x=v | (9 )

0= Gl(x,y) <
Sendo (B+\A) inversivel podemos escrever ques

@) vx) = [ 6 (xy)vir)ey
9]

Levando em conta ques [ 11]
[++]

B™% v(x) =,§E$;E§ ( A= (BsA )™ v(x)dh 0<qa<1
O

vems:
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fas]

Bﬂ'a 'V'(X) — sell ﬂ&(
m 0

K"a(ﬁz Gy (x,y)v(y)dy)dh =
= -Siﬁwfc) [Q A Gy (x,y)v(y)ayar =

f (f 281 T 3= ¢, (x,y)ah )v(y)dy =
Q o0 .

= f N(x,y)v(y)ay
9]

onde N(x,y) €& o nidcleo de B e estd definido por:

N(x,y) = S—e’%ldﬂfo AT Gx(x,y)d?\ Az 0

Temos entfo:
l oo
INGe,y) | s-ﬁ-L N oy (x,v) ot =

s..._.._..l___ ( )_-iOt. e"\/xlx-'Y| dh =_l_{ ?\."'0.'. e"kﬂ/x a

LI-1T2 l x-yl

1l

0
=}
: 12 T(e) com k = |[xey| o I(a) =f A~ e'-k“/)I dA .
4%k 0

Calculando I(0.) teremos:
2] €0
I(&) = f K.a e-kJX dh = ‘( t‘a e-kJ¥ dt
0

0
Fagamos =z = kJ“. Asgim:

® /'t 2 R P 2
I(c(,) =f ™% o~ dt = 2“2°'f z o e”% dz = 55, I‘(2-2CL)
Portantos
lﬂ - ) -
NGey) | s 2o 1) = (HB2R))Reed | g jxay |20
Ik

N(x,y) | 5 o |xmy] 2573
com C& =-££§§Egl,

Estamos agora em condlg8es de fawer a demonstragi#o do

Lema (9.1).
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Demonstragdo: Seja J a injeg¢do de E(Q) em H{(Q) (H(Q) = E(Q)e

® G(QR)) e A e B extens3es de Friedrichs a

E(Q) e H(Q) respectivamente. Vale entdo:
1a%2a) = |8Y/25u) < Joul  we p(a¥/?)

o an(al/?) < p(sl/?),
Usando a desigualdade de Heinz (Teorema 9.5 (9.14) obte=
nmossi
| B%guf| < || A%y u € D(a%) 0< as 1/2,

84

Assim, B%JA™%

€ um operador limitado de E(Q) em
[l _ || a%a=]
Il ] [l

Dai, Q = A™%pE®, como operador de H(Q) em E(Q), onde

H(Q) com norma [|B*JA™%| = 1 pois = 1,

P € a projegflo ortogonal de H(Q) sobre E(Q) definida anterior

mente, admite uma extensBo limitada Q = A™CPEY com “ﬁ” =
= [|a™%pB*|| s 1 [2].

Mostraremos agora que:

~1/4

187wl = o, [vulllvv]

onde w = (uIV)v U, v £ Ci(ﬂ).
Pelo Lema 9.3 B~ & um operador integral com niicleo
Nd(x,y) satisfazendo

:::-y|2c{"°3 O< a< 1

INa(x,y)| s Cd'
Logo INl/z(x,y)| < Cl/zlx—y|-2 e temos entfo:

187/ %2 < (5712 y[w) < Cf o) [ | ey -
axq XV

C Iw(x)é IW(Y)I dxdy <
Qx0 [x=~y | |x-~y]|
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) C(_f- in&il;i.dxdy)l/z( J/ (x| dmy)l/z

an'lx—yl axn | x=v]
como w = (u|?)v podemos escrever que:
”B-l/u ”2 - B-l/z wlw) s
. c(f ) Plrv) [2)2/2 [ Lst)Flonfal )2
‘oxo |x=y |* X0 |-y (*
Pordm:
2 2 ‘ 2
{ |u(x) | Ivvgy)l dxdy = (|v'v(y)|2 dy f J—J—l%u X dx =
QxQ | x| " 0 ‘ q |x=v|

- vauzf’-Figﬁ%ﬁ-ax < 4lyv]® [vu)®
. o 1% _

pelo Lema (9.2).

Do mesmo modos

S
f @) 19|~ axay = llow]? [ov] 2
axn |x=y| :

Assim
18"/ = (8722 wlw) s uc]| v Zov]?
ou
|22/ %12 w |37 % (ulo)vll & 2cwdlllovl, wv e ci(n).
Se Pwwm P(u|V)v € E(Q) e A & a extensfo de Friedrichs
de =A & ®B(0) entfos

-1/4

1a=% p(ulv)v] € 20oulllov] = A% 2uf[a¥2]  (9.19)

. eom u,v € Gé(ﬂ) div u s 0 div v = 0O,
LEMA 9=4: Be u,v € D(Al/a), isto €, se u,v € H (n), div u = 0,

div v = 0 entfo valem as desigualdades

[l & ol A%/ 2 (9.20)
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lru-sv] s ofl a2 (umv)]| (| a0l 4] 4%/ 24] ) (9.21)

sendo C &a constante do Lema 9«1,

L

Demonstragaoz Pela Lema 9-1, (9.12), segue=-se que se U,V € Ci(Q)

divu =0 e div v = 0 entdo:
Ja=% p(alo)vl s o 42wl 434
Logo, a primeira desigualdade € obtida diretamente fa-
zendo Vv = u, pols, neste caso A'l/h P(u|v)u = Hu e
[ s cllat/2u2.
Para obtermos a segunda desigualdade podemos escrever:
Huattv = A~Y/% p(v|v)v - 47Y% P(u|v)v + a7 B(v|v)v -
- A"/% B(u|v)v =

“L/% B(u]9) (uv)) = A7H 2((uev) [9)v

-(A

Logo,

lru-tv] s JA"Y% p(ule) (uev)] + 474 Blu-v])v] <
s of A2 A2 (uav)]| + ¢l a2 (ue) ]| 42 20]

a of AY/2 (umv)|| (14220 + [|aY/2]).
Os lemas seguintes dizem respeito ao operador A ex~

tensfo de Friedrichs a E({}) do operador «PA (A-2).

A ¢ um operador suto-adjunto, portanto, fechado.

LEMA 9«51 A € um operador estritamente positivo, isto é, existe

um ndmero positive k tal que

(Au|u) = kHqu u € dD(A) (9.22)

Demonstracfos (Auju) = (Al/zulA;/zu) - HAl/zuﬂz = HVuH25

Usando & desigualdade de Friedriohs [15] temos
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7, f ul? o = o,
Logot
(Aufu) = ||vl/? z—ig-ﬂuﬂz = x|l .
Este resultado implica a existéncia de um inverso A-+ de A.
De fato, se Au = 0 entf#o |u|® < 0 ou seja u = 0,
logo, existe o inverso AT,
Seja Au = v. Entfo u = A"lv e de (au|u) = K|u]?
segue~se que:
K|a™]? s (viaTlv) < [lv]]] A" donde
[a~t s = vl (9.23)

que nos diz ser A™l um operador limitado,

] - -
Os Lemas 9-6 e 9-7 a seguir s8o consegliéncias do lema
anterior sendo que o 9~7 nos diz existir o operador resolvente

de A,

LEMA 9-6: A~ & limitado para todo ¢ = O,

Demonstragfo: A sendo auto-adjunto existe uma familia espectral

{Ek} tal que A" gse escreve:
Q0

Ay =( A% g Ey u
O+

Mas, como pelo lema anterior (9.22)

(Au|u) = x[uf®

vem que A 2 k, Logo, A = k :-%—s %— e A% < k¢

Assim,
[+a]

| A~y ( ] allm ] = ( 27 By <
ot o+
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< x [ dlmul =
O+
Ja% < x™ull e 4™ < ™ (9.25)
LEMA 9.7: Se X € R, X = 0 entdo
IOzea)™ ) = (ex)™t (9.26)

Demonstragdo: Do Lema 9-5. (9.22) temos que:

(aulu) = x/uf?

Entdo,
((AT+A)uju) = (AIu + Aulu) =
= A(ulw) + (aulw) 2 A(ulw) + k(ulu) = (k) (ulu)
Pela desigualdade de Schwartz obtemos:
((rz+a)ulu) s [[(rT+a)ull[luf
Agsim:
(A k) (ulu) s ((Az+a)ulu) < || (AT+a)u]l 4l
Do fato de que ((AT+A)ulu) 2 (A+k)[ul® concluimos que
se (AI+A)u = 0 ent@o u = 0, donde existe o inverso (hI+A)'l;

seja (AI+A)u = v.

Temos: u = (AI+A)"1v e de ||(AT+a)u] =2 (v+x)u| vem:
el = () [ (ezen) ]
fOzen)=tol = (o) V]

FOzea) ™ s (i)™ =

Além disso. como A = k segue-se que itk > A=k ou seja

1 1
ik © -k

Portanto,

-1 1 1
I zea)™ | < o s 2 -
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A seguir faremos algumas consideraggeS'sobré a nqtagﬁo
gue Vamos usar.

* um intervalo fechado e E um espacgo de

Seja T < R
Banach. Indicaremos por C(I,E) o conjunto das fungdes conti-
nuas definidas em I e com valores em E. Se 6 € R € tal
gue O < € < 1 vamos indicar por Ce(I,E) o conjunto de todas
as fungles definidas em I com valores em E forte e uniforme~
mente continuas, no sentido de HBlder, com expoente 6. Isto &,
se u(t) ¢ Ce(I,E) entfo existe K > O tal que
Hu(tl)-u(tz)” = K|tlmt2|ea 0 conjunto de todas as fungles
v = v(t) continuamente diferencidveis até ordem n e com
'ETE v e of
dt
c+8 (1,E),

i,E) O< 686 <1, m=090,1,2,.....n serd indicado por

n+e(

Se I mnao for fechade, v € C I,E) significa que

v € Cn+6(Il§E) onde I ¢ qualquer intervalo fechado contido

1
em I. Quando nfo houver perigo de confus3o escreveremos

n+9( n+8(

C I) em lugar de C I,E).

Alguns resultados sobre emtA

Seja A um operador estritamente positive, auto=ad-
junto em E(Q), tal que (hInA)“l existe e H(KImA)mlH < ka)_l
A >k k> 0. De acordo com o teorema de Hille-Yosida (4-3)

A & gerador infinitesimal de um semigrupe {S(%t), t = 0},

-tA
e

S(t) = s dque goza das seguintes propriedades:



-).],8—

1) Jle™| <1 t=z2o0

2) e-tA e-sA _ e-sA e-tA - e-(t+s)A t,8 2 O
3) J(e"*-Iiu| » 0 t o 0 ue B(Q)
. 1 ~hA .
4) u € D(A) se e s6 se lim -E-(e ~I)u existir na norma
ha Ot
de E(Q) e tim = (e PA_I)u = -Au

hao+ B

5) Para um u € E{Q), fixo, e t > O tem=se:

d "%y o (-a)® "™y n=0,1,2.... [19] (9.28)
n
at
6) Se u¢ D(Ag), 0 <0< n podemos escrever ainda que:
n
d _ e-tAu - (_1)n ARG e-tA Aau
dt

Com estes resultados podemos demonstrar agora os se=

guintes lemas:
LEMA 9-8: Seja ¢ um nimero real 0 < ¢ < e = 2,718,... . Ento:
(A% e~ < +=* ts 0 (9.29)

%) a% e ™ty) 4 0 (9.30)

quando t -+ 07 para todo u € E(Q),

Demonstrag@os Consideremos a fungdo g definida por g(A) =

= )LG. e-tl X > 0-

Temos:
! ()\.*) = 0= ¥ E-glt-'
e en&) <o
Logo, o -1:%
max g(A) = g(A¥*) = G%) e =

Az0



< e porque o < e.

Assims
max (A% e-tl) < t™
Az0

Por outro lado, sendo A auto-adjunto temos:

O
e .
148 o=thy) < { A o= || am, ul
donde O
o =TA @
HACI. e-'bAH = sup HA‘G‘—U.! <  sup 1 A& e-'b)\ ”dE?tuH <
lulgo  Td lailZo Tl |
ueE(Q) weE(Q)
u

Por outro lado, sendo € ¢ (0,0) e v € D(A®) temos:

% A% omTA, - & 40 e Ty - 1% A% omTA, L {3 p%-€

Hta Aq e'tAu” < ta”Aa e-tA(u-v)H + tG”AQ~C e-tA AevH <

s t4% o~ fu~v]] + +%|a%"C o~ A%y =

AP e“tAv

< t% t™uev]] + t* t5%a8V] =

= Jlu-vll + t5[[a%+]

onde usamos o0 resultado obtido na primeira parte do lema.

Vale entdo a desigualdade,

[+% a% e %4 s llu—v] + +€[av].

Mas como D(A®) ¢& denso em E(Q) se ue€ E(Q) existe v e D(a®)
tal que ”u-v” <71y O« < ete. Ent&os

€

taHAq e'tAuH =S mn + teHA‘vH £ €t + te”AsVH =

= t%(¢ + |a®v|) e¢¢€ (0,0) ¢ fixo.
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Daif,

1im %A% oy < 1am % (e + aS+]) =
t+ O+ t40+

para todo u € E(Q).
LEMA 9-9: Seja ¢ € R, O< a < 1. Entdo a desigualdade
I(eP4-1)ul|l « = v%a%], n> o (9.31)

vale para qualguer u ¢ D(a%)

Demonstragffos Se {S(t), t = 0} €& um semigrupo, de classe Cor

entdo:
d
ax s(t)u = as(t)u  [A-3](
Também, h
f iﬁ—%il‘l at = (s(h)=I)u.
0
Seja S(t) =
h o -ta o b
(e™AoI)u = f ge 8 g4 = [ Ae"Phuat = ( A% T4 % at,
0 0 0
Logo
I (e*4-1)u] n[ AT oA pug] <
h
- -tA
A R P P A e R P
h
< 4%l (7 "1 at, pois, [al® o A < %=1 por (9.29).
0
h o
Como r 2-Lay =B obtemos:
lo Q

| (e BA_T)u|| = é—ha”Aau .
t
LEMA 9.10: Consideremos uf(t) dado por uf{t) = f e"(t"s)Afﬁﬂds,

onde f ¢ c{((0,T]) = ¢((o,T],E(Q)), sg"bisfaz:

sup sA“f(s)” < M(t) € +o 0< t< T
O<s<t
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sendo A € [0,1) e M(%) wuma fung®o numérica.
Se o €ER e Osx< 0 < 1 entdo Aau(t) existe para ca-

da t € (0,T] e satisfaz a desigualdade:

Ia%u(t)] < s M(t) B(1~a,1-1) (9.32)
onde B( , ) & a fungfo beta. Aldm disso, A%u € CB((O,T]) pa~
ra qualquer 8 ¢ (0,1-&)‘ e

2%a ¢ ¢ (ro,11) (9.33)
com A%*u(0) = 0 se 0< 8 g 1-G=).
Demonstragdo: O operador A% & fechado, Vale entfos
t t
Agu(t) = A% f e'(t")Af(s)ds = f Age'(t's)Af(s)ds
0

t
o Ia%u(e)l < [ 4% (242 (e)] as.
0

Us%ndo a hipdtese sobre f e (9.29% vem!:
[l s [ Na%em(t=4 (Mo (a)])a™as 5 [ (tes)Fau(t)as =
0 0

= M(t)J;t(t-s)'as-Adg.'

Por uma mudanga de varidveis, fazendo 8 = tx a ltie

ma integreal ae ecacreve:

t 1
{’ (t-ﬂ)-“s“hds m plme=h f x’h(l-x)'adx.
‘0 0

Por definigfo, a fungf#e beta B(s,s) ¢ dada por:
-1
B(p,q) = f *P"L (1=x)9"lax, 0<p< 1, O<qg<1
4]
Agsimi

HA“u(t)H‘tl”“‘*M(t)glx”x(1nx)”“dx - tlmu"hM(t)B‘l-h,l-a) (9.32)

Este resultade nos moatrs gque & desigualdade do enun=~
cisdo do lema € verdadeira e que Amu(ﬁ) existe para oada

t€ (0,71 e u(t) e n(a*), 0z a < 1.
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Mostremos, agora, que A u € Ce(O,T], isto &, A%u &

continua no sentido de Hblder, com expoente

Seja

entfo:

8, 8 € (0,1-0).

A A%u(t) = 2%u(t+h) - aA%u(t), O0< t < t+h g T

e vamos supor O < h £ 1. Ent3o temos:

t+h t
a(t) = A“fo o= (t+h=s)Ae(iyqy - A"‘f o-(t-8)4 £(4)4s =

Ah A%

An A%

Fagamos W

O

.t
Ag,( e-(t+h—s)Af(S)ds . Aq‘[
0 )

+

t
u(t) = a8 (e
t+h
& o= (t+h=8)A o( oy,

[
[

t+h -
W, = Ag‘{. e (t+h-s)a f(s)ds.
t

e-(t-s)A

f(s)ds +

t+h
Ag'f e"(t+h-5)A f(s)ds ou se ja,
t

~(t+h-s)A _ e-(t-s)A)f(s)dS .

a<[t(e'(t+h"S)A - e’(t-s)A)f(s)ds
0

Observamos que na desigualdade (9.32) se fizermos a

substituigfo O - a+f podemos mostrar ques

isto

1290 u (o) = 114 Wu(o)] & M(2)s2 P05 (1qm8,100),

é, A%u(s) ¢ D(Ae) se 0 < 0 < lag,

Consideremos agora Wyt

- Am];t(e—(t+h-s)A _ 0-(t-s)A)f(s)ds _

A% ft(e-hA-::)a-(t'B)Af(,)as = (e°Phu1)
0]
(e~PA.1)a%u(s),

Do Lema 9.9 obtivemos que1

Ag

t
["e.(t-a)Af(S)dS =
0
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H(e—hA-I)uH < %—ha“AauH se u € D(a%).

por uma observagdo anterior dissemos que Ay e D(Aa) com

O< 8 < 1~t. Assims

wy = (e™™he1)a%u = (e™PA 1)v, v e p(a?)
Iyl = I (e™Ax)v] s 208l afv] = 2 684 (WFu(o)l =

8 =\ =
eihaHA“*eu(t)H < %ftl'“ A =OM(T)B(1-q~6,1-\).

Tomando w, e lembrando que A% & fechado teremos:
t+h
I, = Hﬁ( om (£+0=8)4 £yl <
..b

t+h
< f 2% o= (B+h=)4) (Mg (o)) 5™ s <
t

t+h
< M(T) ( (t+h~s) ™2 s~ ds.
t

Fazendo (s~t) =y obtemos

lw,ll = M(T)f (hes)=% (s+5)™ ds.
(0]

Usando, de novo, a definigfo da fungfo beta vem:

”W2H < pl=o=A M(T)B(1=0,1-)) se tomarmos (s+t)‘x < s~
1-a
|w,ll < E;———wt-K M(T) se tomarmos (s+1:)-?L < t-k
2 (1~ )
Assim:
lan atu(s)l] s fwyll + flw,l <
8
B 41-0=2=8 y(1)B(1~a-8,1-1) + B M(T)B(1-q,1-1)
<
8 1wy
%—tl"“'?"e M(T)B(1-0-8,1-1) + 2 = M(T)
(1~a)

Suponde que 1-0=) = 8, os fatores tl~a-k_e e hl-0~h
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podem ser substituidos, respectivamente, por Tl"m"?\-e e nd .

Portanto, |lAn A%u(s)] = %?— p1=a=A =8y (1)B(1-q=8,1-0) +
+ n® M(T)B(1—g,1-A) = (ﬁ%?—:?:EB(lﬁ-G,1-7\)+B(l~a,l-?»))M(T)he =
= CM(’I‘)he sendo evidentemente C uma constante que nfo depende
de t € (0,T]. Assim, mostramos que

| a%u(t+n) - a%u(t)| = CM(T)he
isto &,

Aue Ce((O,T]) 0 < § < 1=t

Para mostrarmos que ASu € Ce((O,T]) para qualquer

0< 8 < 1-0 vamos mostrar que A%u € CB([G,Iﬂ) sendo ¢ € R,

€ >0, Se t¢€ [¢,T] o fator tl-a-l'e pode ser substituido
por Tl"m"";“"e ge 1l~g-A=0 =2 O ou por cl'aﬁk'o se lmg~\=~0 < O,
Observamos também que n1=% ¢ n9, Ent#o, congiderando a segunda
expressfo para |&h A%u(t)] vem:
e N leat
lan a%u(t)]| = %—tl"“"h O M(T)B(1-0-6,1-1) + E-a £ M(T) s
e B
s -g—cl"““k 8 M(T)B(1et =6 ,1=}) + %l-e”h M(T) =

el-a-hne e-l 5 8
a (S B(1s0-0,14%) + S M(M)n° = ¢ M(T)n
onde C, dindepende de 1t € [eT]. TIsto implica que Au 6(3%(0¥ﬂ)
O< 8 g 1=0 para qualquer € » 0O, t2o pequeno quanto se queira,
ou seja, A% e Ce([D,EJ).

Asgim,; de

Au(t) = A% f

0

t

t
e"(t's)Af(s)da = ‘f A% e'(t"s)Af(s)da
4]

podemos concluir que A%u(0) = 0,
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CAPYTULO IV

§10. Solugles em S[O0,T],

Consideremos o problema do valor inicial sob a forma in
dicada antes por P(3) isto &€, sob a forma da equagfo integral

abstrata seguinte: (9.10)

onde lembramos que Hu = _a=1/b P(u|v)u.

Hu estd bem definido em vista dos Lemas 9=1 e 9-4 ¢
S[0,T], de acordo com definigcf#o j€ dada, € o conjunto de todas as
fungles us: [T;,T,] = E{Q), TysTy € R*, tais que wu(t) & contf-

1/2

nua em [Tl’TZJ =I, A’7"u € contfnua em I - {Tl} e

”Al/zu(t+Tl)” = o(x=%y 4 4 ot

Antes de passarmos ao estudo dos teoremas de unicidade
~ » - -
e exXlstencia, vamos fazer algumas consideracles a respeito das

integrais da equagf@o integral (9.10)

a) Suponhamos que u € S[0,T], T > 0, Ent3o, pela definicfo
de S existe uma fungf@o contfnua n&o negativa K{(t) com
K(0) = 0 e tal que ”Al/zu(s)ﬂ < K(t)s-l/u, O0< s < t« T sendo
K(t) dado por:

K{t) = sup sl/MHAl/gu(s)
O<sst

De fato, podemos dizer que:
Al/zu(s) = ,:54,]'/’+ Al/2 u(s) 5'1/“ 5 > 0
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e

1a¥ 2a(o)] = s MaPu(e)s™ Y s sup (MM aM Pu(alhs™H/

O<sgt
Logoz
14/ 20(s)|| s x(t)s=1/* (10.2)
De acordo com o Lema 9«4 (9.20) vimos que
o]l < cllat/a)?,
Segue=-se ento:
Ima(e)]l = clla¥2u(e)]? < o ®3(¢) (s~¥")® = ¢ ¥*(2)s™ V2 (20.3)

©
Fagamos agoras g{t) = ¢ (u,t) =‘( Al/ue'(t“s)AHu(s)d

o)
Como consegtiéncia de (10,3) e de (9.29) segue-se @

existe e 6 cont{nua em [0,T]., De fato, temos:

o (eIl < [ |4/ (*-=>AnuHu( )l as f (6=8) " ¥ox® (5) 8™/ 2as =
= C K2 (%) f (te8)"1/*a"1/ 248 = ¢ ¥2 (1)t %B(1/2,3/4).

Teto implica em que ¢ existe e ¢ continua para cada t € [0,T]

pois K(t) & contfnua.

Também, A1/2¢

14235 ()] = © B(1/2,1/8)k2(+)s~Y%, pois,

AV () = Al/sztAl/“ o= (t=8) Ay () e ='ftA3/“ 0™ (£=2) (s ) as,
0

0

existe e § oontfnue em (0,T] com

Dails
1432 (831 & [ 7143/ 0= (4= fraa) s #

slgt(t-u)'B/“c Kz(t)i'l/zds = ¢ K3(£)p~L/ ¥ f- ~1/2(1.5)*3/% ax =
-« ¢ K2 (6)6"Y% B(1/2,1/4) = 0 B(1/2,1/0)K3 (¢) " ¥,

Podemos concluir entfe que ¢(t) € 8[0,T] asempre que u € S[Q,T),
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b) Suponhamos agora que a desigualdade: ||Pf(s)| = M(’c)s“B/I'L
0< s< t< T se verifique com uma fungfo continua M,

M poderd ser definida como:

w(t) = sup s M|pr(s)l. (10.4)

¢ -(t=s)A
Seja U (t) =.f e Pf(s)ds a outra integral de
8]
(10.1). Ent@o V(t) & continua em [0,T] e Al/zw ¢ continua

em (O,T] valendo a desigualdade:

1424 (6)]| = B(1/2,1/0)m(5) ™2/ %,

!
Basta notar que ¢(t) € a mesma integral considerada
no Lema 9.10, EntZo, ¢(t) € D(a*), 0< o < 1, com [|a% (4)] =
< B(1-a,1-M)M(£)t7 % o se a = 1/2, A = 3/h vem que:

14224 (0)]| = B(1/2,1/8 ()",
c) Se a = u(0+) € D(Al/h) ent¥o v = e Py ¢ S[0,T] pelo

Lema 9.8, De fato, podemos escrever ques:

(4120 (0)]] = [|a/2e PRl = a1/ temtA01 Malt < at/ o= tA| 4/ Ma ¢
< HAl/ha”tal/h < twl/&
~-tA

Portanto, v(t) = e ""a € s[o0,T].

Em vista das consideragles a), b) e ¢) vemos que

+ t
" ta 4 f e’(t-s)AHu(s)ds + ( e”(t-S)APf(s)ds pertence a
0 O

s[0,T] sempre que u € S[0,T], a ¢ D(Al/u) e lee(t)] =
= o(t'3/4) t a o',

Enunciaremos agora o seguinte:

TEOREMA 10.1: Se a € E(Q) e ||Pf] for integrdvel em [0,T],
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0 < T< =, entfo a solugdo de

u(t) = eﬂtAa + [
0

‘tAl/he*(t-s)AHu(s)ds + fte-(t-S)APf(s)ds
(0]

é unica em S[0,T].

Demonstragfio: Sejam u e Vv solugles em sT0,T] e w = u~-v,

:‘LtAl/he'(t'S)A(Hu(s)-Hv(s))dS-

21) temos:

Ent&o, w(t)
Pelo Lema 9-4 (9.

it (s)-mv(s)l| = cf A Zu(s)] (142 2u(s)+[[aY 2w (s)])

e dai

() -Bv(s)] = s~/ 212 a2 ()| (|22 2u(s) ]| +] 4 2w ()] =
= ¢ Y Mat 2y (o) (s ¥ aY Ruls)] + STM A P (s)])s ™2,

Logoao,

lru(s)~Hv(s)l| = ©

sup (s2/MaY 24 (s)])-

+ sup { (Y M[aY2u(s)ll + M M)AV 2w ()35 M2 <
O<sst
<c sup (/MY 2u()) sup s/ M[aM 2u(s)+ sup /M)Al P (e)s
O<sst O<sg O<ss t
Chamando D(t) = sup sl/AHAl/zw(s)” e por
Ocsst

K(t) = max{ sup s~/ %41/ 2u(s)|, sup M1 2v(s)I3
O<s< O<sst

|Hu(s)~Hv(s)| < 2¢ K(t) D(t) 3-1/2 0< s< t< T

Por definig¢fo, K(t) e D(t) sZo fungles mondtonas e
crescentes., D(t)

satisfaz, portanto a relagfo:

p(t) = sup s 4 aY2u(s)] = oM A Ru(t)] (10.7)
O<s<t

Usando os Lemas 9«8, 9~10 e (10.6) obteremos:
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t
Al/zw(t) = A1/2 f Al/he"(t_S)A(Hu(s)-Hv(s))ds
0

) |
1% 25 (1) sf a3/ %= (6= A) iy (5) mmiv () as <

O
< [t(t_s)'3/4azc k(t) D(t) s"? gs =
O

= 2C K{(t) D(+) 3(1/2,1/4)1:"1/4
donde Al/zw(t) existe e
tl/MHAl/zw(t)H < 2¢ K(t) D(+) B(1/2,1/4) (10.8)

Pelo {10.7) vem:

D(t) < tl/hnAl/zw(t)H < 2¢ kK(t) B(1/2,1/4)D(%)

D{t) = 2¢ K(+) B(1/2,1/4)D(%). (10.9)

Da definigfo de K(t) segue=se que K(O) =0 e K(t)
¢ continua. Logo, podemos egscolher um tl real e positivo tal
que:

2¢ B{1/2,1/4) K(t,) = k(¢,) < 1 *
Assims D(tl) < 2C K(tl) B(1/2,1/4)D(t1) = k(tl)D(tl)
D(tl) s k{t;)D(t;) = (1mk(t1))D(t1) < 0
Como D(t) = 0 para todo t = O e (1-k(t1)) > 0
concluimos que D(tl) = 0. Mas D(%;) = 0 implica w(t) = 0,

pois

D(tl) = Ozzpt tl/MHAl/zw(t)” = 0 donde ”Al/zw(t)n = 0
=%y

ou sejas

(a2 24() 14 20(1)) = (aw(t)|w(t)) = 0 e w(t) = 0.

Agsim, ge O < t = tl temos w(t) = 0 portanto,
u(t) = v(t).
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Consideremos, agora, apenas intervalos do tipo tl s t=

< T, T3> 0. Seja
1/2

I, = [t

Como A u e Al/av s30 continuas em I, segue-se

que existe uma constante positiva Kl tal que:

1/2 1/2

A~ “u(s)]| < x la~ =v(s)|| = K, se s¢€I

1 e
Pelo Lema (=4 (9.21)
lu(s)-mv(s)] = claX2u(s)| (1A 2u(s)] + [aY2v(s)]) =
< c( sup [AY2Zu(s)]) (4 Ru(s)] + |a¥3v(s)]])

1

tlssst
| Hu(s)-Ev(s)[ < 2¢ K, D, (%) (10.10)
onde,
D (¢) = sup [a¥2w(s)] = sup 47 2u(s)]
tyssst Ocest

O teorema estard provado se demonstrarmos que € verdadei

ra a seguinte proposigfo:

1
PROPOSIGCXO; Seja t7t ¢ I, e 8 > 0 dado por & = (16CK_ )% °
1

Se w(t) =0 em [0,t'] ent#o w(t) =0 em
[o,t'+8] n I,

Dem_p;;_at;ggégs Conslderemos t'+8 2 Ty De w(t) =

t
af Al/ue'(t's)A(Hu(a)nHv(s))ds t € [t',T] obtem
£

remoss

t
Al/z‘hf(f) E{ A_B/”}e'(t.s )A(Hu(g)-HV(S))dB
1

a2/ 2u () 6 [ 130 oM e i)

& 20 K, Dl(t)[ (ve8)"""as = 80 %, D (1) (vmt") Y/ 4
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usando (10.10) e (9.29). Assim:

1/2

la™ *w(t)| = 8¢C K, Dl(t)(t-tr)l/ll t € [t,T] (10.11)

Em particular, se tivermos t € [+!',t*+58] a relagldo an-~

terior ficas

“Al/zw(t)” < 8C K, Dl(t)(t--tr)lﬂL < 8C K Dl(t!j-zs)ﬁl/lL <

1
1 1
< 8C K, Dl(t'+6)1€6ﬁ1 = 5 Dy (t1+8)

Temos agoras

[aY 20 ()] 5 3 b, (v145) (10.12)
e

Dl(t'+6) = sup HAl/zw(t)” < %—Dl(t'+6)
tlstst‘+5
Logo,
1

D (pt+6) = Z D (t148) < ©

ou

1
§ Dl(t"{'a) < 0
implica Dl(t'+6) =0 se 1 € [tl,t‘+5]a
Por outro lado temos também gue:s

D, (+148) =  sup  [aVZu()] = sup [ Zu(s)]

tlstst'+6 O<ts=tt+b

Se w(t) =0 em [0,t!'], isto &, se

2
D(+;) = sup (4 2w(s)] = o
O<tstl
entdo
Dl(t’+5) = sup HAl/zw(t)” =0 t € [0,t1+8]
o<ttt +b

logo w(t) = 0 se % € F0,T]. Concluimos que u(t) = v(t)

para t € [0,T]. Assim ficam demonstrados a proposiglo e o



=652 -
teorema,

ObservagBes: a) O Teorema 10-1 permanece vdlido se substituirmos

o momento inicial +{ = 0 por gqualguer outro mo-
mento inicial + = tl.
Neste caso as equagdes integrais (9.9) e (9.10) se es-

crevems:

b t
u(t) = e—(t-tl)%u(tl) + ( e-(t-S)AFu(s)ds + ( e‘(t-s)APf(s)ds
tl tl t = tl
~(t=t,)A t t
u(t) = e 1 u(tl) +f/ Al/ue-(t-s)AHu(s)ds+J/ e-“)S)APf(s)ds
tl tl t 2 tl

b) Pela definigdo de S[0,T] o Teorema 10.1 também permane -
ce vdlido se o intervalo [0,T] for substituido por qual-

quer [O,Tl) 0 < Ty s +.

Existéncia de solug8es em S[0,T]

Daremos o seguinte:

TEOREMA (10-2): Suponhamos gque

a € D(A;/h) a = u(o")
lpel] = o(t-%J t » 0%,

Entdo existe uma solugfo u € S[0,T] para algum T > O

que depende de a e de Pfr,
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Demonstrag@o: Mostraremos que uma solugdo existe construindo uma

solugdo. Usaremos o método das aproximagles suces=

sivas pondo:

u (t) = e""a + ¢ (t) (10.13)
u () = u (¢) +¢(u,,t) n=0,1,2... (10.14)
onde, como antes:
() = Lt o~ (t-5)4pp (545 (10.15)
¢ (u,t) =‘gt AV Bg=(3=2)An, ()4 (10.16)

Das observag8es anteriores vemos que o processo de ite-

rag@o pode ser continuado indefinidamente em S[0,=).

A seqtiéncia X_(t) = sup sl/uHAl/zu (s} & mondtona
n n
O<sst
crescente, Kn(t) 6 continua para cada n € N e Kn(O) = 0,

Além disso, Kn(t) satisfaz 4 seguinte relagfo de recorréncia:
2
K,.1(t) = Kk, (t) + ¢ B(1/2,1/u)Kn(t) t >0 (10.17)

De fato, vimos que:
1422 (u, 0)]| s © B(1/2,1/8)K3(5) "1 "
donde
e 1/% a2 25 (u,8)]| « +/%)aY % (u, )] £ ¢ B(1/2,1/8)K3(+) s <
Agegimg

aup gl/”HAl/z¢(un,a)H £ C B(l/z,l/h)Ks(t) 8 < &
O<ns t

sendo a(un,s) = un+1(a) - uo(s) vems

o Ma 20 ()] - smp 8V/MaYu (s)] <

Ossgt

sup

Ocsst n+l
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VAL IIAY2u (Il - 142 (o)1 <

= sup s
O<s<t

VM aY 2w (s) - u_(s))] =

= sup
O<s<st

= sup sl/“HAl/zcs(un s)l = ¢ B(l/z,l/u)Ki(t)
O<s<t ’

n+l

K_,,(8) - kK () s ¢, B(1/2,1/0)K> ()
K ., (t) < K () + ¢, B(1/2,1/8)K> ()

Devido ao fato de ser Kh(t) continua para todo n € N
e KO(O) = 0, podemos sempre encontrar um T tal que

Lo B(l/2,l/h)Ko(T) <1 T3> 0.

Mostra=-se que Kn(t) € limitada e que vale a desigual-
dade:

l%Ji-hClB(l/z,l/h)Ko(T) 1-4/1-4C B(1/2,1/4)K{T)
2¢ B(1/2,1/4) <K o)< —— 2c B(1/2,1/4)

sendo UC B(l/z,l/h)Ko(T) < 1.
- 1-/1-kc B(1/2,1/8)K_(t)

Fazendo: Q{t) = 2¢ B(1/2,1/%) - vem que
K (t) = Q(t) t¢€ (0,71 e Q(t) = 2 Ko(t) (10,18)

Consideremos agora a igualdade:

t
wn(t) = ( Al/ae"(t"S)A{Hun+l(s)-Hun(s)}ds
(8]

sendo W = u, , = u, n = 0,1,24¢0e. t € (0,T].
Fazendo D (t) = sup sl/huAl/zw (s)” e usando o mesmo
n n
O<sst

procedimento de antes obtemos a desigualdade
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Dn+l(T) < 2C B(1/2,1/4)Q(T)Dn(T) < LcC B(l/z,l/u)Ko(T)Dn(T) (10.19)

onde usamos o fato de que Q(t) = 2 Ko(t)o
Assim, D_ . (T) = LC B(l/z,l/h)Ko(T)Dn(T), Dn(T) =z 0

D T
implica em __%i%éjl-s Lo B(l/z,l/h)Ko(T) < 1 que por sua vez imm

[==]
plica a convergéncia de I Dn(T).
n=0

Como D_(T) = sup sl/hHAl/zwn(s)H temoss
o O<s<T

sup B oMM 2 () s T sup oV/Mad 2 (o)) -
O<sg™ n=0 n=0 O<ecT

o]
= Z Dn(T) s >0
n=0
logo, & tl/h“Al/zwn(t)H converge forte e uniformemente em (Oﬂﬂ.
n=0
Entdo a seqliéncia tl/uAl/zun(t) também converge uniformemente

em (O,Tﬂ.

1/2

Sendo A~ limitado, pelo Lema 9-6, ¢ AY?2 fechado

segue~se que un(t) converge para um limite u(t) € D(Al/g)

tl/u Al/zun(t) converge uniformemente para tl/u Al/zu(t) em

(0,T]
De fato, seja 1lim ALl/2 u (t) = v.
Temos: v _ = Al/zun(t) + vyt € (0,17, Al/2 fechado.
Sendo A“l/z continuo wvem:
1im A“l/zvn - a2 i v, = A"Y/2,

Pordm: 1im A~ 3v = 1im a~1/2,1/2, (t) = 1im u_(t).
n n n
Como o limite & inico, concluimos:
lim u_(t) = A_l/zv,

EntZo, de
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un(t) -+ A-l/zv = u((t)
Al/z fechado

Al/zun(t) +> Vv

a(t) = a~Y2; ¢ p(a¥/?)

obtemos:

o v(t) = aY2y(s)

De Kn(t) = sup sl/AHAl/zun(s)H
O<s<t

vem

1im X_(t) = 1im{ sup sl/hﬂAl/zun(S)”} =

O<s<t

- sup 1am{sV/¥a2u_(s)} = sup &Y *a2u(s)] = K(¢)
O<s<t O<s<t
e de Kn(t) < Q(t) temos K(t) = Q(t) < 2 Ko(t) com t ¢ (0,T].
Fagamos agora, O = sup sl/ZHHun(s)-Hu(s)H e por
O<s<sT
(9.21) podemos escrever:
a, = ocasT sl/2HHun(s)-Hu(s)” <
s ¢ sup s 3aV2 ()| (JaY2u ()| + [aY2u(s)]) =

O<s<sT
VMAY/2 0 ) (s MY 20 ()] + s MY 2u(e)]) <

= C sup s

O<csgT
s ¢ sup sY/MaM3(u_~w)l (x (£) + K(5))
O<s<T
Dai segue=-se que 1lim o, = 0 poiss
K (T) » K(T) = 2 E_(T)
e
1im tl/hnAl/z(un-u)H - 1imHtl/4A1/2un PR VLR VT
porgue

tl/hAl/zun -+ tl/uAl/zu.

Podemos afirmar entfo que:
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8 {u,,t) » ¢(u,t)
De fato:

¢(un,t) =J{t Al/ue_(t-s)Aﬁun(s)ds,
0

o (a8 (,8) = [* /(22 ann (o) (o) s

t
16 G )-8 o)l = [ a0 (50 s (o) () as <

t s
s{( s—l/ZHAl/he“(t“s)AH sup 51/2Han(s)mHu(s)Hds =
o O<s<T

s.ft(t-s)—l/u a s-l/2ds =Q (At(_tr-s)_]'/l'L s—l/zds.
0 %o

n

t
Assim 1im”¢(un,t)=¢(u,t) < (.L (tns)-l/h sﬂl/zds)lim a =0
e lim @ (u,,t) = ¢ (u,t).
Como u, .(t) = u_(t) + ¢ (u,,t) n=0,1,2... obtemos:

u(t) = uo(t) + ¢(u,t) ol se ja:

t ‘
u(t) = o thy +‘£ Al/he_(tms)AHu(s)ds +j;t e’(t—s)APf(s)ds

se fizermos uO(O) = a entfo u(t) & continua em [0,T].
Al/%l é continua porque a converggncia tl/4A1/2un(t) -

- tl/uAl/Qu(t) € uniforme.

Sendo X(t) = sup sl/MHAl/zu(s)”, K(t) £ 2 Ko(t)
O<e=st
entdo sl/hHAl/zu(s)H < 2 Ko(t)tml/h, isto &, wu(t) € s{o,1].

Assim, u(+t) satisfaz a equagdo integral em [O0,T] e

u(t) € sf{o,Tl,

§11. SoluglBes em S[0,=)

. ~ ]
Na demonstragfio da existencia de solugdes mostramos

que existem fungSes wu(t) definidas em [0,T] T > O que sa~-
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tisfazem a equagdo integral (9.10).

Mostraremos, agora, que com algumas modificagdes as so-
lugdes u(t) podem ser estendidas a [O,m). Para isto, daremos
inicialmente o seguinte teorema:

TEOREMA 11-1: Sejam a € D(Al/h), a = u(0), |lee(t)] = o(t‘3/h)

t+ 07 e ”Al/ha“ + BiM <'E%§" B, = B(1/2,1/4)
1
onde C & a constante do Lema (9.1) e M = sup sB/AHPf(s)H.
O 8o

Ent#o existe uma solugdo u € S[0,=).

Demonstragdo: Usando o Lema 9~8 podemos escrever que:

tl/h“Al/ae-tAa” - tl/h”Al/he—tAAl/ha“Stl/ht—l/hnAl/ha” -
= |4/ Ha]
isto €&,
s/ a1/ 26 FA, ) o 14T/ M) (11.1)
tl/AHAl/2¢(t)H s BM (11.2)
pois,

HAl/aw(t)H < B M(t)t"'lﬁF < BlMt—l/h por (10.5).
Da demonstragdo do teorema anterior haviamos obtido a

relac#o:
2
Kn(t) = sup sl/hHAl/ un(s)”
O<s<

0 que implica em:

K (t) = sup sl/hﬂAl/zuo(s)H = sup sl/AHAl/ze-tAa+Al/2¢(s)”
O<sst O<s<t

Agsim

KO(T) = sup sl/AHAl/ze—tAa+Al/2¢(s)Hs sup sl/h”Al/ze"tAaH +
O<s=sT O<s<T

+ sup sl/h”Al/2¢(s)Hs sup HAl/ha”+ sup B,M = HAl/haH + BlM'

O<ssT O<sgT O<s< T 1
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Este resultado mais a hipdtese de que ”Al/zaH + BlM s-zéﬁﬂ nos
1
conduz a

1/h 1
KO(T) < ”A a” + BlM <W (11.3)
Logo A4C Bl KO(T) < 1 gualguer que seja T > 0, Este resultado

¢ suficiente para garantir a existéncia de uma solugfo em S[0,T]

0 gque se pode ver pelo seguinte teorema:

TEOREMA 11-2: No Teorema 11-1 substituamos a hipdtese de que

[al/%a) + Bw <7*Ci—31 por ||al%al s a_ e

e ()] < My O0< t<e onde a, e u_ s¥o reais positivos
tais ques
43
0 < 6ClBlaO <1 e 0< 108 < a (11.4)

-1/4H B como antes. Entf&o existe uma so-

t
sende C' = HA 1 By

e C

lugdo wu(t) em S[0,=).

Demonstragdo: Vamos mostrar inicialmente que a solug@o do Teorema

10-2 existe no intexrvalo [0,t!] e satisfaz

/4

[a™ a(e)] = a (11.5)
sendo
a, 4/3
£t = (]} u_z) (11.6)
t
Seja ¥ (t) = ‘f e-(t-S)APf(s)ds como anteriormente.
O
Entédo
AY 2y (4) - ]/t AV 2g=(t=8)Ap0 ()4
O .-
e £ |
1422 ()] « [ Ja2/2em (500N g < 2y /2
¢]
Logo

AR ) s 2, s 2n, o ve (0,0 (117
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Também temos:
tl/“HAl/ze"tAaH < HAl/“aH s o (11.8)

1/Y4

usando (11.1) e a hipdtese de que |[A™ "af = e

Em vista destes dois udltimos resultados e lembrando que:

K (t) = sup s%/¥|a2u (s)]
O<sgs t
obtemos:
kK (t) = sup sl/uﬂAl/zuo(s)” < sup sl/uuAl/ze'tAaH +
O<sgt O<asst
+ sup o/ M43y (s)|
O<sgst
e daf
Ko(t') <O, + 22U, t’3/4
&, 4/3 3/4
Ko(tl)so:o+2uot'3/4sor.°+2u°|(-1]—;-ﬁ) | =
- 1% %g _ 3
=0, * 2H, E“’o =08, +53 =%0%,

Como, por hipdtese, O < GClB

1 3 1
O<ao<gc~l§;,donde 0<2ao<wl—B—I vem ques

1“0 < 1, ou seja,

Ko('b') ‘%mc)(-nlc—j:-ﬁ*; (1109)

Logo 4C,B.K (t') < 1.

Fste resultado € sufilciente para que exista uma solu=
¢fo u(t) em T[0,t!], pelo Teorema 10,2, Também, a relagiot
kK(t) s a(t) = 2 X_(t) & verdadeira para tede t € (0,%'].

Da definigfo de K(t) e usando (11,9) obtemos

g1 ¥ Al 260 < 30 (11,10)
De fato, temoal

K(t) = sup sl/QHAl/zu(a)H
Ocact
donde
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sl/u”Al/Zu(s)H < k(t) para todo t € (0,t'].

Também X(t!') = sup sl/u”Al/zu(s)H e dafi
O<s<t!
t'l/hHAl/zu(t’)H < K(t!) < 2 K _(¢') = 2-% a6, = 30

Q

Logo o 4/3 -1/h
an 1
1aY2a(en)]| < ja, t! Uk 3a | G ) } =
o
Woov1/3
Q
4 Ho 1
Por hipétese, O < 108c* < o  donde O <—g— < —.
o o o 27613
Assim:
L 1/3 1/ «
1/2 Ho 1 3 0
o™ *a(s)|| = 30 _( ) < 30 ¢ )T =2
o ao o 27013 C!
Observando que podemos escrever Al/hu(t') =
= A“l/)+ Al/zu(t') obteremos daf ”Al/uu(t')” = ”A-l/hAl/Zu(t’)“s
- c am
< |la 1/4”HAl/zu(t')H < C! C? = o onde, por hipétese, C! = wAlﬂ+

Existe, ent®o, uma solugfo u(t) mno intervalo (0,t!]

satisfazendo as condigJes do teorema. FEm vista das consideragdes

a) e b) feitas no infcio do §10 podemos construir uma soluglo v

com instante inicial coincidindo com ©!' e v(t') = u(t‘), v

estd definida em [t7,2%t'] e v € S[t',2t!].

A desigualdade HAl/”v(ztt)H s o, & satisfeita.

A fungfo w definida por
u(t) 0 t< t°?

w(t) =
v(t) 1 < t < 2%

§ uma solucgfo da equagdo integral em [0,2t"]
t t
u(t) = eﬂtAa + f Al/he_(t-s)AHu(s)ds +<{ e‘(t-s)APf(s)ds,

0 0
t € [0,2%1]
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Seja u€ S[0,tt] e v € S[tt,2t!']. Vimos que Ko(t)

€ uma fungflo continua e que he, B Ko(t') < 1. Podemos encone

1
trar, ent3o, um nimero t§ tal que A4C; B, Ko(ti) < 1 para
t' < t] < 2t';, Pelo Teorema 10-2 existe uma solugfo Unica

u; € S[0,%}]. Pelo Teorema 101 esta solug@o coincide com u em

t],

[O,ti]. Também, temos que u coincide com Vv em [t',tl

1
Portanto w e u coincidem em [O,ti] e dai segue-se que a
continuidade de A~ “w em t = t!. Assim, a solugdo u pode
ser estendida de [0,t!'] a [0,2t!] com a desigualdade:

”Al/4

u(2t')” = Qa, satisfeita.
A solugBo u € S[0,2t!] pode ser estendida de [0,2t!]
a [O,Bt'] e este processo pode ser continuado indefinidamente

sendo u estendida a [O,nt!]. Assim, estd provado o teorema.

§12. Solugdes em S[O0,x)

Mostrada a existencia de solugaes da equagao integral

(9.10):
t t
u(t) = o~ thy +J{ Al/qe-(t-S)AHu(s)ds + J/ e-(t-S)Pf(s)ds (9.10)
9] 0
_ o ,=1/4 . .o B
com Hu = =A P(uIV)u precisamos agora verificar se u = u(t)

¢ diferencidvel e se a solugdo w encontrada satisfaz o proble=-
ma abstrato de valor inicial, P(2):

du

a?=-Au+Fu+Pf t > O

u(0o™) = a
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Para isto, vamos considerar a equagfo integral (9.9)

u(t) = e-tAa +‘£te-(t-s)AFu(s)ds +j;te-(t-s)APf(s)ds (9.9)

e construir uma outra classe de solugbes de modo que Fu(s) =
= «P(u|Y)u tenha sentido. Daremos, inicialmente, a seguinte
definigdo:

1

DEFINIGRO 12~1: Sejam B e ¥ nidmeros reais tais que %f< <] <-§,

%< y<1l e I=[T,,T,] <R’ umintervalo.
Indicaremos por S(I) o conjunto das fungSes u: I + E(Q) sa-
tisfazendo as seguintes propriedades:

a) u € continua em I

1/2

b) AYu e A/ "u s¥o contfnuas em I~{T

}
1
c) (t-Tl)Y"B”AYu(t)H e (t-Tl)l/zﬂanAl/zu(t)H s3o limitadas

quando t 0¥,

Pelas definigles de S(I) e S(I) observamos que
S(I) c s(I) e também que se u € 5(I) entd¥o Fu estd bem des

finida de acordo com o seguinte lema:

LEMA 12-1: Seja ¥ € R, ¥ > 3/4., Entfo para todo u,v € D(AY)

existe uma constante C, que depende de Y e 0

tal que as seguintes desigualdades valem
IFal < At/ 2uflfjaY (12.1)
[Pu-rv] < ¢, (Ja¥ull -4 2 (v |4 AV 2| A @-v))  (12.2)

A demonstrag®o (veja [10]) deste lema envolve teoremas

sobre interpolagfo de espagos e por isto n¥o serd dada aqui.
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Faremos agora algumas considerag8es sobre os termos que

aparecem na equag®o integral (9.9). Seja entdo:

Z(t) e~ tAa

&
v(t) -f o= (t-8)Ape (o)as

0

U(t) = Lt o~ (t=2)Ap (s)as

Vamos supor que u € S[0,T] T > 0. Ent@o a fungfo
K(t) definida por:

K(t) = N(W9t’B 9Y) = sup Sa-B“ACLw(S)” |
O<ss t

€ contfnua, limitada em (0,T] e mondtona crescente em t.

Usando a desigualdade (12.1) podemos mostrar que:

Iru(s)] < ¢, K3(t) s2BY"/2 o< ss < T (12,3)

2

De fato, temos:

IFu(s)] < 2| 2u(s) | a¥u(s)]
donde
1Fu(s)] < c?(s/2Bat 2u(s)] )P~/ 2 (Y B a u(s) )P Y <
< c? Kz(t) st-y-l/z-

A continuidade de Fu em (0,T] segue de (12.2).

A%U & continua em (0,T] para qualquer « € [0,1),

pois, temos:

t
AQU(t) = f/ Aae-(t_s)AFu(s)ds
0

t
| ®u(e)] = [ %52 4 rute)] as <
0

¢
< ¢, K°(b) f (t-s)~% §2B-Y-1/24,
0

= ¢, K°(t) B(28-y+1/2,1-q )£ 3P "Y =0 +1/2

por (12.3) e (9.29).
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Entdo:

=Y eg+l/2

1a%u(e)| = ¢, k2 (T)B(28-y+1/2, 10 ) t2F t€ (0, T] (12.4)

sendo K(t) =< K(T).
Pondo U(0) = O podemos verificar que U(t) & também

continua em [0,T].

Se fizermos M = B-y+1/2 (0 <p < 1/4) e B, =

2
= B(2B~-y+1/2,1-0.) obtemos de (12.4) que
P u(e)] = ¢, B, WE(6)ePVHR
= ¢, B, ¥°(t)# < ¢, B, ()™  t e (o,T]
e
B atu(e)l < ¢, B, ()", (12.5)

nos diz que U ¢ §[0,T].

Vamos tomar agora a fungfo V(t)} e supor que

sup sl"BHPf(s)H <M + ¢ (0,71, M. constante (12.6)
O<asct

Ent8o, com procedimento semelhante acima, mostramos que

AQV(t) € continua em [0,T] e satisfaz a desigualdade
t““BHAQV(t) < MB(B,1-a) (12.7)
Temos &
A2v(s) = f/ A= (t=8)Anr v as
0
vl = [ 1A ot )l as -
£
o [0 (24 (1B (o B2 < [ e s
)
= MB(l-a,B)t

Assim, 7P a%v(t)|| s MB(1~x,8) t € (0,T] para qual-

quer 0 < a< 1, Se V(0) =0 entfo V(t) €& continua em [0,T].
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Logo V € S[0,T].
Seja, agora, Z(t) = e‘tAa, a &€ D(Aﬁ).
Podemos escrever:
2%7(t) = a%e~Tha = A%a=Bo=tALR,

1a%7 (1)) < || &% Be 4| aPa] < =% aPa] donae

e

&P a%2(6)] < 2B aBa] = [|APa) (12.7)

para O < B << o<1 £t >0 e este resultado implica em que
Z E g[o,w)-

Concluimos, portanto, que sob as condigles:

M =8 =¥ + 1/2 >0 (12.8)
1-B
sup s ”Pf(s)” = M (12.9)
O<asgt
a € D(AB) O<Bsax<l (12.10)

todos os termos de {9.9) pertencem a §[O,I§ sempre que

u € 5[0,T]. Quanto & unicidade de solugSes, se existirem, da
equacdo (9.9) temos o seguinte teorema:

TEOREMA 12-1: Se a € B(Q) e |Pf] & integrdvel em [0,T], en=

t&o a solugXo de (9.9) & unica em S(0,T].

Demonstragfo: Observamos que S[0,T] < s[0,T]. Mas, em S[O,T]

as solugBes s&o unicas, quando existem, pelo Teo=

rema 10.1, Logo, s&0 dnicas em S[0,T].

TEOREMA 12-2: Vamos supor que a € D(4%) e [Pe(t)] = o(+™1*),
t + 0" onde B8 € R, %‘< B < %—. Entfo existe em

S[0,T] wuma solugdo u de (9.9) para todo ¥ tal que %—< Y <

< B +-% sendo que T depende de £, Y e HAﬁa!
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DemonstracHo: A demonstragfo é inteiramente andloga & do Teorema

10.2, Constroi-se uma solugfo por aproximagles su=-
cessivas e mostra=se que u_  converge. Mostramos que w ~con-
vergia em S[0,T] wusando o fato de que sendo Kn(t) continua,
para todo n€ N e t € [0,o), podfamos encontrar um 7T tal que

ko, B ¥,(r) <1 T> 0.

1
Seja, ent®o, M =B - ¥ +1/2 2 0 e
a— a
K_(t) = N(u_,t,8,v) = sup %P [[a%u (s)l
st a=1/2
Logo,
- o
Kn+l(t) = sup &% BHA uo(s)+AaU(s)H <
O<s<t
- -
s sup FBa%u (o) + sup SO PlA%U(uy, )l
O<s<t <8<t
e K . (t) < XK (t) +c, B, t ¥3(t) por (12.5).
n+1 o 2 2 ol

-gA

Por (10.13) uo(s) = e ®%a + V(s) e pondo M(t) =

= sup sl-B”Pf(S)” t > 0 obtemos:

O<s<t
Ko(t) = sup sa—B”Aae-SAa+AaV(s)” <
O<s<t
< sup sa"BHAQeﬁSAaH + sup sa-BHAaV(s)H.
szt O<as t
Assim

+

Ko(t) < HABa” M(t) B(g,1-y) por (12.6) e (12.7). (12.11)

i

De Ko(t) sup sa'BHAau (S)H obgervamos gque K(O) =
Ocsst ©

= 0 e como Ko(t) § continmua e M(t) limitada em [0,T,] T,>0
podemos encontrar T tal que:
(”ABaH + M(T) B(B;l“’Y))'II"t <'EE§§;“ >
Ent8o 1
sees—> (14%al + M(1) B(B,1v))1* = x_(7)7°

402B2
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donde
4c, B, K (1)1 < 1 (12.12)
Com este resultado e procedendo«se do mesmo modo que no
Teorema 10.2 mostra-se que u . € 5[0,T] converge para u€STo,T]
e que estas solugSes podem ser estendidas a 5(0,).
Passaremos agora a diferenciabilidade das solugBes em

§(O,T] e S(O,T]. Como preparagiio daremos alguns resultados em

forma de lemas:
LEMA 12-2: Seja a € E(Q) e [Pe(t)] = o(+"1™) para algum
€ >0 quanto t -+ 07 e u€ 5[0,T] uma solugfo de

(9.9). Entdo A e CB(O,T] para todo a e 06 tais que

D= a0 <1 e 0§ =5 1=0.

Demonstragfo: Suponhamos u uma solucgfo de (9.9) em g[O,T].

Temos de mostrar que AQZ, AaV, 2%y € CG(O,TJ
onde, como Jjd foi definido:
z(t) e "4,
.
V(t) = ( e"(t-s)APf(s)ds

O
(t e"(t'S)AFu(s)ds

O

U(t)

a) 2%z ¢ % (0,11,
Seja t€ [¢,T], € > 0 qualquer, e 0< 6§ < l-a. Po=-
demos escrever que

5,4%7 = Aaz(t+5) - Aaz(t) = Aae-(t+6)Aa - Aae-tAa =

8
a =tA =§A tA
e a a

= ATe - 2%~

- (A~ee-6A)(Aa+8-Be-tA)(ABa) - (A-Be-éA)(Aa+8-se-(t~5)A)(ABa)
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Iagatz] = a~Pe 04 [a%* "ot laa] +

(Ao a%*8 B o= (b=0) 4 P < 89 APal e
+'69HABal|(t-6)“°"e+B < ZkHABaH5e -kt8%, k! independente de t.
onde k = max{el, TA, (e-b)x (T-ﬁ)k} A= =a=B+8.

Como € > O € arbitrario temos
%7 ¢ ®(0,71 o< 6 < 1leqg,
b) a%v e c¥(o,1].

v = Ov(e48)-a"V(t) = Aq‘£t+ae—(t+6—s)APf(s)ds -

- A% (t o~ (t=3)4 pr(g)as =
0

t t+8
= (e-aA-I)A-e f Aq+ee-(t-s)APf(s)ds +'( AQe-(t+6-s)APf(s)ds.
0 T

b

Logo
ol = (= A-ma] [ 8o (E M pe o) -

t 48
; ﬁ 1 %6~ (5+8=3) 4 pr ()| as.

Podemos fazer uma estimativa de H(e‘5A~I)A_eH da

-8

A Vv, v = Aex

seguinte maneira; seja Vv € D(A“e). Ent®o x

e x € D(Ae). Pelo Lema 9.9 (9.31) temos:

1 (e=8A21)a™ o] = | (e7%2m)x <« & 6%11a®x] = 7 6%014° 4] =
=L s8]
Dai:
| (e~ A1) < ég- (12.14)
Assim

a8 < o f Jio+% e e )]s

+8
. f: | %= (648 =8) Ay pe(5)] as < —E (t-8)"*"%M(t)s® ~tas +



Substituindo Il e 12 vems:

€-1
-8+ 5(e,1-a-8) + S_)m(m)e°

lag 2%y < (¢

pois, se € < 1 -q-B+6<0 e €-1<0, M(t) < M(T) e
se 0§ < 1l=-0.

Q o 9

Deste modo, ||A"V(t+8) - A V(t)] < K(€,8,T)s

K independente de t € [€,T] e

Ove o, o0<o < 1w (12.15)

¢) a%ue f(o,1.

A2u(s+8) - AU(t).
(e”éA-I)Afe f A¢+ee‘(t's)AFu(s)ds +
o

4
AgA™U

o
AGA U

g0 < [ (e02-1)a"8 [ ) 45+8 6= (6=2) A (s ) as +
t+6 ( A
o[ e 48 -2)5 [ (o)) .
854%0] < &0,k m( (e-0)° (28),28-3/%,

+ C, K 2(+) f' (t=s+8)" SZB—Y-l/zdS =

69 2
5 C, K (t)I + C, K (t)12

I
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por (12.14), (12.3) e (9.29).
{ (t=s)~ ~(c+8) 2a_y-1/2

f -(oc+6)(l )= (0+0) 2By =1/2 28-y-1/2,  _
0

2B-0=8-¥=1/2 p(og v .1/2,1-00)

t+d 6
I =jr ¥ (t+d-s)"C stﬁy-l/zds =‘[ (G-x)-a(t+x)2a-y"l/2dx
t 0

2
5 §1=0
-0 2B-y~1/2, _ 28-y~1/2
o (8-x)""t dx = t T
Substituindo:

laga%ull < ¢, x*(+) & ) 2B -a-0-1/2 B(28-y+1/2,1~q=0) +

+C, K (t) tzs-a~9—1/2 g 1=0

2 2= -0 =1/2 B{2B ~ 2,1=0 = 1 8

£ C, K°(T)e P / (B(28 Y+g/ : g8 =

= C?(e,a,B,T)ﬁe com C!' independente de t € [€,T],
e < 1—00.

Assim, para todo t € [€,T] € > 0 8§ < l-g

AU e Ce[c,Tﬂ e comoc € ¢ arbitrdrio temos
v e f(o,1] (12.16)

O Lema 12.2 implica que se %~< A < 1= entdo

Fu ¢ Ce(O,T] para qualquer 0 < 0 <-%.

1/2 A

De fato, o lema nos diz que A "u e A"u € CB(O,Tﬂ

para -%—< A < 1-6 e por (12.2) temos
IFu(tss)-Fu(e)] = c, (|4 u(tsd)]] -l 42 Pu(ted) -2 2u(s)]

1/2

o 8% 2a(o)] <8t u(e48 ) - u(0)] s, (1 44 u (548 )ic,8° M Zu(e) 1,0% )=

= Loy (k4% a(ee8)] + xyllaY 2u(e)]6®
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o que nos diz ser

Fu € Ce(O,T] (12.17)

LEMA 12-3: Sejam a, 8 e W nimeros reais tais que 0 < & < 1
O<Hd B ~0 e

t
v(t) =‘L e"(t“s)A{f(s)-f(t)}ds t € [0,T] T >0 (12.18)

onde T € Ce[O,T]. Entdo Al+av(t) existe para cada 1t € [0,T]

e pode ser escrito como

Al+av(t) = ft

Al+&e-(t-s)A{f(s)_f(t)}ds. (12.19)
o _

Aldm disso:

Aty ¢ Mro,T]. (12.20)

Demonstrag&o: Se f € Ce[O,T] entfo existe K > O tal que

|£(£)=£(s)] = K|t-s|® +t,s € [0,T]. Logo:

Al+“v(t) =jﬁtAl+ae-(t_s)A{f(s)-f(t)}ds e

1A% (4) < gtnA4+“e-(t-s)Annf<s)-f(t>nas )
t
= KZ( (tns)-l-a+eds por'@.29) e
0

|at*¥v(t)] < GE; £ 4 ¢ [o,1].

Logo, (12.19) € vdlida, v € D(Al+a) e
B =t

a1 ()] = KL

Do mesmo modo podemos mostrar que
R S)
1+oy KT

donde v € D(Al+a+u). Vamos mostrar agora gque AL+ € éJ[O,T],

Se ja A6A1+av(t) = AT (348) - AT () o<t<t+8sT.



Entéo t+b

A 1+av(t) - Al+0.

8 -(t+6-s)A{f(S)—f(t+6)}ds -

f
t+
_ 1+a‘£ o~ (+0=8)Ar e oy £ (4)}as =
f (t+6-s)A
t
+ A1+U.f -(t+6-s)A{f(s) f(t+6)}ds - A +Ccf -(t-S)A{f(s)-f(t)}ds
0 t+
= l*“ﬁ "(t+6"s)A{f( )=f{t+8)}as +

t
+ AlYC fﬂ o= (E+8=8)Are 0y £ (4)}as A1+“(- o= (¥+8=8)Ar s () £ (£)}as+
0,

{f(s)=f(t+8)}as +

+ 14-(!.[ -(t+6-S)A[f(s)-f(t)} ds-Almf -(t+6-S)A{f(5 --:E‘(t)}ds

onde somamos e subtraimos o Ultimo termo.

1+

Podemos escrever AGA v(t) ainda na seguinte forma:

t+8
A6A1+av(t) = Almft e-(t+6-s)A[f(s)—f(t+6)}ds +

"
A1+0'£ e-(t+6-S)A{f(s)~sf(t+6 )}ds +

+

t .
Al L (e-éA-I)e-(t‘S)A{f(s)-f(t)}ds

Chamemos:

4

w, = f-(e“GA o= {(P=2)Are (o) £ (4)}as
1 0, _

w, = 1*“‘£ o= (5+6-8)Arc (1) £ (£48)} ds

v = AltO 4+ o=(t+bas) ey §)1 ds
3 f; {£(s)=f(t+8)}a

t
wy = A (e om (B0 hie (o) o) as = (ePAT)al ().
0

Por (12.22) vimos que [ & (a1*%(%))] = ¢ isto &,
AT*%y ¢ D(a*). Sseja entfo a1™%v =z o ATy (¢) = z(t).

~-I)Z. Por (9.31) obtemos:
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||

§)
= Nt hany] < e = A (o)) -

=‘§‘”A-+ v(t)] = o oo = © 8
sendo C uma éonstante independente de t.
Assimi
hw ]| < o8® (12,23)
Laaf® ~(t+8=s)A
W, = A e {f(t)-f(t+d)ids =
(0]

= Aeqie_aA‘ftA;+m+“-e e-(t-s)A{f(t)-f(t+5)}ds.
9]
- )
| s nAﬁ'“e'éAnJ; | atsa = o= (2= 2 () (248) s <

|

0 =0, -
S———KT 5“ = C'ﬁu
B =~
lw,ll s ot (12.24)

com C' constante independente de +t.

t+d
53 = al+e £ e'(t+5“s)A{f(s)-f(t+5)}ds =

t4+8
= ft+ Al e_(t+6-S)A{f(s)-f(t+5)}ds
t

t+8
loegll = 7 ate® o7 (802N () (46 )] s =

t+B
8-l-a, _ K s0-a¢ _ K M
< K[t ('t+5-s) ds —'-é_;—&-ﬁ = g 5 .

Assims
fw,ll s ome (12.25)
C" independente de t.
Finalmente:
121 % (648) =t v (8)[| = Jwyll + [lwyll + llwyll s c 8

isto €&,
Al+OLv ¢ di[O,T].



LEMA 12-4; Seja u definida por

T
u(t) = ( e”(t's)Af(s)ds t € [0,T] T>0 (12.26)
O
sendo f € {0,171, 6 ¢ (0,1). Entfo u€ ¢*V(0,T] e
Au € ¢¥(0,T] com O< v < 8.
Além disso, ut = %%— pode ser expresso Como
ut = o spu s p (12.27)
ou .
ut = o~ Ve (4) -ff ae=(E=8)Aro( ) op (%)} as. (12.28)
0
v ~(t-s)A
Demonstragfos De (12.18) +(t) = f e {f(s)=F(t)}ds =
0
t t
=.( e-(t“s)Af(s)ds - ( e-(t-s)Af(t)ds.
0 O
Entdo,
t -(t-s)A
v(t) = u(t) - (' e f(t)ds (12.29)
0
Se S(t) & um semigrupo contfinuo ((A=~3)) mostrawse que:
t
u - S(t)u = —A.( S(s)uds (12.30)
0 .
ou seja +
Jg s(s)uds = +A~L(s(t)u~u) (12.31)
Entdo

j;te'(t's)Af(t)ds A (o™ PAr(6)mf(£)) o

u(t)

{i

v(t) +‘£te-(t-s)Af(t)ds =

= v(t) - a~te~tr (1) + a*le(t)
u(t) = a7le(s) - a™te"¥ s (t) + v(t) donde
Au(t) = £(t) - e’tAf(f) + Av(t) wu € D(4) (12.32)

De (12.20) a'*%y ¢ (0,71 com 0 a<1 e 0<yu <8-a
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Se o = 0 entfo Av ¢ dJ'(O,'I‘] com O<H < B, disto €,
Av ¢ CV(O,T], O« V €8, TUsando o Lema 2-=13 mostrawse que
Aau € ¢¥(o,T].
Seja agora

bgu = u(t+8) - u(t) O<t< t+#8 s T T > O
e-(t+5's)Af(s)ds - Lte"(t“s)Af(s)ds =
e'(t"'é-s)Af(s)ds + (t+6e"(t+6"s)Af(s)ds -

LY

e-(t-s)Af(S)ds + (t+ae"(t+6"s)Af(t)ds -
t+8 K

o= (t¥8=8)Ap y4y o Lte-(t's)Af(s)(e'bA-—I)ds +

+f’t+6e-(t+6”5)Af(t)ds +{ft+6e"(t+5'S)A{f(s)-f(t)}ds.
t t

¥y, = Et(e”éA—I)e-(t's)Af(s)ds
f“ae-(tw's)A{f(s)-f(t)}ds
t

{t+aeﬂ(t+6ws)Af(t)ds

.
o
it

"
W
fl
oF

%
yp = (e~ - I)fo o= (+=3)Ae(g)as = (e « T)u

Se u € D(A) entfo lim ] (e'éA-I)u = wAu,
g0t

Logo

¥, )
g,s.g+_5é— = Lim + (e $A 1)u = -Au (12.33)
=)
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&7
De (12.31) temos: f S{s)uas = A-l(S(t)u-u). Logo
O .

Yy = 9-5A (6efo(t)dx = +e-6A A-l(eaAf(t)-f(t)) =
0

- 4 e—GA 95A A-lf(t) - e—bA A-lf(t) -
=+ A"Lle() - ™0h A™le(g) = —(e~PA-T)a"le(4)
Dai: y
1im -33 = lim %—(G'GA—I)A"lf(t) = + AA"Ye (%) (12.3%4)
§+0t S0t
t+8
Yo = ( e'(t+6"S)A{f(s)-f(t)}ds t £ s < t+b
t
t+8
vl < [ Hom (82042 ()=t (+)]} a8 b s s s tad
t
t+8 g t4+d 5
s‘{ K|s=t|"ds =j/ K(swt) ds =
t t
_ o 8
=K 1+ °
y 8 '
-—ggﬂ < K-%:g + 0 gquando b&-»07 (12.35)
Como,

bgu = u(t+d) = u(t) = wy + w, + Wy, temos

1 .
lim (u(t+8) = u(t)) = 1im (w, + w, + w,)
5 o+ © g~0t T 2 3

e por (12.33), (12,34) e (12.35) temos

s rim F (u(e48) = ult)) = ~Au + £ (12.36)
§-»0t

Sendo Au € ¢’[0,T] e f € ¢’[0,T] 1logo f € ¢’[0,T]
O< v <8 concluimos que %%- existe e € igual & uma fungfo con~
tinua sendo %% e c¢¥(o,T].

T{nhamos obtido anteriormente que
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au(t) = £(+) -~ e~ P22(4) + av(+)
Logo:
ut{t) = g%-= ~Au{t) + £(t) = -e“tAf(t) + Av(t) =

t

= ~e"Phr(t) 4+ f ne={E=8) A0 £ (o) ip (4)] ds,
8]

Obtivemos entfo:

g%A= -Au + f (12,436)
£
= lemPr(s) +J; ae~ (=3 )Ar 5y (4)} as (12.37)

Com os resultados que acabamos de obter podemos mostrar
que as solugldes wu = u(t) de (9.10) s8o diferencidveis.

TEOREMA 12-5: Suponhamos u = u(t) uma solugfo de (9.9),

u € g[O;TJ: T > 0, ”Pf(t)n - O(te“l)

para algum
€ > 0, quando t-=0t e Pr ¢ ce(o,iﬂ 0< B < 1. EntHo
u € Cl+v(O,T], Au € ¢Y(0,T] para todo v tal que O < v < %—

e 0<v<6B e u € solugfo de (9.5), (9.6) (P(2)) em (0,T],

Demonstragdo: Seja € > O arbitrariamente pequeno. Ent#o para

qualquer t ¢ [€,T] u satisfaz a relagfo:

u{t) = ze(t) + Ve(t) + Ué(t) (12,38)
onde
7 (t) = o (7€) 8y (g)
Vé(t) =-fte-(t‘S)APf(s)ds
€ ¢
Ué(t) = f/ e-(t-s)AFu(s)ds
. ¢ azg
E evidente que Zy € ¢ (e, T], Az, € Ce(e,T] e gz = -AZg em

(e, T]. ,



Da hipétese de que Pf ¢ CG[G,T] e do Lema 12-4 e 122
dvg

segue=se que V, ¢ Cl+v[e,1ﬂ, AV, € Cv(s,Iﬂ e S5

¢
Se escolhermos V < A < %ﬁ temos que Fu ¢ CK(O,T], pelo

= AV, + Pf,

Lema 12-2 (12.17), logo Fu € CK[G,T]. Este fato mais o Lema 124

dUe AV
at = ~AVg + Tu.

nos dizem que Ué € Cl+v(e,T], AUE € Cv[e,Iﬂ e

Assim, conlcuimos que u € C1+v[e,Tﬂ, Auy € Cv[C,Tﬂ e

du

g = =AM + Fu + Pf em [€,T]. Sendo € > O arbitrdrio a conclu-

sfo vale em (0,77,

Usando este resultado mostremos agora que as solugles de

(9.10) em s(0,T] sfo diferencidveis em (0,T].

TEOREMA 12-6: Seja Pf ¢ Ce(O,T], 0<8<1 ac (@), |rc(s)] =

e'l), para algum € > O, t—>0+. Se u €& uma

= O(t
solugfo de (9.10) wu € S[0,7] ent¥o u€ ¢ ™V (o0,T], Au € c¥(0,T]
para O < vy <-%-, O<y<fB o 1u & soluggo de (9.5), (9.6) em

(o,T].

Demonstragdio: Seja t; € (0,T] arbitrdrio. Se escolhermos 8 e

¥ talque 1/h <8 < 1/2, 3/4<y< 1, 3/4<y<«<
< B+1/2 entdo u(tl) € D(As) porque u(tl) € D(Al/z)
pe e cre L1l

Consideremos a equagfo
t
e-(t-s)AFu(s)ds +
+ 1 (12,39)
+ ( o= (t=3)2pe (Vas & > 4
%
com instante inicial +

u(t) = eh(t-tl)Au(tl) + £

1

1 © valor inicial u(tl).
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Pelo Teorema 12-2 existe uma solugdo Vv € g[tl'tl+6]’

8 > 0 qualquer satisfazendo O < § < T=t Como esta solugfo

lﬂ
€ Unica pelo Teorema 12-1, se u €& solugdo entdo u e Vv coin
cidem em [tl,tl+6].

Mas ent®o u satisfaz as conclusles do Teorema 12a5

com o intervalo (0,T] substituido por [tl,tl+5]. Como & > O

& arbitrdrio e independe de tl o teorema estd demonstrado,

CAPITULO V
8§13, Conclusfo

Mostramos, assim, que uma solugfo u = u(t) da equa=
¢¥o integral (9.10) & diferencidvel e € solugdo do problema de
valor inicial (9.35), (9.6).

Uma vez conhecida a solug¥o u = u(s) de (9.5), (9.6)
em um intervalo I podemos determinar a press@o p em (9.1).

Dizemos que a fungdo pz IXQ2--R, p € Lioc(IXQ) € a
press®o associada a u = u(t) se u & solucfo de (9.5) e se
P e u satisfazem a equaggo de Navier~Stokes (9.1).

A press@o p pode ser determinada se conhecermos a
fun¢do de Green, relativa a pressao, do problema de Stokes.

0 problema de Stokes, com condigfo de fronteira homo-

génea, congiste em determinar uma funggo vetorial wvi IXQ-—--[R3

e uma fung¢do real q: IXU—R tal que o sistema
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Av « Vg = af
Vev = O

v an = 0

seja satisfeito para uma dada fungfo f.

De acordo com 0dgqvist e Ladyzhenskaya [12] a iinica so=

lugdo {v,q] deste sistema &§ dada por
v(0) <[ aCeetlay o ax) =[ ebay)r(ay

onde G(x,y) & um tensor e g(x,y) uma fung®o vetorial definida
em (X0, Uma vez determinada a fungfo g(x,vy) a pressfo p es-
t{ determinada a menos de uma constante aditiva de acordo com o
seguinte lema:

LEMA:; Seja u uma solugfo de (9.5) num intervalo I onde

£ € ¢(I; L2(Q)) e w(x;t) = - E%—- (u|?)u + £. Entdo

p(x,t) = fQ g(x,y)w(y,t)dy (x,t) € QXI

¢ a pressfio associada & velocidade u.

A demonstrag@o deste lema envolve outros resultados

sobre as fungles G(x,y) e g(x,y) e n¥o serd feita aqui,

A solugfo do problema de Stokes e a forma explfcita

de G(x,y) e g(x,y) estfo em [12].
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APENDICE 1

Decomposigao do L2(Q) em subespagos ortogonais

Seja {0 um dominio do RB, L2(Q) o espago de Hilbert
das fungdes vetoriais u: Q—*RB com componentes w, € Lz(ﬂ),
k=1,2,3. Em L2(Q) estd definido o produto escalar (u|v) =

i

3
z v, dx.
o1 Vi

Lz(ﬂ) se decompde, entfo, em dois subespagos ortogo-
nais E(Q) e G(Q) sendo E(Q) o fecho, na norma do LZ(Q),
do conjunto das fungles vetoriais solenoidais wu infinitamente
diferencidveis e de suporte compacto em { e G(Q) o fecho,
na norma do Lz(Q) das fungSes w = grad @, ¢ fungdo real e
infinitamente difefenciével em (.,

Temos entaos

12(Q) = (@) @ a(Q)

L7 (Q)

E(Q) fu € Cz(ﬂ); div u = 0}

L?(Q)

G(Q) {w = grad @, o € C*}

Antes, veremos o seguinte prbblema auxiliar: [12]

"Congtruir em ( um campo vetorial solenoidal a(x)
tal que a(x) = o se x € 30 ",

Como o campo a(x) procurado deve ser soleinodal,

teremos que:
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0 = deiv a(x)dx = £Q (a|v)ds

onde VvV & a normal unitdria externa a aQ.

Vamos supor, entfo, que vale a relagdo:

f (x]v) = 0

a2

e decompor o vetor @ segundo componentes normal e tangencial 3
fronteira ge O, isto &,

@ =aV +a.r a, = (a]v)

Usaremos a componente normal av para construir um

campo vetorial solenoidal da forma b = grad ® com bv(x) = Qe

Como div b = div grad @ = Ap = 0 e

= .

]
By ()|, = (BIV)|, = (erad |y z S

30 )Ian =3—vlan

0 problema de determinar o campo b fica reduzido ao seguinte

problema de Neuman
A‘L’l:o

o _

Em virtude da relagfo 'g (a]v)das = 0, vdlida por hipd-
tese, este problema possui solugEerm @, [15] sendo esta solugo
determinada a menos de uma constante aditiva, que pode ser fixada
fazendo m(xo) =0, x_¢ o0 .

Escrevemos ent3o a(x) mna forma

a(x) = b(x) + ¢(x)
onde c(x) deve ser determinado obedecendo as condigles:
div c(x) = 0

e(x)], = (@-b 8

Mag =



Ol

sendo (B[v)laQ = O.

O campo C(x) pode ser obtido construindo um outro
campo d(x) [12] satisfazendo & certas propriedades e tal que
c(x) = rot d(x)
rot d(x)'aQ = B
Assim,
a(x) = grad @ + rot d

ou a(x) = b(x) + c(x)

Passamos agora a decomposigfo do LZ(Q) em dois sube
espagos ortogonais tais que:
1*@) = ®(Q) @ a(Q)
onde E(Q), como jd foi dito, é o fecho, na norma do LZ(Q), do
conjunto das fungﬁes vetoriais de suporte compacto e infinitamente

diferencidveis em (! e com divergéncia nula. Veremos o seguinte:

TEOREMA: G(Q) €& constituido das fungBes grad ® onde © € uma
fungdo real em , o € LZ(Q) localmente e ¥ possui derivadas
primeiras em L2(Q).

Antes de passarmos & demonstragio veremos os seguintes
resultados, que nos serfo iteis durante a demonstragfo.

ny . . <o

seja p(x) uma fungao real, nao negativa, p € C @y,

satisfazendo:

p(x) = 0 se |x[ > 1
fRB p(x)dx =1

Escolhendo convenientemente o valor da constante ¢

a fungdo p(x) definida a seguir satisfaz & estas condigles:
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0 se |x| > 1

p(x)

1

| x|

se |x| =< 1

v

Para € > 0 definimos o operador Je por

(3gu) (x) —;%f o (X )u(y)ay
Q

onde u(y) estd definida em Q.
Valem, entfo, os seguintes resultados [ 15]

1) se u€ 1L°(Q) entHo Jeut € C:(!RB), isto €, Jeu & indefi-
3

nidamente diferencidvel e de suporte compacto no R™,

2) J LZ(Q)-—-IP(Q) € uma transformacfo linear limitada.

e:

3) HJéu - uf 2 — 0 gquando €--0 para cada u € LZ(Q).
L

(@)

b) se we ¢2(A) entdo DY(Igm) = (-1)I%] g (0%w)

Demonstragdo: Seja entfo u¢ G(Q), isto &, f, 3 L wyvydx = 0

para todo v € E(Q). Vamos indicar o produto es=-

calar, para facilidade de notag@o, por fu-v dx. Tomemos

v = rot We s onde w €& suficientemente regular e de suporte com=-
pacto em (O e We = JgW ou seja:
X
wg (x) ( P (5% w(v)ay
| x-vl<e

) 3 ;. .
Vamos escolher € menor do que a distancia de Q°Y,

onde w #£ 0, & fronteira 3Q. Assim, we estd definida em Q

e possui suporte compacto em O com w = O fora de (. Pelo
resultado 4) acima temos que:

. rot wg = rot(Jew) = Jg (rot w).
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Levando em conta este resultado temos:

0 =( u-sv ds =£u(x)-(

-

ﬂro W =
Hx-y”sep( g rot w(y)dy)dx

p (—Jgé-z)u(x)dx) 10t W(Y)dy‘ —
| x-yll<e

= A ue(y)-rot w(y)ay.

Pela propriedade 1) segue-se que Vg € C:(Q). Integran
do por partes vem:
0 = [ ugly)erot wixday = [ rot ug(x)-uly)ay
9 02

e como w(y) € suficientemente arbitririo podemos concluir que

rot u, = O. ug estd definida para todo x € ' onde Ot €& um
subdominio de }, a uma distadncia € de 30 e rot u, = 0 fora
de QOr,

Sendo rot u, = 0 podemos construir uma funcfo ®(x,e)

em Q' tal que ®(x,€)

X
g dx] X um ponto fixo,

f k=1 uke 3 o

*o

A fung&®o ®(x,e) & definida por esta integral e
v = grad m(x,e).
Tomando limite quandoe € -—+0 e usando a propriedade 3)

temos que u.—~u em L2(Q') enguanto que ®(x,e) —~®(x) em

Wl’g(Q') e u = grad ®. Sendo Q! um subdominio arbitrario
de I segue=-se que ©@ estd definida em todo {l. Temos que Vew
rificar agora se ® & continua em {, isto &, se §0d¢ = 0 para

todas as trajetdrias fechadas em (.,
Vamos tomar um dominio tubular T < {I e considerar
uma segfo plana transversal Sl em T. Em Sl supomos existir

um campo de vetores a, suficientemente regular, com diregdo or-
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togonal a Sl e ¢ = 0 na fronteira de Sl‘ Construimos, em T,
um campo solenoidal u(x) regular no interior de T, a(x)
se X pertence & superficie lateral de T e a(x) =a se x€ 51
a(x) €& limitado em T e continuo no interior e na fronteira de
T, com excegfo, talvez, da curva Zl intersecfio de §; com T.
Esta construgldo do campo a(x) em T & possivel em vista do re-
sultado do problema auxiliar,

Podemos estender a(x) a todo R’ definindo a(x) = 0
Se X é T

Seja, agora, Vv = a, = Jea.

Pela propriedade l) v & indefinidamente diferencidvel

e de suporte compacto em (.

Também temos ques

P s : 2 ( x=Y)a, (y)
div v = e a_ = = a, (yjdy =
k=1 axk ¢k k=1 e x_k ” x..y'”SC -
-3 2o (EY)a ( ; (E2Y) 52 a (v)ay =
= - z ayk ¢ y)dy = p P W}; a,\yldy =
k=14 xy]|<e k=1l x-yl|<e
= p( )dlv ady =0 porque div a = O,
| x-vl|se

Sendo v € Cz(Q) e div v = 0O entdo v € E(Q).

Substituinde v em f. usv dx = O obtemos:

. Q 3
O=[u-vdx={grad¢-vdx=2f-5—ch =
Q Q i=1"'0
= [o]v, ds -[ ¢ div v dx = r[cp]v ds
Si Q S
onde Si é uma segao transversal que contém Sl' Podemos tomar

¢ tZo pequeno tal que ¢ dominio T', fora do qual v = 0, difira
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muito pouco de T e S! difira muito pouco de S Tomando limi

1 1°
te, quando € — 0, a,—~ a uniformemente em Q/El. Portantos
v = (a_) - a = Q
v|ss ( € Vls! IS’ v
1 1 1
e

0 = lim ‘( [®]v, ds = [ [ela, ds.
€-0 /g

S

?
1 1
Como a,, & arbitrdrio concluimos que [p] = 0, isto €,

o salto de ¢, ao passar pela secggo S ¢ nulo, ou seja, ¥ ¢é

l’

continua, o que prova o teorema.

APENDICE 2

Extensfo de Friedrichs

No que segue, estudaremos, sucintamente, o problema de
estender um operador linear simétrico, semi-limitado inferiormen=
te (superiormente), de modo Que esta extensdo seja auto-adjunta.

Se ja entfo um operador A definido em seu dominio D(A)

com valores em H e D(A) = H. Diremos que A & positivo defi=
nido em D(A) se tivermos

(aulu) > a®[u?
para todo u € D(A) sendo & uma constante positiva. Evidente-
mente, se A & positivo definido segue-se que (Au|u) € R, para
todo u € D(A), logo A & simdtrico e & limitado inferiormente

2 . .
por O« , isto e,



Temos o seguinte teorema:

TEOREMA (Friedrichs): Um operador 4, positivo definido, admite
uma extens¥o auto~adjunta A tal que x-1 existe, €

1imitado e estd definido em todo H,.

Antes de darmos a demonstragfo deste teorema veremos al

guns resultados auxiliares & demonstrago

LEMA 1 [17]: Se A & um operador positivo definido e a equagéo

Au = £ poesul solugfo esta solugfio ¢ unica.

Demonstragfo: Suponhamos que u; e u,, U, # u, sejam gsolugBes.

Entfo Au, = f e Au, = f donde Au,-Au, = A(ulfu2)=

0., Como A € positivo definido temos:

0®luy-uyl® € (a(ug-uy),(u;-u5)) = 0

© que implica u,; = Uj.

Dado um operador positivo definide A podemos associar
a ele um funcional linear F definido por:

F(u) = (Au]ju) = (u|f) - (f|lu), ue€ p(a), f£€H
e D(F) = D(A)., Como (Au|u) € R e «(u|f) = (£f|u) = =2 Re(ujf)
podemos escrever quel
| F(u) = (Auju) = 2 Re(ulf)

o faz sentido ent&oc proourar o mfnimo de F(u), Temos o seguinte
LEMA 2 [17]3 Se & equagfo Au = £ possui uma solugdo u_ € D(4)

entfo F(u, ) = F(u) para todo u € D(A) valendo a

igualdade se u = u_, Por outro lado, se dado um u, € D(A) ti=-
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vermos F(uo) s F(u) para todo u € D(A) entHo Au_ = f.

Demonstracfo: Seja u, € D(A) solugBo de Au = f. Levando em

conta que A & simétrico temos:

F(u)

(Aulu) = (£]w) = (ulf) = (aufu) - (au_|u) - (ulau ) =

(Au|u) - (Au0|u) - (u]Auo) + (au_fu ) - (Au0|uo)'=

(Auoluo-u) - (Au|u0~u) - (Auoluo) =

(a(ug=u) | (u -u)=(au_|u_)).

Porém, (A(uo-u)|(uo-u)) 2 a2Huo-uH2 e

F(uo)

(aulu) - (£luy) - (u_|£) =

(Au0|uo) - (Auoluo) - (uOIAuO) =

]

-(uOIAuO) = -(Au0|u0).

Logos
F{u) = (A(uo—u)](uonu)) - (Auoluo) = azﬂuo-uH2+F(uo)aF(ua)
a F(uo) < F(u)
Se agora para um dado u € D(A) tivermos F(uo) £ F(u)

para todo u € D(A), o que equivale a dizer que F(uo) =

= min P(u), teremos que:

uED(A)
gE-F(uQ+tz)|t=O = 0 sendo t € R e =z € D(A)
qualquer,
Obtemos:
-g-%- Flu +tz) = (Au_jz) + (az|u ) + 2t(az|z) - (f|z) - (z]£) e
%¥ F(uo+‘tz)|t o = (AUOIZ) + (Az|u0) - (£l2) - (z]|f) donde

(auolz) + (Azluo) - (f|z) -~ (z|£) =0
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ou- (Auoiz) + (z[Auo) -~ (£]lz) = (z|f) =0

Entdo:

U
o

(Au_-f|z) + (z|Au -f)

1l
o

(Auo—f|z) + (Au _-f|z)

e Re((Auo-flz)) =0

Se substituirmos =z por iz verificaremos que
| Im((Auo—f|z)) =0
Logo, (Auo-f|z) =0, u, z€ D(A) e f € H, isto &, Au_-f
ortogonal a D(A). Sendo D(A) denso em H segue-se que
Auo-f = 0 portanto,

Au = f.
o]

Este lema mostra que dado qualquer f € H o funciona
F(u) assume um valor mfnimo para algum u_ € D(A). Vamos agor
"aymentar" o dominic de F, que é o dominio de A, de modo que
problema min F(u) sempre tenha solugfo. [15]

Para isto, vamos introduzir em D(A) um novo produto

escalar definide por:

[u|v]) = (Aau|v) wua,vE p(A) (1)
entdos fulul = [lul} = (auju)
e 1wl = (aulu) = o®||u]?
ou la] < 2 lull, (2)

D(A) com este produto escalar define um novo espago
‘de Hilbert que pode ser completo ou n@e. No caso de nZio se com
pleto nés o completaremos acrescentando-lhe novos elementos,

- Chamaremos este espago de Hilbert, agora completo, de HA‘
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Seja entfo uma seq#idncia de Cauchy (u ) u_ € D{A)
nnN n

com o produto escalar (1).
Mas, entfo, por (2) (u ) € também uma seqliéncia
N neN
de Cauchy em H., Como H & completo temos que:

u — ut ut ¢ H,
n
Se tivermos duas seqliéncias de Cauchy, {(u_)
N neEN
(vn) . equivalentes em D(A) com o produto escalar (1), isto
n
€; se ”un-vn”A—* 0 n—o, entfo por (2) (un)nEN e (vn)nEN

sfo equivalentes em H, ou seja, seqliéncias equivalentes em D(A)
convergem para o mesmo elemento em H. Sejam agora (un)nEN
(vn)nEN seqliéncias de Cauchy pertencentes i classes diferentes,
oV € D(A), com o produto escalar (l). Se =z & D(A), Zz quale
quer, entio:

(Az|un-vn) = [z!unuvn] = [z|wn]

Se n-«, temos:

(Az|ut=v?) = [z|w] w0 W € Hy.

Se fosse ut = v! entdfo [z|w] = 0 ou w . D(A) com

w € H Mas isto ¢ impossivel uma vez que D(A) = H, e w#£O.

X
Logo, ut £ v!. Assim, elementos distintes de H cor-
respondem & seqliéncias distintas de D(A) com produto escalar (1),
Deste modo, o completamento de D(A) com a métrica dada pelo pro-
duto escalar (1) estd bem definido. Pelo que acabamos de ver, ve-
rificamos que o completamento de D(A) com a métrica dada por (1)
foi feito usando elementos de H, Sendo HA o completado de D{A)

temos agora a relaggo seguinte:

p(A) cH, cH D(A) =H H, =H (3)
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Podemos agora estender o funcional F a todo _HA pondo

F(w) = [ulul - (flu) - (u]) we H, (n)
e procurar resolver o problema do minimo Péra 7. Seja, entdo,
f fixo, f € H., Temos gue (u|f), wu ¢ H, ¢ um funcional limi-
tado em HA’ pois,

[Gale) ] < liell fiull = 2 el

Pelo lema de Riesz, existe um inico u, em H, tal
que
(u]r) = [uluoj ué€ H, f€cH (5)
A expressfo (4) pode ser escrita, entfo, como:
F(u) = [u|u] - [uolu] - [quO] =
= [u|u] = [uo|u] - [uluo] + [uo]uO] - [u,lu,] =
= [u-uo|u-u0] - [uoluoj
Porém,
Flu,) = [u fu] - [a lul = [u |u]] = —[u0|u0] e
F(u) = [u-uolu—uoj + F(uo) 2 F(uo)
f(uo) < F(u) para todo u € H,, valendo a igualdade
quando u = e
Agsdim:
m;ﬁ F{u) = F(uo) = —[uoluoj
UeHa
De acordo com o que vimos anteriormente, em vista do
fato de que u € o ponto em que P assume um minimo, podemos

o

escrever gue
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sendo o dominio de A o subespago de todas as solugles do proble-
ma do minimo de f(u) quande f varia em H. Evidentemente,

~ -~
tem=-se AT A e D(A) = HAn

Se Au, = O temos, usando a (5), que:

(£lw) = [u|ul

e (Auolu) = [uolu] = 0
com u_ € D(X), uc H,, ou seja u H,. Como D(K) € denso em
HA obtemos que u, = O.
Logo, Kuo = 0 dmplica u, = 0O e existe o inverso
x-t definido no conjunto de valores de A que & todo o H, isto é,

D(K-l) = H,
Por outro lado, temos, usando novamente a (5), que:

(£]u) = [u,|u]

ou seja (Kuolu) = [uolu] u, € D(X), u € H,
Se fizermos u = s entdo:
2
(augluy) = [u lu ] = [luflf = 0
e (Auoluo) € R se u. ¢ D(A)

L ~y
o que implica ser A wum operador simétrico em D(A).

~ ” . P . N . "“'1
Ora, A € simétrico e possui um inverso A —, logo

g A - I . - . ool . - u ~al -
A € também simétrico, A simétrico com D(A ) = H € autoe

adjunto, logo € fechado., Pelo teorema do "grdfico fechado"

~el -1

A ¢ limitado. Se A é auto-adjunto o seu inverso A tam-

bém € auto-adjunto no seu domfnio D(A).
Assim, obtivemos X tal que s
Ac X com A* =X

0 que demonstra o teorema,.
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Aplicacgdo:
Se ja L2(Q) = E(Q) @ G(Q) como em A=1l, onde lembramos

que E(Q) € o espago de Hilbert definido por:

2
E(Q) = {u¢€ Cz(ﬂ); div u = O}L (Q)
Vamos considerar o operador A = ~A, o negativo do ope=
rador laplaciano, de E(Q) em E(Q)
A: B(Q) -~ E(Q)
Tomaremos como dominio de A, D(A) = D(«A) o subespa=

go vetorial das fungldes u € C:(Q) com div u = O, isto €&,
D(A) = {u € ¢ (Q): div.u = 0}
Vamos congiderar o problema de estender o operador A
a E(Q) de modo que a extens@o obtida seja auto-adjunta,
De acordo com o que vimos temos que verificar se D(A)
€ denso em E(Q) e se A & positivo definido em D(A).
a) D(A) €& denso em E(Q) pela prdépria definicfo de D(A) e
de E(Q).
b) Veremos que (Aulu) = kzﬂuﬂz para todo u € D(A). De fa~

to, seja u € D(A). Ent@o, temos:

. 3 Bzu(x)
(rulw) = [ - buG)m(ax = - [ £ 2800 u(x)ax -
Q o i=1 Bxi
_ 3 du(x) -( 3u(x) 3u(x) _
= iil{‘ %, u(X)’BQ + | TE, o%, dx} =
- [ > |§§§f_)|2 dx.
9 i=1 i

Usando a desigualdade de Friedrichs [ 15]
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3 2
lall?, < oa?‘{ g Rulx)” o
L= (0) q =1 °7d

vem entfo:

3
(Au|u) = (’ z ré§£§l42 dx 2—l§-HuH2

o i=1 i o Lz(Q)
donde (Au|u) = k2”u”2 para todo uED(A),
Logo A €& positivo definido em D(A) e portanto simé-
trico. O espago 1, € obtido completando D(A) com a norma in-

duzida pelo produto escalar [u,v] = {(Au|{v) ou seja:

3 2

2 3

a2 = (auju) = f £ Ral) )7 ay,
Q i=1 i

Observamos que esta norma € equivalente & norma do

Hl(Q)o De fato, sendo a norma de Hl(Q) da por:

3
2 2
= ((|u| + I 1-3;_1 )dx

2
lll?,
H () a i=1 71

vem que:

2 2 3 au 2 f 3 du (2 2
u = u z x z | = |[u
2, (Q(I 2 E R e | E IS - ]
. ’ 2 2
ist H H HH]'(Q) z ” ”A

Empregando novamente a desigualdade de Friedrichs

temos:
3 2
lull? < [u® = [Iul?‘dx * ( £3% )" ax <
A Hl(ﬂ) Q 0 i=1 axi
3 2 3 2
< azf’ z I%E—I dx + (’ b I%%—l dx =
O i=1 x5 O i=1 i
3 2
2 3 2 2
= (o +1){ I 3l ax = (@%n)[luf] .
0 i=1 i

Assim:
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Tl =l ® @ ° (@) ]|ull?

0 que implica a equivaléncia das normas.

Portanto, H, & o completado de D(A) com a norma de

Hl(ﬁ). Por definigdlo, o fecho de C:(Q) com a norma de Hl(Q) é

o Hi(ﬂ). Logo, H € o subespago das fungdes u € Hi(ﬂ) sa-

A

tisfazende a condigao adicional div u = 0, isto &,

1 .
H, = fuce HO(Q); div u = 0}.

0 funclonal F.(u) com u € D(A) € dado por:

i

Ff(u) j;[-Au(x)u(x) - 2 Re(u|f)lax =

1l

3 2
[.zl|auxf |7 - 2 Re(u|f)]ax.
n:L: 1 '

Vimos que o problema do minimo de Ff(u), u€H, e
f € E(Q) possui uma solugdo dnica. Acrescentando a D(A) todas
as solugles u de min Ff(u) quando f wvaria em E(Q) chega-
mos i extens¥o auto-adjunta A de A sendo

Au = f.
Como A S A vem que
p(X) = p(a*).
Mas, as fungSes u € D(A¥*) possuem derivadas fracas

até 25 ordemem 0 e A¥ & o operador de Laplace. Logo, A &

o operador laplaciano e
2

~y
Al = =

)
13x

c

= T

T = (W
He

i

il

com D(X) £ H, = {u€ HI(Q): daivu = 0}.
N280o & diffcil mostrar que o conjunto das fungSes que

constituem D(A) coincide com o conjunto das fungldes do domfnio
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da raiz quadrada positiva de A, D(Al/z) e que D(Al/z) = HA.QA]

Loge:

p(X) = p(a¥/?) - H,.

APENDICE 3

Semigrupos

Seja X um espago de Banach complexo e L(X) a dlge-
bra de Banach dos operadores limitados de X. Tomemos a semi-re%a
[0,2) e consideremos a aplicagfo:

S: [0,»)— L(X)
t s(t)
que a cada t € R, t 2 0, associa um operador continuo S{t) em

L(X). Diremos que a famflia {S(t), t = 0} c L(X) € um semigrupo

de classe Co quando satisfizer as seguintes condigSes:

1) s(t+s) = S(t)S(s) = s(s)S(t)s +t,s 2 0
2) s$(0) = I, I & a identidade de L{X).
3) 4 aplicagfo S{+)u: [0,0)~—=X & fortemente contfnua em ¥,

isteo €, lim [|S(+t)u ~ S(to)u” = 0 para cada u € X, sendo

——

(8}
t?to > 0 e o limite tomado no sentido da norma de X,

As derivadas e integrais de fungdes definidas em [0,«)
e com valores em X sdo definidas de modo andlogo a integral de
Riemann, quande X = R, sendo que os limites s&o tomados no senti-
do da norma de X, Assim, u: [0,o)—=X & fortemente derivdvel

. . 1
em t € [0,0) se existir iig E—Hu(to+h) - u(to)”, h>0 e
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este limite, quando existir, € derivada da u mno ponto t,e

Se u € uma fungfo continua num intervalo [0,t] com

t
valores em X a integral f u(t)dt existe como limite de somas
n 0
igl u(§i) (ti+l-ti), E; € (ti+19ti) quando n-—ow e

max(ti —ti)-—>0. A existéncia deste limite seguease do fato de

+1
que uma fungfHo continua num intervalo fechado e limitado & uni-
formemente continua, A verificagfo disto pode ser feita aplican
do um funcional linear continuo a ambos os lados da equaglo em
consideragdo e usar as regras para cdlculo de integrais de fun-

gOes reais [6].

Dado u € X a funcgfo RT— X nem sempre € derivdvel.
t—-S(t)u

Vamos indicar por D(A) o conjunto dos elementos u € X
tal que a fung@o acima possua derivada, isto €,

S{h)u - Tu

D{A) = {u € X | 1im h

h—0

existe}

Temos a seguinte definigfo:

DEFINIGXO: Chama-se gerador infinitesimal do semigrupo {S({t),t20}
ao operador A, nfo necessariamente limitado, definido
pela condig®o seguinte:
Se u € D(A) entHo

Au = lim £ (S(h)u-Tu).

—

0 resultado principal neste pequenoc resumo serd © teore-
ma de Hille-Yosida que dd as condigles necessdrias e suficientes
para gue um operador A seja gerador infinitesimal de um semi-
grupoe de classe CO. Antes de ver este teorema e sua demonstra-

g¢do veremos alguns resultados em forma de proposigdes algumas de-
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las sem demonstragdo,
Daremos agora a seguinte definigdo:

DEFINICXO: Seja B um operador de X em X e D(B) seu domfinio,

Dizemos que B ¢é um operador fechado se tivermos o se=-

guinte:
Se _'un”...u , u, € D(B) Entfo u € D(B)
Bu, —~v v € X v = Bu

PROPOSICX0 1 [6]: Seja B wum operador linear fechado em X e
u(t) uma fungfo continua de [O0,T) em X tal
que u(t) € P(B) e Bu(t) seja contfnua para 0O < t < T. Se as

T T
integrais { u(t)dt e f/ Bu(t)dt existem entdo
0 0
T T T
( u(t)dt € D(B) e Bf u(t)dt = f Bu(t)dt.
¢ ] 0

PROPOSICXO 2:
a) s(t)p(a) c D(4)

b) aAs(x) = s(t)a

Demonstragfio: Suponhamos u € D(A). Como S(t) é limitado terece

moss:
1im ST gy 2 1im L (S(n)S(t)u-S(t)u) =
h-0 B he0 D

= $(t) 1im £ (S(h)u-Iu)

—

que existe pois, por hipdtese, u € D(A).. Logo, se u € D(A)

S(t)u € D(A) e também AS(t)u = S(t)Au para todo u € D(A),

PROPOSIGRO 3:[ 6] Se S(t) & um semigrupo de classe C_ com ge=
rador infinitesimal A entfo para todo u€D(A)

tem=ge:s
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S s(t)u = As(t)u = s(t)au

PROPOSICX0O 4: O gerador infinitesimal A de um semigrupo de clas-

se Co ¢ um operador fechado.

Demonstragf®o [3]s Para cada u € D(A) S(t)u €& continuo em +t.

Logo podemos escrevers
s(t)u-u = f af-S(s)uds = ‘f AS(s)ds = .f s(s)Au ds
o “° 0 0

pela Proposig®o 3. Seja entdo: u —u e Au —v, u, ¢ D(4a).

Temos:
t
-% (s(t)=T)u, = % [ S(s)Au ds
0
e
1 1
ii?m z (s(¢)=T)u, = ¥-(S(t)-1)u
1" 1 ("
lim E-L S(s)Aun ds = %-f S(s)vds
0
ou seja +
1 1
¥-(S(t)-I)u =3 o s(s)vds
Mas,

1 1 t
An = 1lim ¥~(S(t)—1)u = 1lim —-f S(s)vds =
t-+0

t-0 v ()

= lim %—{s(e)vt}'= lim s(8)v = v,
t 0 t-0
onde O < 0 < t, Assims
u, —u u € D(a)

Aun - Au = v
nV

o que prova ser A fechado.

PROPOSICXO 5: Se A & gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C_ entfo o domfnio de A €& denso em X,
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Demonstracfo:[13] Temos que mostrar que para qualquer u € X e=

xiste uma seqliéncia de elementos de D(A) que con-

verge para U. Para cada u & X e cada € > 0O seja:

[
1 .
ug = ?L S(t)u(t)dt.
Tem~se:

a) Ve —~ u quando € — 0

b) ﬁe € D(A)
€

€
2) lgmull = I3[ s(opuar - & ["s(0)uar

< %g’ns(t)u - s(0)ulat

Il

I3 [ (s()ams(e)u)asls

1im ”S(e)u-S(O)u” = 0
€-0

1l

: €
e ;Lfg “ue-uH < ;_iug %L /S (t)u~s(0)ul at

devido & continuidade forte de S(t)u e sendo 0 < 6§ < €.

b) S_(.%Eu - S(h)-T %{Oe S(t)udt:ﬂhlg—)[e S(t)udt ~

€ h 0

h_le . S(t)udt = _};L_e (Oe(s(t-i—h)-s(t))udt =

h h
Ej;e fo (s(t+e)~S(t))udt = 'h_"le[) (s(e)s(t)=s(t))udt

l

I

fl

s(e)-I 1 5 s{e)-T
- e)- S - €)=
= =g h( S(t)udt = e uy
0
Assim:
1im EL%A:E ug = lim s(e)~I w, = S(:)-I "
h~0 h~0

existe o que quer dizer U e D{(a).

Vamos supor agora que o0 semigrupo {S(t), t = 0} de
classe C_ = além das trés condigBes da definigHo satisfaga & uma
quarta condigfo que € a seguinte:

4) Para todo t =z 0 HS(t)” < ekt k > 0.
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PROPOSICGEO 6: Seja {S(t); t = O} um semigrupo de classe C_ tal

que ||s(t)]] = ekt, k> 0., Entfo os A > k nfHo sio

valores prdprios de A,

Demonstracdo [13]s: Suponhamos que algum A > Kk seja valor prdprio

de A, Entdo existe u € D(A), u #£ 0 com

Au = Au. Supondo Hu“ = 1 e usando o teorema de Hanh~Banach

21, podemos afirmar que existe uma forma linear continua

f e X' (X' & o aual de X) tal que:

fu) =1 e £ =1

Seja @ wuma aplicagdo dos reais positivos nos comple~

xo08 definida por

p(t) = £(s(t)u).

Sendo f continua segue~se que ¢ € derivdvel para

todo u € D(A) e obtemos:
£ - %ig-%-[f(S(t+h)u) - £(3(+)u)] = £[1lim 3(t+h)u = 5(t)u
= £(5 s(t)u) = £(S(t)au) = £(s(t)hu) = AE(S(t)u) = ho(t)

S = Ap(t) possui como solugfo g(t) = cet o como

p(0) = £(S(0)u) = f(u) =1 temos C =1 e
p(t) = Mt
Mas, ento:
lo(t) | = |e(s(e)u)] = [gllls(t)u]l = ||s(t)u]

o que resulta

Is(e)] = Is(e)ull = lo(6)[ = "2 &F se A > x

kt

0 que € uma contradigfo, ?ois, por hipdtese HS(t)H < e para
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Logo, 0os A > k nflo sfo valores prdprios de A,

DEFINICXO: Seja A wum operador de X em X, X um espago de

Banach. Se para A € € o operador (AI-A)} com domi=
nio D(AI-A) +tiver imagem densa em X e possuir inverso limita-
do entdic o operador (KI-A)"l € chamado resolvente de A e o con
junto dos A € € +tal que o resolvente de A existe € chamado con
junto resolvente de A.

Indicaremos o conjunto resolvente de A por p(A) e o
resolvente por R(A,A). De acordo com a definig@o acima X € p(a)
se (AI-A) for biunivoca, possuir imagem densa em X e (KI-A)-l
for continuo. Vimos pela ProposigEO 6 gque se o semigrupo
{s(t), t =2 0} de classe C, satisfaz A condigdo de crescimento
Is()]] = Xt k¥ 5> 0 ent¥o os A > k nSo podem ser autovalores do
gerador infinitesimal A. Pode=se mostrar gue se 0 semigrupo sa-
tigfaz & condigdo de crescimento acima entflo os mimeros X tais
que A > k pertencem ao conjunto resolvente de A e gque para
tais A o resolvente de A & a transformada de Laplace do semi-

grupo  S(t). Se |s(#)] = XY cnt¥o a integral,

Jyu = f oMt S(t)u at
O

é convergente para tode u € X, pois

syl = [ o™ s(ealas < [ e Fsolfulas -
O

(7 eI ag = ] [ ety ol
L lulat = | n(o at = lul

Assim, Jyu é a transformada de Laplace de S(t).
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Temos a seguinte

PROPOSIGXO 7: Para todo X > k R(J,) = D(aA) e Ju = (AI-a)"tu

onde R(Jk) € o conjunto de valores de Jy.

(Demonstraggo [13]).Segue-se do que foi dito antes e da Proposicfo

7 que se A & o gerador infinitesimal de um semi-

grupo {S(t)} de classe Co com HS(t)H = ekt entdo (}\I--A)-1

existe e, para todo A > k wvale H(KI-A)-ln < 1

Thex]

TEOREMA (Hille~Yosida): Seja X um espago de Banach., Uma condi-
¢80 necessdria e suficiente para que um operador A de

X seja gerador infinitesimal de um semigrupo de classe CO S

tisfazendo a condigfo HS(t)H = ekt, k>0 & que D(A) seja den

so em X, que os mimeros reais X > k pertengam ao conjunto re-

gsolvente de A e para tais A se tenha

i . E-'.]_?' 1
(AT A N
\ ) ” Ilnkl

Demonstragio: Necessidades: Vimos que se A & gerador infinitesi-

mal de um semigrupo de classe CO el=-
t#o D(A) €& denso em X pela Proposigfio 5, Alédm disto, se
s (t)]] < ot ont¥o para todo X > k tem=-se que A € p(A) e
“(KI-A)-lﬂ < (l-k)"l pela Proposigdo 7 e pelos comentdrios que a

Precederan,

Suficiénecia: Temos de mostrar que se A & um operador
com dominio D(A) denso em X e tal que se X > k o resolvente
(KI-A)-l existe e satisfaz a condigfo

To1-0)"H < (oei) ™
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entdo A € gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe
Co satisfazendo a condigfo | s(t)| = ekt, k > 0.
Indicando o resolvente de A por R(A,A) e usando o

fato de que |[|R(A,4a)| < (l-k)“l para A > k €& fdcil verificar

que para todo u € D(A) temos os seguintes resultados: [13]

‘a) AR(A,A)u-u = R(A,A)An
AR\ ,A)u=u| = [|[R(A,4)Au]| < f&k
donde )\R(AsA)u —u quando A--w,

b) [AR(A,A)| < A(A~kx)" s 2 se A > 2k logo {AR(A,A)} ¢
uniformemente limitada. Como D(A) = X segue-se que

AR(A,A)u —~u para todo u € X,

c) Seja o operador B, = lz(l-A)-l - A, B, & limitado para

‘t?B)L

A >k logo e esfé bem definida e vale
k

tB t
ile l“ < e MK para A > k

tB
ou lie l” < off para A > 2k
. tB,
ou seja, e ¢ uniformemente limitado se A > 2k,
. tB,
Supondo wu € D(A) definimos s, (t) = e e obtemos
45 (t)u = sy (£)Byu
dt “A A A
De

li

t
8y (t)u - Su(t)u fo g—s[su (t=s)sy (s)ulds =

t
L Su(tus) SA(s)(Bku - qiu)ds

Ve
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| .

Zk‘tn B)\

Hsh(t)u f.%i(t)uﬂ < te u - %J u

Para u € D(A) Byu — Au logo HBxu - B“un—a-o
quando A,4 — » e isto implica ser {Sh(t)u} convergente para to
do u € D(A) em gualquer intervalo O s t < t, Qquando A —w.
Sendo 5?13 = X para todo v € X existe wu € D(A) tal que
Hu-v” < €. Logo:

Ilsh(t)v—s“(t)vll s N5y (£)v=5) (t)u]| + [Isy (t)u-s (t)ul +

2k

v s, (6)ums, (6)vl] = 20 T o |18y ()u-g, (4)u]

donde hﬁiﬁ; HSh(t)v_%i(t)v“ < Ze.ezkt

Sendo X completo Sh(t)v converge para tedo v € X e
para tode t em cada intervalo [O,tO].

Podemos por entfo:

1im s (t)v = s(t)v.
Aew 0

Pelo teorema de Banach-Steinhauss S(t) € limitada em
£ MK
Is(&)ll = 1im inf|s, (£)]| = 1im inf e Nk kt
] )

isto €, S(t) satisfaz & condigfo de crescimento. Também, sendo

- A - -
cuniforme a convergencia concluimos dque S(t) é continua em t.

OBK
s(0)v = lim 5, (0)v = lime 'v = v
e S(0) = 1
t+s)B tB B
Sh(t+s)v = e( s) hv = e A eS hv = Sl(t) Sx(s)v

1lim Sh(t+s)v = S{t+s)v = 1lim Sl(t) Sx(s)v = s(t) s(s)v

~= 0 h—.—m
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Suponhamos que B seja o gerador infinitesimal de s(t).

be

t 't
s(t)u-u = ﬂ) a5 Sk(s)u ds = L SK(S) Bku ds

temos?

lim %—(S(t)u-Iu) = Au se u € D(a)
t=0 '

Assim, D{(A) ¢ D(B) e = A, isto é§, B & uma

BID(A)
extens¥o de A. Mostremos que D(A) = D(B).

Em D(a), (rI-A) = (A\I-B)}). Como B & gerador infini-
tesimal de {S(t)} se X >k, X € p(B) e (AI-B): D(B)—X &
uma aplicagdo biunivoca. Logo, (AI-A): D(A)—X € biunivoca.

Seja u € D(B), v = (AI-B)u, w = (xI-A)'lv.

EntSo, w¢ D(a)c D(B) e (AI-A)w = v = (AI-B)u.

sendo w € D(A) e (AT-a) = (AI-B) em D(A} e biunivo
co temos que w = u logo u € D(A) disto €, D(A) = D(B) e
A = B.

Assim, A € gerador infinitesimal do semigrupo

{s(t); t = 0} de classe C, satisfazendo ls(+)] < ekt, k> A,
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